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LỜ I G ỉớ ỉ  ĨH ỈỆ U

Ngày 28/9/2016, Bộ Giáo dục và Đào tạo dã công bô'phương án tổ chức 
kì thi Trung học phổ thông quốc gia năm 2017. Nót mới cua kì thi năm 2017 
la co 5 bài thi: Toán, Ngữ văn, Ngoại ngữ, Khoa học Tự nhiên (tổ hợp ba 
mon Vạt lí, Hóa học, Sinh học) và Khoa học Xã hội (tổ hợp ba môn Lịch sử, 
Địa li, Giáo dục công dân), trong dó chỉ có một bài thi tự luận là Ngũ văn, 
bon bcìi còn lọi thi theo phương thức trắc nghiệm

Diêm thực sự cíôi mới của kì thi Trung học phổ thông quốc gia năm 
2017 là việc chuyển dổi phương thức thi từ "tự luận" sang "trắc nghiệm" đối 
với ba môn Toán, Lịch sử, Địa lí và việc bổ sung môn Giáo dục công dân vào 
bài thi Khoa học Xã hội, với phương thức "trắc nghiệm".

Dể kịp thời giúp hục sinh có tài liệu học tập đắp ứng yêu cầu đổi mới 
của Bộ Giáo dục và Đào tạo về kì thi này, ngoài bộ sách Hướng dẫn ôn tập kì 
th i Trung học phố thông quốc gia năm  học 20 16  - 2 0 1 7  (phát hành trong 

tháng 7 năm 2017), Công ti cổ phần Đầu tư và Phát triển Giáo cìục Hà Nội - 
Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam còn xuất bản bộ sách Trạc nghiệm 12 

(phát hành trong tháng 17 năm 2016). Bộ sách gồm 4 cuốn tương ứng với 4 
môn Toán, Lịch sử, Địa lí, Giáo dục công dân.

Bẽn cạnh việc chỉ ra những kiến thức cơ bản, những kĩ năng cần thiết
d ể  trả lời nhanh câu hỏi trắc nghiệm, bộ sách cung cấp hệ thống câu hỏi trắc 
nghiệm theo chương trình lớp 12 với những gợi ỷ, hướng dẫn cần thiết.

Hi vọng bộ sách giúp các em nhanh chóng làm quen và rèn luyện tốt kĩ 
năng thi trắc nghiệm bôh môn mới là Toán, Lịch sử, Địa lí, Giáo dục công dân 
trong kì thi Trung học phô thông quôc gia năm 2017.

Mọi ý kiến đóng góp xin gửi về : Công ti cổ phần Dầu tư và Phát triển
Giáo dục Hà Nội, Tòa.nhà văn phòng HEID, Ngõ 12, Lảng Hạ, Bei Đình,

Hà Nội.

Trân trọng cảm ơn !

Hìì Nội, thảng 7 7 năm 2016
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L Ờ ỉ N Ó I  Đ Ầ U

Cuốn sách Trắc nghiệm Toán 12 được biên soạn nhăm cung cap c c em 
học sinh, các thầy,.cô giáo một tài liệu tham khảo hữu ích, sử dụng trong qua trinh 

giảng dạy, học tập môn Toán lớp 12 THPT theo tinh thần đôi mơi phương thưc 

kiểm tra, đánh giá trong kì thi Trung học phổ thông (THPT) quôc gia cua Bọ Giao 

dục và Đào tạo (GD&ĐT).

Nội dung sách gồm hai phần:

- Phần một : Giải tích ;

- Phần hai : Hình học.

Mỗi phần gồm các Chương, được trình bày theo thứ tự như trong sách giáo 

khoa (SGK) Giải tích 12 và SGK Hình học 12 hiện hành.

Nội dung của mỗi Chương gồm :

- Tóm tắt kiến thức lí thuyết mà học sinh cần hiểu, nhớ theo yêu cầu của 

Chuẩn kiến thức môn Toán lớp 12 THPT hiện hành ;

- Tóm tắt các kĩ năng mà học sinh cần luyện tập để thành thục theo yêu cầu 
của Chuẩn kĩ năng môn Toán lớp 1 2 THPT hiện hành ;

. - Các ví dụ minh họa cho việc vận dụng các kiến thức và kĩ năng nêu trên để 

xử lí, trả lời các câu hỏi trắc nghiệm có nội dung thuộc phạm  vi nội dung của 
chương ;

- Các câu hỏi trắc nghiệm có nội dung thuộc phạm vi nội dung của chương 

với các cấp độ nhận thức từ "nhận biết" tới "vận dụng cao" (về cấp độ nhận thức 

của các câu hỏi trắc nghiệm môn Toán, xem bài viết "Một số.lưu ý về các câu hỏi 

trắc nghiệm môn Toán" của tác giả Nguyễn Khắc Minh, được in từ trang 6 đến 

■trang 10 của .sách này) ; với mỗi câu hỏi đều có đáp án và với đa số các câu hỏi có 

gợi ý hoặc hướng dẫn giải, ở  phần Đáp án, cùng với việc nêu ra đáp  án đúng còn 

có thông tin về cấp độ nhận thức của mỗi câu hỏi (theo quan niệm của người biên 

soạn cáu hỏi đó) ; các thông tin này được biểu thị qua các  số 1 2 3 và 4 với quy
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ước 1 là câp độ "nhận biết", 2 là câp độ "thông hiểu", 3 là cấp độ "vận dụng 
(thâp)" và 4 là câp độ "vận dụng cao".

Các câu hỏi trắc nghiệm trong mỗi Chương được biên soạn theo các chuẩn đã 

được thê hiện trong Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 của Bộ 

CD&ĐT. Các câu hỏi này vừa là nguồn bài tập luyện tập để giáo viên và học sinh 

sử dụng trong quá trình giảng dạy và học tập các nội dung kiến thức của Chương,

vừa là những gợi ý cho giáo viên trong việc biên soạn câu hỏi trắc nghiệm cho các
đơn vị kiến thức của Chương đó.

.Việc biên soạn nội dung của các Chương được phân công trong nhóm tác giả 
như sau :

- Chương I và Chương II, Phần m ộ t : ông  Nguyễn Khắc Minh ;

- Chương III và Chương IV, Phần một : ồng  Doãn Minh Cường ;

- Chương I và Chương III, Phần hai : GS. Đoàn Quỳnh ;

- Chương II, Phần hai : ôn g  Phạm Khắc Ban.

Nhằm nâng cao hiệu quả sử dụng sách, trong trường hợp gặp khó khăn khi 

giải quyết các câu hỏi trắc nghiệm ở mỗi Chương, các em học sinh nên tham khảo 

phần gợi ý - hướng dẫn giải để tự mình tìm ra đáp án, trước khi tra cứu bảng Đáp 

án để tìm đáp án đúng.

Các tác giả xin chân thành cảm ơn biên tập viên Phạm Bảo Khuê và biên tập 

viên Nguyễn Thị Thanh về những góp ý quý báu cho cuốn sách.

Chúng tôi mong rằng cuốn sách sẽ góp phần tích cực vào việc nâng cao hiệu 

quả giảng dạy và học tập môn Toán lớp 1 2 THPT theo tinh thần đổi mới, trong các 

nhà trường phổ thông trên phạm vi toàn quốc.

Thcmg 11 năm 2016 

CÁC TÁC GIẢ



MỘT SỐ LƯU Ý VỀ CÂU HỎI TRAC NGHIỆM MÔN TOÁN

Bài v iế t nh àm  cu n g  cấp  cho g iáo v iên và học s inh  m ộ t số  th ô n g  tin  cơ bán 
(dướ i d ạ n g  " m ộ c  m ạ c ” ) về câu  hoi trac nghiệm  m ôn  T o án , c h ia  sé với các  em học 
sinh  dôi đ iều  cần  b iế t về  việc xử  lí cac cau  hói trắc n g h iệm  m ô n  Toán nói chung 
và  các câu  hói th u ộ c  loại “4  lựa chọn  1 lựa chọn  đ ú n g ” nói r iê n g  ; đ ô n g  thời, chia 
sỏ với g iáo  v icn  m ộ t số đ iều  xung  quanh  việc b iên soạn  câu  hỏi trăc ngh iệm  môn 
T o án  th u ộ c  loại v ừ a  nêu.

1. P h â n  loại câu hỏi theo cấp độ nhận thức

I ro n g  các đề k iểm  tra, đề thi m ôn Toán, m ồi bài tập  tự  luận  h a y  m oi câu hỏi 
trăc  n g h iệ m  (sau  đây được gọi chung là câu hỏi) đều  đ ư ợ c  x ây  d ự n g  nhăm  một 
m ụ c  đ ích  nhấ t đ ịnh  trong việc thử  thách, k iềm  tra, đán h  g iá  n h ậ n  th ứ c , hiêu biêt, 
k ĩ  n ăn g , n ă n g  lực T oán  học cúa người làm bài ở m ộ t m ứ c  độ  xác  đ ịn h  nào đó ; 
m ứ c  độ  ấy  đư ợ c  coi là cấp  độ nhận thức (hay cấp độ tư  duy) củ a  câu  hói.

I l iện  nay, Bộ G iáo dục và Đào tạo (G D & Đ T ) đ ang  sử  d ụ n g  m ộ t  b iến  thề của 
th a n g  p h ân  cấp  nhận thức (tư duy) B lo o m ( } để đ ư a  ra  các q u y  đ ịn h  về cấp độ 
n h ận  thứ c  cho  các câu hỏi của các đề k iềm  tra, đề thi d ù n g  tro n g  các  n h à  trường 
p h ổ  th ô n g  hay  trong  các kì thi Q cấp quốc gia dành  cho  Học s inh  p h ổ  thông “đại 
t rà ” (sau  đây  gọi tát là đề kiếm  tra, đề thi). T heo  đó, m ỗi đề k iể m  tra, đề thi chỉ 
g ồ m  các  câu  hỏi thuộc 4 cấp độ nhận thức : N h ận  biết, T h ô n g  h iểu , V ậ n  dụng  (còn 
gọi là V ậ n  d ụ n g  thấp) và V ận dụng  cao.

V ới m ô n  T oán , có thể m ô tả các cấp độ nhận  thức  n ê u  trên , m ộ t cách nôm 
na, n h ư  sau  :

- C âu  hởi thuộc  cấp  độ N hận  biéí : Là câu  hỏi n h ằ m  k iể m  tra  v iêc  thuôc hiểu 
đ ú n g , n h ớ  các khái n iệm , các kết quả lí thuyết (các c ô n g  th ứ c , t ín h  chấ t định lí, 
q u y  tác. . . . )  đã  dược học ; k iểm  tra khả năng  nhận  ra, n êu  h o ặ c  tái h iện  các khái 
n iẹm , kết qua  đó  trong  các tình huống  cụ thế.

- C â u  hỏi thuộc  cấp  độ Thông  h iệu  : Là câu  hỏi n h à m  k iể m  tra  v iêc  sứ dụng 
các k iến  thức lí thuyết (khái n iệm , kết quả) đã  đư ợ c  học  để  giái q u y c t  cae tình 
h u ố n g  T o án  học  k h ông  phức tạp, g iống  hoặc tư ơ n g  tự  các  t ìn h  h u ố n g  học sinh đã 
đ ư ợ c  luyện  tập  tren  lớp, cũng  n h ư  đã có trong  Sách  g iáo  k h o a  (S G K )  Sach bài tập 
(S B T ) m ô n  T oán .
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Nói một cách “dân dã”, các câu hỏi thuộc cấp độ Thông hiểu là các câu hỏi 
nhăm kiêm tra khả năng áp dụng “thô” các kiến thức lí thuyết (khái niệm, kết quả) 
đã được học.

.ĩ ^ au ^ 01 cfp  độ Vận dụng (thắp) : Là câu hỏi nhằm kiểm tra việc hiểu 
rõ, hieu sau (ơ mức nhât định) các kiến thức lí thuyết đã được học và biết tạo ra sự 
liên ket logic giữa các kiên thức đó với nhau để giải quvết các tình huống Toán học 
không đơn gián, gân giông hoặc gần tương tự các tình huống đã có trong SGK, SBT 
môn Toán; kiêm tra khả năng vận dụng các kiến thức đã học để giải quyết các tình 
huông không phức tạp có liên quan trong thực tiễn cuộc sống hoặc trong các môn 
học khác.

- Câu hỏi thuộc cấp độ Vận dụng cao : Là câu hỏi nhằm kiểm tra khả năng 
vận dụng tông hợp các kiến thức lí thuyết đã được học để giải quyết các tình 
huống Toán học mớị, không quen thuộc (theo nghĩa : có thể chưa được đề cập 
trong SGK hoặc SBT môn Toán) và không quá phức tạp, trong khoa học cũng như 
trong thực tiễn cuộc sống.

Trong số các câu hỏi thuộc cấp độ vận dụng (thấp) và vận dụng cao, ngoài 
các loại câu hỏi như đã mô tả ở trên, còn có thể có các câu hỏi nhằm kiểm tra việc 
hiểu rõ, hiểu sâu các kiến thức lí thuyết đã được học và khả năng vận dụng linh 
hoạt các kiến thức đó để tìm ra cách xử lí nhanh (trong khoảng thời gian ngắn cho 
phép) các tình huống Toán học không quá phức tạp và không “lạ” về hình thức so 
với các tình huống đã được đề cập trong SGK hay SBT môn Toán (xem, chẳng 
hạn, Câu 39, trang 43, sách này).

2. Một số lưu ý đối vói việc giải câu hỏi trắc nghiệm môn Toán

Từ các mô tả ở mục 1 trên đây, có thể thấy câu hỏi thuộc cấp độ “nhận biết” 
là câu hỏi có mức yêu cầu thấp nhất về nhận thức (hay về tư duy) và do đó, là câu 
hởi dễ giải nhất. Tuy nhiên, để có thể trả lời đúng các câu hỏi đó trong “tích tăc” , 
người lam bài cần nhớ rõ và hiểu đúng các kết quả lí thuyết đã được học, đặc biệt 
là các khái niệm các định nghĩa. Vì thế, để không bỏ lỡ cơ  hội trà lời đủng các 
câu hỏi d ễ  (ít nhắt là như  thế), các giảo viên và học sinh nên điêu chỉnh việc dạy  
và hoc các kiến thức lí thuyết, đặc biệt là các khái niệm Toán học cơ bán, được 
quy đinh trong C hương trình môn Toán TH PT hiện hành ; cụ thể, nên chuyên từ  
việc dạy vù học các khái niệm, kết quá một cách "ào ào ", hình thức, đại khái như  
trước đây (và hiện nay ?) sang việc dạy và học một cách "chậm rã i"  hơn , cân 

thận hơn và có chiều sâu hơn.
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Để đi tới lưu ý tiếp theo đối với việc giải câu trắc nghiệm  m ôn Toán, xét cac 
cách xử lí có thể câu hỏi sau (Câu 10 Dề minh họa m ôn Toán Kì thi T H P T  quoc 

gia năm 2017 của Bộ G D & Đ T) :

“Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm. N gười ta căt ớ  bôn  goc cua 
tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh băng  X (cm ), roi 
gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được một cái hộp không năp. I im  X đe 

hộp nhận được có thể tích lớn nhất.

A. X = 6 . B . x - 3 .  C. X = 2. D. X =  4 .”

Có thể có hai cách tiếp cận để giải quyết câu hỏi trên :

- Cách 1 : Giải bài tập đã đặt ra trong câu hỏi bằng cách xác lập hàm  số biểu 
thị mối liên hệ giữa thể tích V của hộp và độ dài X, khảo sát hàm số V(x) xác lập 
được trên khoảng (0 ; 12) <Jê tìm giá trị X mà tại áỏ V(x) đạt giá trị lớn nhất • tiếp 
theo, so kết quả tìm được với các đáp số A, B, c ,  D để tìm ra câu trả lời đúng  cho 
câu hỏi.

- Cách 2 : Sau khi xác lập được hàm sổ V(x) nêu trong Cách 1 tính V(2) 
F(3), F(4) và V(6) ; số lớn nhất trong 4 số tính được sẽ là giá trị lớn nhất có the 
cúa thề tích V. Từ đó, hiển nhiên, dễ dàng tìm ra câu trả lời đúng cho câu hỏi

Có thể thấy, để giải xong bài tập đã đặt ra ở câu hỏi trong khoảng thời gian làm 
bài tối đa đã được ngầm ấn định cho câu hỏi đó, cần giải bài tập ấy theo Cá h 2

Sự khậc biệt giữa Cách 1 và Cách 2 nêu trên nằm ở quan niệm về t' h h x
đặt ra. Với Cách 1, ta coi các phương án A, B, c ,  D chỉ là các dừ liê đ đ
đối chiếu ; với Cách 2, ta coi các phương án đó là môt nhần o il  tu-** .
, i * fela tniêt cúa tìnhnuông đặt ra.

Việc phân tích tình huống cụ thể nêu trên là một ví dụ minh ho 'h , ,
nhìn nhận đối với việc giải các câu hỏi trắc nghiệm môn Toán • AtCĩx catCU1 , uo la, đôi với cầu
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hòi trõc nghiệm môn Toán thuộc loại "4 lựa chọn. 1 lựa chọn đúng", cần quan niệm 
các phương Ún tra lời được nêu ra cho câu hoi là mội phần già thiết của câu hỏi đó 

và hiến nhiên nên tìm cách sứ  dụng có hiệu quà nhất phần giá thiết ẩy.

3. Bicn soạn câu hỏi trắc nghiệm môn Toán

Đổ biên soạn một câu hỏi trắc nghiệm môn Toán thuộc loại “4 lựa chọn, 1 lựa 
chọn đúng” (sau đây được gọi tắt là “câu hỏi trắc nghiệm’') theo đúng quy trình, cần 
thực hiện lần lượt các bước sau :

- Bước 1 : Xác định cấp độ nhận thức của câu hỏi muốn biên soạn ;

- Bước 2 : Xác định đơn vị kiến thức hoặc nội dung kiến thức muốn kiểm tra ;

- Bước 3 : Xác định dạng thức của câu hỏi (tức xác định cách phát biểu câu 
hỏi, phát biểu theo kiểu nêu một câu hỏi hoàn chỉnh hay theo kiểu “hoàn thành 
câu ,

- Bước 4 : Xây dựng tình huống Toán học đáp ứng các yêu cầu đặt ra ở ba 
bước trên ;

- Bước 5 : Xây dựng 4 phương án trả lời cho câu hỏi trong tình huống đã xây 
dựng ở bước 4, bao gồm 1 phương án trả lời đúng và 3 phương án trả lời sai (được 
gọi là các phương án nhiễu).

Nội dung của câu hỏi trắc nghiệm được trình bày theo hai phần :

- Phần 1 : Mô tả tình huống Jiói tới ở bước 4 (trong lí thuyết câu trắc nghiệm, 
nội dung của phần này được gọi là “câu dẫn”) ;

- Phần 2 : Nêu 4 phương án trả lời nói tới ở bước 5. ■

Một câu hỏi trắc nghiệm được coi là đạt yêu cầu nếu đáp ứng đầy đủ các 
điều sau đây :

- Câu dẫn được trình bày rõ ràng, mạch lạc, dỗ hiểu, phù hợp khả năng nhận 
thức của người làm bài ;

- Nội dung của câu dẫn đám bảo tính chính xác khoa học, có nội dung kiến 
thức nằm trong phạm vi nội dung đã được quy định, bám sát chuẩn kiến thức và kĩ 
năng mà người làm bài phải đạt được theo quy định của các cấp có thẩm quyền ;

- Đổ thực hiện được yêu cầu đặt ra trong câu hỏi, người làm bài phải sử dụng 
hết các giả thiết đà cho trong tình huông (các phương án trả lời được coi là một 
phần của giá thiết đ ó ) ;



gưới aã  chọn phương án đó làm cau ư a  1Ư1 ,

- Đảm bảo, trong khoảng thời gian làm bài tối đa dàn h  c h o  c â u  hỏi, người 
làm bài có học lực từ trung bình trở lên ở m ôn Toán giải đ ư ợ c  cau  01 ơ  cap ọ 

“nhận biết” và cấp độ “thông hiểu” ; người làm bài có học  lực ?  ,trơ  , e^  ơ 
m ôn Toán giải được câu hỏi ở cấp độ “vận dụng (thâp) ’ ; n g ư ơ i a m  ai co ọc 
lực từ giỏi trở lên ở m ôn Toán giải được câu hỏi ở  câp độ v ận  d ụ n g  cao

Đe có thể biên soạn được một câu hỏi trắc nghiệm  đáp  ứ n g  đ a y  đu  cac đieu 
nêu trên, người biên soạn, trước hết, cần hiểu rõ, nám  vữ ng  tin h  th ân  v à  m ục tiêu 
của C hương trình giảng dạy môn Toán bậc phổ thông h iện  hành , h iêu  th âu  đáo các 
nội dung kiến thức cần giảng dạy theo quy định của C h ư ơ n g  trình , năm  vững 
chuẩn kiến thức và kĩ năng môn Toán bậc phổ thông h iện hành.

Người biên soạn câu hỏi trắc nghiệm nên lưu ỷ  đôi đ iều dưới đây  :

- Với các ràng buộc về phạm vi nội dung kiến thức, k ĩ n ăng  đã  đ ư ợ c  ấn định, 
không phải với bất kì đơn vị hoặc nội dung kiến thức nào cũ n g  có thể  dễ dàng 
biên soạn được một câu hỏi trắc nghiệm đạt chuẩn có cấp độ n h ận  thứ c  n h ư  mong 
muốn.

- Nên tránh việc tạo ra các câu hỏi mang tính hàn lâm h ình  thứ c  • chẳng  hạn,
câu hỏi trắc nghiệm về việc “tính số gà trong chuồng” gây x ô n  x ao  d ư  luạn một 
thời là một ví dụ về câu hỏi thuộc loại vừa nêu.

„  \ T lf  g 'a \ dùng để đọc và hiểu câu dẫn được tính và0  ‘hờ i lư ơ n g  làm  bài tối đa dành cho câu hỏi. ' v &

H à Nội, th á n g  10 năm  20!6  

Nguyễn Khắc Minh



Phần một. GIẢI TÍCH

Chương /.

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM đê’ k h ả o  sát v à■ ■

VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM số

I. KIÊN THỨC VÀ KĨ NĂNG CAN th iết

1. Kiến thức

Theo ycu cầu của Chuẩn kiến thức môn Toán ltýp 12 THPT hiện hành, học 
sinh cần hiếu, nhớ các khái niệm và kết quả đã được trình bày trong Sách giáo 
khoa (SGK) Giải tích 12 hiện hành. Cụ thể :

• Các k h á i n iệm  :

Định nghĩa hùm sổ  đồníỊ bien , nghịch biến trên một khoảng, đoạn hoặc 
nứa khoang;

Dịnh nghĩa diêm cực trị (điêỉĩi cực liêu, điêm cực đại) cua một hùm sổ\

- Dịnh nghĩa giá trị cực trị (còn gọi tắt là cực trị) của một hàm sổ;.

- Định nghĩa diêm cực trị (điêm cực tiêu , điẽm cực đại) cua đồ thị hàm sổ;

- Định nghĩa giá  trị lớn nhắt và giả trị nho nhất của một hàm sổ trên một 
tập hợp số;

- Dinh nghĩa đường liệm cận ngang  (còn gọi tắt là liệm cận ngang), đường  
tiệm  cận dửng  (còn gọi tắt Và tiệm cận dửng) của đồ thị hàm số.

• Các k ế t (ẦỊIKÍ:
- Dinh lí m ớ rộng về mối liên hệ giữa tính dồng biến, nghịch biến của một 

hàm số trên một khoáng, một đoạn hay nứa khoáng và dâu của đạo hàm cua hàm 
số dỏ trên khoang, đoạn hay nửa khoang ấy ;

- Quy tác xét tính dồng biến, nghịch biến của một hàm số trcn một khoáng, 
một đoạn hay một nứa khoảng ;

- Dinh lí về điều kiện đú để một hàm số có điêm cực trị (hòặc có cực trị);

- Quy tác tìm diêm cực trị (hoặc cực trị) của một hàm số;
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, , -uÁt Plia m ôt hàm  số liên tục trên
- Quy tắc tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ n •

một đoạn ;
- Sơ đồ khảo sát và vẽ đồ thị của một hàm sô ;

ì . , cV -Ị- d  (tìf =£ U) Ị
- Dạng của đồ thị hàm số bậc ba y  = ax + bx

- Dạng của đồ thị hàm số trùng phương y  = ax + bx + c (

X t X ( c * 0 ,  a d - b c ^ O ) ’,
- Dạng của đồ thị hàm số phân tuyến tính y  -  cx + d

- Kết quả về hoành độ giao điểm của đồ thị hàm sô y  -  f i x )  va  đ °  • ^ am so 

y  = g(x).

2. Kĩ năng

Theo yêu cầu của Chuẩn kĩ năng môn Toán lớp 12 T H PT  hiẹn hanh, học 
sinh cần luyện tập để thành thục các kĩ năng dưới đây :

• Có khả năng tái hiện các khái niệm, kết quả nêu ở m ục 1 trên đây, trong
các tình huống cụ thể.

• Biết dựa vào đạo hàm cấp một của một hàm số để khảo sát tính đồng 
biến, nghịch biến của hàm sổ đó trên một khoảng, một đoạn hay một nửa 
khoảng.

• Biết cách tìm các điểm cực trị, các giá trị cực trị của m ột hàm  số.

• Biết cách tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của m ột hàm  số liên tục
trên một đoạn hay một khoảng.

.  Biết cách tìm các đường tiệm cận (đứng, ngang) của đồ thị hàm số 
(nếu có).

• Biết cách lập, cách đọc bảng biến thiên của một hàm số

• Biết cách vẽ và đọc đồ thị của một hàm số

. Biết đụa vào các dạng đồ thị, đã nêu ó  mục 1 trên đâ để d
của hàm sô tương ứng. J • •

.  Biết dựa vào bảng biến thiên hoăc đồ thi cíia mAt U' X ’ . , *
.»•Ẵ , Ax . . .  , , ' * • cua một hàm  so để xár đinh sôgiao điêm của đô thị hàm số đó và môt ’

hoành. • đuÙnẹ  thẳns  song song vói trục

• Biết cách xác định số điểm chuno tna ’
s o ỳ - Ẩ x ) và đo thị hàm so y  = g(x) các đ |ểm  chung cùa đồ thị Hàm
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3. Một số ví dụ

Các ví dụ dưới đây minh họa cho việc vận dụng các kiến thức và kĩ năng nêu 
ơ cac mục 1 va 2 tren đay đê xử lí, trả lời các câu hỏi trắc nghiệm có nôi dung
thuộc phạm vi nội dung của chương này.

V ỉ d ụ i .  (Câu 1 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 của 
BỘ G D & Đ T) :

„  ,  _  ,  \u
Đ ương cong trong hình bên là đồ thị của một hàm sổ  / ' \  ị

trong bon hăm số  được liệt kê ở bổn phương ản A B c  D ị  \ I
dưới đây. H ỏi hàm sô đỏ là hàm sổ  nào ? ị \  I

_ / - \ / ' ,  
A. y  — — x~ + X — 1. B. y  — -  x ĩ + 3x + 1. — l--------- -V------ r— -

• ; o  \  Ị
c .  y  = X4 -  x~ + 1. D. y  = Jf3 -  3x + 1. ' I

• Phân tích  : Nhận thấy, từ đường cong đã cho ta chỉ
thu được thông tin về hình dạng của nó. Vì thế, để trả lời câu hỏi đặt ra, cần dựa 
vào dạng đô thị của các hàm số được đề cập ở các phữơng án A, B, c  và D. Có 
hai cách để thực hiện điều này :

- Cách 1 : Khảo sát và lập bảng biến thiên (hoặc vẽ đồ thị) của 4 hàm số đã 
cho ở 4 phương án, rồi dựa vào 4 bảng biến thiên lập được (hoặc dựa vào hình 
dạng của 4 đồ thị vẽ được), tìm ra hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài.

- Cách 2 : Dựa vào dạng đồ thị của các loại hàm số được đề cập ở 4 phương 
án, đã được tổng kết trong SGK Giải tích 12, để tìm ra hàm số thỏa mãn yêu cầu 
đề bài.

Hiển nhiên, làm theo Cách 1 sẽ mất khá nhiều thời gian để giải quyết được 
tình huống đặt ra. Tuy nhiên, đó là cách duy nhất có thể, đối với các học sinh 
không nhớ bảng tổng kết các dạng đồ thị đã nêu ở mục 1 trên đây.

Dưới đây là Hướng dẫn giải theo Cách 2.

• H ướng dẫn g iả i : Kí hiệu ( 0  là đường cong đã cho.

Nhận thấy các hàm số đã cho ở 4 phương án thuộc các loại hàm số : bậc hai, 
bậc ba và trùng phương. Căn cứ dạng đồ thị của các loại hàm số vừa nêu, ta thấy 

(0  chỉ có thể là đồ thị của một hàm số bậc ba với hệ số a  của X3 là số dương. Từ 
đó kết hợp với giả thiết ( 0  là đồ thị của một hàm sô trong 4 hàm số đã nêu ở 4 
phương án suy ra hàm sô cân tìm là ham so ơ phương an D.



tình huống cụ thế. Vì thế, c â u _______

Vi dụ 2. (Câu 2 Dề minh họa môn Toán Kì thi THP1 nuỏc nam  cua 

Bộ Ü D & D T) :
„ s 1 ' /Y r ì  =  — I K h ắ n g  đ ịn h  nào

Cho hàm số  y  = / ( * )  có , lim /  (x) = lv ờ  lim
.V -» ■+ »  1 •' >

sau đáy ỉà khăng định đúng ?

A. Dí; thị hàm số  đã cho không có tiệm cận ngang.

B. Dồ thị hàm sổ  đũ cho có đúng mội tiệm cận ngcmg.

c .  Dồ thị hàm số  đã cho cỏ hai tiệm cận ngang là các đ ư ò n g  th a n g  y  -  1 va

> = -!■

- D. Dồ thị hàm Stì đã cho có hai nệm cận ngang ỉà các đ ư ờ n g  th ă n g  X = 1 và

X — - 1  .

• Phân tích : Vì điều quan tâm ở cả 4 phương án A, B, c ,  D đều  là các đường 
tiộm cận ngang và đứng của đồ thị hàm số nên hiến nhiên cần dựa vào  đ ịnh  nghĩa 
các đường tiệm cận đó để chọn ra phương án trả lời đúng.

• H ưởng dẫn giai : Từ định nghĩa tiệm cận ngang của đồ thị hàm  số dễ thấy 
khăng định được nêu ở phương án c  là khắng định đúng.

• Nhận xẻl : Câu hỏi ở Ví dụ này là một câu hỏi nhằm kiểm  tra v iệc hiểu định 
nghĩa tiệm cận ngarìg của đồ thị hàm số và khả năng tái hiện khái n iêm  đó trong 
một tình huống cụ thề. Vì thế, câu hỏi đã ra là một câu hỏi ở cấp đô “nhan b l i t”

Vi dụ 3. (Câu 4 Đề minh họa môn Toán Kì thi TU P T quốc g ia  năm  2 0 17 cùa 
Bộ G D & D l )  :



Khẳng, định nào sau đây là khắng định đúng ?
A. Hùm số  có đúng mộỉ cực trị.

B. Hàm số  cỏ giả  trị cực tiểu bằng 1.

c .  Hùm sô có giả  trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng -1.

D. Hàm sô đạt cực đại tại X = 0 và đạí cực tiếu tại X = 1.

• Phân tích  : Vì các thông tin về hàm số f ( x ) được cho ở bảng biến thiên 
nên suy ra cân dựa vào các quy định về việc điền thông tin vào bảng biến thiên đê 
khai thác từ bảng đó các thông tin cần thiết, làm căn cư cho việc tìm ra phương án 
trả lời đúng.

• H ướng dẫn giải : Với việc nắm vững các thông tin được thể hiện trong 
bảng biến thiên, dề thấy D là khẳng định đúng.

• Nhận xét : Có thể thấy, câu hỏi ở Ví dụ này là một câu hỏi nhằm kiểm tra 
khả năng tái hiện quy trình điền thông tin vào bảng biến thiên của hàm sổ, trong 
một tình huống cụ thể, từ đó rút ra các kết luận cần thiết về tính chất của hàm số 
đã cho. Vì thế, câu hỏi đã ra là một câu hỏi ở cấp độ “thông hiểu” .

V i dụ  4. (Câu 6 Đề minh họa môn Toán Kì thi TH PT quốc gia năm 2 0 1 7 của  
Bộ GD&ĐT) :

X2 +  3
Tìm giả tri nhỏ nhất của hàm s o y  = — ——  trẽn đoan [2 ; 4].

X -  1

19
Á. min y - 6 .  B. min V = - 2 .  C. mi n v  = - 3 .  D. m i n v  = — .

[2; 4] [2; 4| [2; 4] '  12; 4] 3

• Phân tích  : Có thể thấy, ở câu hỏi này, các đáp án A, B, c ,  D không cho ta
một gợi ý nào trong việc định hướng tìm cách giải quyết yêu cầu đặt ra. Vì thế, 
chúng chỉ có thể đóng vai trò là các dữ liệu đôi chiêu. Do đó, cách duy nhât đê trả 
lời cau hỏi đặt ra là tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số đã cho trên đoạn [2 ; 4], rồi 
đối chiếu với các đáp án A, B, c ,  D để tìm ra đáp án đúng.

• H ướng dẫn g iả i : Sử dụng quy tắc đã được học, tìm giá trị nhỏ nhất của
hàm số đã cho trên đoạn [2 ; 4]. Đáp án A là đáp án đúng.

• Nhận xẻí : Câu hỏi ở Ví dụ này là câu hỏi nhằm kiểm tra khả năng áp dụng 
“thô” một quy tắc đã được học vào việc giải các bài tập đơn giản. Vì thế, câu hỏi 
đã ra là một câu hỏi ở  cấp độ “thông hiêu” .

V í dụ  5. (Câu 8 Đe minh họa môn Toán Kì thi TH PT quốc gia  năm 2017 cùa  
BộGD&ÒT) :

Tìm tất cả các giá trị thực của tham sỏ m sao cho đồ thị của hàm sổ 
y  = Xa + 2mx2 + 1 cỏ ba điểm cực trị tạo thành mộí tam giác vuông cân.
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1 1 D. m = 1.
A .m  = - ^ .  B. m = - 1 .  C .m  = ^ .

• Phán lích : Có hai cách hiển nhiên để xử lí tình huong đạt
- Cách 1 : Giải bài tập đã đặt ra một cách độc lập nl(=)t bai t. . ), roi

đối chiếu kết quả thu được với các đáp án để tìm ra đáp án đung.
p /  1  A  T A  » 1  r  • r  , • \ , A  / f o n  átl vào hâĩTl del cho, tim CcìC- Cách 2 : Lân lượt thay các giá trị m ớ 4 đap an vau II — Wh th

điểm cực trị của đồ thị hàm nhận được và kiểm tra các điem đo co ay ong oa 
mãn yêu cầu đề bài. Từ đó, tìm ra đáp án đúng.

Có thể thấy, dù thực hiện theo Cách 1 hay Cách 2, thời gian can thiet đe tim 
ra đáp án đúng không ít. Vì vậy, cần tìm ra một cách xử lí ‘ khong hien n ìen tinh 
huống đã đặt ra, nhàm tiết kiệm thời gian ở mức tôi đa có thê, đam bao phu hợp 
với hoàn cảnh “trắc nghiệm”. Hướng dẫn giải dưới đây thê hiện mọt trong cac 
cách như vậy.

• Hưởng dẫn giáì :
- Bước 1 : Xứ lí theo Cách 1, để thu được các thông tin tối thiểu vê m.
Để thỏa mãn yêu cầu đề bài, đồ thị hàm số đâ cho, trước hết, cần có 3 điểm 

cực trị. Vì hàm đã cho là hàm trùng phương nên điều vừa nêu có được khi và chỉ 
khi phương trình y '(x)  = 0 có 3 nghiệm phân biệt.

Ta có: y'(x) -  4x(x2 + /77). Do đó : Phương trình y \ x ) = 0 có 3 nghiệm 
phân biệt <=> m < 0 .

Từ kết quả thu được ở trên, suy ra c  và D là các đáp án sai.
- Bước 2 : Với 2 đáp án còn lại, xử lí theo Cách 2. Cụ thể, chọn 1 trong 2 giá 

trị cúa m ở các đáp án A và B, thay giá trị đó vào hàm số đã cho tìm các điem cực 
trị của đồ thị hàm số thu được và kiểm tra các điểm cực trị đó theo tieu chí cua đe 
bài. Nếu chúng thóa mãn yêu cầu đề bài thì giá trị m đã chọn là gia tri cần tirrr 
trường hợp ngược lại, giá trị m không được chọn là giá trị cần tìm (vi sao ?)

Hiển nhiên, trong trường hợp cụ thể này, giá trị m nên chọn để kiểm tra là 
giá trị m = - 1.

Thay m  = -1  vào hàm số dã cho và vào y ' ( x ) ,  ta đ ir ọ c y  =  X4 -  2 x 2 + 1

v à / ( x )  = 4 x(x2 -  1) Suy ra đồ thi hàm số thu đưạc có 3 điểm cưc trị li 
m ạ 0; l )  và M ,ụ - 0). Dễ thấy ,am gifc M  M  v . ự 

M v  Vậy, B là đáp án đúng. VUÔn8 cân tại

. Nhận xẻ! : Câu hói ứ Ví dụ này là câu hói nhàm V'x 
hiểu sâu (ở mức nhất định) quy tắc tim các diem lirn . em tra vi?c nhớ’ rõ;

cực trỉ cùa một hàm số, một số
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tính chât đơn giận của hàm trùng phương ; kiểm tra khả năng tạo ra sự liên kết
logic giưa cac kien thưc đó vói nhau đế giải quyết một tình huống Toán học
không đơn gián, gân giong các tình huống đã có trong SGK. Vì thế, cau hỏi đã ra 
là một câu hỏi ở cap độ “vận dụng (thấp)”

Vê (l̂ ỉ '  ^Cáu 9 Đè mwh h()a mỏn 'Toán Kì thi THPT quốc sia năm 2017 cùa 
Bộ GD&DT) : .

7 im tat ca cac giá trị thực cùa tham số m sao cho đồ thị của hàm sổ y  = Ỵ= —
yjmx2 + 1

cỏ hai tiệm cận ngang.

A. Không có giá trị thực nào cùa m thỏa mãn yêu cầu để bùi.

Ö. m < 0 .

c .  m = 0 .

D. m > 0.

• Phân tích : Từ định nghĩa tiệm cận ngang của đồ thị hàm số suy ra các giá 
trị m cần tìm là các giá trị sao cho tồn tại giới hạn hữu hạn của hàm số đã cho khi 
X tiến ra +00 và khi X tiến ra -co, đồng thời hai giới hạn đó phải khác nhau.

• Hướng dẫn giái : Ta có

x  +  1 x  +  1 1 , . .  • X  +  1 .. x  +  1
và lim -------= lim ----------  - 1 ,X —> -00 I JÇ I X - CO _ỵ

. .  X +  1 . .  X  +  1 -
lim — '— = lim — — = 1.

X —> + co I I X —> + co ỵ

. , . , X  +  1 X  +  \  X . , ,
Từ đó, suy ra các giới hạn lim = = = = = , lim tôn tại và hữu

* “ Jm x2 + 1 v \jm x1 + 1

hạn khi và chỉ khi các giới hạn lim Jm  + \  , lim m + —  tồn tại, hĩm hạn 

và khác không. Do lim -V = 0 nên các giới hạn vừa nêu tồn tại, hừu hạn và
Y -» ± 00 ỵ

khác 0 khi và chỉ khi m > 0 .

Vậy, D là đáp án đúng.

• Nhận xét : Câu hoi ớ Ví dụ này là câu hỏi nhàm kiểm tra việc nhớ, hiểu rõ,
hiếu sâu (ở mức nhất định) định nghĩa tiệm cận ngang của đồ thị hàm số, định
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r»ịjhTa và cãc tinh chắt cơ  bán cua ciờ i hạn hàin sò  ; k iêm  tra kha nanfc, Uịo ra sự

Itcn kết logic giữa các kiến thức đó với nhau dè giã* quyet tin , . UOn. r  ^
■ ' . . V  "  . 1 , - , .»S ẽó tronư Sách giáo khoa. Vì thế,hoe không cum giàn, gân g iông các tình nuong ưa cọ  uv 115 c  ,
câu hoi dà ra là một càu hoi cr cẩp độ “ vận dụng (thap) .

Vi ti ụ 7. ự  au ì  ì  D ẻ  minh họa  môn Toán Kì thi T IỈP T  CỊUÔC Ịỉiiì năm 20 ¡7
•  ^  » r  X  » h

cua  Bõ G D & Đ T ) :
r  t

Tim lát cu các ỊỊÌá trị thực cua iham sô nì sao cho ham SO)
tan X -  2

tan X -  m

( 7Ĩ
dông biên trên khoang 0 ; —

4‘ V 4 /

A. m < 0 hoặc 1 < m< 2. B. rn <0 .  c .  1 < m < 2 .  D. m > 2.

• Phân lích : c ần  lưu V ràng một hàm số đồng biên hay nghịch biên trên 
khoáng (a ; b) chi khi hàm sổ dó xác định tròn khoảng vừa nêu. Do đó, đê tìm 
dược dáp án đúng, cần cản cử vào điòu kiện để hàm số đã cho xác định trên

n \
khoáng 0 ; — và việc xét dấu đạo hàm cùa nó trèn khoảng này.

V 4 J

í  ft 'ì• Hướng dân g ia i : Vì trên khoáng 0; — , tarư nhân tât cả các giá tri thuôc
V 4 ;

.  .  (  n \
khoáng (0 ; 1) nên hàm sô dà cho xác dịnh trên khoảng 0 ; —- khi và chỉ khi

l  4 )
(  2 — mm Ể (0 ; 1). Với diêu kiện đó, trên khoáng 0; — , ta có y '  ____________ —_____
V 4 j  cos ' x.(tan X — Ì7ĨỸ

Suy ra Vx e 0; : y ' > 0 và ¿ ( a ; P ) c  Ị^0; sao cho y  = 0 Vx e  (ơ; P)

m < 0 
1 < m < 2 .
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II. MÔT SỐ CÂU HỎI LUYỆN TẬP

Nham mục đích tạo điêu kiện thuận lợi cho việc sư dụng sách trong quá
trw ỵ y  u /  ()c tụp, các câu hoi dưới đây (ngoại trừ câu cuối cùng) được
SUỊỊ xeự a n ' itợỊ t co CCỈC tiêí (xoan) trong Chương, cúc cún hoi tương ứng vớị 
moi net (xoan) ược sap xep theo cáp độ nhận thức tăng dần. Câu cuối cùng (câu 
36) được coi là câu lóng kết chương.

1. Cho hàm số /  (*) có tính chất: f \ x )  > 0 V.v e (0; 3) và f \ x )  = 0 
\ /x e (1; 2 ). I loi khăng định nào sau đây là khẳng định sai ?

A. Hàm sô /  (x) đông biến trên khoảng (0 ; 3).

B. Hàm sô /  (x) dông biến trên khoáng (0 ; 1). 

c .  I làm số f \ x )  đồng biến trên khoảng (2 ; 3).

D. Hàm sô ý ( x )  là hàm hằng (tức không đổi) trên khoảng (1; 2).

2. Cho hàm số / (x) có J  \ x )  < 0 V.veR và f \ x )  -  0 chí tại một số hữu

hạn điểm thuộc M. Hỏi khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng ?

A. Với mọi X,, x2 G IR và X, ^ X,, ta có Z i f l l  — £ í ^ ỉ l  < 0.
X, -  x 2

f (  X \ f  (X ì
B. Với mọi .V,, x2 e K. và Xị * x2, ta có ----- 1----- :---- — > 0.

X, -  x 2

c .  Với X,, X ,, X, Ễ R và X, < X, < X,, ta có \  \  < ọ.
./(*2) -  / ( * 3)

, f ( x 7) _
D. Với X. , X , , X, G M và X, > X, > X, ta có 7 ; ■ /  -;  < 0.

3. Cho hàm số y  -  x ’ -  5x. Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng ?

A. Hàm số đã cho nghịch biến trên nứa khoảng (-00 ; 1] và đồng biến trên
nứa khoáng ị 1 ; +00)-

B. Hàm số đã cho đồng biến trên nứa khoáng (-00 ; 1] và nghịch biến trên
nửa khoáng 11 ; +0°). 

c . Hàm số đã cho nghịch biến trên mồi nửa khoảng (-00 ; -1], [1 ; +oo) và 
đồng biến trên đoạn [—1 ; 1].

D. Hàm số đã cho đồng biến trên mỗi nứa khoảng (-00 ; -1], [1 ; +oo) và 
nghịch biến trên đoạn [—1 ; 1 Ị. ■
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5.

6.

7.

8.

9.

10 ,

11

Tìm tất cả các khoảng nghịch biến cùa hàm so y

A. (-co; +oo).

= - x * + x 3- r l .  . >oH

V3. V3

B.

D.

V ỉ ’
oo

—001

\   ̂
và 2^ .

s

+ 00

V5 ’ V5

Tìm tất cả các khoảng đồng biến của hàm sô y  = X -  y[x + 2-

A. (0 ; 4).
D. (4 ; +oo).

V 4J V« s ' x
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm so y  -  cosx + mx  đong

0 ; 4

biên trên R. 
A. m < 1. B. m < 1. c. m> 1.

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm sô y  =

đồng biến trên khoáng 0 ; —

D. m  > 1. 
tan X -  2

m  tan X -  2

D. 1 < m < 2.A. m < - \  B . - l < w < 2 . c .  1 < m < 2 .

Tìm giá trị cực tiểu_y(T của hàm số y  = X* - \ 2 x  + 20.

A. y ỊT = 0. B. y cr = 4. c. J/ÍT = 20. D. y cr = 36.

Tìm giá trị cực đại y rD (nếu có) của hàm số y  -  - 3 x 4 -  4 x ĩ + ĩ.

A . y cf)= - 6 .   ̂ B. y (ĩ) = 0.

C- yco = D. Hàm sô không có' giá trị cực đại.
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho hàm số
y  = -  X + my/x -  1 có cực trị.

A. m < 0 . B. m < 0 . c . m > 0 . D m>0
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao chó hàm số
y  = X + 2 (m + 2)x -  4(m + 3)x + 1 có ba điểm cực trị.

A. m < -
11

B. m < 13

13c . m > -  — . 
4 D- m < - 5  hoặc - 5 11

< m < -  — 
4

20



12. HÓI ham sô y  -  IX I' -  3x + 1 có tất cả bao nhiêu điểm cực trị ?

A. Khong co điêm cực trị. B. Có một điểm cực trị.
c .  Co hai điem cực trị. D. Có ba điểm cực trị.

13. Hoi ham so y  -  I X I' -  X2 -  1 có tất cả bao nhiêu điểm cực trị ?

A. Không có điêm cực trị. B. Có một điểm cực trị.
c .  Có hai điêm cực trị. D. Có ba điểm cực trị.

2

14. Tìm giá trị lớn nhất của hàm sổ y  = trên đoan [2 ; 4]
X -  1

* 11 19
A. max}' -  — . B. m axy = 6 . c .  maxy = — . D. max.y = 7.

I2-4) 3 [2:4] [2.4| 3 12.4] _ ■

15. rìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y  = X 3 + — trên đoạn [2 ; 3].

15 19 „A. mi n y  = 4. B. mi ny = c. min V = — . D. min y  = 28.
12.31 [2.31 2 Ị2,3Ị 2 l2-3|

1 2  1
16. Tìm giá trị lớn nhất (nếu có) của hàm số y  = -  ~ x 6 + —X5 -  —X2 + X  +  1

trên R.
17

A. Hàm sô không có giá trị lớn nhât. B. max y  -  — .
« 30

n  _ 47 n  „ -c. max V = — . D. max^  = — .
« 3 0  « 3 0

17. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số
y  = -  X1 + mx -  1 bằng 3.

4^3
A m = 2. B. m = —— . c . m -  4. D. m = -4  hoặc m = 4.

3
18. Cho hàm số f { x )  xác định trên tập họp ^  = (-3 ; 3) \ {—1 ; 1} và có

lim f  (x) = - 00, lim f ( x )  = - 00, lim / ( x )  = -co, lim f ( x )  = +CO,
Y _3+ .X -> -1 -1 -V 1

lim / ( x )  = +CO, lim / ( x )  = + 00.
Af->r *->3
Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng ?
A. Đồ thị hàm số đã cho có đúng hai tiệm cận đứng là các đường thẳng 

X = - 3  v à x  = 3.
B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng hai tiệm cận đứng là các đường thẳng

I X  = -1 v àx  = 1
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C. Đồ thị hàm sổ đã cho có đúng bổn tiệm cận đứng la cac ư ! S 1 ang 

X = - 3 ,  X =  - 1 ,  X =  1 và X = 3.

D. Dồ thị hàm số đã cho có sáu tiệm cận đứng.

19. Cho hàm sổ f ( x )  xác định trên khoáng (-2 ; -1 )  va c0 v^ - 2' ^

lim f ( x )  = - 00. Hói khẳng định nào sau dây là khang đinh dunk

A. Dồ thị hàm số /'(.v) có đúng hai tiệm cận đứng la cac đuơng thang

x = - 2 v à x  = - l .  ,
B. Dồ thị hàm số j \ x )  có đúng hai tiệm cận ngang là các đường thăng y  = 2

và y  = - 1.
c .  Dồ thị hàm số f ( x )  có đúng một tiệm cận ngang là đường thăng y  = 2.

D. Dồ thị hàm số / (x) có đúng một tiệm cận dứng là đường th a n g X — —ỉ.

,  Á _  3x  +  2
20 . 'l ìm tất cả các đucmg tiệm cận ngang và dứng của đô thị hàm sô y  -  ■  ̂ ^.

A. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang là đường thăng y  = 3 
và không có tiệm cận đứng.

B. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang và có đúng một tiệm cận 
đứng là đường thăng X  =  - 1 .

c .  Đồ thị hàm số đã cho có tất cá hai tiệm cận ngang là các đường thắng
y  = —3,>’ = 3 và không có tiệm cận đứng.

D. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang và có đúng hai tiệm cận
đứng là các đường thăng x = - l , x =  1.

21. Cho hàm số y  = f { x )  xác định trên R \ { - 1; 1},- liên tục trên mỗi khoáng
xác định và có bảng biến thiên sau : .
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«  *

Hoi khang đinh nào dưới đây là khẳng định sai ?
A. Ham so khong có đạo hàm tại điểm X = 0
B. Hàm số đạt cực trị tại điểm X = 0

c .  Đo thi ham sô có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng X = -1  và X = 1.
D. Đo thi ham sô có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y  = —2 và y  — 2.

22. Đô thị hàm sô nào, trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, c ,  
D dưới đây, có đường tiẹm cận ?

A. y  -  5x~ -  X" + 2x + 3. B. y  = - 2 x 4 + X2 -  1.

c .  y  = - x '  + x + \. D V = — ——
2x + 5

23. Đồ thị hàm số nào, trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, c ,  
D dưới đây, không có điểm cực trị ?

A. y  = X7, + 2x -  1. B. y  = -  2xĩ + X2 + 1.

c .  y  = X4 + 5x -  2. D. y  = -X 4 + 2x2 + 1.
24. Đồ thị hàm số nào, trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, c ,  

D dưới đây, có đúng một điểm cực trị ?

A. y  = x 3- 2 x  + l. B. = - 2 x 4 -  X1 + 1.

c . >- = * * - 5 ^ - 2 .  D-y = jr¿ ;-  '
25. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số

, 4
y  = x ĩ -  (m + \ )x  + —X -  2 không có điêm cực trị.

A - 3 < m < l .  B. - 1 < W < 1 .  c . m < \ .  D. - 3 < m < ì .
26 Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số

y  -  X s  -  X 1  + (m + \)x + 2 có đúng hai điểm cực trị.

11 2 ^  „ 4 ^  13
A. m < . B. m < - \ .  c .  m < D. m <

' 1 2  , , ■
27. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y  -  mxy -  X2 + (m -  l)x + 3

CÓ đúng hai điểm cực trị và điểm cực tiểu nằm bên trái điểm cực đại.

A < m < 0 . B- 3 - Æ  < m < 0 .
3 3

c  < m < 0 . D- “—- ~ - < m < 0 .
6 6
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sổ m  để đồ thị hàm số
28. Tìm tất cả các giá trị thực của t am > ' và hai ầì^

ỳ Z  ụ  -  „,)*■' -  s  ♦ ( »  + 2 )x + 2 có đúng hai diêm .

nằm ở hai phía của trục tung.  ̂ X) m < - 2  hoặc m > 1
A .m < - 2 .  B. /w > 1. c  ; 2  < m < số m l a0 cho hàm số

29. Tìm tất cả các giá trị thực cùa “ j ả „ ộ (  điém  cực tiểu.
y  = mxA +(m-  - l ) x ! + l  có hai điểm cực đại a mọ

A. m < -1 . B : 0 < m < l -
n  -1 < m  < 0 .  s

c .  m < -1 hoặc ũ <m < 1. ư  ■ "• ”0  đồ thj hàm số
30. Tìm tấl cà các giá tri thực cùa tham sô m  '  1 '

Ĩ ;  , t • „à rtiêm đó là ba đỉnh của một tamy  = X + 2nvc + 1 có ba điêm cực tri va ba a

giác đều.

A . m = c.  m = - 3 D. w = - < / 3 .

31. Hỏi đồ thị của hàm số = X3 + 2x2 -  X + 1 và đô thị của hàm so X' X  + 3

có tất cá bao nhiêu điểm chung ?
A. Không có điểm chung. B. Có 1 điêm chung,
c.  Có 2 điểm chung. D. Có 3 điếm chung.

32. Biết rằng đồ thị hàm số y  = x y + X 2 -  X  + 2 và đồ thị hàm số

y  -  - X 2 -  X  + 5 cắt nhau tại điểm duy nhất; kí hiệu (x0 ; _y0) là tọa độ của
1

điêm đó. Tìm y ữ.

A . y 0= 4 .  B. >>0=0. c . y 0 = 3.So -  ^ ■ ‘-’■ S o - v .  J/0= J .  D. _y0 = — 1.

33. Cho hàm sô y  = J { x ) ,  xác định trên R \ { - 1 ;  1}? liên tục trên mỗi khoáng 
xác định và có bảng biến thiên sau :
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hm  tat ca các giá trị thực của tham số m sao cho đường thẳng y  = 2m + 1
cat đo thi ham sô dã cho tại hai điềm phân biệt.
A .m S - 2 .  B. w > 1.

h°ặc m -  1 • D. m < -2  hoặc m > 1.
34. Tun tat ca các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị hàm số

y  ~ x + x  + m căt trục hoành tại đúng một điểm.
A 4
A- m < ~ Ỷ Ị -  B. m>Q.

r  4 4
0 < m < 0- D. w < -  —— hoặc /77 > 0.
2,7  ̂27

35. rim tât cả các giá trị thực của tham số m sao cho đường thẳng y  = m + \ cắt

đô thị hàm sô y  — — IX Ỹ --X2 + 1 tại bốn điểm phân biệt.
3' 2

7 9 _ 7. 7
A. —— < m < 1. B. < m < 0. c. m > D. < m < 1.

2 2 2 2
2 Ị

36. Tìm giá trị lớn nhất (nếu có) của hàm số >’ = —— —— - trên tâp xác đinh JR.
-  JC + 1

A. max V = -  . B. max V = 1.
« 3 K

c. max y  -  3. D. Fỉàm số không có giá tri lớn nhất.í<

III. GỢI Ý - HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP ÁN
■

Gợi ỷ  - H ướng dẫn giải
Câu 3 : Xét dấu đạo hàm của hàm số đã cho, rồi dira vào định lí về tính đồng 

biến, nghịch biến cua một hàm số trên một khoảng, một đoạn hay một 
nứa khoảng để tìm ra khắng định đúng.

Câu 4 và Câu 5 : Xét dấu đạo hàm của hàm số đã cho, rồi dựa vào định lí về tính 
đồng biến, nghịch biến cúa một hàm số đế tìm ra các khoảng đồng biến 
hay nghịch biến theo yệu câu.

Câu 6 : Hàm số đã cho đồng biến trên M <=>/ = m -  sin* > 0 Vx e IR 

<=>w > s inx Vx 6 M.
Ị /  \

Câu 7 : - Với m = 0, ta có hàm số y  = -  -- tan X + 1, là hàm nghịch biến trên 0 ; — .
2 V 4 y

- Với m * 0, xem phần Phân tích và Hướng dần giải ở Ví dụ 7 (phần ĩ,
mục 3).
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tri của môt hàm sổ để tìm ra
Câu 8 và Câu 9 : Sừ dụng Quy tác II tìm diêm cực: in V •• Vj cực tìềa> cực đạỊ

các điểm cực tiểu, cực đại theo yêu câu ;
cùa các hàm SỐ đà cho. =  0 có nghiệm d

Câu 10 : Hàm số đã cho có cực trị <=> Phương trinn (.a ) ỷ
' ’ • DViirrmp trinh (tin x) y  0 co bâ

Câu 1 1 : -  Hàm số đã cho có 3 điểm cực trị o  Phi g
nghiệm phân biệt. , , _  Q
- Lưu ỷ  : X = 1 là một nghiệm của phương trình (an x) y

ịx ì -  3x + 1, X > 0
I \ n & Ỷ  loi Viàrv> oA  /"íivAri AntyCĩ  ̂  ̂ ị ^ QCâu 12 : - Viết lại hàm số dưới dạng y  =

n  Í3(x2-1 ) ,  X > 0
- Đ o ổ ò y = y {s H ) , x < 0 .

-  Suy ra hàm số đã cho có đạo hàm tại mọi điêm x  e  R  va_y — 0 <=> X  — 1.

- Sử dụng điều kiện đù để hàm số có cực trị, kiêm tra tinh cực tn cua 
điểm X nêu trên.

Câu 13 : - Hàm số đã cho là hàm chẵn. Suy ra, đồ thị hàm số đã cho nhận trục 
tung làm trục đối xứng. Do đó, X = 0 là một điểm cực trị của hàm sô đã 
cho (vì sao ?).
- Trên (0 ; + oo), ta có y'  -  3x2 -  2x.  Do đó, trên khoảng vừa nêu :

2
y '  =  0  <=> X  -  — .

3

- Sử dụng điều kiện đủ đế hàm số có cực trị, kiểm tra tính cực trị của 
điếm X nêu trên.

- Kết họp với gợi ý thứ nhất, rút ra kết luận về số điểm cực trị của hàm 
sô đã cho.

Câu 16 : - Ta có : y '  = -  2x5 + 2x4 -  x + ì = - ( x -  l)(2x4 + 1)

- Từ đó suy ra hàm số đã cho đồng biến trên ( - 00 ; 1] và nghịch biến trên 
[ ! ;+ « ) •

- Vì vậy, max>> = ^(1).iR

Câu 17 : Giá trị lớn nhất của hàm số đã cho là tung <r 
y  = -  X 2 + mx -  1 (vì sao ?).

í__ 4L 1  r '  1 ' _ _ _ _  1 /  1 * 1 %

- Vì vậy, max>> = ^(1).|[Ì

a  h à m  s n  đ ã  \ \  4 . . .

của đỉnh parabol

Câu 20 : - Vì hàm số đã cho xác đinh và liên tue trên TCP «X
có tiệm cận đứng ; R nên đè «hi cùa nó không
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- Dunp  dinh nuhĩa đc tim tiệm cận ngang (nên ôn lại phần giới hạn cùa 
ham sỏ. ơ Ịúrp 11).

Câu 25 : Sư dụng kct qua:

Do ^am Sl> bậc ba y  -  (IX1 + bx'  + cx + d.  u X 0. không cỏ diem
cực tn kht và chi khi phư<mg trinh (ấn .v) v' = 0 vô rmhiộm hoặc có 
nghiệm kép.”

Câu 26 : Sư dụng kẻt qua:

D o lliỊ hàm sô  bậc ba y  -  a x y + hx'  + cx + í/, a  *  0, có  đúng hai diềm  

cực tn khi và chi khi phương trình (ẩn x) y '  = 0 có hai nghiệm phàn biệt.”

t â u  27 : Sư dụng kết quá :

* Ilàm sô bậc ba y  -  ax'  + hx1 + cx + í/, a * 0 , có đúng hai điểm cục trị 
và diêm cục tiêu năm bên trái diêm cực dại khi và chi khi a < 0 và phương 
trinh (ấn x) y '  -  0 có hai nghiệm phân hiệt.”

Câu 28 : Sứ dụng kết quà :

“ D ồ thị hàm số bậc ba V = ax'  + h.V" + cx + í/, a *  0. có  dũng hai điểm  

cực trị và hai diêm dó nam ơ hai phía cua trục tung khi và chi khi phương 
trinh (ân .v) v' = 0 có hai nghiệm phân biệt trái dấu."

Câu 29 : Sư dụng kết qua :

“Hàm số trùng phương y  = ax* + bx2 + c, a * 0, có hai điếm cực đại 
và một dicm cực tiểu khi và chi khi u < 0 và phương trinh (ẩn x) y '  = 0 
có ba nghiệm phân biệt.”

Câu 30 : Xem Phân tích và Hướng dẫn giải ở Ví dụ 5 (phần I, mục 3).

Câu 31 : Sư dụng kết quá :

“Số dicm chung của dồ thị hàin số y  = f ( x )  và đồ thị hàm số y = £(*) 
bảng số nghiệm dôi một phân biệt của phương trình f ( x )  = íĩ(jc).”

Câu 32 : xn là nghiệm cùa phưomg trình x'  + 2x2 -  3 = 0 và y 0 = y(x0).

Câu 34 : Dồ thấy, với mọi nu hàm số>' dã cho luôn có hai diẻm cực trị (gồm một 
diêm cực dại và một diêm cực tiêu). Suy ra, dồ thị hùm số đó cát trục 
hoành tại dũng một diêm khi và chi khi y{ lrỵ n  > 0 .

27



Câu 35 : - Hàm số đă cho là hàm chẵn. Suy ra, đồ thị hàm số đã cho nhận trục

tung làm trục đối xứng. Do đó, đường thăng y  = m  + 1 ^ at °  •
đã cho tại 4 điểm phân biêt khi và chỉ khi đường thang o ca ^nam
ben phai trục tung cua đo thị hàm số đã cho tại hai điêm p ân iệt và

trong hai điểm đó không có điểm (0 ;.y(0)).

T - U’ 1 • í . . .  , Ắ „ -  I r 3 - - x 2+ 1, với tập xác đinh- Lập bảng biên thiên của hàm so y  -  —X 2

= [0 ; + oo). Từ đó suy ra các giá trị m cân tìm.

Câu 36 : Khảo sát hàm số đã cho, sẽ thu được bảng biên thiên sau :

X —00 -1 1 +00
1y 0 + 0 —

y 1 ^

X - 1 ) ^

^ 1

Từ đó suy ra max y = _y(l)K

Đáp án

Câu Đáp
án

Mức
đô

1 A 1
2 A 1
3 D 2
4 D 2
5 c 2
6 c 3
7 D 4
8 B 2
9 c 2

10 D 3

11 D 3
12 B 4

Câu Đáp
án

Mức
độ

13 D 4
14 D 2
15 c 2
16 c 3
17 D 3
18 c 1
19 D 1
20 c 2
21 B 2
22 D 1
23 A 1
24 B 1

Câu Đáp
án

Mức
độ

25 D 2
26 B 2
27 D 2
28 D 3
29 D 2
30 D 3
31 B 2
32 c 2
33 D 3
34 D 3
35 B 4
36 c 4
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Ufi: Chương II.
Hà m  số  lũy thừa, hàm  số  mũ và  

Hà m  số  lôgarit

I. KIEN THƯC VẰ KĨ NẦNG CAN thiết

1. Kiến thức
9

Theo yêu cầu cùa Chuẩn kiến thúc môn Toán lóp 12 THPT hiện hành, hoc

, n, _  ^  niệm v4 fl“ 4 dä đxợc trình bày trong SGK Giài
tích 12 hiện hành. Cụ thể :

• Các khải niệm  :

- Định nghĩa lũy thừa với số  mũ nguyên dương, lũy thừa với số mũ nguyên 
căn bậc n của một sổ  thực ( n 6 z  n > 2 ) •

- Định nghĩa lũy thừa với sô mũ hữu tí, sô mũ vô tỉ cúa một số thực dương-

- Định nghĩa hàm sổ  lũy thừa ;

- Định nghĩa lôgarit cơ số  a của b (a , b là các số thực dương và a ± 1) ;

- Định nghĩa hàm sô mũ và hàm số lôgarit ;

- Khái niệm phương trình và bât phương trình mũ, ỉôgarit.

• Các kế t quả  :

- Các tính chất của căn bậc « ( n e Z , « > 2 ) ;

- Các tính chất của lũy thừa với số mũ thực của một số thực dương ;

- Các tính chất của lôgarit và các quy tắc tính lôgarit ;

- Công thức tính đạo hàm của các hàm số lũy thừa, mũ và lôgarit (hàm sơ

cấp và hàm họp) ;
- Tính đồng biến nghịch biến của các hàm số lũy thừa, mũ và lôgarit ;

- Dạng đồ thị cùa các hàm số lũy thừa, mù và lôgarit ;

- Các phương pháp giái phương trình, bất phưong trinh mũ và lôgarit.
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2. Kĩ năng ,q ỳ. >
'T ' 1/vn 12 T H P T  hiện hanh, học 

Theo yêu cầu của Chuẩn kĩ năng môn 1 oan p
sinh cần luyện tập để thành thục các kĩ năng dưới day :

.  Có khả năng tái hiện các khái niệm, kết quá nêu ớ mục 1 tren ay, ong

các tình huống cụ thế. ,
.  Biếl sử dụng các tính chất, công thức đã được học để biển đối, rút gọn các 

biểu thức có chửa lũy thừa, lôgarit.
• Biết tính đạo hàm của các hàm số lũy thừa, mũ, lôgarit (ham  sơ cap va 

hàm hợp), trong các tình huống cụ thê.

.  Biết vẽ đồ thị của các hàm số lũy thừa, mũ, lôgarit (hàm sơ  câp), trong 
các tình huống cụ thê.

• Biết cách giải các phương trình, bất phương trình mũ, lôgan t co dạng cơ 
bản, trong các tình huống cụ thê.

• Biết sử dụng các phưong pháp đã được học đế giải các phương trình, bât 
phuxmg trình mũ, lôgarit có dạng không phức tạp, trong các tình huống cụ thể.

3. Một số ví dụ

Các ví dụ dưới đây minh họa cho việc vận dụng các kiến thức và kĩ năng nêu 
ờ các mục I và 2 trên đây để xử lí, trả lời các câu hói trắc nghiệm có nội dung 
thuộc phạm vi nội dung của chương này.

Ví dụ ỉ  :

Đường cong trong hình bẽn là đồ thị 
cùa một hàm số trong bốn hàm số được liệt
kẽ ớ bon phưong ủn A, B, c  D dưới đáy. Hoi
hìnrt sổ đó ỉà hàm sổ ncio ?

( 2  V  _  -_____________
A. .y = Ị J j  • B- y  = x'r\  ~ ~ õ -------------

c .  y  = (V2 ) . D. y = iogV5 *

.  Phân tích : Nhận thấy, từ đường cong đã cho ta chỉ .. .1
hình dạng của nó. Vì thế, để trả lời câu hỏi đăt ra '  ợc thông tin vé
các hàm sô được đê cập ở các phương án A B C n* v^° ^  ^  clia
điều này : ’ va . Có hai cách để thực hiện
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- Cae : Khao sai và lập bảng biến thiên (hoặc vẽ đồ thị) của 4 hàm số đã 
cho ơ 4 phương an, roi dựa vào 4 bảng biến thiên lập được (hoặc dựa vào hình 
dạng cua 4 o thi ve được), tìm ra hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài.

- cach 2 : Dựa vào dạng đô thị của các loại hàm số được đề cập ở 4 phương
án, đa được tong ket trong SGK Giải tích 12, để tìm ra hàm số thỏa mãn yêu cầu 
đề bài.

Hien nhien, làm theo Cách 1 sẽ mất khá nhiều thời gian để giải quyết được 
tình huong đạt ra. Tuy nhiên, đó là cách duy nhất có thể, đối với các học sinh 
khong nhơ dạng đô thị của các loại hàm số đã nêu ớ mục 1 trên đây.

Dưới đây là Hướng dẫn giải theo Cách 2.

• Hướng dân giãi : Kí hiệu (V ) là đường cong đã cho.

Nhận thây, các hàm số đã cho ở 4 phương án thuộc các loại hàm số : lũy 
thừa, mũ và lôgarit. Căn cứ dạng đồ thị của các loại hàm số vừa nêu, ta thấy (ế ) 
chỉ có thê là đồ thị của một hàm số mũ có cơ số lớn hơn 1. Từ đó, kết hợp với giả 
thiết (c ) là đô thị của một hàm số trong 4 hàm sổ đã nêu ở 4 phương án, suy ra 
hàm số cần tìm là hàm số ở phương án c .

• Nhận xét : Từ hướng dẫn giải nêu trên, có thể thấy câu hói ở Ví dụ này là 
câu hỏi nhằm kiểm tra khả năng nhận dạng hàm số nhờ đồ thị của nó, trong một 
tình huống cụ thể. Vì thế, câu hỏi đã ra là một câu hỏi ở cấp độ “nhận biết”.

Vỉ dụ 2. (Câu 12 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
cua Bộ GD&ĐT) :

Giai phương trình log4(x -  1) = 3.

A. JC = 63. B. X = 65. c .x = 8 0 .  . D. x=82.

• Phân tích : Tùy theo cách tiếp cận tình huống đã đặt ra, có thể có hai cách 
xử lí dưới đây :

- Cách 1 : Giải phương trinh đã cho, đổi chiếu nghiệm tìm được với các giá 
trị X ở 4 phương án A, B, c ,  D đế tìm ra phương án trả lời đúng.

- Cách 2 ■ Lần lượt thay các giá trị X nêu ờ 4 phương án A, B, c ,  D vào 
phương trình đã cho và căn cứ đăng thức thu được đề tìm ra phương án trả lời đúng.

Cách 1 là cách xử lí dựa trên việc coi các phương án A, B, c  và D chỉ là các 
phưong án được nêu ra để làm dữ liệu đôi chiêu.

Cách 2 là cách xử lí dựa trên việc coi các phương án A, B, c  và D là một 
phẩn giả thiết của tình huông đã đặt ra.
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• Hướng dẫn giãi :
- Cách 1 : Kí hiệu (*) là phương trình đã cho, ta có : (*) ^  x   ̂ ^ 65.
- Cách 2 : Bằng cách thay lần lượt các giá trị X nêu ơ 4 phương an , , c ,  D

vào phương trình đã cho, sẽ thấy X = 65 là nghiệm của phương trin o.

• Nhận xét : Vì có thể xử lí tình huống theo cách 2 nen CO the COI tinh huong
đó được đặt ra nhằm kiểm tra việc hiểu khái niệm nghiệm cua mọt p ương trin
và khả năng tái hiện khái niệm đó trong một tình huông cụ the. Noi cac ac, co
thể coi câu hói đã ra là câu hỏi ở cấp độ “nhận biêt” .

Vi dụ 3. (Câu 13 Đề minh họa môn Toán Kì thi TH PT quốc gia  năm 2017
của Bộ GD&ĐT) :

Tỉnh đạo hàm cùa hàm sổ y  = 13T.

A. y '  = X.13r-'. B. y  = 13v.ln 13.

• Phăn tích : Vì điêu quan tâm ở câu hỏi là đạo hàm của một hàm sô mũ (sơ 
cấp) nên cần căn cứ công thức tính đạo hàm của hàm số mũ để tìm ra phương án 
trá lời đúng.

• Hưởng dần giái : Từ cống thức tính đạo hàm của hàm số mũ, dễ thấy B là 
phương án trá lời đúng.

• Nhận xét : Câu hỏi ở Ví dụ này là một câu hỏi nhằm kiểm tra việc nhớ công 
thức tính đạo hàm của hàm sô mũ (sơ câp) và khả năng tái hiện công thức đó trong 
một tình huống cụ thế. Vì thế, câu hỏi đã ra là một câu hỏi ở cấp độ “nhận biết”

Vỉ dụ 4. (Câu 14 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
cua Bộ GD&ĐT) :

Giái bất phương trình lo g2(3x -  1) > 3 .

A. x > 3 .  B . ị < x < 3 .  C. X <3.  D x >  —

. • “f A ■ v ! yêu, f “ đặ‘ rai  câu hòi là tìm %  nghiệm cùa một bất
phương trinh có dạng log, f ự )  > b,  vói a, b > 0 và a  *  1, nê„  cân dựa vào cách
giải bất phương trình có dạng vừa nêu để tìm ra phương án trả lời đ

.  Hướng dẫn giải : Ta có : log,(3x -  1) > 3 o  l y  -  1 ^  1
^  ~  1 >  2  <z> X >  -}•

Từ đó, A là phương án trả lời đúng.
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một câu hòi ờ cấp độ “thông hiểu”. 

ọa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017

này là một câu hòi nhằm kiểm tra khả năng sử
ng trình lôgarit đã biết để giải một bẩt 
tự các bât phương trình đã được đề cập

định đúng ?

A. logu,(a ố )  = i l o g uò. 

c. lo g a,(ab)  =  - l o g fl6.

Cho cac sỏ thực dương a b với. với a *  ỉ. Khẳng định nào sau đây là khẳng

B. logu2 (ab) = 2 + 21ogab.

D. logul{ab) = Ỷ + ^ lo g ab.

• Phân tích : Điêu quan tâm ở câu hỏi này là biểu diễn của log 2(ab) qua

1°8</ ^  A,  B, c ,  D không cho ta một gợi ý nào trong việc định hướng
tìm cách giải quyêt yêu câu đặt ra. Vì thế, chúng chỉ có thể đóng vai trò là các dữ 
liệu đôi chiêu. Do đó, cách duy nhất đề trả lời câu hỏi đặt ra là sử dụng các công 
thức tính lôgarit thích hợp để biểu diễn log ; (ab) qua log b, rồi đối chiếu với

các đáp án đã cho để tìm ra đáp án đúng.

• Hưởng.dân gi ái : Ta có :

log u:(ab) = ị \ o g  a(ab) = ^ ( lo g u ơ + l o g »  = i  + ^ lo g uố.

D là đáp án đúng.
• Nhận xét : Câu hỏi ở Ví dụ này là câu hỏi nhàm kiểm tra khả năng áp dụng 

“thô” các công thức tính lôgarit vào việc giải các bài tập đơn giản. Vì thê, câu hỏi 
đã ra là một câu hỏi ở cấp độ “thông hiêu”.

Vi du 6 (Câu 18 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 

cua Bộ G D & Đ T) :
X  +  1

Tính đạo hàm  của hàm sô y

A  >' V '
1 -  2(x  + 1) ln 2

1 -  2{x + l ) l n 2

2 TRAC NGHIỆM TOÁN 12 A
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. á n A B c ,  D không cho ta
.  Phún lích : Có thể thấy, ở câu hỏi này, các đap » ' cầu đặt ra Vì thế 

một gợi ý nào trong việc định hướng tìm cách giaj qu ^  c¿jch duy nhất để trà 
chúng chỉ có thể đóng vai trò là các dữ liệu đoi chieu.  ̂ ^  chiếu với các đáp án 
lời câu hỏi đặt ra là tính đạo hàm của hàm sô đa c o, ro
A, B, c ,  D để tìm ra đáp án đúng. I a

■ , . Ann của hàm thương, công
• gtó/ : Sừ dụng côngthức tính đạ “ à  tacó :

thức tính đạo hàm của hàm bậc nhất và công thức tin

,  _ 4X -  (x + l).4Mn4 1 -  (x + 1) In 4 _  .

y -  = 4 ^ "  2 2r

A là đáp án đúng.
• Nhận xét : Câu hỏi ở Ví dụ này là câu hỏi nhằm kiểm tra việc hiêu, nhớ các 

công thức tính đạo hàm, các tính chất của hàm số mũ, hàm sô lôgarit; kiem tra k a nang 
vận dụng các kiến thức đó vào việc tính đạo hàm của một hàm sô co dạng khong phưc 
lạp. Vì thế, có thế coi câu hỏi đã ra là một câu hỏi ớ cấp độ “vận dụng (thâp) .

Ví dụ  7. (Câu 20 Để minh họa môn Toán Kì thi TH PT quốc g ia  năm 2017 
của Bộ GD&ĐT) :

Cho hai sổ thực a và b, với I < a < b. Khăng định nào dưới đây là khăng 
định đủng ?

A. logu b < 1 < log, a. B. 1 < loga b < logA a.

c . log, a < logu b < \.  D. log, a < 1 < logu b.

• Phân tích : Điều quan tâm ở câu hỏi trên là sự so sánh logí( b log a với 1

và sự so sánh hai lôgarit đó với nhau. Nhận thấy, các đáp án A B c  D chỉ có thể 
đóng vai trò là các dữ liệu đối chiếu. Vì thế, cách duy nhất để trả lơi cau hoi đặt ra 
là tìm cách so sánh các lôgarit đó với 1 và với nhau. Có thể có hai cách tìm ra các 
so sánh đó :

#•

- Cách 1 : Để ý ràng 1 = loe,, a = los h có thể tiw,, ., , " ° h ’ 0 the tìm ra các so sánh nêu trên
nhờ tính đông biên, nghịch biến của hàm số lôgarit

- Cách 2 ; Để ý rằng 4 khả năng A, B. c .  n  ..... -
nếu đã xảy ra khả năng này thì không thể xay ra k h ’ -XUrtg c
năng, nếu đã đúng cho một cặp giá trị a, b  cụ thể nào đó 1  „k ị,a ) y àx m kìi
bài thì nó phải đúng cho mọi căp giá tri a h VU ' - m ãn  ^• g tri a, b khác cũng thỏa m ãn điều kiện
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đê bài. Diêu này gợi ý cách tỉm ra so sánh giừa 1, log b và log* a  nhờ việc gán 

cho LU b cac gia tri cụ thê thích hợp, thuận tiện cho việc tính Iogư b và log,, a.

• H ưởng dẫn  g ic i i :

- c ach ! (dụa vào tính đồng biến, nghịch biến của hàm số lôgarit): Vi 1 <a < b 
nên log, a < log, b = \ = log a < log,, b.

- Cách 2 (dựa vào việc gán cho a, b các giá trị cụ th ể ) : Chọn a = 2, b = 22, ta

có 1 <a < b và logtt b = log, 22 = 2 log, 2 = 2 và log,, a = log2_, 2 = — log2 2 = —.
2 2

I ừ đó, vì ^  < 1 < 2, ta được logA a < 1 < log b.

• D là đáp án đúng.

• Nhận xét : Dù thực hiện theo Cách 1 hay Cách 2 trên đây, đế trả lời được 
câu hởi đã dặt ra, người làm bài cần hiếu bản chất Toán học của nội dưng câu hỏi và 
cần tìm được mối liên kết logic giữa nội dung được quan tâm và các kiến thức Toán 
học đã được học. Vì thế, câu hỏi đã ra là một câu hỏi ở cấp độ “vận dụng (thấp)”.

Vỉ dụ 8. (Câu 21 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
cua Bộ GD&ĐT) :

Ông A vay ngắn hạn ngân hàng 100 triệu đồng, vói lũi suất 12%/năm. Ông 
muốn hoàn nợ cho ngân hàng theọ cách : Sau đủng một tháng kẽ từ ngày vay, ông 
bắt đầu hoàn nợ; hai ỉần hoàn nợ liên íiêp cách nhau đúng một tháng, sô tiên 
hoàn nợ ớ mỗi lần là như nhau và trả hết tiền nợ sau đúng 3 tháng kê từ ngày vay. 
Hói, theo cách đỏ, sổ tiền m mà ông A sẽ phủi trả cho ngân hàng trong mỗi lần 
hoàn nợ là bao nhiêu ? Biết rằng, lãi suất ngân hàng không thay đôi trong thời
gian ỏng A hoàn nợ.

A  m = (triệu đồng). B. m = (triệu đồng).
3 (1.01; -1

c  m = i ^ 1! ^  (triệu đồng). D. m = (triệu đồng).

• Phân tích ■ Câu hởi nêu trên là một tình huống Toán học giá định, có nội 
dung thưc tiễn Vì thế, để hiểu và giải quyết tình huống đặt ra, cần lưu ý tới các 
khái niệm thực tien được sử dụng trong phát biểu của bài toán; chăng hạn, khái 
niệm vây ngắn hạn” hay “lãi suất”,... Trong thực tiễn hiện nay, “vay ngắn hạn”
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ngân hàng là loại hình vay với thời hạn từ 1 năm trở xuống và 01 VƠI oại ình 
vay này, cứ sau mỗi tháng ngân hàng sẽ tính lãi một lần đê gộp tiên aiI P at sinh
vào sổ dư nợ tại thời điểm tính lãi, lãi suất 1 tháng bằng lãi suât 1 nam c ìa c 0 12
và được tính theo số dư nợ tại thời điểm tính lãi.

• Hướng dần giai :

- Sô tiên ông A còn nợ ngân hàng saứ lần trả thứ nhât :

(100 + 100 X 0,01) -  m = 100 X 1,01 -  m (triệu đồng).

- Sổ tiền ông A còn nợ ngân hàng sau lần trả thứ hai :

(100 X 1,01 -  m).l,01 -  m = 100 X (1,01)2 -  (1,01 + \)m (triệu đồng).

- Vì ông A đã hoàn cho ngân hàng toàn bộ số tiền nợ, sau lân trả thư ba, nen :

0.= [100x(Ị01)2-  (1,01 + l)w].l,01 - m  = 100x(l ,01)3 -  [(1,01)2+ (1,01)+ l]w.

Từ đó suy ra

lOOx(ỊOl)3 100x(l,01)3 x0,01 _  . (1,01)3
m ~ (1, 01)2+ (1, 01)+ 1 "  (1,01 -  1)[(1, 01)2+ (1, 01) + 1] (1, 01) ' -  r

Như vậy, B là đáp án đúng.

• Nhận xét : Câu hởi ở Ví dụ này là câu hỏi nhằm kiểm tra khả năng vận 
dụng tổng hợp các kiến thức Toán học đã biết và các hiểu biết thực tiễn để giải 
quyết một tình huống Toán học mới, có nội dung thực tiễn. Do đó, có thể coi câu 
hỏi đã ra là một câu hỏi ở cấp độ “vận dụng cao”.

II. MỘT SỐ CÂU HỎI LUYỆN TẬP

Nhằm mục đích tạo điều kiện thuận lợi cho việc sư dụng sách trong quả 
trình giang dạy và học tập, các câu hoi dưới đây (ngoại trừ các câu từ 36 đen 39) 
được sáp xếp lần lượt theo các tiêl (xoăn) trong Chương, các câu hoi tương ứng 
với mỗi tiết (xoăn) được sắp xếp theo cấp độ nhận thức tăng dần. Các câu từ 36 
đến 39 được coi là các câu tông kế Ị chương.

1 Tìm tập xác định Ư' cúa hàm số y  = X s.

A. <J> = (—o ;0 ) .  B. ^ = (0;+oo).

c . CJ)= C-00 ; +G0)- D. ^  = (-0 0  ; +00) \ ỊO}

36



2.
2 1 4 ■»

A. /  = B. = - - X  \

Tính đạo hàm cua hàm số y  -  X  '

1 -

c. y ' = - - x  1
3

1 2
D. y ' = - - x \

3. Đường cong ở hình bèn là đồ thị cúa một
hàm sô trong bốn hàm sổ được liệt kê ở bốn
phương án A, B, c ,  D dưới đây. Hỏi ham so 
đó là hàm số nào ?

A. y  = X6. B. y = Xs .

c. y  = *~4- D . y  = X*.

4. Cho hàm số y  = x~^ .  Hỏi khẳng định nào
dưới đây là khẳng định đúng ?

A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận.

B. Đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận ngang và không có tiệm cận đứng, 

c . Đồ thị hàm sổ đã cho không có tiệm cận ngang và có một tiệm cận đứng.

D. Dồ thị hàm sổ đã cho có một tiệm cận ngang và một tiệm cận đứng.
1

5. Tỉm tập xác định CĴ  của hàm số y  = (1 -  x )3.

A. ÍJ '=  (-0 0  ; +oo). B. ^ r = ( - c o ; l ] .

c. ^ = ( - 0 0  ; 1). D. tJ '=  (-00  ; +oo) \ {1}.

I

6. Tính đạo hàm cúa hàm sô y  = (1 -  X2) 4.

A. V (1 - x V -
5 -ị

B. y '  = -  — x(l -  X 2 ) 4 .
2

1 -■
D. y'  = -jc(l -  X2) 4.c. y '  = - x ( l  -  X 2 )

Tính đạo hàm của hàm số y  -  (1 -  2cos2x)4.

A. y '  = 4(1 -  2 c o s2 x ) \  B. y '  = -4(1 -  2cos2x)\sin2x .

c. y '  = 8(1 -  2 cos2 ,v )\s in2x. D. y '  = 16(1 -  2 c o s2 x ) \s in 2x.

Tìm số thực í/, biết log3(2 -  u) = 2 .

A .ữ = - 4 . B. a = 6 . c. ơ = -7. D. a = - 6 .
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1

9. Tìm sổ thực a, biết log, «.log ^ a = 32.

A. a=  256 hoặc a = — . B. a = 64.
256 Ị

c .  a  = 16. D . ứ =  16hoặc ứ = — .

10. Cho a là một sổ thực dương, khác 1. Đặt log, a = ơ. Tính sô tri của biêu 

thức sau, theo ơ  : p  = log, ứ -  log^, a 2 + l ° s „ 9.

9 _ s , y 2 2(1 - ơ : )
A T5 = - ___—— B. /* = ------------

a  • «

c  /> = lz_L 2^1  D. p - - 3 a .

11. Cho a và ồ là các số thực dương, khác 1. Đặt logư b = a . Tính theo a  sô trị
À

của biểu thức : p = log 2 b -  log^ á  .

ry2 -  19 a 2 -  12

a
Ar/2 -   ̂ „ a 2 -  3

c p -  °!SLZl D. p  = ---------- .
2a  „ «

12. Cho ơ và ố là các số thực dương, ữ * 1. Hỏi khẳng định nào dưới đây là
khẳng định đúng ?
A. logy- (¿T + ab) = 1 + 4 log(, b. B. log^(ữ" + ab) = 4 + 2 loga b.

c .  logẠ a 2 + ab) = 2 + 2 log,,(ứ + b). D. l o g + o¿>) = 41ogtl(ơ + ỏ).

13. Đặt a = log, 5, b = log4 5. Hãy biểu diễn log,510 theo ứ và ố.

a + 2ab _ , . n _  ữ2 -  ab
A .lo g 1510 = ^ ° - .  B . lo g ,s ,0  = —

c .  lû g „ 1 0 = D- l°8,s 10 = ~ 7 -2 (üb + 6) £/¿7 + b
Ị ’

14. Cho hàm số = - 7 . Khăng định nào dưới đây là khăng định sai ?

1 1A. y ' = —— ln —.
7  3' 3

B. Hàm số đã cho đồng biển trên khoảng (-00 ; +00).
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C. Đô thị hàm số đà cho có một liệm cận ngang lá trục Ox.

D. Toàn bộ đồ thị hàm số dà cho năm phía Iren trục hoành.

15. Tính đạo hàm của hàm sổ y  = 7'

A. ý  = X .T  \  B. y '  = r .  c .  v' = 7' In7. D. /  = 4
ln

16. 1 ính đạo hàm cùa hàm số y  = 19r2 + 1

A. _y' = 2x(.v2 + l).19r\  B. /  = (2x + l).19'ỉ + ’.

c .  y '  = Ọ.X + l).19v2+l.lnl9. D. y '  = 2x .l9 'ỉ + 1.lnl9.

17. Tính đạo hàm của hàm sổ V = - 0SX ~ 1S ọ2v

Ạ I s*n x  ~ 4(cosx -  l)ln3 f _ sinX -  2(cosx -  1 ) ln3
34v ■ ■ y  34r

n  s i n X  +  4 ( c o s x  -  1 ) ỉ n 3 TA , s i n X +  2 ( c o s x  -  1 ) l n 3

y  ~ 3 ^  • D: y = -------------- ------------------

18. Cho hàm sô y  = log^j X. Khăng định nào dưới đây là khăng định sai ?

A. Hàm số đã cho có tập xác định Ư* = R \ {0}.

B. Hàm số đã cho đồng biến trên tập xác định.

c . Đồ thị hàm sổ đã cho có một tiệm cận đứng là trục Oy.
D. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.

19. Cho hàm số y  -  log, I XI. Khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai ?
3

A. Hàm sổ đã cho có tập xác định íJ' = IR\{0}.

B. y '  = ------— .
xỉn 3

c .  Hàm số đã cho nghịch biến trên mỗi khoảng xác định.
D. Đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận đứng là trục Oy.

20. Tính đạo hàm của hàm sô y  = log Ị I X I.
3

In 3 13 1  ^  ^
A. y' = - — . B- y =

X In 2

c. ỵ  = r_ _ ị _ — . D. / =  1
x | ( l n 2  -  ln 3) x ( l n 2 - l n 3 )
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Tim lập xác định Lỷ  cùa hàm số V = !og(l X + x

t -  V s N
Á. CĴ  = (—00 ; -foo). B. -

1 + V5

7

c . CJ - ;  + C O

- 4 Ĩ—00 u
1 + yfs

; + 0 0

Tính đạo hàm của hàm số y  -  log2( -x 2 + 2x  + 1)-
5

ln 5A. ỵ  =

B. y '  =

c.  /  =

D. /  =

(1 + 2x -  X2) l n 2

2(x * l )ln5 
(1 + 2x -  X2) l n2

1
2(1 -  x)(l + 2x -  X 2 ) ( ì n 2  -  ln5) 

2(1 -  X)

(1 + 2* -  X )(ln2 -  ln5)

Tính đạo hàm của hàm sô y  -  log^ I 2x -  5 1.

4 '1
A. y '  =

c.  /  =

(2x — 5) ln 3 

1

B. /  = 

D. /  =

Ị 2x -  5 I ln3 

4

( 2 x - 5 ) l n 3  I 2x -  5 j ln 3

2X ' .
Cho hàm sô f ( x )  = —7-7 . Hỏi khăng định nào dưới đây là khẳng định sai

A. f ( x )  > 1 <=>* > (x2 -  l).log2 5.

B. f ( x )  > 1 <=>----- —------> 1 ■
■n  } l + log25 1' + logs 2

c .  f ( x )  > l o x l o g ị  2 > (x2-  l).log3 5.
3

D. f { x )  > 1 <=>xln2 > {x2-  1).In 5.



25. Tinh đạo ham của hàm số y  = log . ị x̂ 32v ■+* 1 j

A. y  = í i l í ậ L ± 2 ) ^ l  D 32t.ln9 + 1
(jf.32 t+ l ) t n2 ■ • >  = ( ^ ' + i ) l n V 2 '

c .  y '  = i ì l n3 + 1)-3ĨJ 1 Ý U -  4jc2.32t“‘
(x.32t + l)lnV 2 ■ y  ~ (jc.32jf + l)ln V2 *

26. Giải phương trình (0,8)rU_2)= (1 25)*"3

A. Phương trình đã cho vô nghiệm.

B. * = l ^ Ã h o ă c  * = l í ^ H
, 2  “  2

r  V  -   ̂ + r  - 1 -U .  X  -— — h o ặ c  X = ---------------------------- — .
. 2  2 

„  3 -  V 2Ĩ  3 +  V 2T
D .  X  = ---------——  h o ặ c  X  = -----------— .

2 2

27. Tìm tập nghiệm s  cúa phương trình 2 '2.4r_l = 1.

1 -  V3 -1  + 4 Ỉ

A. s = {0; 1}. B. 5  =

c. s = Ị - l  -  V3 ; - 1  + VJỊ. D. 5 =

28. Giải bất phương trình (0,4)t('r + 1) > (2,5)3 2x .

A. Bất phương trình đã cho vô nghiệm. B. X < -— hoặc X >

c .  1 ^ 3  < x < L í ^ ĩ .  D. < ,  < z l ± v n .
L -  2 2 2 2

29. Tìm tập nghiêm s của bất phương trình 3X.5*‘ < 1.

A. 5 =  0 .  B .s = ( -o o ;0 ) .

c .  5  = ( - Io g j3 ;0 ) .  D- s  = ( - « > ; - log5 3) u ( 0 ; + 00).
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1 3 ; 4- u đâv là khẳng định đủng?
30. Cho phương trình —T—  = —. Hỏi khẳng định nào

2X ~x 5
A. Phưcmg trình đã cho vô nghiệm.
B. Phương trình đã cho có duy nhất nghiệm. ,
c . Phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt cung dau.

D. Phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt trai dau.

31. Tìm tập nghiệm của phương trình log2(x2 -  x) = 3.

B. { - 2 ;  3}.

1 _ Jỵ ị_  1 +

z ,  jK. ) ^

32. Giải phương trình lo g ^ (x  + 3) -  log2(x + 4) = 2.

r  ' _  V 2 Ĩ - 5
A. X  = 2V2 -  1.

33.

A. 0 .

f l  -  V 3 3  1 +  >/33 ^

B. X =

c .  -X -  2V2 -  1 hoăc X  = . D. X = 2 \Ỉ2  -  1 hoặc X 2 V2 1
2

Cho phương trình : log5(x3 -  x) + log0 2(x2 -  2) = 0 (*).

Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai ?

A. (*) <=>

c .  (*) o

2 -  2 >  0 B. (*) <=>
x ĩ -  X 2 -  X  + 2 = 0.

:3 -  X  >  0

:3 -  X 2 -  X  + 2 = 0.

X  -  X

X 2 -  2
X 3 -  X 2

> 0

X + 2 = 0 .

D. (*) »  ị x l _  2 >_°
X - x - x + 2 = 0

34. Cho bất phương trình : log2 I X + 1Ị + log, 5(x + 2) > 0 (*).
3

Hói khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng ?

A. (*) <=>

c .  (*) <=>

'x *  -1  
.X + 2 > 0 
I X  +  1 1 >  X +  2 .

.V + 2 > 0 
Ị JC + 1Ị > X + 2 .

B. (*) <=>

IX ( .)  o  ị x  + 2 s  0
(I -V + 1 I <  X  +
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I ■> ca cac ^ ia tr- cùa tham số m sao cho phương trình
g2 X  3x w + 10) = 3 có hai nghiệm thực phân biệt, trái dấu.

A- W < 4 - B"<2. c. m > 2. ' D . m > 4 .

36. Dương cong ờ hình bên là đồ thi
 ̂ 1 Ấ . / ĩẴ , S r  ¡ V X  bên l à đồ  thị của một hàm 

sô trong bôn hàm số được liệt kê ở bon phương
án A B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm
sô nào ?

A- y = log,, X.  

1
c . y  =

( S )

B. y  = X*.

D- y = 'og5 -V.

V

\ . X
o

37. Giải bất phương trình X + log0 2(l -  5V) > 0 .

A. X > lo g 0 2 2. B. X < log0 2 2.

c. log0 2 2 < X < 0. D. log0, 2 < x < 0.

38. Giả sử cứ sau một năm diện tích rừng của nước ta giám X phần trăm diện
tích hiện có. Hói sau đây 4 năm diện tích rừng của nước ta sẽ là bao nhiêu
phần diện tích hiện nay ?

A. 100%. B f ỉ X V _ , 4x í x ì1 ■ c. 1 - —. D. ĩ -
l  100 J 100 o o

' 39. Cho biết phương trình log, (3t + 1 -  l) = 2x + logị'2 có hai nghiệm ; gọi hai

nghiệm đó là Xị và x 2. Hãy tính tồng s  = 2T' + 27

A.  s  = 180. B. s  = 45. c.5 = 9. D.s = 252.

III. Gớl Ý - HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP ÁN

Gợi ỷ  - H ướng dẫn giải

Câu 5. Vì — là số không nguycn nên theo định nghĩa hàm sổ lũy thừa, hàm số
3

dã cho chỉ xác định tại các giá trị X mà 1 -  X  >  0.

43



Câu 8 . Thay các giá trị ữ đã cho ở các phương án A, B, c ,  a leu thức 

log3(2 -  a) để kiểm tra.

Câu 9. Có thể tìm ra đáp án đúng theo hai cach :

- Cách I  : Làm theo cách ờ Câu 8.
, I r ử  ch o  v iê c  tìm  ra a ,  như sau :

- Cách 2 : Biến đổi hệ thức đã cho, làm căn cư c o 1Ç

logì t , l o g j ỉ a  = 3 2 « 2 ( l o g 2fl)! = 3 2 « ( l P g 3« ) = 16

Câu 6 và Câu 7. Gợi ý  : Các hàm số đã cho có dạng 7  = ((w(x)) ( « 0  = 1 X Và

a  = - - Ở C â u ổ ,  u(x) = 1 -2 c o s 2 x  và« = 4 ởCau

Câu

log2a = - 4  
ự o  g2a = 4.

Làm theo cách 1 có thể sẽ mất nhiều thời gian hơn so VỚI cách 2.

10. Với lưu ý -  = 3-1, = 3- và 9 = 32, biến đổi p  thành biểu thức chỉ
3

chứa log3 o :

p  -  log, a -  lo g ^ ữ 2+ loga 9 = — log., a -  4 log, a + 21oga 3

2 2 -  5(log3 a)2
= - 5  log, a + ------- = -------- i---------- .

log, ứ log^ữ

Câu 11. Tương tự Câu 10, biến đổi p  thành biểu thức chỉ chứa Ioga b.

Lưu ý  : Vì b > 0 nên theo định nghĩa lũy thừa với số mũ hữu tỉ của một
I

số thực dương, ta cỏyịb  = b - .

Câu 12. Gợi ý  : log^(ữ 2+ ab) = 21ogo(a(a + b)).

Câu 13. Gợi ỷ  : logis10 "  log'5 3-log

1

10
1

logj(3.5)

1 1
và logs 2 "  log, 5 2 log, 5

log, 15 

.log, 5.1ogs(2.5)

.log35.1ogs 10
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Cầu 17. - Viết lại hàm số dưới dạng ^  = COS-T -  ỉ
^ 4 -V *

V,' * i* cac COn̂  l^ c tin^ Clia hàm thương, hàm y  -  COSLV và
ạnỗ }  = a (ơ = 3 , w(r) = 4x) để tính đao hàm cua hàm số nêu

trên.

Cau 2 0 đinh nghía ham sô lôgarit, hàm số đã cho xác định tại tất cả các
điêm * mà 1 -  *■+ ; r  > 0

Câu 22. ơ ợ /^  : Hàm số đã cho có dạng y  = h g ư u(x) (a  = -  và

w(*) = - x 2 + 2* + 1).

Câu 23. Gợi ỷ : Hàm số đã cho có dạng ̂  = logo \tí(x) \ (a = s  và «(•*) = 2* -  5 ).

Câu 24. ơ(7/_ý : Vì 2, 10Ị và e đều lớn hơn 1 nên từ tính chất đồng biến, nghịch
biên của hàm số iôgarit suy ra : f ( x )  > ỉ <=> log, f ( x )  > 0 
f ( x )  > 1 o  l o g / ( x )  > 0  và f ( x )  > 1 o  l n / ( x )  > 0.

Câu 25. Gợi ý ; Hàm số đã cho có dạng 7  = log u(x) (a  = V2 và u(x) = X.32' + 1 )•

hàm số y  = 32v là hàm số có dạng y  = a"ix> (ú = 3 và u(x) = 2x).

Cau 26. Đê ý răng 0,8 = — và 1,25 = —, có thế viết lại phương trình đã cho

C|„  16. Gọi ý  : Hàm số đà cho có dạng^ = u, = ì9 và „ ( , )  = ,r' + ,) .

dưới dạng
Í 4 \ x(x

\ 5 J

X  -  3

(*)

Ta có : (*)'<=>
( 4 
5

y X ( X  -  2) í4>. r - 3 í4'
.V -  X  -  3

? _

•
=  1<=>v5j =  1 X  ~  X  — 3 —

Câu 27. ơợ/_ý : 4x~l= 22('r” l).

2 5 X X . X
Câu 28. Để ý rằng 0 4 = -  và 2,5 = , có thê viêí lại bât phương trình đã cho5 ^

3 -  2 V2 .

dưới dạng 1 — 1 > I — • (*)
( 2 '

r(.v + í)

> — •

1 2 ;
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Từ đó. do
, 2 * - »  

v 5 y
> 0 Vx e  K , ta có :

(  2 '
v(.r + l)

( 2 )

3 -  2 x 2 " 2 "
<=>

1 5 ;
• > !

<=>
, 5 ,

-  X ’ +  X + 3

>1 <=> - x 2 + x  + 3 < 0

(do — < 1).
5

V 2 /

r * 3

Câu 29. ơ ợ / >’ : Lấy lôgarit cả hai vế của bất phương trình đã cho.

Câu 30. Viết lại phương trinh đã cho dưới dạng :

Ta có : (1) <=> X 2 -  X = log, -  o  X 2 -  X  + log2 — = 0 (2).

= -  ( 1). 
5

Do 2 > 1 và — < 1 nên log? — < 0. Vì thê, (2) là phương trinh bạc hai co
5 2 5

ac < 0. Suy ra D là khẳng định đúng.

Câu 31. Gợi ỷ  : Kí hiệu (*) là phương trình đã cho, ta có : (*) <=> X2 -  X = 2 \

Câu 32. Gợi ý  : Kí hiệu (*) là phương trình đã cho, ta có :
íx + 3 > 0 

^  |21og20  + 3) -  log2(x + 4) = 2.

Câu 33. - Để ý rằng 0,2 = -  , viết lại phương trình (*) dưới dạng :

logj(x3 -  x) = log5(x2 -  2).

- Từ đó, căn cứ các phép biến đổi tương đương đã biết đối với phương 
trình có dạng cơ bản logu f ( x )  = logu g ( x )  đế tìm ra khẳng định sai 

trong các khẳng định đã nêu.
. 3 .,

Câu 34. - Đê ý răng 1,5 = - ,  viêt lại bảt phương trình (*) dưới dạng :

log, I X + 11 > log,(x + 2).
3 i

- Tù đó, căn cứ các phép biến dồi lương đương đà biết đối với bất
phương trinh có dạng co bản log„ / ( , )  > lo g . đá ,ị “ ra ¡ hj ng
định sai trong các khăng định đã nêu.

2 5

3
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Câu 35. - Ki hiệu ( . )  là phương trình da cho. ta có :(») «  + 3.t + (m -  2) = 0.

h'~ ° ' <i,an cư Cần và đii dc một phưtmg trình bậc hai có hai
y çm p an biẹt trái dâu, tìm ra các giá trị m thòa mãn yêu cầu đề bài.

Cau 37. G( / y  . Kl hiẹu (*) là bât phương trình đã cho ; để ý rằng 0,2 = — và

5 > 1, ta có : (*) o  ị ] ~ 5 ' > 0  i 5 t < 1
[ l o g 5 (l -  5 ' )  <  X  [ 1 - 5 *  < 5 * .

Cau 38. Gợi y  : Vi sau môi năm giảm X phần trăm diện tích hiện có” nên “sau
*• • (  X  'moi nam còn lại 1 -------- diên tích hiên QÓ”

I  100 J

Câu 39. Có thê có hai cách thực hiện yêu cầu dặt ra :

- c ách I : Giải phương trình đã cho để tìm các nghiệm X, và x2, thay các 
giá trị tìm được vào tổng s  và thực hiện các tính toán để tìm ra đáp số.

- Cách 2 : Căn cứ quá trình tìm X,, x2, tìm ra các tính chất đặc trưng cúa 
tổng s , từ đó định ra cách tính s  “nhẹ nhàng” hơn cả.

Dưới đây là các thông tin có thể khai thác được, khi tiến hành xử lí tình 
huống theo Cách 2 :

- Kí hiệu (1) là phương trình đã cho, ta có :

(1) Cí> log3(3v + 1 - l )  + log,2 = 2x log,(2 .3t + l -  2) = 2x 

<̂ > 2 .3 '+ l -  2 = 32x «  32x -  6.3' + 2 = 0 (2).

- Như vậy, các nghiệm X,, x2 của phương trình (1) có the được tìm ra nhờ 

việc giải phương trình (2), bằng cách đặt ẩn số phụ / = 3 \  Nói cách khác, 

3 V| và 3 V: là hai nghiệm của phương trình (ẩn /) : r  -  6t + 2 = 0. (3)

- Dể ý ràng s  = 27V| + 27r-’ = (3 '1 ) + (3Ï: y , sẽ thấy để tính s, cần tính

tổng lập phương hai nghiệm của phương trình (3).

Với viêc nhớ định lí Vi-et cho phương trình bậc hai và nhớ hàng đẳng 
thức a + b' = (a + b ỷ  -  3ab(a + b), sẽ thấy ngay một cách tính tống s  
^ h ô n g  CỊU3 v iê c  ịỊÌái c u  th e  CÜC p h ư ơ n g  t i in h .

47



Câu Đáp
án

Mức
độ

1 D 1

2 c 1

3 c 1

4 D 1

5 c 2

6 D 2

7 D 3

8 c 1

9 D 2

10 A 2

11 B 2

12 c 2

13 c 3

Câu
Đáp
án

Mức
độ

14 B 1

15 c 1

16 D 2

17 c 3

18 A 1

19 c 1

20 D 1

21 A 2

22 D 2

23 A 2

24 c 3

25 A 3

26 B 2

Câu Đáp
án

Mức
độ

27 c 2

28 B 2

29 c 2

30 D 3

31 c 2

32 A 2

33 B 2

34 B 2

35 B 3

36 A 1

37 D 3

38 B 3

39 A 4



Chương III. 
NGUYÊN HÀM, TÍCH PHÂN VÀ ỨNG DỤNG

■

I. KIEN THƯC VA KĨ NẦNG CAN THIẾT

1. Kiến thức

T'heo yêu cầu của Chuẩn kiến thức môn Toán lap 12 THPT hiện hành, học 
sinh can hicu, nhơ cac khái niệm và kết quả dưới đây
• Các khá i niệm:

Định nghĩa nguyên hàm của hàm số (trên một khoảng K).

- Định nghĩa tích phân.

- Kí hiệu nguyên hàm; kí hiệu tích phân, cận trên, cận dưới của tích phân.

- Khái niệm diện tích hình thang cong.

- Khái niệm thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay một hình thang
cong quanh trục Ox.

I

• Các kết quả:

- ¡ f ( x ) d x = F { x )  + C ^ > F ' ( x )  = f ( x ) .

Chú ý: Khoảng K  là khoảng xác định của /  ( x ) . Vì vậy, một cách chính

xác phải có F' {x )  -  f ( x ) , V x  e K  . Do đó J —cử = lnx + C là một kết
X

quả sai.

- J  f \ x ) d x  = / O )  + c . Kết quả này cũng có nghĩa là f(x) là một nguyên 

hùm của f'(x) (nểuf(x) v à f ( x )  cỏ cùng tập xác định).

- Các tính chất của nguyên hàm.

- Công thức đổi biến số nguyên hàm. Công thức nguyên hàm từng phần. 

Báng nguyên hàm các hàm so thương gạp.

• Các tính chất của tích phân.
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t  ong thức đòi hiến số tích phàn, cỏ  ne thúc tích phàn từng phần.

Cong thức tính diện tích hình thang cong. Còng thức tính diện tích hỉnh 
phang giãi hạn bai hai đuờnu cong.

Cong thức tính thê tích khối tròn xoay tạo thành khi quay một hình thang 
cong quanh trục Ox.

2. KT năng

I heo yêu câu của Chuẩn kiến thức môn Toán lớp 12 I HP r hiện hành, học 
sinh cân luyện tập thành thạo các kĩ năng sau đây:

• Có khả năng vận dụng các khái niệm nêu ớ mục 1 trên đây trong các tình huống 
cụ thể.

• Biết kicm tra một hàm số F(x)  có phải là nguyên hàm của hàm số f ( x )  hay 
không.

• Biết kiếm Ira tính đúng đắn của khẳng định I f\x )d x  = F{x) + c  .

• Biết tính dạo hàm các hàm số dcm gián (dã học trong chương trình Toán 11) phục
vụ ycu cầu kiểm tra xem một hàm số F(x)  có phái là nguyên hàm của hàm số 
f ' (x) hay không (hoặc kiếm tra tính đúng đắn cua khăng định

ị f ( x ) í i x =  F(x)  + C ).

• Biết dùng các tính chất của nguyên hàm và các công thức nguyên hàm của các 
hàm số thường gặp đế tính nguyên hàm của những hàm số đơn giản.

• Biết tính tích phân bàng hai cách: sử dụng định nghĩa tích phân quy bài toán
về tìm nguyên hàm; sử dụng các phương pháp tính tích phân: phương pháp 
khai triển, phương pháp đôi biến số, phương pháp tích phân từng phần.

• Biết một số dạng hàm số có thể tích phân từng phần: x a . j \ x ) , trong đó f(x)

l à  m ộ t  t r o n g  c á c  h à m  s ố  / Y + \ ' C O S (kx + b) ,  s i n {kx + b) ,  l n  (kx + b) .

• Biết biến đổi các biểu thức lượng giác, biết giải các phương trình lượng giác 
đơn gián (đã học trong chương trình Toán 10 và Toán 11).

• Biết tính diện tích hình thang cong và tính diện tích hình phẩng giới hạn bởi
hai đường cong.
Biết tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay một hình thang cong quanli

trục Ox. , .
Với các bài toán tính tích phân những hàm sô chứa giá trị tuyệt đối, các bai
toan tính diện tích hình phăng, học sinh cần nắm vừng kĩ năng phá dấu giá
tuyẹt đoi biết xét dấu một biểu thức. Đặc biệt, học sinh nên nắm được
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tinh chat. Neu ham so liên tục và không triệt tiêu tại điểm nào trên một khoảng 
. thì có dầu không đổi trên khoảng đó đã học ờ lóp 11.

3 , Một s ố  ví dụ

Vi dụ 1. (Câu 23 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 

cua Bộ GD&DT) : Tìm nguyên hàm của hàm số f ( x )  = y¡2x-~\.

A. j / W ^  = | ( 2 x - l ) Æ - T  + C. B. \ f ( x ) d x  = - ( 2 x - \ ) y l l x ~ \ + c .

C . ị f ( x ) d x  = ~ ~ ự 2 ^ ĩ  + C. Đ. Ị f ( x ) d x  = - j 2 x - I f C.

Hướng dân giải: Cách 1. Học sinh cần nắm vững kĩ năng kiểm tra tính đúng 

đăn của khăng định I  f ( x ) d x  = F(x)  + c  và phải nhớ cách tỉnh đạo hàm của căn 
thức, của tích hai hàm sổ.

Cách giải: Áp dụng công thức (Vw) = -—7= và (uv)' = u'v + uv' ta có:
2 \Ịu

~ \ j  = = 2 = 1
2 \ ¡ 2 x - \  2yj2x -  ĩ  \¡2x -1  

((2x - l  ) Æ m )  = (2x - 1)'. yỊĨỈ  -  ĩ  + ( 2 x - l ) . ( y / 2 x - \ j

= 2 y j 2 x - \  + ( 2 x - ĩ ) . - r = L =  = 3 y / 2 x - l .  .
V 2 x - ỉ

Do đó với mọi số thực k\

{k\[Ỹx  - 1 ) '  = 7 = — *  V2x -  ì
V 2x  - 1

Ịấ:(2x - \ )y¡2x  -  1 j =  3 k y ¡ 2 x - \

[k(2x  -  l)V2x~-T] = V2x -1  o 3 i = l o ^  = - .

Vậy B là đáp án đúng.
1

CớcA 2. Học sinh có thể viết / ( * )  = (2x - 1)2 vả tính J/(x)c6r bằng phương 

pháp đổi biến số.
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Vi dụ 2. (Cáu 25 Dé minh họa món Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017

cua Bộ GD&ĐT) : Tỉnh ¡ich phán ỉ  = ị  C O S 3 xsin xdx ■
0

A. /  = — — 7T4. B. /  = - 7T4 c .  /  = 0. D . /  =

Hướng dan giài: Hàm số lấy tích phân là tích những ham lượng giac cua X, 
Có hai cách tính các tích phân loại này: Biển đôi lượng gictc tic  ̂ an ' ong đê 
đ ư a  v ề  tính t í c h  phân c ủ a  COS kx,  s inẢ x h o ặ c  đô i  b iên s ô  đ e  đ ư a  v e  t in  tic p an 

hàm lũy thừa.
Cách giải I: Áp dụng công thức biến tích thcình tông, ta co

2 1 + cos2x 1
cos x = ------------- cosxsinx = — sin2x

2 2

=> COS3 x s i n x  = - s i n 2 x ( l  + c o s2 x )  = - ( s i n  2x + sin 2 x c o s 2 x ) .
4 v '  4 V
1 . 1

= —sin2x + -s in 4 x  
4 8

n (  \ Ị 'N \ n \ K
, Do đó /  = J* —sin2x + - s in 4 x  \dx = — J"sin 2xdx + —Ị sin 4xdx .

0 v4 8 J 4 0 8 0

Á p  d u n g  c ô n g  t h ứ c  Í s in  k x d x  =  —  COS k x  +  c  v à  COS 2 n n  =  1, t a  đ ư ơ c :
k

K \ n \ n
\s\n4xdx  = -  — cos4x = -  —(l -  l) = 0 . Tương tự I sin 2xdx = 0.
0 4 0 4 0

Do đó /  = 0, c  là đáp án đúng.
Cách giải 2: Đặt t = cosx thì sin* = - ( cosx ) '  nên sinxt/x = -d t.

Đổi cận: X  = 0 => t = 1, X  = ĩĩ => t = - ỉ .
-\ 1 t

Do đó I = - \ t 2d t=  I  í 3dt = -  
1 -1

Ví dụ 3. (Câu 26 Đê minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia nam 2011 

của Bộ GD&ĐT) : Tính lích phân I  = J X  ìn xdx.
I

A. /  = B. /  =
2e - 2

c. ỉ =e2 ~ \
D. 1 =

■2+l
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YnLJ nh4n t í r h ^ h '  ^ am dấu tích phân có thể tích phàn được bảngphương pháp tích phân từng phần

Dật II -  In X, cỉv = Ỵth t»-,i /, _ 1 * 2 , . , ,thì du -  ~ d x , v  = —-. Do đó áp tiụnc công thức tích

phân từng phần, ía có:

/  -  —  lnx  
2

€ 2 1

-
1 2 X 2 2 1 2 2

1 e + l

D là đáp án đúng.

Vi dụ 4. (Cau 27 Dê minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
cúũ Bọ GD&DT). Tinh diện tích hình phang giới hạn bời đồ thị hùm sô 
y  -  x ' -  X và đồ thị hàm sổ y  — X  -  X 2

A.
37

12
B. c. 81

D. 13.
12 4 12

Hướng dân giới: Học sinh cân nắm dược kĩ năng tính diện tích hìrìh phủng  
giới hạn bới hai đường cong. Trước tiên, cần tìm giao điếm của hai đồ thị, học 
sinh cần biết cách viết phương trình xác định hoành độ giao điểm hai đường, biêt 
giai phương trình (bậc 3). Sau đó cần viết được công thức tính diện lích bang tích 
phân (có chứa giá trị tuyệt đối) và cuối cùng phải tỉnh được tích phún đó.

Ở đây, phương trình xác định hoành độ giao điểm của hai đồ thị là

X 3 -  X =  X -  X 2 <=> X 3 + X 2 -  2 x  =  0 <=> x ( x 2 + X - 2 )  =  0 (1)

Phương trình này có 3 nghiệm phân biệt, viết theo thứ tự tăng là —2; 0; 1. Từ
1

đ ó ,  d i ệ n  t í c h  cần t í n h  l à  s = J  | x 3  + X 2  - 2 x \ d x  . Chú ý  rằng ( 1 )  không c ó  nghiệm
-2

nào trong các khoáng ( - 2 ;0 ) , ( 0 ; l ) , suy ra X 3 + x 2 - 2 x  không đổi dấu trong các

khoảng đó, do đó

1 0 I r
í |x 3 4- Y2 -  2x cỉx = f I*3 + *2 T 2,y|dx + J |x 3 + X 2 -  2x dx
V  ' -2 0

1'ính các tíc

(,v3 + x 2 - 2 x ) d x  + ỉ ( x 3 + x  - 2 x)dx  
2 0

:h phân trong dấu giá trị tuyệt đối, ta được
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(  4 2
X  X  

I----
4 3

J ( *3 + X2 -  2x}đx =
-2

1
J  ( x 3 +  X 2 -  2x}dx -
0

Từ đó 5  = “  + . Đáp án đúng là A.

0

/  4 3
X  X  5
—  + —  - X

V  4 3

3

_5_

12

8
9

3 12 12
Vi dụ 5. (Câu 28 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT CỊUÔC gia năm 2017' 

của Bộ GD&ĐT): Kí hiệu (H) là hình phăng giới hạn bơi đỗ thị hàm so
y  = 2 (x  — l )ex, trục tung và trục hoành. Tỉnh thô tích V cùa khôi tròn xoay thu
được khi quay hình (H) xung quanh trục Ox.

A . F  = 4 ~ 2 e .  B . y  = ( 4 - 2 e ) n .

C . V  = e2 - 5 .  D. v  = (e2 - 5 ) ĩ ĩ .
Hướng dẫn giải'. Học sinh thường lúng túng khi muốn vẽ đồ thị hàm số 

y  = 2 (x  -  ĩ ) ex. Thực ra, ta không cần vẽ hình H  mà chỉ cần giải phương trinh tìm

hoành độ giao điểm hai đường y  = 2 { x - \ ) e x và y  = 0 (trục hoành), phương 

trình đó là 2 ( x - ỉ ) e x = 0. Phương trình có nghiệm duy nhất X =1.  Do đó, công
I 2

thức tính Vìầ V -  7rJ(2 ( x - \ ) e x) d x . Tính tích phân này, ta tìm được V.
0

Ở đây, phương trình xác định hoành độ giao điểm hai đường y  = 2 ( x - ì ) e '  

và y  -  0 là 2 ( x - \ ) e x = 0. Phương trình này có nghiệm duy nhất = 1. Đo đỏ,

V = n \ ( 2 ( x -  \ ) ex)2 dx = k \ ( x -  \)2 A e2xd x .
0 0

Đặt u = { x - 1)2 , dv  = 4e 2xdx  thi du -  2 { x  -  \ )dx,  V =  2 e 2x.

Do đó
I |1  ̂ ỉ
j ( x - l ý  . 4 / ' *  = (x -  l)2 2 t \  - 12eu 2 ( x  - \ ) d x  = -2  -  1 4e2' . ( x -  l)*(D
0 0 0 

T Ax* —  V  _  1 / ỉv = A(>lx  (lx thỉ d u  =  í h  V =  1 p íxLại đặt u = X  -  1, dv = AeÍXdx thì du = dx V = 2ezx 

Do đó
I 1 1
[ A ^ ị x  -1  ) *  = ( * -  l).2e2,[  -  Ị  2e1’đx = 2 
0

2 .V = 2 - ( e 2 - \ )  = 3 - e :
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Từ (1) và (2) suy ra Ị (x -  l f  Ae2x dx = -  2 -  (3 ~ e2) = <?2 -  5
0

y -  [e1 -  5 ) n . Đáp án đúng là D.

II. MỘT Số CÂU HỎI LUYỀN TÀP
•  ■

ịvgưyên Hà m

1. Tìm nguyên hàm của hàm số f ( x )  = -, i =  .
V 2x + ì

A. = V2x +1 + c  . B. I  f(x)dx -  2 1̂2x + 1 + c

c . J /'(x)c/x = - yplx +1  + c . D. Ị f(x )dx=  . J  --7  + C.
2 J ' V2x +1

, , 2 1
2. Tìm hàm sô F ( x ) , biết rằng F'(x) = ———— 7 -  ———

(2x - 1) ( x - 1 ) 2

1 1  1 . 1
A. F(x)  = — ---------- —  + c . B. F(x) = — ----------- —  + c

2 x - ỉ  JC — 1 JC-1 2 j t - l

1 2  1 C
c. F(x) = — ----------—  + c . D. F(x) = —------------- - T - .

X -  1 2x -1  X -1  2x -1

3. Tìm các hàm số / ( x ) , b i ế t  f \ x )
cosx

(2 + sinx)

sinx „  _ ... x sinx
A. / ( * )  = ------— —J  + C .  B. / ( x ) - - - - - -  + c  .

(2 4-cosx) 2 + sinx

c. / ( * )  = — —  + c . D. f i x )  = 1 + c .
2 +  s i n x  2 +  cos X

, , 1
4. Tìm các hàm số F (x )  thỏa mãn điêu kiện F '00 = X +  -  .

X
2

A. F ( jc) = 1 - - t  + C . R. F (* )  = ~  + ln * .
X 2

2 * x *
c. F (x )  = — + \nx + c . D. F(x) = j  + \n\x\ + c

Suy ra
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5.

6.

7.

8,

9.

Tim nguyên hàm cùa /( .v) = 2017r 

2017
A. ị f { x ) d x  -

c. J/(x)í/v =
In 2017 

1

+ c \

2017Jr+' + c \
'X + 1

Tim nguyên hàm cùa f  {x) = X .

A. í /(*)</* = —  + c .
In X

B. J f ( x ) t / x  = 20Ỉ7 '  + c .

D. J  f ( x ) í / x  = 2017* ỉn 2017 +c

tì .  Ị / ( x ) c ừ

e+ỉ
+ c.

e+  1

D. Ị f ( x ) c ừ  = x e + cC- J ./ (x)dx = cj.xe l + c  .

I X2 + 2x
Hàm số nào sau đây không là nguyên hàm của hàm sô j ( x )  = - r .

A. F ( x ) = 

c. F{x)  =

£ - X - I  
JT +  1

x2+l

B. F(x)  =

D. F(*) =

.  1
Tìm nguyên hàm I' (x)cùa hàm sô f  (x) = ------7—

sin X

■T2 +.T + 1
■X + I 

X 2 - 3 x - 3

x + \ x  + \ 

biết F
n
~ĩ

B. / r(Af) = sin X + — - 1 .
2

D. F(x) = cotx + — 
2

10,

A. F(x)  = X  . 

c .  / r(jr) = cot X .

Tìm hàm sổ F(x)  biết F'(x) = 3x2 + 2x + ì và đồ thị y  = F(x) cắt trục tung 
tại điểm có tung độ bằng e .

A. F{x) = x l + x  + e.  B. F(x)  = cos2x + e - \ .

c. F(x)  = X* + X 1 + x  + \ . D. F(x)  = x i + x 2 +x  + e.

Biết Ị  f(iP)tỉu = F{u) + c  . Tìm khẳng định đúng.

A. j f ( 2 x - 3 ) d x  = 2 F ( x ) - 3  + C.  B. Ị f ( 2 x ~ 3 ỵ i x  = F ( 2 x - 3 )  + C.

c. J / ( 2 x - 3)íỉx = — F ( 2 x - 3 )  + c . D. Ị f { 2 x - 3 ) c ỉ x  = 2F ( 2x - 3)+C.
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„  Cho hàm sổ / M  thóa mãn các đ.ều k , ệ „ . r w  = 2 + COS2* và f { ĩ -

Tìm khẳng định sai.

= 2/r

A. j ( x )  -  2x + ~ sin2x  + ̂ - 
2

c. /(0) = ,r .
B. f ( x )  = 2 x - s in  2x + n .

D. / = 0.
V ^ /

12. Tìm nguyên hàm F(jr) cùa f ( x )  = Ỉ I ị I  biết F(0) = 1
ex

A. F ( x ) =

c. F(x)

2 r + ln 2 -1  
e ' (in 2 - 1 )  ■

2V -t- ln 2 
e v( l n 2 - l )  ■

B. F(x) =
In 2 — 1 \ e In 2 -1

D. F(x) = |
e )

TÍCH PHÂN

13. Cho u <b <c,  ị f  (x)dx  = 5, = 2 . Tính J f (x)dx  .
£/ f IV

A. J /  (jc)c/xr = —2. B. ị f ( x ) d x  = 3.
í/ ư

c. j / (x )c ử  = 8. D. j/(x)cfr = 0.
J ã> >

14. Biết rằng /■(*) là hàm liên tục trên K và ị  f \x )d x  = 9, tính | / (3 x ) í /x .
0 0

A. J /(3 x )t/x  = 1. B. \ f O x ) d x  = 2.

c. |/(3x)c/x = 3. D. j f ( 3x ) dx  = 4.

15. Biết hàm số f ( x ) c ó  đạo hàm / ’(*) liên tục trên R  và / ( 0 )  = 7T,

J/'(^)tì&f = 3n . Tính f { ĩ t )  •
0
A. j \n )  = 0. . B. j \n )  = • c. /(*■).= 4 * . D. / ( * )  = 2/r .



•>

!*• Xét tích phân /  = r— và đặt r = - f x - \  . Trong các khẳng định sau

khăng định nào sai?

A. dx = 2ídt .

c .  / =  2 /2 - 2 /  + 4 - -
oV /

17. Đặt /  = 6f ___í
J / 7~~

3V2 * V x  •

B - / = / ,0

2/ + 2/

+ 1
iừ

+ 1
<Jt. D /  = - - 3 I n 2 .  

3

ị-—- va X = -----------
yjx2 - 9  cos/

1 *
. Trong các khăng định sau, khảng định

nào sai?
A  J  3sin/ , A. dx = ~ ~ d t

cos t
B.

dx sm tdt
■Jx2 _ 9 3 cosnarư

71

c. / = ì
n

'V sin tdt
3 cos/ tan/

D. /  =
;r
36

4

p c/v
18. Đặt /  = J——- và X = 2 tarư . Trong các khẳng định sau, khẳng đinh nào sai?

0
A. 4 + x2 = 4^1 + tan2 í j . B. dx = l ị \  + tan2 / ^ d t .

7t

c. /  = u<*. D. /= —.
0 2 4

ỉt tích phân /  = <- • Nêu đặt t = \ + y[x + \ thì khẳng đinh nào
3J 1 + V* + 1 6 !

ing các khẳng định sau đúng?

19. Xét

trong các khăng định sau đúng?
3

A. ĩ  = j ( t - t 2)dt .
4

8
c .  7 = 2 j ( / 2 - 3 /  + 2)í//.

3

20. Khẳng định nào đúng?
It X
2 2

A. Jsin2 xí/x > Jcos2 xí/x .
0 0

B. /  = 2 j ( / 2- 3 /  + 2)c//.
3

D . /  = ) ( ,  + ,*)«*.
8

ĩ  n
r • 2

B. Jsin2 xdx < Jcos2 x d x .
0 0
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c . Jsin ' xdx = ịcos2 xdx . n  ĩ  . . , ,-f  , ,
0 - 0  ’ Isin jcar = 2 |cos xor.

' 0 0

Tỉ n

Khẳng định nào sai?
A. ( tan * - * ) ’ = tan2*./V. = tan X .

n
4 n

B. J.v tan^ xưx = X ( tan X -  ^)ỊJ -  J(tan X -  ,c),ix.
0n

c ,  ị x ta n 2 * &  = £ Í l - £ Ì + j i í f S i £  + 'r ^
0 4 \  4 J J cos X 0J
71

D. [xtan2 X6ÒT = — + —  -  —ln2
0 4 32 2

Tìm khẳng định sai.

L ì Sin X

B.

cosxy cos2 X

n
ịx s in x

dx =
cosx| 1 d x .

0 0 cosx

l + s in x N 
1-sin.Vy

K

c .  í —-— dx = — ln 
ị  cosx 2

71

D. ì xJ Ì ụ dx = ĩ . t - ị n ( 2 - J Ĩ ) .
* cos  X 3

Khẳng dịnh nào sai?

/------------- 4 - /2  i 2/íửA. Với t = v 4 - 3 cost thì cosx = - y -  và sinxdx =

n
1

B. Nếu đặt t = y í ĩ ^ ĩ c õ s x  thì I
0

S1ĨÌX

COSX + v 4 - 3 c o s x

0 2J  
dx = -  [(

5 l 4 - /  1+/
dt
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c . f
4 - /  1+/ 

sin X

cos X + a/ Ĩ - ocosx 

,n3 3é?2v<1 -  2

A. / -  6e ~ ~  
3

B. / = 4e + c. ỉ  = 6e + D. I = 5e~

B. /  = —-3 1 n 2 .  
2

D. /  = -  ln 2
2

25. Tính /  = Ị  ————dx
í  e x +  ỉ

A. 7 = — + ln 2.
2

c. / = -  + 21n2.
2

26. Tính /  -  [—Ỵ = Ằ -----J= dx.
0 \  X + 1 + yj X

A. / = - 7 = Ị --------------------------------------------------- j=-2. B . /  = 2 | - t = 4 -- r - >  •
N/e + l + Ve ’ \ \ J e  + \+yJe  J

c .  /  = — ̂ (í? + 1)\ZếT+7 — eyfẽ -1  j . D. /  = — + 1) Ve + 1 — (Ỉ'J~€ + lỊ
3 3

Cl

27. Giải phương trình ẩn a sau đây Ịcosxc/x = 0.
0

A. í/ =
/r

n
c. a = — + k2ĩ t ,k  £ z  . 

6

B. ứ = — + k 2 n , k  e  z  .
3

D. a = k n , k  e  z .

28. Biết Q — Ẽ 

A. ứ = 1 ;

-  e -  e. Khăng định nào đúng?

B .ữ <  1 ; c. a > 1 D. ti == —
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Bict a + c o s x j c o s . x í ử - e + l . Tìm khẩng định sai.
0

Mn(̂  4 + ữ ~ a ì  = ~ s i n a , V ữ . B. cos —  + a - a  = - c o í  
,  V 4 y

„ ( ' i n  \  / V  \
a n l Ỵ  + a ~ a  = ~ t a n a , V a .  D. cot ~  + a - a  = - c o t

v 4 )  l  4 Jĩĩ
T , u \ a -  2aúx\2 X

" T + T 7 2 ’ tron£ ^  a ^  ^  c^°-
n

^ ) ~ ~ ~ à x  = 2 a - a ^ .  B í  '  • . v ,/v :
0 1 + sin^.x J l + s in2x 2

K

-1

_ f a - 2 a s i n 2 X , , /— '
c . ------ dx = ln v2"

0 1 + sin 2x
Tìm khẳng định sai.

4
D. J

a - 2 í / s in ” X , 1 ,
---------------- dx = — ỉ n a .

l + s i n 2;c 2

A.

n
yíÕ  + 2 4r

3̂ 0

sĩn 2,rc/x

c í

n/ cos2 X + T s i t r  X 3
\ 2

sin 2,tí/x 

%/cos2 X + 4 sin2 X
1 .

3  \/^Õ + 2 I  sin 2xdx  ̂ 4

3 ■ o veos2 jc + 4sin~ X 3
K

_ V 3sin2x¿/x 2p , /—
D. |6¿c = VIO.

o veos2 X + 4 sin2 a: o

f— l n x ^  _ 67  ̂ trong đó a,b là hai số nguyên dương và — là
b b

Biết í
• X  o

phân số tối giản. Khẳng định nào sai? 

A . - a - b  = - 1 9 .  B. — 7 +
116 135

2. c. 135« = \ \ 6b .  D . a 2 +b2 =\

K
*>

Tính J(1 -c o sx )"  sin xdx.
0

n
1 ~

A. í ( l — cosx) sin xdx = ——. J ( l - c o s x )  sinxc/x =
0 2n 0 /7 + 1
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n 1n - • I

C. T(l -  cos x ) ‘ sin xclx = — . D. J ( l - c o s x ) " s i n x * ~ .
r

J . , _ 1 5
ây, tim «  để J  cos" X sin « f r  6 4 - .

0

35.

36,

37,

39.

Trong các giá trị của n cho sau đây, tìm n đe J cos - ^4

-  D. /7 = 4.
A. W = L B. /1 = 2. C . n - 1 -

Biết ' f ( 3x ~ l ) A = 3 l n “ - ^ , trong dỏ a , b  nguyên d ư ơ ng  và I  là phân số
'  X2 + 6x + 9 b 6

tối giản. Hãy tính ab . ^

A. ab = - 5 .  B. ab = \2 .  C. ob = 6.  D. ab ^ .

K

Cho Ị ( 1 + ta" * )  A  = trong đó í), * là hai số nguyên dưcmg và 2  là
'  COS2 X  b

ohân số tối ííián. Khane đinh nào đúng?phân số tối gián. Khẳng định nào đúng?
A. a < b . B. ab = 1. c . a - \ 0 b  = \

Khẳng .định nào sai?

j ( ^ - x ) s in x íử
vo J

[
3 n
— |(^ -x )s in A :íử

4 0

= -1

38. Tính sin
n
ịn xco sxd x

v o

A. sin \7cxcosxdx

c. sin

=  1

jVrxcosx£/x
Vo

Tìm khẳng định sai. 

n ị ĩ ỉ - e ' d x - a

n

A. sin
Vo

D. a 2 +b 2 =1

B. cosV
\

0
j ( ^ - -x ) s in x 6 ừ =  0 .

r  n
D. cos 2 j ( / r - x ) s i n ; a ừ

V 0
= -1

B. sisin

D. sin

/r

Ị^xcosxc/x
vo ,

*
^XCOSJtc/x

)

= 0

= cos ữ ,V ữ ,  B. cos = sin a ,  Va.
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í I
c. sin J 71 xe d x - a = sin a , V a . í '  > D. cos 1/rxí^í/.Y -  ỡr

0 J l i  7 J
= c o sa ,  V a .

I /
Biết I

0 V
1

2jc +1 3x +1

a  1' u -  X ’—- la phân sô tôi gián. Khẳng định nào sai?

/ _ 1 aux = —\n~- , trong đó tí,b là hai sô nguyên dương và 
6 b

„ a bB. — + — = 7 
9 4

Riết FVv| — ^  Slri COS~ + byỊ.3
* 2 • "2 ’Sin xcos X

Tìm hàm sổ F ( x ) .

c . a  + b < 2 2 .  D . ị f ã  + y f b = 7 .

F ( n ' n  r~’M— = - - , F = - , / r = ;r
V 6 J 2  ̂4 J 4

A. h (x)  -  ^ + ự = ( t a n x - c o t x ) ----- . B. F(x)  -  X + t a n x - c o tx ) .

c. F(x)  = 9 x - 2 n . D. F(x)  -  X
n

T ì
( tan X--cot x) + — .

n

Tính j — —
0 (1 + si

sin .V - c o s x

(l + sin X + cosx)
clx.

A • í
s in x - c o s x

(l + sinx + cosx)

4f s in x - c o s x

0 (l + sinX + cosx) 

In X .

n
3 4

j đ x  = - - -  + \ỉ2 . B. I  
2 0

K
4

dx = 1 + V2 . D. í
0

s in x -c o s x  , , /—
— ——— -j d x  = -  1 + V2 .

(l + sinx + cosx)

s in x -c o s x

(1 + sinx  + cosx)
cừ = V2 .

Tinh J  
1

A. =
, *

c. =
, *

2 + ln2  
"TíT

3 + ln 2 

16

In* , 3 -  2 In 2B.
r r 16

Inx , 3 + 2 In2D. ! i,:,v ,fr
1 x ' 16
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Ai H'-t ' fS\n2xcosxcix44. Tính — ———— —
g 1 + cos X

ĩĩ
. fsin Ixcosxtlx  , , _

A. - — — - = - 1 + In 2 
ị  1 + cos X

n

Ysin ¿xcosxiix 
ị  1 + cos X
n

£  Vsin Ixcosxdx
Q 1 +  COS X

/ »

B j s in 2 xcosx íử  = _ 1 + 31n2
] + cos X

-l + 21n 2
D j s i n 2x COS xdx_ _  7 4- 2 In 2 ■

1 +COSX

n

45. Tính f—ÍẺL_ . 
ị  cos 2xÜ-------

A. J [ - ^ -  = i | n ( 2 - V 3 ) .  B. j r ~ A -  = ln ( 2 - > /3 ) .
j c o s 2 x  2   ̂ '  0J COS 2.x

* Ĩ

r  r _ A _  = ln V2 W 3 . n  6f—^ -  = - l n Í 2  + V3
J cos2x

c .  — — = lnV2
' cos 2x

46 Tính f  —j= ¿ L —  . 
i V 2 * + l+1

A. f , A — = 2f - * _ = 2 - l n 3 .  
'  V2x+ 1 + 1

c .  j - * _ = 2 - l n 2 .
Q \/2x + 1+1

, 2r sinx ,
47. Tính = = dx .

o V1 + 3 cos X
;r
2 . • „ o2r sinx

' VT+JCOSX

K
2r sin* /
I 7 “ =

0J v i + 3 COS*

n

D. V _ * _ . i | n ( 2  + V Ï)  
' c o s 2 x  3

B . j
dx

D .J

V 2.x +1 +1 

dx
y¡2x + 1 + 1

2 -  2 In 2

= 4 - l n 2 .

;r

B. }
o v i +  3 C O S *  2
ĨĨ

D. j b Ä U * = 2 
o v 1 + 3 cosjc 3
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48. Tính ị { x ~ l ) e 2xdx .
0

A. Ị ( x - 2 ) e ^ d x  = ^ ~ L .  B. ' \ ( x - 2 ) e lxđx = ^ - ^ -
0 0 ^

c .  j ( x - 2 ) e 1'íỉx  = - . D. í (x -2 )< r '« ,x = 5—
4 f  2

* . r  /T̂ Ị
4  sin X -

49. Tính — -------1 ___ i 2______
0 sin + 2(1 + sinx + cosx)

*  . ( 7T̂
4 sin X -

A. J— — -  y — l i — A
* sin 2x + 2(1 + sin x + cosx)

4 + 3V2

s i n  X -
4 ;

• sin 2x + 2 (1 + sin X + cos Jt)

• (  _ 7r'\. sin X -  —
c. f -  - 1  ± i _____

* sin 2x  + 2 (1 + sin X + cos x)

. (  7r ' )

dx
- 4  + 3>/2

dx =
4 - 3V2

sin
D f ^ ^ ----------

0J sin 2x  + 2 (1 + sin X + cos x)

50. Tính JV  ln2 xdx .
I

A. j V I n 2
I

c. j V  ln2 xdx  =
1

dx =
- 4 - 3V2

xdx =
5g3 -1 

32 

5é?4- l

B. jV  ln2 Xí/* = T 
1

D. JV ln2 xdx =
1

5e2- ì
32

5 g - l
32
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51. ' T ” 1 V t a n 4 *  ,lính ——— dx.  
ị  cos2x

n
6f tan4 X 5V3

A. — — dx = — —  
' cos 2x 9

n

+ —ln1( 2 + 7 3 ).
I 0V3 1 , /

27 2 ( ^ )

n

c. f-^lỊ£/x = l^Ễ + Iin(2 + V3). 
'c o s 2 x  9 2 ' '

4f 4* -1
52. Tính cừ.

0 v2x + l +1

A L - l ĩ r L . , , >

rsinzx + sinx , Z
A. —T—1 = = = = - ÜX- — . 

ị  \J\ + 3cosx  5
71

_ Vsin2x + sinx . 34c. = —
o v i  + 3 e o s X 2 7

, , f3 + lnx
ĩí  nh ----- —r t/x .54. T f o h ’f Ü J í i *

i (* + >)

V 3 + ln X . -3  + ln 27 -  in n
A. - — — T dx = ------  — ——

, 0  + 1) 4

V3 + lnx , 3 + ln27 + lnl6
c. p ^ - ị t f r  =   .......—

i ( x  + \ f  4

ln 16

66

Vtan4 X
D. j cos2x

dx = -
I 0V3

+ ln ( 2 +V3 )

B Í - J í d — <& =  — + I n2 .
¿ V I ÍT T  + I 3

4f 4x -1  , 22 , ,D. [ - 7= = - — c/x = ^  + l n3.
J yj lx  + 1 + 1 3

:rsin 2.Y + sin .r , 27
B- i / r r t r F  =n vi + 3 eo sX 23

„  fsinZ.v + sin.v , 35
u.  —f—--------- - ax -

o VI + 3 eosX 29

J------- ~j dx  = 3 + l n 2 7 - l n l 63 + lnx

|(.Y + 1) 4

D. j 3l l n f  dx = 3 -  ln 27 -  ln 16
I (* + !)■ ■ 4
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(TNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN TRONG HÌNH HOC

55. Kí hiệu s  là diện tích hình thang cong giới hạn y> 
bới đô thị của hàm số liên tục y  = f ( x ) ,  trục 
hoành và hai đường thẳng x = a,x  = b như 
trong hình vẽ bên. Khẳng định nào sai?
nuaiin va nai đường thăng x = a,x
trong hình vẽ bên. Khẳng định nào sai'

h h
A- s  = ị j  (x)dx . B. s  = ị ~ f { x ) d x . 

" «
h .  h

C- s =  JỊ/(x)|ể/x. D. s =  ị f ( x ) d x
" u

56. Kí hiệu s  là diện tích hỉnh phẳng giới 
hạn bới đồ thị của hàm số f ( x )  liên 
tục, trục hoành và hai đường thẳng 
X -  a,  x - b  n h ư  t r o n g  h ìn h  v ẽ  bên . 

Khẳng định nào đúng?

A. s = I  f ( x ) d x . B. s -  - 1 f \x )d x  .
a a
h h

c .  s =  j |/ (x ) |íủ c . D. s =  Ị / (x)dx
Ũ ư

57. Kí hiệu s  là diện tích hình phẳng giới
hạn bởi đồ thị của hàm số y  = x \  trục
hoành và hai đường thẳng x  = - \ ,  
X =  2 như trong hình vẽ bên. rìm 
khăng định đúng.

A. s  = ị x '  d x .
-!

0 2
B. s  = -\x*dx+ Jxydx.

_I  0

c. s= ịx-dx .

D. Không có khẳng định nào đúng.

y |

o

0

Ya



r

61.

58. Kí hiệu S(1) là diện tích của hình thang vuông
1 giới hạn bời đường thẳng y  = 2 x +ì ,  trục 

hoành và hai đường thẳng x - X ^ x - t  (l < / ^ 5).
Khẳng định nào sai?
A. S (0  = (/ + 2 ) ( / - l ) .
B. S(t)  là một nguyên hàm của 

./(/)  = 2 /+  1 ,/e [l;5 ].

c .  Hình thang vuông giới hạn bởi đường thẳng 
y  = 2x + \,  trục hoành và hai đường thẳng x = l,x  = 5 có diện tích là

s  -  |(2x  +1 )dx .
I

D. Hình thang vuông giới hạn bởi đường thẳng y  = 2x + ỉ,  trục hoành và hai 
đường thẳng X = 1, X = 3 có diện tích là 30.

59. Tính diện tích s  của hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị y  = COS-X,  ̂= sin*

và hai đường thẳng X = 0, X = — .
2

. S = 2 ( V 2 - l ) .  B. s = 2(1 - S ) .  c . s  = 2V2 . D. 5  = 2 7 2 - 1 .
r  * _

n  1 ' . í  .4  1 • ' 1 1 ' 1 1 V  • ' • 1 1 9 *  1 . 1 ..  . . i  , ̂  . 1Gọi s là sổ đo của diện tích hình phẳng giới hạn bởi parabol y  -  2x2 +3x + l

í-ì ■
U /

và parabol y  = X2 -  X -  2. Tính cos 

A. cos

c. cos

n = 0 . B. cos
71

—

\ S  J K s )
D. cos { -

l s j 2 \ s /\ s )  2 _ U J  2 '
Gọi s là số đo diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường _y = x sinx  trục 
hoành và hai đường thẳng x = 0,x = K . Khẳng định nào sai?

A. sin— = l .  B'. cos 2S = l . c. tan— = 1. D. s ìnS  = 1.2 ^ •L-'* ollio — 1 •

62. Kí hiệu S r S2 lần lượt là diện tích hình vuông cạnh bằng 1 và diện tích hình

phẳng giới hạn bởi các đường y  = X2 + \ , y  = 0,Jt = -1,JC = 2. Chọn khẳng 
định đúng.

A. s,=s2. c - s \ = ~;S2- D. —  = 6.s.
68



63. Biêt răng diện tích s của hình phăng giới hạn bơi các đường y  -  In X,>■
1 /  1 \  .

= 0.

Tìm khẳng định saỉ'V = = e có thể dược viết dưới dạng s = a

A. u2 — 3í/ + 2 = 0 

c. u1 + 3 a - 4  = 0. D .2a2 - 3a - 2  = 0.

64. 1 ính diện tích 5  của hình phẳng giới hạn bời đường parabol y  — X' —3x + 2
\ / À  h a i  r t i i Ỳ Y n r r  1  r v

V e )
B. a: - ư - 2  = 0.

và hai đường thăng _y = jc — l, JC = 0 

A . S - Ỉ "  ' 4< v . ^ .  B.'s = í .  c . 5 » ™ ? .  D. s  = 2 .
42 3 300

rinh diộn tích s của hình phắng giới hạn bới hai đường y 2 + x  — 5 = 0,
x + y -  3 = 0.

A. s = 3. B. „9 = 4. c . s = 4,5. D. 5  = 5.
66. Hình phẩng H  có diện tích s gấp 30 lần diện tích hỉnh phẳng giới hạn bởi 

các dường ỷ-  = 2 x , x - 2 y  + 2 = 0, y  = 0. Tính

A. 5 = 20. B. 5  = 30. c . s  = 40. D. s  = 50 .
67. Kí hiệu SVS 2,S,  lần lượt là diện tích hình vuông đơn vị (có cạnh bàng đơn 

vị), hình tròn đơn vị (có bán kính bàng đơn vị), hình phang giới hạn bởi hai

đường y  = 2V1 - X 2 , y  = 2(1 - x ) . Tính ti số ——— .
S-,

A.

c.

s, + gj -  1
S2 3 

Sị + ạ, _ ỉ
s.

B ^ L t Â = i
.S,  4

D.
L > 2  í .

68. Kí hiệu V là thể tích khối tròn xoay tạo thành 
khi quay hình thang cong giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y =  f  ( x j , trục Ox và hai đường thẳng 
x = a,x  = b (như trong hình vẽ bên) xung 
quanh trục Ox. Khảng định nào đúng? 

h h 
A. V = ị f ( x ) d x . B. V = n  ¡/(x)cỉx  .

5, +Sy _  1 
s, ~ 5

c. V = n [ ị f ( x ) d x J . D. V = J / 2 (*)í&.

69



69. Gọi H à  thể tịch hình cầu bần kinh « . Khj*nfh^ j „  " c k h ĩ  quay nứa hình tròn
A. Hình cầu bán kính R là khối tròn xoay thu được 4 " "  n

, u i T . .  _ / D2 < X < /?) và đường thăng y = 0giới hạn bởi đường y  = \JR - X  ( -A  s  X -  }

70

xung quanh trục Ox .

B. ĩ7  =  ,T c .  K = *■ i?2X -
-/í

D. Không có khẳng định nào đúng.
Tính thể tích V của khối tròn xoay tạo thành khi quay hmh phang giơi hạn 

bởi các đường y  — y [x ,y  = 0 ,x  -  \ ,x  = 8 xung quanh trục O x

A T/ _ 2  9;r r' ĩ/ _  1« 6 DA. V -71  . B. V  = — . c .  K =  1 8 ,ồ . Ư. r - ~ .
4 5

71. Tính thể tích F của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phang giơi hạn 

bởi các đường y  -  Vtan x , y  = 0 ,x  = 0 ,x  = — xung quanh trục Ox .

B. v  = n
c . V = D. V -

71 ln 2

4 4 2
72. Tính thể tích V của khổi tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn 

bởi các đường y = 4 - x 2,y  = 0 xung quanh trục Ox .

A. V = 271. B. V  =
71

D. V = - 7 T 2. 
382 15

73. Kí hiệu Vv V2 lần lượt là thể tích hình cầu bán kính đơn vị và thể tích khối 
tròn xoay sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi đường thẳng y  = -2 x  + 2

và đường cong y  = 2a/i - x 2 xung quanh trục O x . Hãy so sánh V V1 
A. V{ <V2. B. Vị -  V2 . c. Vị > V2 . Y) y  — 2 J/

74. Kí hiệu lần lượt là thể tích hình cầu bán kính đơn vị và thể tích khối 

tròn xoay sinh ra khi quay hình phẳng H  giới hạn bởi đường cong y  = 2

và các đường y  = 0,x = 0,x = 1 xung quanh trục Ox . Hãy tính tỉ
2 - x

SÔ

V,
V, 2 

B. -L  = 4  
Vi 3

c .  i i
K

v2
V

D. -i- = 2 
V,



III. GỢl ý  - HƯỚNG DẦN GIẢI - ĐÁP ÁN
Gợi ỷ  - Hu ó ng dẫn giải

em tra thức ị f ( x ) d x =  F(x)  + C cần kiểm tra đẳng thức

F '(x) = f ( x ). Dùng công thức ự u ) = - ^ = .
2vw

Câu 2. Dùng công thức í  l ì  = l í
\ u )  u2

Câu 7. Cần nhớ s in (nn)  = 0 n e 7
Câu 10. Đặt u = 2 x - 3  thì ù ' = 2 và

 ̂ ~ \  f  (2x  —3)í/xr = J  f  (u)dx — ị  — f(u) .u' .dx -  —I  f  (u(x)) .u'(x)dx.

Ap dụng công thức đổi biến số, ta được

/  = ^ F ( u ( x ) )  + C = - F ( 2 x - 3 )  + C .

Câu 12. / ’(x) = I —
e

—  X

Câu 14. Đặt t = 3 x  .

Câu 15. Vì f { x ) là một nguyên hàm của / ' ( x )  n ề n ị f \ x ) d x - 0)
0

>. ' ? n
Câu 20. Đối biến sổ t - - - -  X .

2
r cỉx

Câu 28. Đăt t = e* -  1, ta tính được ——— = ln(é?2 + Ế? +1) -  2.
■ Ị e - 1

Từ đó ứ = e ln(e2+e+ì) - e 2 - e  = (e2+e + l ) - e 2- e  = l. 
Vậy đáp án đúng là A.

K

Câu 29. Tính ](í?COSÍ + c o s x ) c o s x c J x  ta được kết quá là e - ì
0 r ,

P5n 'in Hivo tkiYo cA /7 rPỉ npoai dciu tích phân.

1 y X , _ 7T-1  + —, từ đó a = —. 
4 4

Câu 30. Đưa thừa số a ra ngoài dâu tích phân
K
ỉ  sin 2xdx 

Câu 31. B và D cùng cho 1 — Ị  " 2
0 Vcos x+4sin

Vậy c  là khẳng định sai.

V Ĩ Õ - 2
---------- trái với c.
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Câu 32. 

Câu 33. 

Câu 34. 

Câu 36. 
Câu 37.

Câu 41.

Câu 42.

Câu 43.

Câu 44. 

Câu 47.

Câu 49.

Câu 51. 

Câu 53.

Câu 54.

Câu 60. 

Câu 61. 

Câu 63.

[> giác cùa các góc có

Dặt / = Vi' + 3 ln X .
Đặt I = 1 -  cos X .

Đặt í -  cosx.

Dặt / = 1 + tan X .
Xem lại các công thức quy gọn góc (giá trị lượng giac 
liên quan đặc biệt).

Áp dụng tính chất ị  f  \x)dx = / ( * )  + c  ( f ( x )  là một nguyên hàm của 

/ ’(*)).
Đặt t = 1 + sinx + cosx.

Đặt u ~\wx,  dv = —  dx.
X

Đặt t = ỉ + cosx .

Đặt t -  V1 + cos3x .

(  7 t \  1 , . X
sin X -  — = - 7= (s in x -c o sx J ,

4 j  í

sin 2x + 2(1 + sinX + cosx) = (sinX + cosX + l) .

Đặt t = s in x  + cosx  + l .

cos2x = cos2 x(l -  tan2 x) . Đặt t = tanx .

Đặt t = VI + 3cosx .

Tính [ J n x dx bằng phương pháp tích phân từng phần.

/ ( *  + 1)

s =  J | r + 4 X  +  3

3

dx =

5 = ||xsinx|c/x = K .
0

i'c 1 í ,  0= In x\dx = 2J 1 1 1
, suy ra a -  2.  Khẳng định c  sai.
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Câu 66. Hình phăng giới hạn bởi các đường y - = 2 x , x - 2 y  + 2 =  0 , y  = 0cổ  diện
2 1tính s  =r f ±  ..2 ^ ~ . 4 _ ___tích St ~ ị ~-y2 ~ 2 y  + 2dy = ~  do c 
0 ^ 3

C âu 67 . s ,  =  J 2 ( V T ^ P " - ( l - x ) ) d b c  =  — - 1 .  

Đáp án

dy = — , do đó 5  = 30^! = 40.

Câu Đáp
án

Mức
đô

1 A 1
2 B 1
3 c 1
4 D 1
5 A 1
6 B 1
7 c 2
8 D 2
9 D 2
10 c 2
11 B 2
12 B 3
13 B 1
14 c 3
15 c 2
16 D 2
17 B 2
18 D 2
19 B 2
20 c 2
21 D 2

ị_22 D 2
L 23 c 3

h-
A 2

t_25 A 3

Câu Đáp
án

Mức
độ

26 c 3
27 D 3
28 A 3
29 A 3
30 c 3
31 c 3
32 D 3
33 B 2
34 c 2
35 B 3
36 c 3
37 D 3
38 B 3
39 D 3
40 c 2
41 B 3
42 A 3
43 B 3
44 c 3
45 c . 3
46 c 2
47 c 3
48 c 4
49 c 4
50 c 4

Câu Đáp
án

Mức
độ

51 B 4
52 B 3
53 c 3
54 B 3
55 A 1
56 c 1
57 B 1
58 D 1
59 A 2
60 B 2
61 D 2
62 D 3
63 c 2
64 B 2
65 c 2
66 c 2
67 c 3
68 D 1
69 D 2
70 D 2
71 D 2
72 c 2
73 B 2
74 B 2
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Chương IV.
SỐ PHỨC

I. KIỀN THỨC VÀ KĨ NĂNG CAN THIẾT

1. Kiến thức
X • , ,  « Tnán ÌỚD 12 THPT hiện hành, hocTheo yêu cầu của Chuẩn kiến thức môn Toán yp

sinh cần hiểu, nhớ các khái niệm và kết quả dưới đay.

• Các khái niệm: 
t

- Định nghĩa số ị (đơn vị ảo).

- Định nghĩa số phức. Phần thực, phần ảo của một số phức. Sô thuần ảo 

(còn gọi là số ảo).

- Hai số phức bằng nhau. Kí hiệu c  : Tập hợp các sô phưc.

- Quan hệ giữa tập số thực R và tập sô phức c  : 1R c  c  .

- Biểu diễn hình học số phức.

- Khái niệm mô đun của số phức.'

- Khái niệm số phức liên hợp.

- Cách cộng, trừ, nhân, chia hai số phức.

- Cách tính căn bậc hai (phức) của một số thực bất kì.

- Cách giải tìm các nghiệm phức của phương trình bậc hai với hệ số thực.

- Cách tìm các nghiệm phức của phương trình trùng phương với hệ số thực. 

Các kết quả:

- Tính r .

- Cách xác định phần thực, phần ảo của một sổ phức

- Cách xác định điểm biểu diễn một sổ phức

- Công thức xác định số phức liên hợp, mò đun của m ột số phức.



- Công thức 2.Z =  U 2
I I  •

- Còng thức tính Căn bậc hai của mội số thực.

k bhiẹm cua phương trình bậc hai với hệ số thực ax2 + bx + c = 0 .

2. Kĩ năng

^ hcc ^ tu  cau cua Chuân kiên thức môn Toán l(Vp 12 THPT hiên hành, hoc 
sinh cân luyện tập thành thạo các kĩ năng sáu đây:

Co^kha nang vạn dụng các khái niêm nêu ở muc 1 trên đây trong các tình 
huông cụ thê.

• Biet xác đinh phân thực, phần ảo của một số phức.

• Biết biểu diễn hình học một số phức.

• Biet tìm mô đun, sô liên họp của một số phức đã cho.

• Biêt thực hiện các phép toán cộng, trừ, nhân, chia các sổ phức.

• Biêt tính căn bậc hai (phức) của một số thực đă cho.

• Biết tìm nghiệm phức của một phương trình bậc hai, phương trình trùng 
phương với hệ số thực.

3. Môt số ví du
■ ■  »I

Ví dụ 1. (Câu 29 Để minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
cua Bộ GD&ĐT)  : Cho sổ phức z = 3 - 2 / .  Tìm phần thực và phần ào cua so

phức z.
A. Phần thực bằng - 3 ,  phần ao bằng -2 /.

B. Phần thực bằng - 3 ,  phần ao bằng - 2 .  

c. Phần thực bằng 3, phần ao bằng 2/.

D. Phần thực bằng 3, phần áo bằng 2.

Hưởng dem giài: Học sinh cần nắm được khái nhiệm số phức liên hợp và khái 
niệm phún thực, phần ào của một sô phức. Ngoài ra các em cùng cần tránh SÜ lầm 
khi quán niệm răng phần ảo cúa một số phức là toàn bộ phần còn lại cua số phức 
sau khi bo đi phần thực (quan niệm như vậy các em sò chọn c  là đáp án dùng).
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Cách giai: Vì z = 3 -  2/ nên I  = 3 + 2/. số  phức này có phần thực là 3, phjn 

ảo là 2. Đáp án đúng là D.

Chí cần hiểu các khái niệm sô phức Uẽn hợp, r hầnlhvc. ph^ áo củl' »visé  
phức, học sinh có the dễ dàng chọn đáp án đúng trong câu trăc nghiẹm nay.

Ví dụ 2. (Câu 30 Để minh họa môn Toán Kì thi THPT quôc gh1 năm 2017 

cùa Bộ ÜD&DT): Cho hai sổ phức Z| = l  + ' . z2 = 2 - 3 / .  h m  m<! un cuasi

phức z, + z2.

f s .A. Zị +  z 2ị = VĨ3 . B. " ,+ -2

c . +  z2| = 1. D. "1 + “2

hai sổ phức và biết cách tính mô đun cua một sô phức.

Cách giúi: Áp dụng định nghĩa tỏng hai sô phức và mo đun cua so phức, ta

= Ị ì 2 + { - 2 ) 2 = VĨ3.CÓ: Zj + z2 = (l + 2) + (l -  3)/ = 3 -  2/ và 

Đáp án đúng là A.

Vỉ dụ 3. (Câu 31 Đề minh họa môn Toàn Kì thi THPT quắc gia hăm 2017 

cua Bộ GD&ĐT) : Cho số phức Z thỏa mãn (l + i ) z  = 3 -  /. Hỏi điêm biếu diễn 

cua z  là điêm nào trong các điêm sau?

A . Điêm A/(l;2). B. Điểm N [ —1;2).

c . Diêm p {~  1; —2). D. Điêm ộ ( l ;~ 2 ) .

Hưởng dần giai: Vì cớc phép toán cộng, trừ, nhân, chia trẽn tập sổ phức có 
fat ca các lính chắt cua các phép toán này trên tập sổ  thực, do đó có thể tính z từ 
điều kiện đã cho bảng cách chia hai vế phương trình cho hệ số của ẩn z. Điểm 
biếu diễn cua z là điếm có hoành độ, tung độ theo thứ tự là phần thực, phần ảo của:.

Cách giai: Chia hai vế của phương trình (l + /)z  = 3 - /  cho 1 + 7 ta được

r  = 3 “ 1 . Thực hiện phép chia sổ phức, ta cỏ z = 1 -  2 / .  Điểm biếu diễn cua : là
1 + /

đi ốm Ọ( \ : -2 ) .  Chọn đáp án D.
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R'  r n À n r "  ^ min^ ^ ()a m(')n Toán Kì thi THPT quốc gia năm 20¡7  
iU )■ Ki hiẹu z r z ĩ , z ĩ , z 4 là bổn nghiệm phức cùa phương trình

~ z - 1 2  = 0. Tỉnh lông T ='  = 2, + + Z3| + Ịr4|.

A - T = 4 ' B. 7’ = 2 \ [ ĩ .

C- T  = ậ + 2^ -  D. T - 2  + 2V3 .

Hương dan giur. Cau hỏi này kiểm tra kĩ năng tìm cúc nghiệm của phương
trình trùng phương với hệ số thực.

c ách giai: Đặt z2 = t , phương trình đã cho trờ thành t2 - í - 12 = 0.

Phương trinh này có hai nghiệm (thực) trái dấu t = 4,í = —3 , ứng với chúng
ta được z 2 = 4 và z 2 = -3  .

Nghiẹm phương trình đã cho là các căn bậc hai của 4 và —3 . Do đó phương 

trình đã cho có bốn nghiệm z, 2 = ±2,ZÌA = ± / V Ĩ . Từ đó |zli2| = 2 , |z3i4| = V ĩ , do

đó 7’ -  4 + 2Vj  . Chọn đáp án c.

Vi dụ  5. (Câu 34 Để minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
cùa Bộ GD&DT)  : Cho các sổ phức z thoa mãn z = 4. Biết rằng lập h(/p các

điếm biêu diễn sổ phức w = (3 + 4/)z + i là một đường tròn. Tính bán kính r cua

đường tròn đó.

A . r  = 4. B. r = 5. c . r  = 20. D . r  = 22.

Hướng dẫn g ia i: Đây là một câu hỏi trắc nghiệm hay. Học sinh thường bị 
mắt phương hưởng khi không đê ỷ  r cần tìm là bán kính cua đường tròn nào. Đọc 
kĩ đề bùi ta sẽ thấy các dừ liệu sau:

(1): Tập hợp các điểm biểu diễn số phức M’= (3  + 4/)z + / (*) với |r| = 4 (**) 

là một đường tròn.

(2): r là bán kính cua đường tròn trên.

Các dừ liệu này đều nói về s<3 phức vr, ta cần tìm mối liên hệ hoành độ và
tung độ của các điểm M biểu diên sô phưc vt.

Cách ỊỊiài l: Ki hiệu M  M  14 điểm biéu diễn số phức tức là wm * + y i ■ 

Do đó (*) được viết lại thành
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/ X x + { y - \ ) i
x  + yi  = (3 + 4 /)2  + / <=> (3 + 4 /)r  = X + (>’ -  l ) /' «=> - -  3 ^ 4

<==> z = (x  + ( y 1 )/) (3 -4 /)  _ 3x + 4 ( y -  1) + 3 ( y - J l z í x i

(3 + 4 /) (3 -4 / j  "  2525

Sừ dụng (**), ta đươc p x í 4(z j ] i  - - - i  =16 (***) s
V 25 ;  V 25 /  au

vài biển đổi đơn giản ta có (***)<=> X2 + (y  - 1)2 -  2° 2 (***)• Đây là phương

trình đường íròn tâm /(0 ;l)  bán kính r = 20, đường tròn này cũng là tập hợpcá̂

điêm M  (x',y^j biểu diễn số phức w. Vậy c  là đáp án đúng.

Cách giài 2: Ta biết rằng đường tròn có tâm biểu diễn sô phức Wo, bán kính r
là tập hợp các điểm biểu diễn các sổ phức VV’ thoả mãn \ w -  w 0\ = r  nên ở đầy ta

xét w -  / = (3 + 4i)z. Đặt z = a + bi (a, b là số thực) thì

w -  /' = (3 + 4 í) (a + bi) = (3a -  4b) + (4a + 3b)i, do đó

'w - / | 2 = ( 3 a - 4 b ) 2 + (4ơ + 3ố)2 = 25(a2 +b2) = 25.16 = (5.4)2. Vậy r = 20.

II. MỘT SỐ CÂU HỎI LUYỆN TẬP•  m m • u

1. Tìm khẳng định sai trong các khẳng định sau đây.
A. Số phức 2 = 5 - 3 /  có phần thực là 5, phần ảo là -3 .

B. Số phức z = y¡2i là số thuần ảo.
c .  Điếm M (- l ;2 )  là điểm biểu diễn số phức z = - \  + 2 i .

D. Số 0 không phải là số phức.
2. Tìm tất cả các cặp số thực (x; ỳ) thỏa mãn điều kiện ị l x  - 1) + (3y  + 2)i = 5'i

A. ( - l ; - l ) .  B. (3;-l). c. (3;l). D. (-2;-l).

3. Tìm tất cả các cặp số [hực (x; ỳ) thỏa mãn điều kiện 

(a-2 -  3x) + (5/  + y  + 1) ; = (2X -  6) + [ y 1 + l y  + 6) ì .

A. ( 2 ; - l ) . f 2; B. ( 2 ; - l ) . Í 2 ; M . ( 3 ; - l ) .  
V 4 y
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c. ( 2 ; - l ) , í V ì , ( 3 ; - l ) .  d . ( 2 ; - l ) , f 2 ; ? Ỵ ( 3 ; - l ) . f 3;
y V 4 /  V

Ki hiộu 1R là tập sô thực, c  là tập sổ phức. Tìm khẳng định sai.

A - R c C  ■ B. 2 = z , V ỉ e C .

z -  1 ~  7< không phải là sổ thực. D. z =  - 5 /  không phải là sọ phức.

K.1 hiẹu M  là điêm biêu diễn sổ phức 2, M ' là điểm biểu diễn số phức z  
Khăng định nào đúng?

A. M, M  đôi xứng nhau qua trục tung.
B. M, M  đôi xứng nhau qua trục hoành.
c .  A/, M' đôi xứng nhau qua đường thẳng y  = X .

D. M, M ' đôi xứng nhau qua đường thẳng y  = - X .

Tìm khẳng định sai.

A. Với mọi số phức z, z là một số thực.

B. Với mọi số phức z, z là một số phức.

c .  Với mọi số phức 2, 2 là một số thực dương.

D. Với mọi số phức z, z là một sổ thực không âm.

Khăng định nào trong các khăng định sau đây sai?

A. Số phức z -  2 ^2  có phần thực là 2 \ l ĩ  .

B. Số phức z = S - i  có phần thực là \ Ị Ĩ  , phần ảo là —i . 
c .  Tập số phức chứa tập sổ thực.
D. Số phức z  = -3  + 4 i có mô đun bằng 5.

1r-v. « 1 1 _  1 • 1 •

Tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiệr 
phần mặt phẳng phía trong (kể cả biên) của đường tròn đơn vị. 

c. Tập hợp các điểm biểu diễn các số phức có phần thực bàng 3 là một 
đương thẳng song song với trục hoành.

D. Tập hợp các điềm biểu diễn các số phức có phần thực và phần ảo thuộc 
khoảng (—l;l) là miền trong của một hình vuông.

79



9. Khẳng định nào sai?

A. V z e C ,2  + :  luôn là sổ thực.

B. Vz 6 c ,  -  luôn là số thực.

c .  Vz e  c , z  -  z luôn là số thuần ảo.

D. Vz G c ,z .z  luôn là số thực không âm.

10. Khẳng định nào sai?

A. (2 -  3/) + (5 + /) = 7 -  2/.

B. ( 3 - 4 / ) - ( 1 - 6 / )  = 2(1 + /). 

c.  (4 -3 / ) (2  + 5/) = 23 + 14/.

D. (2 - Vã/) (17/ + 73/) = 5 - V3 + (2 + \ 5 ) i  ■

11. Tìm tập hợp các điểm biểu diễn số phức 2 thỏa mãn điêu kiện z '  có đỉêm 
biểu diễn nằm trên trục tung.
A. Trục tung.
B. Trục hoành.
c . Dường phân giác góc phần tư (I) và góc phần tư (III).
D. Đường phân giác góc phần tư (I), (III) và đường phân giác góc phần tư

(II), (IV).

12. Tính ( l2 -V 3 /) (4 + 7  + S i ) .

A. 31->/3 + (-12 + 8>/3)/. B. 51 -  V3 + ( -1 2  + 8^ 3 ) / .

c .  5 1 -V 3  + ( l2 + 8V3)/ .  ■ D. 51 + >/3 + ( -1 2  + 8>/3 ) / .

13. Tính mô đun của số phức z = (1 -  /)2 (3 + 2/) + |cosy + i sin 7

A. 51. B. Vóĩ. c .  - V 2 . D K , *

14. Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn điều kiện z -.+ J  = 2 I ”1 = 2 ?

A . l .  B.2. C .3. D. 4

15. Tính phần thực của số phức z thỏa mãn điều kiện z = (7 5  + Y  (1 _ J ĩ i )

A. 8. B. 4. c .  2. D 1 l) [
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im

tư

j6 Tính (2 -  V3/)(l + 273/) -  (2 + V5/)|3 -  4 / | .

A. -2 +  ( -5 7 5  + 373 ) / .  B. - 2 + 7 3 +  (-5 ^5  + 3 V3) / .

c .  - 1 2 +  ( - 5 7 5  +  3 7 3 )/. D .  ( - 5 y j 5 + 3 s í ĩ ) i .

YJ' Trên mặt phang tọa độ Oxy lây A/là điểm biểu diễn số phức z — (2 -  /)(■"! +1) 

và gọi Ọ la goc tạo bởi chiêu dương trục hoành với vectơ O M . T ính sin 2(Ọ.

c . -0 ,8 . D . -0 ,6 .A. 0,8. B. 0 ,6 .

18. họp các điêm trên mặt phẩng tọa độ biểu diễn các số phức z thỏa 
mãn điều kiện \ z - i  + 2 = 2.

. A. Đường thẳng 2x -  2y + I = 0 . B. Đường tròn (x + 2 f  + (y  - 1)2 = 4.

c. Đường thẳng y  = x.  D. Đuờng tròn X2 + ( y - 2 ) 2 = 2 .

19. Tim tập hợp các điểm trên mặt phẳng tọa độ biểu diễn các sổ phức z  thỏa 

mãn điều kiện 12 ụ  + 1) +1 + /j = V2 .

A. Đường thẳng X + y  -  1 = 0 . B. Đường tròn ( x + \ f  + y 2 = 1 .

c. Đường tròn đơn vị JC2 + y 2 = 1. D. Đường thẳng y = 2 .

20. Tìm tập hợp các điểm trên mặt phẳng tọa độ biểu diễn các số phức z  thỏa 

mãn điều kiện 3Ìz + 1 -  / = Ai -  3 -  3z .
n •)

A. Đường thăng 6 V  + 1 = 0. B. Đường thăng + 1 = 0.

A. Đường tròn X2 + y 2 =2.  B. Đường thẳng y  = x + 2 .

c. Dường tháng y  -  X . D. Đường parabol 2x = y

22, Tìm giá trị lớn nhất của \z\ biết rằng z thỏa mãn điều kiện 2 3;

c. 4 Ĩ .B. 2.

3 - 2 /

D.3.

+ 1= 1.
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23. 1 un các sô phức 2 tlìòa màn điều kiên - + / : :  + . -  0 •
z * ~i

A. 2 = 1 - 7 3 / .  B. z = 5. c . z = -21 + 3\/2/. D. 2 = - .

24. Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn điều kiện z 2 + 3z~ 2z.z -  0 ?

A. 0. B. 2. C.4. D - 1-

25. Gọi M  là điểm biểu diễn sổ phức w = —2— ’ trong đó z so phức thỏa
z'

mãn ( l - / ) ( z  + 2/) = 2 - /  + 3z. Gọi N  là điểm trong mặt phẳng sao cho

ịơ x ,ỏ /v j = 2(p, trong đó <P = (ỠX,ỘÃ7) là góc lượng giác tạo thành khi

quay tia Ox tới vị trí tia OM . Điểm N nằm trong góc phần tư nào?

A. Góc phần tư (I). B. Góc phần tư (II).

c . Góc phần tư (III). D. Góc phần tư (IV).

26. Trong các khang định sau đây, khẳng định nào đúng?

■A. Căn bậc hai của -2  là /V2 . B. Căn bậc hai của -3 là -/'V3 .

c . Căn bậc hai cúa 5 là ±Vs + 0/. D. Căn bậc hai của -1 là ỉ .

27. Tính tổng các mô đun các nghiệm phức của phương trình X4 -  6x2 -16 = 0.

A. 2sÍ2.  B. 6V2 . c . - 4V2 . D. 2V3 .

28. Tính tổng các nghịch đảo các nghiệm phức của phương trình X4 -  l x  -  8 = 0.

A. --!= + /. B. 2V2 . c. 0. D -2.
V2 •

- 29. Trong các khẳng định sau, các phương trình được xét trên tập số phức. Hãy 
tìm khăng định sai.

A. Phương trình X1 -  4x + 9 = 0 vô nghiệm.

B. Phương trình X2 + 3 = 0 có hai nghiệm phân biệt, 

c. Phương trình X2 = -2  có hai nghiệm ± iy/ĩ  .

D. Phương trình X4 -  4x2 = 5 có 4 nghiệm.



30. Cho phương trình bậc hai với hệ số thực az2 + bz + c = 0,(a  *  o). Xét trên 
tập sô phức, khẳng định nào trong các khẳng đị

A. Phương trinh bậc hai đã cho luôn có nghiệm

B. Tổng hai nghiệm của phương trình đã cho là -

sau sai? 

b
a

c. Tích hai nghiệm cùa phương trình đã cho là c .
a ■r 2

D. Neu A = b  — 4ac  < 0 thì phương trình đã cho vô nghiệm.

III. GỢI Ý - HƯỚNG DẪN G IẢ I. ĐÁP ÁN

Gợi ý  - Hướng dẫn giải

Câu 2. Xem lại định nghĩa số phức bằng nhau.

Câu 9. Trong tập số phức không có so sánh hơn, kém .

Câu 11. N ế u z  = X +  y i ,{ x ,y  e  R) thì z 2 = X2 -  y 2 + 2 x y i. Điểm biểu diễn số

phức z 2 có hoành độ X 2 -  y 2.

Câu 14. Chú ý ràng z.z  + z ( z + i ) |  = k  

y

z + 1

2 tan <p
Câu 17. Nếu M ( x ; y )  thì tan<p = — ■ Áp dụng công thức sin 2<p = - — f

X 1+tan ẹ

Câu 22. |z| = O M , trong đó M ( x \ y )  là điểm biểu diễn z. Biến đổi điều kiện 

đề bài theo X, y ,  ta được X 2 + ( y + ì ) 2 = 1 (phương trình đường tròn 

tâm / ( o  - l )  bán kính 1). Chọn điếm M  trên đường tròn này để O M

lớn nhất.

Câu 23. Chú ý rẳng z.z  =

Câu 25. Các điều kiện cúa z, w cho z -
3 + 6/ 

5
,w =

33 -  56/ 

45
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T '  j -  56 ■ „ A n o  thức tính cos2<p, sin2<p theo tanọĩ ừ  đó tanơ) = - 7 - .  Ap dụng công tnuL V,
33

 -> (LQÍL -2047, -369Ò __ .I— ,
ta tính được sin 2<p = -------- ,  COS ¿ọ -  s

4225.

Từ đó N  thuộc góc phần tư (III).

Đáp án ' ________

Câu
Đáp
án

Mức
độ

21 B 3

22 B 3

23 D 3

24 c 3

25 c 4

26 c 1

27 B 2

28 c 2

29 A 2

30 D 1

Câu
Đáp
án

Mức
độ

11 D 2

12 B 2

13 B 2

14 A 2

15 A 2

16 A 2

17 D 3

18 B 2

19 B 2

20 A 2

Câu
Đáp
án

Mức
độ

1 D 1

2 B 1

3 D
1

4 D 1

5 B 1

6 c 1

7 B 1

8 c 1

9 B

10 D 2
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Phần hai. HÌNH H n r
= = = -------  ------------ »

Chương I.
KHỐI ĐA DIỆN

I. KIEN THƯC VÀ Kĩ NẦNG CẦN THIẾT

1. Kiến thức

Vê các khôi đa diện,.khối đa diện lồi, xem lại các định nghĩa trong SGK; cần 
co hieu biet chăc chăn định nghía và hình dung được rõ ràng về :

Hình (khôi) lăng trụ, mặt bên, mặt đáy, chiều cao; hình (khối) lăng trụ 
đứng, đặc biệt lăng trụ tam giác, lăng trụ tứ giác, v ề  kí hiệu chẳng hạn 
lăng trụ tam giác thường được kí hiẹu ABC.A'B ' C hình hộp, tức hình 
lăng trụ tứ giác mà đáy là hình bình hành thường được kí hiệu 
ABCD.A B C D ' .  Hình lãng trụ đứng mà đáy là da giác đều được gọi là 
hình lãng trụ đa giác đều.

-  Hình (khối) chóp và một số điều liên quan như dính, mặt đáy, đường cao, 
chiều cao, mặt bên, đặc biệt hình chóp tam giác (cần phân biệt nó với tứ 
diện), hình chóp tứ giác, v ề  kí hiệu, hình chóp tứ giác thường được kí 
hiệu là S.ABCD. Hình chóp có mặt đáy là hình đa giác đêu mà tâm đường 
tròn ngoại tiếp trùng với hình chiếu vuông góc cúa đính (hoặc mặt đáy là 
hình đa giác đều có các đính cách đều đinh của hình chóp) gọi là hình 
chóp da giác đều. Hình chóp cụt có hai mặt đáy, môi mặt bên là một hình 
thang các đường thẳng chứa cạnh bên đông quy. 

v ề  các khối đa diện đều, biết rõ ràng về khối lập phương, khối tứ diện đều, 
biết khối bát diện đều.
v ề  thể tích khối đa diện, nắm chắc công thức tính thể tích khối lăng trụ là 
V =  B.h B la diẹn tích mặt đáy, h là chiều cao; công thức tính thể tích khối

Ị ' y  y=r B — B là diện tích mặt đáy, h là chiều cao. Thể tích của khối

lân Dhưưnii cạnh a là ( ỉ:  thê tích khối Hộp chữ nhật cạnh a b c \kabc.  N íu  l ạ p pnuong cụ. . » _ ■ ■- - ih haj khốj da diện thị thế tich của
khỏi đa diện Ả du ọc pnan UI1Í _ - V.
K  bang long the tích A’l và thẻ tích cua Ki. Khi tinh the tích khôi tứ diện.
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u ~  rr.nt! cần để ý rằng phép đổi xírnp 
coi nó là khối chóp một cách thích hợp. 'Ung L̂ o ỊVn thể t / h của kh?. "g
tâm hay đối xứng trục, đối xứng qua mặt p ĉ a môt khôi đa diên ‘ĥ
diện (chẳng hạn, mặt phăng đi qua tâm do 1 ‘=\ phép vị tự tỉ số k biến đa
khối đa diện thành hai phần có thể tích
diện có thể tích V thành đa diện có thê tích

2. Kĩ năngnăng
c ầ n  hình dung, vẽ phác họa được nhanh chóng h ìn h 'ậ p  phưong, hình hộp 
chữ nhật, hình ỉiôp, hình lãng trụ đứng, hình lãng trụ, ìn ă g; t r ụ a m  giác
1* 1 ., , - 1 Viình chỏD tam giác đêu (khác với hìnhhình lăng tru tam giác đều, hình chóp, ninn cn ỉ 1
chóp cố đáy la tam giác đêu"), hình chóp tứ g ác, hình chóp tứ giác đều ; 
bìêt mạt ben, mạt đáy! cạnh ben, đường cao...; biết góc giữa mặt bên và mặi 
đáy, giữa cạnh bên và mặt đáy...
Sứ dụng thành thạo công thức tính thể tích khôi họp, khoi họp chư nhạt, khôi 
lập phương, khối chóp, khối chóp tam giác đều, khối chóp tứ giác đêu...

Đe giúp tính toán nhanh về thể tích nên chú ý :
*) n

Thể tích khối chóp không thay đổi khi đỉnh thay đôi tiên mặt phăng song
'  • w  _ 1 w  .song với mặt phăng đáy ;

Xét hai khối chóp tam giác cùng đính S.ẢBC, S.Ả B ’C  mà s, A, A và s, B, B'

và s, c, C’ thẳng hàng thì ^  (công thức đó không

đúng cho khối chóp tứ giác !).

• Trong một sổ trường hợp, đề đỡ tính toán dài, nên biết phân chia, ghép khối 
đa diện để tính nhanh chóng thế tích :

Vỉ dụ 1. Cho khối lăng trụ tam giác ABC.A 'B 'C ' củ ihể tích V. Tính thê tích 
khối chóp tứ giác A.BCC 'B\

A.
V

B.
V

c. - V D. —V .  
4

c

H ướng dẫn giúi: Nối B C ' thi hai khối chón tam 
giác A .B C C ’ và A. BB ‘C  ’có thể tích bằng nhàu, hai khôi 
chóp tam giác C . A B C  và A .A 'B V  có thể tích bănà 
nhau nên lãng trụ tam giác đà cho được phân chia thanh 
3 khối chóp lam giác có cùng thế tích và khôi choò t 
giác dang xét là hợp cùa hai trong ba khối chón t-m, 
dỏ nên ta chọn câu trả lời c .  ^
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lăng trụ đó là  ̂ , còn thể tích của khối chóp A.BCC 'B ’
3

bàng y  ; trong trường hợp này chọn c. cỏ  thể coi câu

hòi ở cấp độ "Vận dụng (thấp)"
Ví (lụ 2. Cho khôi hộp A BCD. A 'B ’C ’D' cỏ thể 

tích V. Tính thế tích khối chóp A.CB D '

1 \1 \1 V

■c '
'  V/

/
/

//t

\ N '

V v  '  
\ \  \

V  .
/ỉ

A'

V 
3 '

R L

Z T .  . r  . c - 3 k ;  eHương dân giúi: Hình hộp đã cho là hợp của 
khối chóp đang xét với 4 khối chóp A'.AB'D',
B.AB c, c  .B CD , D .AC D ’ ; 4 khối chóp cuối này

V
cùng có thê tích băng — nên thể tích cần tìm bằng A

4Ỉ7 V ,V . Vây chon A.
6 3
Cũng có thể xét trường hợp riêng khi hình hộp 

chừ nhật là hình lập phương cạnh a thì dễ thấy thể
*3 Ạ/ g/

tích mồi khối chóp nói trên là —  còn thể tích khối

lập phương là a nên chọn A ! Trong trường họp này khôi chóp còn là khôi tứ diện
3

đều canh ữV2 nên có thể tích — . Có thể coi câu hỏi ở cấp độ "Vận dụng (thấp)".
• 3

Cần linh hoạt ứng dụng các hiểu biết nêu trên
(cùng các hiểu biết về hình học phẳng) vào tình
huống cụ thể của câu hỏi.
Ví du 3 (Câu 38 Để minh hoạ môn Toán Kì thi 

ĨIỈPT quốc gia năm 2017 CÙÜ Bộ GD&ĐT). Cho hinh I 
chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh bang L ;
Æ». Tam giác SAD cân tụi s  ý  mặt bên (SAD) vuông (Í
góc với mặt phăng đáy. Biết thê tích khỏi chóp S.ABCD

b ằ n g - a \  Tính k h o á n g  cách h từ B đến mặtphcmg(SCD)

c . - V D. - V  
4

D
/1

/  f 
/  1 ^  

/
✓

* //  / /  /
ỵ /  Ị  

ỵ /  I

y  B

\ \  / 

\ V

r'. <
/ n\

/ \

C'
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A. * • = ! « ;  B. * = ! < , ;  C . A = | « ;  D . A = 2 „
J 3 3 4

Hướng dan ịỊÌai: Cách I. Diện tích /ÍZ?C’D là 2í?2 nên do thể tích S./ÍỔCD là

“ í / ' . suy ra chiều cao cua chóp là SIỈ = 2a ( //  là trung diêm cùa AD). Do AB song

song với mật phảng (SCO), dề thấy khoang cách từ B đôn mặt phàng (SCD) bằng 
khoáng cách từ A dến mặt phúng đó nên gâp doi khoáng cach tư / /  đen đuờriặ

thẳng SD. Từ đó, —  = —  + —ỉ— = - A - , suy ra h = ị a . Chọn B.
h' Sỉ  ỉ 2 //¿)2 4 í/ 3

Cách 2. Từ SH  = 2« suy ra SD = -^= a. Thể tích cùa chóp B.SCD bằng nừa
V 2

^ . ' 3
thẻ tích S.ABCD nên bằng - a y mà diên tích của tam giác vuông SCD băng ~a2

3 2
4 /suy ra chiều cao cùa chóp B.SCD tức h bẩng -Jữ (trong cách này, không cân

“dựng” cụ thể đường cao cùa chóp đó).
Vậy ta hoặc dà dùng suv luận hình học (cách /)  hoặc ta ứng dụng 2 lan công 

thức tính thể tích chóp tứ giác S.ABCD và chóp tam giác B.SCD (cach 2) đe đen 
dược kết quá.

II. MỘT SỐ CÂU HỎI LUYỆN TẬP

1 Tổng diện tích các mặt cùa một khối lập phương là 150 cm2 . Tính thể tích
. 11  ̂* 4 /

2.

3.

của khôi đó.
A. 25 cm3; B. 75 cm3; c. 125 cm3 ; D. lOOcm3.
Đáy của một khối hộp đứng là một hình thoi cạnh a, góc nhọn 60°. Đường chéo 
lớn của đáy bầng đường chéo nhỏ của khối hộp. Tính thể tích của khối hộp đó. j

3u p a*yjĩ 2 ư  Vó j
A. -— ; £>• ——- - ; c .  —- — ; D. — — ■

2 2 3 . 2
Một khối lăng trụ tam giác có các cạnh đáy bàng 6 cm, 8 cm và 10 cm, cạnh bên 
14 cm và góc giữa cạnh bên và mặt đáy bẳng 30°. Tính thể tích của khối đó.

A. 112 cm3 ; B. 56^3 cm3 ; c .  112 Vã cm3 ; D. 168 em'-
Một khối lăng trụ tứ giác có đáy là một hình thoi cạnh a, góc nhọn 45°, láng 
trụ có cạnh bôn 2a, góc giữa cạnh bên và mặt phăng đáy bằng 45°. Tính thẻ 
tích cúa khôi đó.

A. V ;  B. «>;• C . S - Ể . ;  Đ.2fl ’ .
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5 Cho khối tứ diện ABCD có thể tích V và điểm E trên cạnh AB sao cho 
AE -  3EB. I ính thể tích của khối tứ diện EBCD.

V _ V V -  v

6.

ĨX’ ~ > o. —  ; u. — ; JL-'. — •
3 23 9 27

7. Mặt phẳng đi qua các đỉnh A, B của khối hộp ABCD.A 'B'C'D'  và đi qua 
trung điêm £  của cạnh /í ’£) ’ chia khối hộp thành hai phần, tính tỉ số thể tích 
(sô bé chia cho sô lớn) của chúng.

1 1 1 2
A. B. -  ; c. -  ; D. =■.

2 3 4 3
8. Gho khối hộp ABCD.A 'B 'C ’D ’ có thể tích bằng V. Tính thể tích của khối tứ

diện có các đinh là c  ’ và các trung điểm của các cạnh AB, B 'C c  'D
V _ V V V

A. — ; B. — ; , c. — ; D.
12 6 24 8

9. Xét khối chóp tam giác đều cạnh đáy bằng a, cạnh bên bằng hai lần chiều 
cao tam giác đáy. Tính thể tích của khối chóp.

A. -o 'S  ; B . - « ’72 ;  c .  2 ;  Đ.ịa’̂ 2.
2 6 3 4

10. Xét khối chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng a, góc giữa cạnh bên với mặt 
đáy bàng 60°. Tính thể tích của khôi chóp.

A —  B — • c  — ■ D —
Æ  ' V3 ' 6 • 3 •

n .  Tính thể tích của khối chóp tứ giác đều có cạnh đáy bàng a, góc giữa mặt
bên và mặt đáy bàng 45° .

Cf a 4Ĩ  r  — • n 3 /õA —  • B. — ; c .  — ; D. a V2 .
6 * 2 . x , 3 

!2. Tính thể tích của khối chóp tứ giác đều có cạnh bên bằng a, góc giữa cạnh
bèn và mặt đáy bầng 60 .

b ' ^ :  c .  v • : D . ^ .
12 ’ 12
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đ , ^ khlt iỉ lăng trụ tam Biác ABC.A 'B 'C - có thể tích V và p  là một điểm 
ê ang AA . Tính thể tích cùa khối chóp tứ giác P . B C C B ret1

H .  B " : 4  . .Cho khôi lăng trụ tam giác ABC.A 'B 'C ’ và điểm p  thuộc cạnh AA \ điểm Q

thuọc cạnh BB , điểm R thuộc cạnh C C ’ sao cho -----= ~ —. Thề tích khố'
pÁ ^

lang trụ đó bãng V, hãy tính thể tích khối chóp tứ giác R.ABQP.

A n — • r.  - V :  D. - V .

15.

18.

19.

A B C - . - V -
2 ' 3  3 ^ 4

Cho khối lập phương ABCD.A 'B'C'D'  cạnh a. Xét khối chóp tứ giác đinh
A,  đáy là tứ giác có đỉnh là các tâm của các mặt của khôi đó song song với
AA ’ hay chứa AA Tính thề tích cứa khối chóp đó.

n  1 • — 1 1c. -a  ;A I  3 n  1 3A. —a : B. —a ;
3 4 6 12

16. Cho khối lập phương ABCD .A'B 'C 'D ’ cạnh a. Tính thế tích khối chóp 
tứ giác D.ABC D .

A. —  ; B. —  ; c. D. 2 -Ể .
4 3 6 3

17. Diện tích toàn phần của một khối hộp chữ nhật là s, đáy của nó là một hình 
vuông cạnh a. Tính thể tích của khối hộp đó.

n<S-On2\ í a S \  , „  ( a S \  „ , ^  a{S-2cr)
vuông cạnh a. Tính thế tích của khôi hộp đó.

a(S-2a2) (aS}  3 r  f ữ S )A. --------------  ; tí. —  - a  ; c .  —  -z .a  , -------------.
4 l  4 )  u  )  ' 2

Một khối chóp tam giác có ba góc phẳng vuông tại đỉnh, có thế tích V và hai
cạnh bên bằng a,b. Tính cạnh bên thứ ba của khối đó.

A. B. c. - D.%.
ab ob ab , ab

Khối chóp tam giác S.ABC có SA = AB = c, AC -  b , SA vuông góc với mặt

phẳng đáy và BAC -  3 0 Q. Tính thể tích của khối đó.
hr~ \Fị „ b c 2y/3 ^  bc2 ^  bc~

ị

20.

Ạ g  Ế £ j / 3 . c  * £ Í ; D Í£1
12 6 6 12 

Xét khối lăng trụ tam giác ABC.A 'tì ' C Mặt phăng đi qua c ’ và các trung đièrt 
của A A ' BB' chia khôi lăng trụ thành hai phân, tính tỉ số thế tích của chúng.

1 2 1 
4  B- f ’ c - » : .  D ?

li
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21. Khôi hộp ABC IX A 'B 'C D ' có thể tích V Tính thề tích khối chóp A. BB D D.
2V V w  V

A. B. c  —  • D' ~7 •
5 3 8  6

22. Cho khối hộp A BCD. A 'B C 'D ’ có thể tích V. Gọi E là trung điểm của A 'B \
f  là trung diêm của B C” . Tính thể tích của khối tứ diện BD EF.

V V V V
A. B. ~ ; c  — ■ D.

6 im 8 10 5
23. Cho khối hộp A BCD. A 'B 'C 'D ' có thề tích V. Mặt phăng đi qua đỉnh A, qua

3 ' 3 ’ 4 ; ' 8 ■
24. Cho khối lăng trụ tam giác ABC.A 'B’C \  Điểm p  thuộc đoạn BB' sao cho 

mặt phăng đi qua A, p, song song với BC chia khối lăng trụ thành hai phân

có thể tích bang nhau. Tính tỉ số
PB'

A. 3 ; B. 2 ; c . 6 ; D. 4.
25. Xét khối hộp ABCD.A’B 'C 'D ’. Mặt phẳng đi qua đỉnh D, điểm Q thuộc

cạnh AA điểm R thuộc cạnh CC' sao cho ^ -  = -  - ^ — = 3 chia khối lập
QA' 3 RC"

phương thành hai phần, tính tỉ số thể tích của chúng.

A. —; B. -  ; c . -  (hay 2); D. 1.
4 3 2

26. Cho khối lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích bàng V. Xét điềm p
PB l ’ ' ỌC 1

thuộc đoạn B B ' sao cho - r—-  , điêm Q thuộc đoạn CC' sao cho .
V -ạ  BẸ' 2 CC' 4

Tính thể tích của khối chóp tứ giác A.BCQP.

A. —: B. c . y~: D. f
8 5 6 4

27- Cho khối hộp H  có thể tích V. Xét tất cả các khối tứ diện có cả 4 đỉnh là đỉnh 
cúa H và có ít nhất một cạnh là cạnh của H  (do đó có một mặt nào đó của 
khối tứ diện phải nằm trong một mặt của khôi hộp). Chọn câu đúng :

. . . .  V
A. Tất cá các khối tứ diện đó có thê tích bang  ̂ ; 

Tất cả các khối tứ diện đó có thẻ tích bang — ;
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V . 1,1,Á; tử diên có thể tích bàng 
c. Có khối tử diện cỏ thể tích bàng ~r * c0 ' 6 ’

3
- 1 ' u Mnn — và không có khối tứ diênD. Không có khối tứ diện nào có thê tích bai g 2

, V
nào có thê tích băng — .

28. Cho khối hôp II  có thể tích V. Xét tất cà các khối tứ diện có cà 4-dinh là
đinh cua //  nhung khong CÓ cạnh nao là cạnh cùa H, tức là 6 cạnh tứ
diên là 6 đường chéo của 6 mặt cua khôi họp . c  ọn cau un^

, .  i 1 . u i  " V .A. Tất cá các khối tứ diện dỏ có thê tích bang ,3
, V

B. Tất cả các khối tứ diện dó có thê tích băng ;
y  -> > Y

c .  Cỏ khối tứ diện cỏ thể tích bàng — , có khôi tứ diện co the tích bang — ;

V „
D. Khônu có khối tứ diên nào có thế tích băng — và không có khôi tứ diện

3
, . V

nào có thê tích băng — .
6 _ 3,

29. Cho khối hộp H có thể tích V. Xét tất cả các khối chóp tứ giác có đính của
chóp và các đính của mặt đáy đều là đinh cúa H. Chọn câu đúng :

i X i I VA. Tât cả các khôi chóp đó có thê tích băng — ;

B. Tất cá các khối chóp đó có thể tích bằng — ; Ằ
6

■ , V , Y
c .  Có khôi chóp có thê tích băng — , có khối chóp có thể tích bằng — ;

3 6 
D. Không có khối chóp nào có thể tích bằng -  và không có khối chóp nào Ằ

' , i  V 3có thê tích băng — .

30- CÄ ^ 6 xz r ^ ^ K Xét ,ất cả các khối chóp tứ giác i
có đình và các đinh mặt đáy đều là đinh cua H. Chọn cau đung : f
A Tất CÁ các khỏi chon (\(\ rr\ tuk 1_ 1 w VA. Tât cá các khôi chóp đó có thể tích bằng ~~ ■

B. Tất cả các khối chóp đó có thể tích bằng ĩ ỉ l  ■
3
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c. Co khoi chop co thê tích bằng —, có khối chóp có thể tích bằng —  ;

D. Khong co khôi chóp nào có thể tích bàng — và không có khối chóp nào 

có thể tích bằng

31. Cho tứ diện ABCD  có thể tích V. Xét điểm p  thuộc cạnh AB, điểm Q thuộc

cạnh BC, điêm R thuộc cạnh BD sao cho -^ -  = 2, -̂ — = 3, ^ -  = 4 . Tính
PB QC RD

thê tích của khôi tứ điện BPQR.
A v V V V

. . .  c 3 ; D- f
32. Xét khôi chóp tứ giác đều S.ABCD. Mặt phẳng chứa đường thẳng AB, đi qua

điêm c  ’ của cạnh s c  chia khối chóp thành hai phần có thể tích bàng nhau.
T , , f. X SC'I inh ti sô —— .sc
A. i  ; ■ B. — ; c.  ; D. —. ,2 3 2 5

33. Gọi G là trọng tâm của một tứ diện cho trước. Mặt phang đi qua G song 
song với một mặt của tứ diện chia khối tứ diện thành hai phần. Tính tỉ số thể 
tích (số lớn chia cho số bé ) của chúng.

Ã ì ;  B, — ; c. — ; D. —.2 25 27 3
34. Một khối chóp tam giác đều có cạnh đáy bàng a, cạnh bên bằng a 4 ĩ . Tính 

thể tích của khối đó.
. ơ3>/7. n «3V 7. r  a j B ,  n  a '4 1A — • B. c. — D. — — .6 12 12 4' ' ' _ *

35 Cho khối chóp tam giác đêu có chiêu cao h và cạnh bên băng 2h. Tính thê
4.' ĩ__ 1,UÁ: A A

A. — ứ3s in 2 a ;  B.ìơ3sin2a; C . ~ ü yc o r a -  D . J û W a .  16 8 10 8
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Một khối lăng trụ có đáy là một tam giác đều cạnh a, có cạnh bên b, góc 
giữa cạnh bên và mặt phẳng đáy bàng 60°. Tính the tích cua khoi đó.

A. ỂềA .  b SÌỈL. c. —  ; v
8 8 8 4

Các trung điểm cùa các cạnh của một tứ diện đêu cạnh a la cac đinh của một 
khối đa diện đều. Tính thể tích của khối đó.

A a ' S  D ơy 2 r  W 2 . d  c_ỉlỂ.
12 ; 12 ; 24 ’ 16 ■

Xét khối hộp ABCD.A 'B 'C'D Mặt phẳng đi qua đinh A, qua các trung 
điếm của các cạnh c 'B ’ và c 'D ’ chia khối chóp A.A B C D thành hai phần, 
tính tỉ số thể tích (số lớn chia cho sổ bé) của chúng.
A. 5 ; B. 3 ; c. 7 ; D. 8.
Xct khối chóp tứ giác đều S.ABCD. Mặt phẳng đi qua A, trung điêm F của 
cạnh s c  và song song với BC chia khối chóp thành hai phân, tính tỉ sô thể 
tích của chúng.

3 4A. 1; B.2;  c.  ̂ ; Đ.~.

Cho khối hộp ABCD.A 'B 'C 'D Mặt phẳng đi qua A' và trung điểm của các 
cạnh BB \ D ư  chia khối hộp thành hai phần. Tính tỉ số thế tích của chúng.

A.2; B.l; _ c. ị  ; D.-.

Cho khối hộp ABCD.A 'B 'C’D ’ và điểm E thuộc cạnh BB ' sao cho BE =
4

3 DD' ,
điêm F  thuộc cạnh DD ' sao cho DF = — -— . Mặt phăng đi qua A, E, F chia

khối hộp thành hai phần, tính tỉ số thể tích của chúng.

A. 2 ; B. 1; c. D.
2 3

Một nhà kho có dạng khối hộp chữ nhật đứng ABCD.A 'B 'C 'D ’ nền là hình 
chữ nhật ABCD, AB = 3 m, BC = 6m, chiều cao A A ’ = 3m chắp thêm một 
khối lăng trụ tam giác đêu mà một mặt bên là A 'B 'C 'D’ \ à A ' B ’ là một cạnh 
đáy của lăng trụ. Tính thê tích của nhà kho.

Ả , ĩ ĩ A m 3 -, B. ^ ( 4  + 73) m3 ; c .  54 m3 ; D - ( 12^ ) » '
2 2 • 2 V



III. GÖI Y - HƯỚNG DẪN g iả i  - ĐÁP ÁN
Gợi ỷ  - Hưởng dẫn giải

Câu 2. Đáy ABCD  là hình thoi AB = a, BD = a, AC = a y f ĩ ,  hộp đứng 

ABCD.A 'B c  'D ' có D B ' = AC  nên B B ' = aV2 .

Cau 9. Cạnh bôn \ầ b -  a \ f ĩ  , chiều cao của khối chóp là h với h2 -  b2 ------- ,

nên thể tích khối chóp là — ứ3
6

Câu 10. Diện tích mặt đáy là a2, chiều cao là C- ^ ệ -  tan 60° = .
2 2

Câu 13. Vì p  năm trên đường thắng AA ' song song mặt phẳng B C C B ’ nên thể
tích khôi chóp P.BC C B  ' bàng thể tích A.BCC B '. Chi cần nối B C ’ chia
ABC.A tì 'C' thành ba khối chóp tam giác có thế tích bằng nhau mà hợp
hai khôi là A. BCC 'B ’(xem phần I. Kiến thức, kĩ năng cần thiết).

Câu 14. Đe ý ràng PQ đi qua tâm của hình bình hành ABB 'A ' nên diện tích hình 
thang APQB  bằng nửa diện tích hình bình hành đó. Gọi h là khoảng 
cách từ dường thăng C C ’ đến mặt phẩng ABB'A'  thì 2V = h.ảl(ABB 'A ’),

1
thê tích khôi chóp tứ giác đang xét băng —h .đt(ABB 'A ’).

6*
; Câu 15. Để ý mặt phẳng đáy của khối chóp song song vó'i mặt phẳng ABCD.

Câu 25. .Để ý rằng QR đi qua tâm của khối lập phương.
Câu 32. ứ n g  dụng công thức ti số thể tích hai khối chóp cùng đỉnh cùng đường

s c '
thẳng chứa các cạnh bên, đặt - Ẹ — =  X thì X là nghiệm  của phương trình

Ò v _

x 2 +  x - \ = 0 .

Câu 38. Để ý ràng khối đa diện đều đó là một khối tám mặt đều cạnh bằng —.

I Câu 40. Gọi E, G theo thứ tự là giao cúa mặt pháng với SB, SD thì

K ■!■:/■<; =  V S H I V  2 ' 3 ' 3 '  V s a h ’  =  V s i h I ) 3 ' 3  n ề n V S A m i  - ~ V s A H c n -

J Câu 41. Để ý ràng mật phẳng đang xét đi qua tâm đổi xứng của khối hộp.
Câu 42 Đe ý ràng trung điểm cúa E t  là tâm đôi xứng của hình hộp.
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Đáp án

Câu Đáp
án

Mức
độ

1 c 1

2 D 3

3 D 3

4 B 3

5 B ' 1

6 B 3

7 B 2

8 c 2

9 B 3

10 A 3

11 A 2

12 c 3

13 c 3

14 B 3

15 D 3

Câu
Đáp
án

Mức
độ

16 B 3

17 A 2

18 D 1

19 D 3

20 D 3

21 B 3

22 B 3

23 D 3

24 A 3

25 D 3

26 D 3

27 B 3

28 A 3

29 A 3

30 B 3

Câu Đáp
án

Mú>c
đô

31 A 3
32 c 4
33 c 2
34 c 3

35 B 3

36 A 4

37 c 3

38 c 4

39 c 3

40 B 3

41 B 3

42 B 3

43 B 2

*
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Chương II.
Mặt trụ, mặt  n ó n , mặt  c ầ u■ * m

I. KIEN THƯC VA KĨ NẦNG CẦ n  THIẼT

1. Kiến thức

• ( an lueu dinh nghĩa mặt tròn xoay, khối tròn xoay, hình dung dược chúng; biết 
giao cua mạt tron xoay với mặt phăng chứa trục, với mật phắnu vuông góc với 
liục. Chu yêu là xct mặt nón (tròn xoay), mặt trụ (tròn xoay), mật cầu.

• Nám chăc khái niệm mặt nón (tròn xoav). dinh, góc ở dinh (2 lần góc giữa 
dương sinh và trục), dường sinh (đường tháng); giao của nó với mật phăng 
chưa trục, mặt phăng vuông góc với trục: hình, khối nón, mặt đáv. mặt xung 
quanh, chiêu cao, dường sinh của nó (chi là một doạn thănti).

• Năm chác khái niệm mặt trụ (tròn xoay), trục, bán kính, dường sinh: giao cùa 
mật trụ với mặt phăng vuông góc với trục: hình, khôi trụ. mặt đáy, mặt xung 
quanh, chiêu cao, đường sinh cua nỏ.

• Nam chác khái niệm mặt cầu, khối cầu, tàm. bán kính, dường kính, mặt 
phang kính: tính chất doi xứnu cua nó qua tâm, dường kính, mặt phăng kính; 
diêm nam trên, nam (bền) trong, nam (hôn) ngoài mặt cầu.

Biết hiện luận giao cua mặt cầu tâm (). bán kính lì với mặt phang cách o  
khoanu í/ theo R và í / ; biết đường tròn lớn (li -  0). mật phảng tiếp xúc (</ = R), 
tiếp diêm ; biết giao của mặt cầu với dường thăng, tiếp tuyến, tiếp diêm.

Biết mặt cầu ngoại tiếp một hỉnh da diện .(hình da diện nội tiếp mật cầu); biết 
khái niệm mặt cầu nội tiỏp một hình da diện.

• Nhớ một số công thức :
,  h

The tích khối trụ V - IM. thê tích khôi non I - ỉ ỉ~  Ụì là diện lích đáy,-

h là chiều cao), thê tích khỏi cầu r  = ị n R '  {R là bán kính).

Diên tích xunu quanh cua hình trụ s  = 2 ụRh (R là bán kính đáy. h là chiều 
cao) dicn IICỈI xung quanh cúa hình nón s  = n R í  Ụị là bán kính đáy. ( là 
dirang sinh). Diện tích mật cầu s  = -tnlỉ2.
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• Cần nấm chắc các định nghĩa để thấu hiếu nhanh chong nọi đ L hoi.

Vi dụ /. Xét mặt nón sinh bơi đường thằng chira một cạnh AB CI hình
l ậ p  p h ư ơ n g  c h o  t r ư ớ c  q u a y  q u a n h  đ ư ờ n g  c h é o  CIÌCI h ì n h  l ạ p  p  n t o n h  ỌI

2 a  Ici ị ị ó c  lại đinh cùa mặt nón. Tính Ctìsirt cua ữ ■

A . f ;  c . f ;  D - T -

Phân tích: Xct hình lập phương ABCD.A 'B c D , hình non sinh bơi đương 
thẳng AB quay quanh dường chéo AC'  thì thực chât người ta muon 01 got giua
dường tháng AB (chứa cạnh của hình lập phương) và đường cheo AC . ọn

• Để hình dung nhiều vắn dề về mặt cầu, chăng hạn tiêp diẹn, tiep tuyen, 
giao mặt cầu với mặt phăng.... xét giao cua toàn bộ hình với mặt phang thích hợp 
thường có thể dira về kháo sát dường tròn trong mặt phăng dó. ĐÔI VỚI mặt trụ thì 
xét giao cùa nó với mặt phăng chứa trục hay vuông góc với trục, đôi VỚI mặt nón 
thì'còn có thế xét giao cùa nó với mặt phẳng qua dính...

Vi dụ 2. Cho hai đường thúng song song d và tỉ'. Xét tâm các mặt câu tiêp 
xúc với d và d  \ Chọn câu đủng :

A. Tâm các mặt cầu đỏ nằm trên một đườniỊ thăng cổ định.

B. Tâm các mặt cầu đỏ nằm trên một mặt cầu cổ định.

c. Tâm các mặt cầu đó nằm trên một mặt phăng cố định.

D. Tâm cúc mặt cầu đỏ nằm trẽn một mặt trụ cổ định.

Phân tích: Qua tàm M  cúa mặt cầu như thế vạch mặt phẳng vuông góc với d 
và d'  căt cl, cì' theo thứ tự tại //, / / ’ thì trong mặt phăng đó M  cách đều H  H '  nên 
M  thuộc đường trung trực của H H ’. Chọn câu c.

.  Biết cách đựng tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện, ngoại tiếp hình hôp chữ 
nhật, biết điều kiện đế hình lăng trụ, hình chóp nội tiếp mặt cầu và cách dưng tam 
mặl câu dó.

Chẳng hạn dã biết có mặt cầu ngoại tiếp hình chóp cho trước khi và chi khi 
đáy của hình chóp ỉà một đa giác nội tiêp dược trong đườnti tròn và L-U- »' - 
cầu ngoại tiếp nằm trên trục của đường tròn. Từ đo dễ dim« tam Ị m nl?  
hình chóp tam giác (tứ diện), tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp t ng0ại tiêp

Vi dụ 3. Tứ diện A BCD cỏ AB -  AC -  4 Ĩ  BC = 2' DR r
giữa hai mặt phăng (ABC), (DBC) bằng 45°. Hình chiếu ỉ i  • Ã  ^  ' ■ (i(h
nằm về hai phía BC. Tính diện í ich mặt cầu ngoại tiếp tú Ị Cệ U llvn (D Hí') Víì I)

4 TRAC nghiệm toán 12 B
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f

A. 5/r ; B. - Ĩ -  ■ n  5n 5n
4 c .  —  ; D. — .

8 16
[ ^ an tlf 1' tln^ kan kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD bằng các

cách iac r a^ ’ c ans  hạn nêu có 2 dính của tứ diện nhìn hai đinh còn lại dưới 
góc vuong thi khoang cách giữa hai đinh còn lại này là đường kính mặt cầu. Cũng 
có the tinh ban kinh thông q'ua mô tả tâm. Ớ đây, do ABCD có một số kích thước

có vẻ dặc biệt nên ta tính cạnh còn lại. Với giá thiết thì ẤMD=\35° (M  là trung 
điếm BC).

Hướng dẫn giải: Có A M  = 1, DM = s [ ĩ , ẤMD = U 5 tì từ đó AD -  4 Ỉ . Vậy

xảy ra ABD= ACD  = 90°, tức là AD là đường kính và suy ra diện tích mặt cầu. 
Chọn đáp án A.

Vỉ dụ 4. (Câu 42 Đề minh họa môn Toán Kì thi THPT quốc gia năm 2017 
c ù a B ộ G D & D T ) .

Cho hình chóp S.ABC cỏ đáy ABC lừ tam giác đều cạnh Ị, mặt bên SAB là 
lam giác đêu Vít nằm trong mặt phang vuông góc với mặt phúng đáy. Tính thê tích
V cua khôi cầu ngoại tiếp hình chóp đã cho.

A = = c : v = * ệ - i  D . y  = f .

Phân í ích: Chỉ cần tính bán kính R của mặt cầu ngoại tiếp S.ABC. Gọi H  là trung 
điềm của AB  thì (SHC) là mặt phẳng trung trực của AB, mặt khác (SAB) 1  (ABC) 
ncn C H I  (SAB) SH  1  (ABC). Như vậy, tâm 0  của mặt cầu phái tìm thuộc (SHC) 
và (SHC) chứa trục của A SAB  và A ABC. Với định hướng này, chọn đáp án B.

• Hướng dẫn giai:
Cách I Gọi d\ là trục của đường tròn ngoại tiếp 

tam giác A B C  thì đ\ qua ¿ I  (tâm đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC) và dt II SH. Tương tự cho dì. Ki hiệu o  
là giao diem cùa du ch thi o  là lâm mặt câu. Ta có

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .  S
0\HO2O là hình vuông cạnh — .

2 r v ư  i i ï *
Vậy R2 -  OOị2 + 0\C -

Áp dụng công

6 3V  /  V  /

V 4 5Vĩ5̂
ị  thức V X-

_ L  1
~ \ 2  3

= —  =* R =  
12
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Cách 2. 'lain ọ  cùa mặt cầu thuộc (SÌỈC). mặt khac tam guic SIK \uong 

cân, cạnh tióc vuôniỉ diront» trung trực cua S( cát cl\ tạ» ()• *a tu n fc u  ()\ỈỈO

.........  .......... . _ yß  Vỉ . n2= ( Ế - ' \  J ~ ] = — .T ừ  dó đi
là tam giác vuông cân. ()()] = . Vì vạy. K -  ç J ^ 1 J 12

Cúí-h 3. Gọi C| là diêm sao cho ('Cl lá dường kính cua dường tròn ngoại tiẽp

tam giác ABC.  tức là I V ,  = — . Do tâm o cùa mạt cầu thuộc ( S / w  nên bán

k ín h  m ặ t  c ầ u  b a n g  b á n  k ín h  Rỉ  c u a  đ ư ờ n g  tròn  n g o ạ i  t iep  t a m  giíit- s c  I d)

cv-2 = C-//2 * n r -  = í Ể - )  4. í Ể A  = -  + - -  = Áp dung định lí sin trong
I =  *v /  1  ' K  '  2  6  4  1 2  6

v r  75 2 „ . vTs 1|V..
............ ............ . J___ — ") /<> h;iv . - jL  = 2 /í, , tức là y?, = . từ dótam giác Ä  V , .  ta có ŝ .  2^,, hay ^ ^

có dáp án Í/Ạc
4/T

Ị  /  U i l .

( 7/// vV Cỏ the tỉnh A?| bơi công thức diện tích tam giác s  .
4/íi

( ach 4 Cỉọi K là trung diềm cua s c  thi HK là trục đối'xứng của hình chóp 
dã cho. Vì vậy, tâm () của mật cầu phai tìm thuộc ỈIK. Dặt OK = -t thì

Sỉ'- i / ỉ2 s c
/ỉ ’  =  x~ + — — .  mặt khác / ? -  =  (  U K  -  x ỹ  +  — — .  mà / / Ả '  =  ,  t ừ  dỏ t ì m  d ư ợ c  X.

4 4 2

tức là có /?.

II. MỘT SỐ CÂU HỎI LUYỆN TẬP

1 Hình chóp D.AỈH' cỏ DA vuông góc với (ABC), Bí '  vuôrm góc với DB. 
•AB c. l i e  a. AD h. Tính hán kính mặt câu ngoại tiêp hình chóp.

A. -  4 ĩ r  + h + C' ; B. — \J~cr + / r  + 1'2 ; ,

c .  \ la ' + ỉỷ  +  D .  2 yfa' +  h +  C"

Cho mặt cầu (.V|) bán kính Rị, mật cầu (S2) hán kính R2 = 2Rị Tìm ti số diện 
tích của mặt cầu (.V:) và (\ |) .

A B. 2 ; 3 ; D. 4.
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B. (> 2  trùng vói O 3 nhưng khác o, ■
— . r r .  '  * .  .  ?

w 1 ?

c .  I ron^ ba chem 0 \ ,  ũ 2, Oị không có hai điếm nào trùng nhau;
D. O u 0 2, O 3 trùng nhau.

Cho hình chop tứ giác đêu S.ABCD  có các cạnh cùng bàng u. Tính bán kính 
mặt câu ngoại tiếp cúa hình chóp đó.

A. Cỉsí ĩ ; ữ . d l .  c  . « V ĩ ;  D. — .
2 - _ 2

Cho hình lăng trụ tam giác đều có các cạnh cùng bàng 1. Tính diện tích mặt 
cầu ngoại tiếp hình lăng trụ.

7/r _ 7K In
A. 77r; . B- 0 ; c .  ■ D- 62 3 0
Cho tam giác đều AB C  cạnh 1. Gọi (P) là mặt phẳng qua BC  và vuông góc 
với mặt phảng (/1/iO- Trong (P) xét đường tròn (*G) đường kính BC. Tính
diện tích mặt cầu nội tiếp hình nón có đáy là (*G), đính ỉầA.

A ị ;  B. — ; c . * ;  D.2*.
' 2  3 

//«07)1' </««: Mặt cầu tiếp xúc với mặt xung quanh hình nón và tiêp xúc với
níặt đáy hình nón tại tâm của đáy gọi là mặt cầu nội liếp hình nón.
MA. hình tru có diện tích xung quanh báng 4 diện tịch đáy bàng diện tích
Một ninh trụ co "Ị■■ ■ -  'h lhế tfch khái ,rụ đó. 
môt mãt cầu bán kinh bang 1. •

B 6' c ' 8;
Môt hình trụ có bán kính đáy bàng 1. thiết diện qua trục là hình vuông. Tính

the tích khối cầu ngoại tiếp hình trụ.
An-ỉĩ  ^  8ttV2

A. 6 * 7 1 ;  15 .3*73;



10. Cho tứ diện đều AIỈCD cạnh 1. l ính diện tích xung quanh cụa hình trụ có ' 
dáy là dường tròn ngoại tiếp tam giác BCD và có chiêu cao hãng chiêu Cao 
cua tử diện.

A 2W 2 W 2  ■ J ị : Ì X ĩ A ,
3 . 3  2 |9

11. Một hình trụ có hán kính đáy bang R và thiêt diện qua trục la hình vuông,
l ính thô tích cua khối lănu trụ tứ giác dêu nội tiêp hình trụ.
A. 2R- ; . B. 3r  ; " c . 4R- ; D. 5R\

12. Thiết diện qua trục của một hình nón là tam giác đêu cạnh băng 2. Một mặt 20 
cầu có diện tích bàng diện tích toàn phàn cùa hình nón. I inh bán kính của
mặt cầu.

r  ' f t
A. 2V3 ; B. 2 ; C. V3 ; D 9 •

ếm*

13. Cho hình hộp chừ nhật có đáy là hình vuông cạnh Cl. cạnh hỏn của hình hộp 
bảng 2a. Xét khối nón có dáy là dường tròn ngoại tiôp một mặt đáy của hình 
hộp và dính là tâm cùa day còn lại cúa hình hộp. I ính thê tích khôi nón.

 ì  ^  1

T Ĩ U  _ T í  í t  3 r\  ̂_ 3A. —— ; B. —— ; c .  Kü ; D. 2 n a .
3 2

14. MỘI hình hộp chữ nhật có đáv là hình vuông cạnh bàng 1. cạnh bên bàng 2. Xét 22, 
hình nón có đáy là đường tròn nội tiếp một dáv của hình hộp và đính là tâm của 
mặt đáy còn lại của hình hộp. Tính diện tích xung quanh cùa hình nón.

A n s / ĩ ĩ  „ nsỊĨĨ n  37T
A. — ; B. —-— : c . — ; D. 3/r.

2 4 2
15. Một hình nón có thiết diện qua trục là tam giác đều. Tính ti số thế tích cua 23

khối cầu ngoại tiếp và khối cầu nội tiếp khối nón.
A. 8 ; B. 6 ; c . 4 ; D. 2.

4
16. Một khối càu có thể tích -7T ngoại tiếp hình lập phương. Tính thế tích khối 

lập phương.

À. 5 ^ ;  B. # ;  c . l ;  D. 2V5. u9 3

17. Xót mặt cầu tiếp xúc với tất cá các cạnh của tứ diện đều cạnh bàng 1. Tính 
bán kính mặt cầu dó.
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ị8> Cho hình lập phương ABCD.A I3V D'  cỏ cạnh bảng 1. Tính diện tích
xung quanh cua hình tròn xoav sinh bơi dường gấp khúc AC A khí qua>
quanh AA

A. ttVó ; B. Ĩỉyịĩ ; c. ĨI\Ỉ2 ; D. n S .

19. MỘI khối trụ có bán kính đáy V ã , chiều cao 2^3 . Tính thẻ tích cua khối 
cầu ngoại tiếp khối trụ.

A. 8 \/6  7T ; B. ỏVóTT ; c . ị y / ẽ n ;  D. 4^3  7T.
3

20. Cho hình non có dường sinh và dường kính đáv cùng bằng 2. Tính bán kính
mặt cầu ngoại tiếp hình nón đó.

A.V3;  B. 2 V3 ; c. — ; D. — .
2 3

21. Cho hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh 1 khi quay quanh dường thảng 
chứa một đường cao. Xét một mặt cầu có diện tích bànu diện tích toàn phần 
cua hỉnh nón dó. Tính bán kính mặt cầu dó.

A. B. sĩ ĩc. — D.

22 , Hình chóp S.ABCD có đáy A BCD là hình chừ nhật mà AD = 3, AC  = 5; 
SA vuông góc với mặt phảng (A BCD), góc giữa (SCI)) và mặt phăng 
(ABCD) bàng 45°. Tính thề tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD.

A. -17V34/T; B. -17x/34tt ; C .M ^ĨÃ ĩ ĩ - ,
3 6

D. -17V34 7T . 
9

23. Hình lăng trụ ABC.A B C" có dáy ABC là tam giác vuông tại A, AB = 3 
ỈÌC = 5, hình chiêu cùa B ’ trên mặt phấng (ABC) là tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC, góc giữa mặt phẳng (ABB'Af) và mặt phàng ABC bàng 60°. 
Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp B ’.ABC.

A.
73>/3 B.

73\[ĩ
c. 73n/ó

D.
16\[ĩ

24,

48 24 48 24
Láng trụ đứng ABC.A'B'C  có đáy /4/?C là tam giác vuông cân tại A 
AB = 1. góc giữa A 'C và mặt phăng ABC bằng 60°. Tính diện tích mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp c ABB A .

A.
5^ B. 5^r; c

5 K
D. 5/r
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25. Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A, B, Afí -  BC '  Ị.

AD — 2; mặt phăng (SAD) vuông góc với (ABC D) và tam giiìc SAD đêu.
I inh bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC.
. ^ 3  -  r  n  s

A< 2 ’ B- ^ ; C- ^ ; 2 '

26. Hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A va AB — 1; các
cạnh bên cùng tạo với đáy góc 60°. Tính diện tích mặt câu ngoại tiêp hình
chóp S.ABC.

27. Một bóng đèn huỳnh quang dài 120cm, đường kính của 
đường tròn đáy là 2cm được đặt khít vào một ổng giây 
cứng dạng hình hộp chữ nhật (hình bên). Tính diện tích 
phần giấy cứng dùng để làm hộp (hộp hở hai đầu và 
không tính lề, mép).
A.96cm2 ;
B. 960cm2; 
c. 9600cm ;
D. 96 OOOcm2.

28. Một tấm kim loại dạng hình hộp chữ nhật dày a  cm, đáy 
là hình vuông cạnh b cm. Người ta khoan thúng tẩm kim loại đó bởi 4 lỗ 
khoan dạng hình trụ mà tâm của mặt 4 lỗ khoan trên một mặt đáy tạo thành

hình vuông. Cho biết đường kính lồ khoan là c (mm). Tính tỉ số thể tích —

( V là thể tích tấm kim loại, V\ là thể tích 4 lỗ khoan)

A. 100 ; B. 1000 ; c . 100;  D. 1000.
nc nc nb nb 1

29. Một khối lập phương có cạnh lm chứa đầy nước. Đặt vào trong khối đó một 
khối nón có đỉnh trùng với tâm một mặt của lập phương đáy khối nón tiếp 
xúc với các cạnh của mặt đối diện. Tính tỉ số the tích của lượng nước trào ra 
ngoài và lượng nước của khối lập phương.
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tròn lớn cua mồi nua hình cầu. Tính ti số thô t.vvi „u'" ■ 1 • 11 - '
• cá khối gồ p n cc 11 ^  cua khôi êô

A ỉ : B- r  C . I ;  D. ì
Cho diêm A  và duờnu thănư d  khôno Í11IÍ» 1 V í i  '  -  X - , , „ ,

3 ; , . • 4  -r . H qua A- Xcl các mặt cầu có tàm thuộc d
và di qua diem Ắ  l rong các mệnh dề sau dây, tim mệnh do dung.
Ạ. C ae  m ạ t  cull d o  ch i di cỊua m ô t  đ ic m  cố đ ị n h ’ Ị

B. Các mặt cầu dó chi đi qua hai diổm cố dịnlv

c . Cíic mạt cau do Ilion cli cỊua một đường tròn cố định'
I). Ca ha mệnh đò trôn dều sai.

32. Cho tứ diện ABC D nội tiếp một mặt càu mà ADR -  BIX' = CDA = 90° Tỉm 
một đường kính của mặt cầu dó.

A . A B :  B. BC ; C.C A;

D. D D ’ trong dó DD ' = 3 D ỏ  với G là trọng tâm của tam giác ABC.

33. Cho mặt phăng (/’) và diem .S’ nầm ngoài ( /’). Gọi /1 là diem cố dịnh thuộc 
(/’) sao cho SA không vuông góc với (/>). Một dường tháng í/thay đồi nằm 
trong (/’) và di qua /1. Tìm tập hình chiếu / / c u a s  trên d.

A. Một mặt cầu ; B. Một mặt trụ ;

c . Một mặt nón ; D. Một dường tròn.
34. Cho diem A cố định thuộc mặt càu (.S’). Ba dường thăng thay dôi di qua A, đôi 

một vuônu góc và cắt (.S') tại các diêm II c, I) khác A. Xót hình hộp dựng tren 
ha cạnh All  AC, AD. Trong các mệnh dề sau dây, tìm mệnh dê đúng.

A. ỉ lình hộp dó có một d ườn li chéo cổ định ;

B. Hình hộp dó có hai đường chéo cố định ; 

c. ỉ lình hộp dó có ba dường chéo cô dịnh ;

I). Hình hộp dó không có đường chco nào cô dịnh.
» . Cho hình chóp tứ giác đều S.AỈĨC 'D có các cạnh cùng bàng 1. Tính bán kính 

mặt cầu nội tiếp hình chóp đêu dỏ.

• ẵ  ' t ĩ  r  : D. —  -
2o T S )  '' B- 4ÔTV3) ; 2(1 + V3) M U  S i '

(’Vi ỷ: Mặt càu nội tiếp hình chóp dều nếu nỏ tiếp xúc với các mặt bên và 
. liÊp XÚC với mặt dáv tại tâm cùa dáy.
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36. Cho hai dường ihàng song song ct và b- Gọỉ ( D  va í f~^ Ia . ‘ phang
.hay đôi lằn l im  qua ạ và M m  l ợ i  Ki hiệu giao tuyén cua (P) và ( ặ
là c. Trong các mệnh đề sau đây, tìm mệnh đe đung.

A. c thuộc một mặt phảng cố định ; B. c thuộc mọt mạt trụ  ̂

c .  c thuộc một mặt nón cố định ; D. Cà 3 mệnh đe tren đc

37. Cho hai điểm Ẩ, B cố định và phân biệt. Điểm M  thay đổi trong không gian 

sao cho MAB = 30°. Trong các mệnh đề sau, tim mệnh đe dung.

A. M  thuộc mặt cầu cố định ; B. M  thuộc mạt trụ co đinh ,

c .  M  thuộc mặt nón cổ định ; D. M  thuộc mặt phang co đinh.

38. Một hình nón có bán kính đáy r = 1, chiều cao I . Kí hiệu góc ở đỉnh của

hình nón là 2 a  . Trong các mệnh đề sau, tìm mệnh đê đúng.

3 3 ^ ^ 1A. s in a  = -  ; B. cosa  = -  ; c .  tana = — ; D. c o t a - - .
5 5 5 5

39. Xét các hình hộp nội tiếp một mặt cầu bán kính R. 1 rong các mệnh đê sau,
tìm mệnh đề đúng: tồng độ dài các cạnh của hình hộp lớn nhât:

A. Khi hình hộp có dáy là hình vuông ;

B. Khi hình hộp là hình lập phương ;

c . Khi hình hộp có các kích thước lạo thành cấp số cộng có công sai khác không ; 

D. Khi hình hộp có.các kích thước tạo thành cấp số nhân với công bội khác 1.

40. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng 1. Xét điểm M  trong không gian mà 
MÁ1 + MB1 + MC2 + MD2 = 2. Trong các câu sau, tìm câu đúng.

A. M  thuộc một mặt câu có tâm là trọng tâm tam giáe ABC  và có bán kính —  '
2

B. M  thuộc một mặt cầu có tâm là trọng tâm tứ diện A BCD và có bán kính —  •
4

C. M thuộc một mặt cầu có tâm là trọng tâm tứ diện ABC D và có bán kính —  •

D. M  thuộc một đường tròn có tâm là trọng tâm tam giác A B C  và ró  bán 

k í n h ^ .

106



41

42

43,

44,

45.

46.

47.

Cho hai điểm A R fÁ X,.
, , „ ^ 5  ■ ột đườnê  thẳng / thay đổi luôn đi qua /í và

c á c h  Æ  m ộ t  k h o ả n g  —  T i m  l ô  u „
2 •p họrp hlnh chiếu / /  của 5 trên /.

A. Một mặt phăng ;
n  A/t". ~ Mot  măt tru ■c .  Một mặt nón • ’

D. Một dường tròn.
Một hình trụ có bán kính ítev 1 4 . r-
thay đoi vê vi trí sao cho kh ’ T e ca0 • Một đoạn ë AB
thuộc hài đuS ìg  tròn đáy của hình t Tgiừa/ f  và ° 0 ' ^ ô n g  đối, ơ đó A, B 

. ' y n‘1 trV- 1 ì™ tập họp trung điểm / của A B.
A-Một mạt trụ ; B. Mọú mặ.càu;
c .  Một dường tròn ; D. Một mặt phảng.

 ̂ h(’ ll! "llcn ^eu ^  Cí) cạnh băng I. Gọi B \ C", /) 'lần  lượt là trung diểm các 
cạnh AB, AC, AD. Tính bán kính mặt cầu đi qua các điểm B, c, D, B \ c \  D

A. B.
v n c. s f ñ

D.
'11

8 4 8
Cho hình nón sinh bởi tam giác đều cạnh 1 khi quay quanh đường cao của 
nó. Xét một khôi câu có thê tích băng thê tích khối nón. Tính bán kính của 
khối cầu.
no. Xet một khôi câu có thê tích băng thê tích khôi n 
khối cầu.

A. M  ; B. M  ; C.
4 8 2

Một cái xô bằng inox có dạng như hình vẽ. Các kích 
thước (tính cùng đơn vị dài) cũng được cho kèm 
theo. Tính diện tích xung quanh của cái xô.

A. 36. 40ft  ; B- 27. 40;r ;

D. 2Ü
8

A. 350 /r; 

c. 450n\

B. 400/r 

D. 500/T.
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48.

49.

5«,

51

52,

. ... ,-.u 2 chu vi 6. Cho hình dó 
Một hình chừ nhật AIỈC'D với Aỉì > AD  có diện ticl 1 '

. ■ ì ' urmiü ửnu M» ' 2- 1 »nn l i
quay quanh AB, AD dược khối tròn xoay có the tict

¿ ỊỊ

A. 2 : B. 3 C. 1 : 

2AB, M ì

D.

Cho hình ÁìiCD có CD = 2,-l/i. <10 "  f; 
lì(' -  h quay quanh ỈÌC. rinh tlìổ tích cua khôi
tròn xoay tạo thành.

A. A n a h  ;

B. 2na2:

1

D. n a h .

Cho hình vuông ABCI) nòi ticp dường tròn (). bán kính R. A/AI  lũ tam giac 
dều nội tiếp dường tròn dó, A/.Y song song với AB. Cho hình vẽ đó quay 
quanh dườnu thăng OP. Kí hiệu Vị. í 2. Vị là thè tích khối tròn xoay do hình 
vuông, hình tròn, hình tam giác đều tạo thành. 1 ìm càu dúng.

A. ỉ \  = r2+ Vi', B. Vì = v2 + V \ ;
c . r r  = r 2 . r 3 : D. r?2 = ỉ 2 . Vị.

Cho hình thang AHCD vuông tại A, B; () là đicin thuộc AB  mà OB  -  2 OA.

OA = 1. C Y = 60° v à lam giác COD vuông tại (). Kí hiệu Vị. v 2 là thố tích 
các khối tròn xoay do tam giác OBC. OAD quay quanh đường tháng AB. 
Tim câu dúng.

A. f 'i -  72 ỉ 2 ; B. ỉ 2 = 72 T | ; c .  ỉ'i — 36 ĩ 2 ; I). Ị 2 = 36 í V

Cho hình lập phương có cạnh 1. Một hình nón có đinh là tâm một mặt cua 
lập phương, dáy hình nón ngoại tiếp mặi dổi diộn với mật chưa dinh Kl 
hiệu I) là thê tích hình lập phương. ự2 là thỏ tích khối nón. Tim cau đung.

A. ỉ 2 = -  I I « l 2 ~ —7t I I ; c .  V-> = ~ỵr ự. • n  I- ^ n \r 
4 6 3 ’ Ư. í 2 -  — » 1'

55.

¡6.
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53. sòm  một phần có dạng hinh trụ
nhan còn lai có dant» hình n n n  „u_ »

54.

phần còn lại có dạng hình nón, các kích thước cho : 
trên hình vẽ (dơn vị đo là dm). Tính thể tích của 
khối dụng cụ đỏ.

A. 490;r ; 
c . 49 000 /r;

B. 4900/r;
D. 490 000 /r.

Cho khối hình hộc có dạng hình bên, các kích thước đã 
ghi (cùng đơn vị đo). Tính thể tích của khối đó.

A. k 2

c. k 2

B. J ĩ 2 \ -  ; 
5

D. /r24. - .

55. Một cái bồn chứa xăng gồm hai nửa 
hình cầu và một hình trụ (như hình 
vẽ). Các kích thước được ghi (cùng 
đơn vị dm). Tính thể tích của bồn 
chứa.
A. tt42.35 ; B. 7ĩ 45.32 ;

42 _ 45
c  K  —  •• D. K . - r r .

56. Hình khai triển của mặt xung quanh của một hình 
nón là một hình quạt, bán kính hình quạt la /, so
đo cung là 120 . Gợi 2ữf là góc ớ đinh cua hình 

nón. Tính íana.

A —  • B. \Ỉ2 ;
2 ;

V2
c . 2n/2 ; D- 4
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_______  , Rr c ó A C =  1. BC =  } '  ACB = 120°
57. Hình lăng trụ đứng ABC. A 'B 'C , đay ' J£ng trụ đã cho.

cạnh bên bằng 2. Tính diện tích mặt cau n&° ' 40;r

A. 40 ;r ; B. —  ; C’ ; 2Q7
3 * h 1 S c ĩ >= 120 ’ vuông

58. Hình chóp S.ABCD có ABCD  là hình thoi cạnn I , ^  bá“

góc với mặt phẳng (ẠBCD), góc giữa s  va
kính mặt cầu ngoại tiếp SBCD.   /77

,— JĨ3 r  V u  • D.
A. VĨ3 ; B. ^  ; c  2 8

4 Ị

59. Hình chóp S.ABCD có đáy /ấ£C£> là hình thoi cạnh 1, /í =  60 , SA = 2 , tam

giác vuông tại s  và mặt phẳng (SAB) vuông góc với m ặt phăng
(.ABCD). Tính diện tích mặt cầu ngoại tiêp SABD.

A 4* . R 47r . c — ■ D- — •A. —— ; o. —  ; s ’ -7
27 9 6 J

60. Hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng 1, chiêu cao h — 2. Tinh ban kinh
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp.

7 7 _ 13 „  13
A. — ; B. —  ; c .  ; D -  ̂ •

'  6  1 2  1 2  6

61. Hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh đáy 1, chiều cao h -  2. Tính bán kính 
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó.

A. — ; B. — ; c . -  ; D. —.
8 4 8 4

\Ỉ362. Hình chóp tứ giác đêu S.ABCD có cạnh đáy băng 1, chiều cao h -  —— Tính
2

bán kính mặt câu nội tiêp hình chóp đó.

A. V3 ; B. 4  ; c .  ậ  ■ D. £
. 4  6

63. Hình nón có bán kính đáy 1, chiêu cao h = 2. Tính bán kính mặt cầu nsoại 
tiếp hình nón đó.

A f ; B i ; , c ỉ ; D' f
64. Hình nón có bán kính đáy 1, chiều cao /7 = 2 Tính v>án 1'ír.u, . 7  ; ;  1 mn oan kinh mặt câu nội tiêphình nón đó. V V r

A _ J Ỉ__ • B __ _ • 0  4 4
1 + V5 ’ 2 + V5 ’ 1 + V5 ’ D - 2 + V 5 '
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£5. Xct cac hình hợp nhạn mặt câu bán kính R cho trước làm măt cầu ngoại tiếp.
Trong các câu sau, tìm câu đúng. ■

A' Diỉn_tí h ÍOàn ph^n của hình h?p lớn nhất khi hình hộph = 7  n r  = .  ■1

66. Hình chóp S.ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi cạnh 1, BAD = 60°, (S D Q
và (SA D ) cùng vuông góc với (ABCD ), góc giữa s c  với mặt đáy ABCD
băng 45 . 1  ính diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SBCD.

A. I n  ; B. —  ; c .  —  ; D. — .
2 4 3

67. Hinh chóp S.ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi cạnh 1, BAD = 60°, (SDC)
và (S A D ) cùng vuông góc với (.ABCD), s c  tạo với (ABCD) góc 45°. Tính 
thể tích khối cầu ngoại tiếp SABC.

2n  „  4 7 T  _  8 / r
A . ~ ;  B. 27T ; c. y  ; D. Ỷ .

73
68. Tứ diện SABC  có hai tam giác SBC, ABC  đều cạnh \ , S A  = Tính bán

kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC.

r— yf\3 n  VĨ3 VĨ3
A.>/Ĩ3; 4̂  ’ D- f -

59. Hình chóp có A B C  là tam giác mà AB = 1, i4C = 2, &4C = 60°,
vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi B\,C \  là hình chiêu của A trên SB, 

s c  Tính diện tích mặt cầu qua các đỉnh A, B, c, B\,Cị.
A 1 f\ĩT : B.’ l2 n \  c .  8/r ; D. 4n .

70.

A. 16n ; o. _
Hình chóp X///?C có SA vuông góc với 04£C), AB = 1  ^ £ - 2 *  = « ’
B Cị  là hình chiếu của A  trên SB, sc. Tính bán kính mặt câu đi qua ,

B u  Cu
y / ỹ ^ Ị c õ s a  . 3

2 \ / 5 - 4 c o s «

A. — 7=^-7- — ’ ' V 3sin«
V 3 s i n ơ  ___________

/7— _  >/5 — 4 cos «
V 5 - 4 C O S Ớ T  t £ )  _ ------- -------------

c .  — 7=■ ’ 2sin<2
V2 sin «
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71 X •'  > t - M ß  = j r  = 1 BAC -  120°. Cho miền tam giác đóTam giác ABC cân tại A. A B -  A C -  i. B A t  tỊ~h "ác khối tạ0 -  ™
lân lượt quay quanh AB , BC. Kí hiệu I I, h

, V  
Tính ti sô — .

2 J3 ^r  r  r  y l  ■ D. — .
A. V3 ; B. 2V3 ; 2 4

m  -r -  = BAC = ex . Cho miền tam giác đó72. Iarn giác ABC cân tai A , /íơ -  AC -  I, T' u •
I /ID D/^ I/' '  U*A T/ Í/ Iq th ể  t í c h  c á c  k h o i  t ậ o  thcinh. T in h  ti quay quanh AB, BC. Kí hiộu Vị, V2 la tne u m  c

; ỶL S Ô  —  .
K

A • a  O o • a  . r  ' ís in — • D. 4 s in  — .A. s in --  ; B. 2 s in— ; js in  0 ’ 9
2 2 2

73. Tứ diện A BCD cỏ AB = AC = y¡2 , DB = DC = y ß , BC  = 2. Góc giữa 
(v4Z?C) và (DBC) bàng 45°. Hình chiếu f /củ a  /í trên (£>5C) và D về hai phía 
của DC. Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD.

r= 5 ^ 5  5^5 _  ^ 5 ^ 5
A. 5V57T ; B. ; c .  - ~ - n  ; D - 6

74. Hình lăng trụ /4ÆC. C  có đáy ABC  vuông cân tại A, AB = 1, chiều cao 

bằng — . điểm A ' cách đều ba điểm /4, Æ, c .  Tính diện tích mặt cầu ngoại 

tiếp A 'ABC.
A 8n  . n  4zr ̂  16;r _  32;rA. —■ ; B. —-  ; c. —— ; D. —-

3 3 3 3
75. Ba tia Ox, Oỵ, Oz đôi một vuông góc. c  ì à  điểm cố định trên Oz, c  ị  0; 

A, B là hai điểm thay đổi trên Ox, Ọy sao cho OA2 + OB2 = k2 (k cho trước). 
Kí hiệu (S) là tập họp tâm các mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC. Trong các câu 
sau, tìm câu đúng.
A. (<S) là mọt mạt trụ ; B. (̂ 9) là một mặt phẳng ;
C. (S) là một đoạn thẳng ; D. (S) là một cung tron ■

76. Ba tia Ox, Oy, Oz đôi một vuông góc. c  là điểm cố đĩnh trên Oz, c  ị  Ọj
A, B là hai điêm thay đôi trên Ox, Ọy sao cho OA + OB = o c  Kí hiệu (S) là
tập hạp tâm các mặt câu ngoại tiếp tứ diện OABC Troné các câu sau, tìm 
câu đúng. 6

A .W  là một mặt phàng; B. (.V) là một mạt trụ ; ■
C M  là mộ. đoạn thảng; . ]} (.9) là tiíọt cung iron.
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<7 7 . B a  t i a  O x, O y , O z  đ ô i  m ô t  v u ô n g  RÓC c  l à  đ i p m  nk A' u t '  iO A -i
n c  =  1 ■ A R tVìnv AẲ- l ^  X iem cô đ?nh trên ỠJ, đăt

K5t J  KÁ u u ên ° x’ ° y, sao cho OA + OB = o c  Tìm gia tri be 
nhất của bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC.

A. — ; B —  • r  ^  r
4 3 ; 2 ’ D-

78. Hình chóp tứ giác đều S.ABCD  có cạnh đáy bằng 1, chiều cao h bàng — . 

T ính ti sô thê tích khối cầu nội tiếp và thể tích khối chóp đã cho.

A ' 4 ; B - f ;  c . f ;  D . f .

79. Hình chóp đều S.ABCD  cạnh đáy bàng 1, chiều cao bàng 1. Tính tỉ số thể
tích khôi câu ngoại tiếp hình chóp và thể tích khối chóp đã cho.

A 2 7 _ .  T, 27  _ _ 27  „ 2 7A. — t t ;  B. —  ít ; c .  ~ n  ; D . —
2 4 8 16

80. Hình nón có bán kính đáy bằng 1, chiều cao bàng 2sJĨ . Tính tỉ số thể tích
khôi cầu nội tiếp khối nón và thể tích khối nón.

A. —; B. -  ; c ,  -  ; D.
2 3 4 5

81. Hình nón có bán kính đáy bàng 1, chiều cao cũng bằng 1. Tính tỉ sổ thể tích
khối cầu ngoại tiếp hình nón và thế tích khối nón.

A . 2 ;  B. 3 ; > . . c .  4 ;  D. 5.

82. Hình nón có bán kính đáy bằng 1, chiều cao bằng 2V2 . Tính tỉ số thể tích
khối cầu nội tiếp và thể tích khối cầu ngoại tiếp hình nón.

1 8 27 D 64
A ' 7 2 9  ’ '  7 2 9  ’ ' 7 2 9  ’ ' 7 2 9  ■

83. Xét các hình chóp íam giác đều nội tiếp một mặt cầu bán kính R cho trước.
Khi thể tích khối chóp đạt giá trị lớn nhất, tính đường cao của nó theo R.

4 « .  B. —  c .  — ; O.R.
3 3

ác hình nón nội tiếp một mặt cầu bán kính R cho trước. Khi thê tích 
lối nón đạt giá trị lớn nhất, tính bán kính đáy của nó theo R.

3
84. Xét các

của khối nón đạt giá trị

2RyỈ2 p w 3 . D Ĩ 2H
A. ——— : ~ z  > 1
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85. Đặt 3 viên bi có dạng hình cầu có cùng kích thước vao mọt cai họp hình trụ 
sao cho viên bi thứ nhất tiếp xúc với một đáy, viên bi thư ba tiep xúc với 
đáy còn lại của hình trụ. Cho biết đáy hình trụ bằng hình tròn lớn viên bi. 
Gọi V I là thể tích khối trụ, V2 là tổng thể tích của ba viên bi. Tính tỉ sô thể
tích giữa V\ và v2.

86. Một hình trụ có bán kính đáy 1, chiều cao 2. Một mặt câu tiep xuc với hai
đáy hình trụ. Kí hiệu 5 ,,  S 2 lần lượt là diện tích xung quanh hình trụ, diện

tích mặt cầu. Trong các hệ thức sau, tìm hệ thức đúng.

A. S 2 = S ị \  B . s 2= - s t \ c . s 2= | s , ;  D . s 2= | s , .

87. Cho hình nón đỉnh s, tâm đáy là o,  góc ở đỉnh 120 . Trên đường tròn đáy,
lấy một điểm A cố định và điểm M  di động. Tìm sô vị trí của M  đê diện tích
tam giác SAM  đạt giá trị lớn nhất.

A. 1 ; B. 2; c. 3; D. Vô số.

88. Trong các mệnh đề sau, tìm mệnh đề đúng.

A. Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn nằm trong hai mặt phẳng 
cắt nhau;

B. Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn nằm trong hai mặt phẳng 
song song;

c .  Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn cắt nhau;

D. Có duy nhất một mặt cầu đi qua hai đường tròn cắt nhau tại hai điểm 
phân biệt và không cùng nằm trong một mặt phẳng.

Ill Gơl Ý - HƯỚNG DẨN GIẢI - ĐÁP ÁN
B

Gợi ý  - Hướng dẫn giải

Câu 35. Xét mặt phẳng (SMN), M, N  là trung điểm hai cạnh đổi diện của đáy, 
bán kính mặt câu băng bán kính đường tròn nội tiểp tam giác iSiV/TV. Sư 
dụng công thức diện tích tam giác s  = pr.



câu 58. A !à tâm dường tròn ngoại tiếp tam giác ỈÌCD.

Cáu 59. P ỉ ỉ  là trục cùa dường tròn ngoại tiếp tam giác SAB (//  là trung điêm AB). 
Bán kính mặt cầu bàng bán kính dưcmg tròn ngoại tiếp tam giác ABD.

Câu 60. Tính R bơi công thức A ỉ ỉ 2 = h{2R -  h), hoặc R = ( / /  là chân
2.S7/

dường cao hình chóp, SH  = /?).

Câu 62. Xcm hướng dẫn câu 35.

Câu 63. Bán kính mặt cầu bàng bán kính dường tròn ngoại tiếp tam giác cân có 
cạnh dáy băng dường kính cùa dáy nón, chiêu cao tương ứng băng 
dường cao hình nón.

Câu 64. Bán kính mặt cầu bầng bán kỉnh dường tròn nội tiếp tam giác cân có 
cạnh đáy bàng đường kính của đáy nón, chiều cao tương ứng bằng 
đường cao hình nón.

Câu 66. R2 = R,2 + ^ — (R , là bán kính dường tròn ngoại tiếp tam giác BCD).
4

Câu 67. D là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Câu 68. Thể hiện hình vẽ bằng một trong hai cách:

Cách I: c  là đỉnh thi CA = CB = c s  và tam giác ABS càn.

Cách 2: s  là dỉnh thì (SAM) là mặt phẳng trung trực của BC (A/ là trung 
điểm của BO). Gọi AD là đirờng kính của đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC  thì R mặt cầu bằng bán kính Rị của dường tròn ngoại tiếp tam

giác SAP,  tính R , bơi định lí sin trong tam giác.

Câu 69 Tam giác ABC  vuông ớ B, AC là dường kính mặt cầu.

Câu 70 Bán kính mặt cầu bằng bán kính R , cùa đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC  tính Rị bởi định lí sin trong tạm giác.
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Câu 71. Vị = - k CH2.AB(CH -L AB) ; V2 = Ịị ĩ ĩAK2.BC (AK -L BC)

Câu 73. Tính AD vàcỏ ABD = Ấ c b  = 90°.
•, ơ tVi.inc đường tròn tâm ỡ , bán 

Câu 75. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAũ tnuọc u

kính - ,  tâm này là hình chiểu của tâm mặt cầu trên mặt phang (Oxy).
2

„  • n A n  thnnc đường trung bình củaCâu 76. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB tnuọc auu e
tam giác cân OA ịB\ mà OA I -  O B I = o c .

Câu 78. Xem hướng dẫn câu 35.

Câu 80. Xem hướng dẫn câu 64.

Câu 82. Xem hướng dẫn câu 63.

Câu 83. Trong hình chóp đều có A H 1 = h(2R -  h) (H là chân đường cao hình 
chóp, A là một đỉnh của đáy)..

Câu 84. Trong hình nón có hệ thức r 1 = h (2R -  h), r, h tương ứng là bán kính 
đáy và chiều cao hình nón.

Câu 87. Diện tích tam giác SAM\ỞW nhất khi và chỉ khi sin ASM lớn nhất.

Câu 88. Xét quan hệ hai trục của hai đường tròn.
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Đáp án

Câu
Đáp
án

Mức
đô

1 B 1
2 D 1
3 c 1
4 D 1
5 B 1
6 c 1
7 B 1
8 A 1
9 D 1
10 A 1
11 c 1
12 D
13 A 1
14 B 1
15 A 2
16 A 1
17 B 1
18 A 1
19 A 1
20 D 1
21 A 2

22 A 2

23 A 2

24 B 2

25 D 2

' 26 c 2

27 B 2

28 A 2

29 A 2

Ị  30 A 2

Câu Đáp
án

Mức
đô_i

60 c 3

61 A 3

62 D 3

63 D 3
64 A 3
65 c 3
66 D 3
67 c 3
68 D 3
69 D 3
70 D 4
71 A 3
72 B 4
73 D 3
74 A 3
75 D 4
76 c 4
77 A 3
78 B 4
79 D 3
80 A 3
81 C 3
82 D 4
83 A 4
84 A 4
85 A 4
86 A 4
87 B 4
88 D 4

Câu Đáp
án

Mức
độ

31 c 2
32 D 2
33 D 2
34 A 2
35 A 3
36 B 2
37 c 2
38 A 2
39 B 2
40 B 2
41 D 2
42 c 3
43 c 2
44 A 2
45 B 2
46 B 2
47 A 2
48 D 2
49 D 2
50 c 2
51 A 2
52 B 2
53 A 2
54 A 2
55 A 2
56 D 3
57 B - 3
58 c 3
59 D 3

.
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Chương III. 
PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN

■  ■

I. KIÊN THỨC VÀ KĨ NĂNG CAN thiết

1. Kiến th ứ c

Tọa độ của điểm, của vectơ trong không gian
• Biết hệ tọa độ trong không gian Oxyz, ba trục tọa độ Ox, Oy, Oz, ba mặt 

phẳng tọa độ Oxy, Oyz, ơzx. Hệ toạ độ đó cũng được viêt \à (0 , i , j , k ) ,  ba

vectơ7,y,& theo thứ tự là vectơ đơn vị trên trục Ox, Oy, Oz.

Điểm M  ộc, y, z ) hay M  = (x, y, z), có nghĩa OM = xi + y j  + zk  .

Vectơ u (x ,y , z ) hay ũ = (x , y , z ) ,  có nghĩa u = xi + y  j  + zk .

• Biết phép cộng vectơ và nhân vectơ với một số vê phương diện tọa độ 
(tương tự trong mặt phẳng).

Biết diễn tả một số sự kiện hình học nhờ vectơ gốc o  (từ đó chuyển sang tọa 
độ) như :

-V ới hai điểm tùy ý A, B ta có AB = O B - O A  ;

- Cho hai điểm phân biệt A, B thì điểm c  thuộc đường thẳng AB  khi và chỉ 

khi có số k sao cho AC = kA B ,  tức là O C - O A  - k ự ) B - O A )  và vì vậy 

Õ c  = ạ  -  k)OA + k O B . Ngoài ra điểm c  đó thuộc đoạn AB  khi và chỉ khi số k 
thỏa mãn 0 < k < 1. Điểm c  là trung điểm của đoạn AB (A khác B) khi và chỉ khi

, 1 ÕĂ + Õ B .k -  — , tức là o c  = ------------;
2 2

• Sử dụng thành thạo tích vô hướng của hai vectơ, mô đun của vectơ về 
phương diện tọa độ. Biết tính khoảng cách giừa hai điểm khi biết tọa độ của chúng.

Nhận thấy ngay khoảng cách từ điêm M(x, y, z) đến mặt phẳng Oxy là -Ị>

đến mặt phẳng O yz  là X , đên mặt phăng Ozx  là ị y ị ; đến trục tọa độ Ox
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ợ ^ d ấ u r ụ c  Oy  là • Ị 7 7 7  , đến trục O: là l Ị T T ỹ í  ; đén gốc tọa độ o

l à j x ỉ +  r 2 + z ỉ .

.  Biết sử dụng tích có hướng (hay còn gọi là tích vectơ) của hai vectơ 

'uự , y , z ) , u X x \ y \ z ' )  là vectơ kí hiệu [w,w'], hay u A u ' . Nó có tọa độ

*  y  

X ' y
, trong đó (định thức cấp hai)

a b
Ia ' b' -  a b ' -a 'b  (a, b, a \

b' là những s ổ ) ; khi u,u '  khác õ thì vuông góc với u,u'  và nó khác 0 khi

và chỉ khi w,w ' không cùng phương.

Chẳng hạn với ba điểm A, B, c, \ j iB ,A C  * õ khi và chỉ khi ABC là một tam

giác, tức A B ,A C  không cùng phương. Khi đó nó là một vectơ khác õ vuông góc 

với AB,AC . Suy ra khi AB, A C *  õ , ba vectơ AB, AC , 'Ãb đồng phẳng (chúng

có phương song song với một mặt phẳng) nếu và chỉ nếu AB,AC .AD = 0.

Phương trình của m ặtpltẳng

• Sử dụng thành thạo phương trình mặt phẳng đi qua điểm A0 = (x0, 2o),
nó có dạng ^ í ( x - x 0) + 5 ( y - ^ 0) + C ( z - z 0) = 0 , trong đó n = (A ,B ìC )*Q  là một
vectơ pháp tuyến của mặt phẳng và phương trình tổng quát của mặt phẳng là:

Ax + By + Cz + D = 0, vế trái của phương trình là n .IM , M  -  (x, y, z), /  là một 
điểm tùy ý thuộc mặt phang.

Biết ý nghĩa hình học của sự triệt tiêu của mỗi hệ số trong vế trái phương 
trình tống quát của mặt phang.

, ■> X  y  z
Biêt phương trình theo dang chăn của măt phăng — + — + — = 1.

a b c

Biết biện luận về vị trí tương đối của hai mặt phẳng theo các hệ số của 
phương trình tổng quát của chúng (trùng nhau, song song, vuông góc), biêt tính 
sóc giữa hai mặt phẳng.

• Sử dụng thành thạo công thức tính khoảng cách từ điểm M i(x[, y  1, z i) đôn

mặt phẳng có phương trình Ax  + By + Cz + D -  0 là —X| -.
\JA2 + B + c
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Phương trình của đường thẳng

• Sử dụng thành thạo phương trình tham số của đường thang :

x -  xũ + at
y  = y0 + bt

Ă o  (Xo,  y o ,  z q) là một điểm thuộc đường thẳng, u  =  ( o , b , c ) *  0  la mọt vectơ chỉ 
phương của đường thẳng, t là tham số. Phương trình tham sô dạng vectơ là 
AqM = Cu, hay OM = 0 \  + t u .

Khi abc & 0, đường thẳng trên có phương trình chính tăc

x ~*0 = y - y ọ  = z ~ z0
a b c

Đường thẳng còn cỏ thể coi là giao của hai mặt phăng căt nhau

ịAx  + By + Cz + D = 0 . ~ D r i  ' ỉì' r '  11 u"{ (hai vectơ n -  ổ, Q, n -  (A , B , c ) không

cùng phương); một vectơ chỉ phương của đường thẳng này là n, n ' .

• Biết biện luận về vị trí tương đổi của hai đường thẳng theo các hệ số của
phương trình tham số của chúng (diễn tả bàng tọa độ điều kiện vê các vectơ chỉ 
phương của chúng với một vectơ nối hai điểm của chúng) : khi nào chúng trùng 
nhau, song song, cắt nhau, chéo nhau, vuông góc; biêt tính góc giữa chúng.

• Biét biện luận về vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng theo các 
hệ số của các phương trình của chúng (diễn tả bằng tọa độ điều kiện về các vectơ 
chỉ phương, vectơ pháp tuyến cùng với một vectơ nối hai điểm thuộc chúng): khi 
nào đường thẳng nằm trong mặt phẳng, song song, cắt nhau, vuông góc; biết tính 
góc giữa đường thăng và mặt phăng.

Phương trình của mặt cầu

• Sử dụng thành thạo phương trình mặt cầu tâm I  Oo, yo, z0), bán kính
R ( > 0): (x -  x0 Ý + (y -  y 0 Ý + (z -  z0 f  -  = 0 và biết rõ ngược lại, phương trình

X 2 + y 2 + z 2 ~ 2 ơ x - 2 b y - 2 c z  + d  = 0 là phương trình mặt cầu nếu 

a 2+b2+c2- d  >0,  và khi đó nó có tâm / = («,fe,c), có bán kính

R = y/a2 +b2 +cl - d  ; nên nhớ rằng vế trái của phương trình biểu thị IM2' RĨ' 
trong đó M  ~ (x, y, z).
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.  Hình dung được, phác họa. vẽ dược nhanh hệ tọa độ gắn với nội dung càu 
hỏi (không cân quá cân thận, ti mi vì ở đây bài toán xét trong không gian, hình vè 
chù yếu dê giúp hình dung bài toán).

Ví (lụ /. Xát hình lập phương ABCD.A 'B'C'D' *
CỎA (0. 0. 0). B -- (I, u, 0), D -= ị(l 1, 0). A '  -  (0, 0. ì).
'lĩm tọa độ CHU đinh ( ".

A. (1, 1,0) ; B. (0, 1 , - 1 ) ;

c.(0, 1, 1) ; D. (1, 1, 1).
Hướng dan giúi: Chọn D vì hình lập phương có 

các mặt bên đi qua A là các mặt phẳng tọa độ, C" là 
dinh đối diện của A nèn c  phải có hoành độ cùa /?, B
cò tung dộ của D và cao độ của A \  Có thê coi càu >'
hỏi ớ cấp độ "thông hiểu".

Vỉ dụ 2. Tập các điếm cỏ tọa độ (x, y, z) sao cho - l  < X  <3,-  \ < y  <3,-  \ < z <3 
là lập cúc điếm cùa một khối đa diện (lồi) có một tâm đoi xứng. Tìm tọa độ cua 
lâm đối xứng đó.

2. Kĩ năng

A. (0, 0, 0 ); B. (2, 2, 2); c . ( l ,  1, 1)
1 1 1

( 2 '  2 '  2 y

Hướng dẫn giai: Chọn B vì dễ thấy khối đa diện đó là một khối lập phương 
có các mặt song song với các mặt phăng tọa độ, tâm có hoành độ (tung độ, cao độ)

là = 2. Có thể coi câu hỏi ở cấp độ "thông hiểu".

Ví dụ 3. Cho đường thãng có phưong trình X  = y  = / - 2.
Tim khoang cách lừ điêm A = (1,0, 0) đến đường thẳng đó.

1 ^  1 ^  V2

A- 1; B- v2  ; } y  / 3 '
Hưởng dẫn giai: Chọn D vì đường thẳng đã cho di 

qua điểm B = (1, 1,0), điểm c = (0, 0, ]), tam giác ABC là 
tam giác vuông, khoáng cách cần tìm là dường cao của nó

(hai cạnh góc vuông là 1 và \Ỉ2 ). Có thể coi câu hỏi ớ câp 
độ "vận dụng (thấp)".

• Nhờ nắm chắc ý nghĩa hình học của các hệ số của phương trình mặt phăng, 
dường thắng, vế trái cứa phưong trình tồng quát của mặt phăng... có thê diên ta 
nhanh chóng các dữ kiện cũng như yèu cầu cùa các câu hoi trăc nghiệm.
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'  _ V 1 Ạr -Ị- ỊỊy -t- Cz + D 0 va
Chảng hạn: Cho mặt phăng (P) có phương trìr lì AX ^  -  ({ọa độ của

cho biết toa đô hai điêm phân biêt R, s.  Biêt răng A, .í n X  X, rl',ne môt Dhía
chúng không thỏa mãn phương trình của (P)ị  Làm sao biết p, Q ò  cung ọ p
hay khác phía đối với (P) ? , ,

Ta có thể đặt vấn đề viết phương trình đường thẳng R S (chăng hạn p ương tnn

tham số của đường thẳng đi qua A với vectơ chỉ phương RS  ), xacJÌỊĩi  ̂ 0̂

ứng với giao điểm I của đường thẳng với (P), tức là được RI  -  ¿0 • 0

<» R, s  ở khác phía đối với (P).
Cũng trên tinh thần đó nhung có thể lí luận một 

cách hình học hơn: Đế ý rằng gọi ri -  (A, B , c ), J  là một 

điểm tùy ý của (P) thì vế trái A x ,+ By + Cz + D = n.JM  ,
M  = (x, y, z) là điểm tùy ý : Nếu 7ĩ.JM dương hay âm
thì góc giữa các hướng của n và J M  theo thứ tự

r _ \  /  __ 1j z \
thuộc 0, — hoặc thuộc — ,n  . Vậy chỉ việc thay 

_ 2 ) V 2 J
tọa độ của R, s  vào vế trái của phương trình của (P) : Nếu hai số tìm thấy khác
dấu thì R, 'S ở khác phía đối với (P).

- Để tìm khoảng cách giữa hai đường thẳng d, d ’chéo nhau, có thể viết
phương trình mặt phang chứa d \  song song với d  rồi tìm khoảng cách từ một
điểm trên d  đến mặt phang đó, hoặc tìm điểm I thuộc d, điềm / ’ thuộc d '  sao cho
II' vuông góc với d, d '  rồi tính I I ’.

. - Đe tính khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng d, có thể tìm giao điểm /  
của đường thăng d  với mặt phẳng qua A vuông góc với d  rồi tính A I  hoặc tìm điểm I  
thuộc d  sao cho AI  vuông góc với d  rồi tính Al.

- Ngoài ra, khi chọn phương án trả lời cũng nên so sánh kết quả chọn lựa thể 
hiện trên các dữ kiện đã có, trên hình vẽ đã có, đã phác họa, chẳng hạn khi tính 
thể tích khối, độ dài đoạn thẳng,...: khối Kị nằm trong khối ¿2  thì thể tích cua k [  
không vượt quá thể tích khối K2, nó xấp xỉ bằng bao nhiêu phần của khoi K.2

II. MỘT SỐ CÂU HỎI LUYỆN TẬP
■  B a

Sau đây trong các câu hói trắc nghiệm, xét không gian tọa độ Oxyy

1. Cho cạc điềm M  = (1, 1, 1), N  = (2, ũ, - ! ) , />  = ( - 1, 2, 1). Xét điểm O  sao 
cho MNPQ  là một hình bình hành. Tìm tọa độ của Q

A. (2, 3, 3 ) ;  B. ( 2 , - 3 , - 3 ) ;  c .  ( 2 , - 3 ,  3 ) ;  D. ( -2  3 3 )
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Cho hai điểm A -  (2, 1, 1), B -  (-1, 2, 1). Xét điểm A ' đối xứng của A qua B 
Tìm tọa độ của A

A. (4, 3, 3 ) ;  B. ( 4 , - 3 , 3 ) ;  c .  ( 3 , 4 , - 3 ) ;  D. (-4 , 3, 1).

, Chọn câu sai:

A. Điểm đối xứng của điểm A = (2,1,3) qua mặt phẳng Oyz. là điểm (-2 1 3) •

B. Điểm đổi xứng của điểm A = (2, 1, 3) qua mặt phẳng Oxy là điểm (2,1 -3) •

c. Điểm đối xứng của điểm A = (2,1, 3) qua gốc tọa độ o  là điểm (-2, -1 3)- 

D. Điểm đối xứng của điểm A -  (2, 1, 3) qua mặt phẳng Oxz là điểm (2, -1, 3).

4 Chọn câu sai:

A. Điểm đối xứng của điểm B = (3, 2, 1) qua trục Ox là điểm (3, -2, -1);

B. Điểm đối xứng của điểm B = (3, 2, 1) qua trục Oy là điểm (-3, 2, -1 ) ;  

c. Điểm đối xứng của điểm B = (3,2, 1) qua mặt phẳng ()yz là điểm (-3,2,1); 

D. Điểm đối xứng của điểm B = (3, 2, 1) qua trục Oz là điểm (-3, -2, -1).

5. Cho các điểm/1 = (3, 13,2), B -  (7,29,4), c  = (31, 125,16). Chọn câu đúng :

A. A, B, c  thẳng hàng, B ở giữa A v à C ;

B. A, B, c  thẳng hàng , c  ở giữa A và B ; 

c. A, B, c  thẳng hàng, A ở giữa B và c  ;

D. A, B, c  không thẳng hàng.

6. Cho các điểm A = (2, 4, 11), B = (3, 2, 0), c  -  (3, 4, 7). Chọn câu đúng :

A. A, B, c  thẳng hàng, B ở giữa A và c  ;
B. /í, 5, c  thảng hàng, c  ở giữa A và B ; 
c. /1, ổ, c  thẳng hàng, A ở giữa B và c  ;
D. /í, ổ, c  không thẳng hàng.

7. Cho các điểm /í = (1, -1 , 0), B = (0, 1, 1). Gọi H là hình chiếu của gốc tọa 
độ o  trên đường thẳng A B. Chọn câu đúng :
A. Điểm A nằm giữa H và B (và không trùng với H  hoặc 5);
B. Điểm B nằm giữa H v à A  (và không trùng với H hoặc A); 
c. Điểm H nằm giữa A và B (và không trùng với A hoặc B) ;
D. Điểm //trùng với A hoặc B.
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8.

9.

10,

11

12,

14.

15.

_ «X n  = ( - \  0 3). Xét điểm c sao cho
Cho ba điểm A = (1, -1 ,  1), B = (3, 1, 2),p  { 1- ’^ có g ó c  tại c bàng 45°. 
tứ giác A BCD là hình thang có hai cạnh đáy A 
Chọn khẳng định đúng trong bốn khăng định sau :

B. c = (0, u  - )  »A. c =  (3, 4, 5 ); u. ^  ' 2

c .  c  = (5,6, 6 ) ;  ' D. Không có điểm c  như thế

Cho hai điểm A = (3, 4, 2) và B = ( - 1 , - 2 ,  2). x é t  điẽm c  sao cho đlêm 
G = (1, 1, 2) là trọng tâm của tam giác A BC. Chọn cau ung

A . c  = ( 1 , 1 , 2 ) ;

c.c = (1,1,0);
B. c  =  (0 , 1 , 2 ) ;

D. Không có điểm c  như thế.

Cho ba điểm A = (0, 0, 0), B = (0, 1, 1), c  = (1, 0, 1). Xét điểm D  thuộc mặt 
phẳng Oxy sao cho tứ diện ABCD là một tứ diện đêu. Tim tọa ọ cua lem .

A. (1 ,0 ,0 ) ;  B. (0 ,1 ,0 ) ;  c .  ( 1 ,1 ,0 ) ;  D. (0, 0, 1).

Chọn hệ tọa độ sao cho bốn đỉnh A,B,D,A của hình lạp phương 
ABCD.A 'B 'C 'D ’ là A = (0, 0, 0), B = (1, 0, 0), D = (0, 1, 0), A ’ = (0, 0, 1). 
Tìm tọa độ của điểm c
A. (1 ,0 ,1 ) ;  B. (0 ,1 ,1 ) ;  c .  ( 1 ,1 ,0 ) ;  D. (1 ,1 ,1) .

Chọn hệ tọa độ sao cho các đỉnh A, B, A \  C ’ cúa hình lập phương 
ABCD.A 'B 'C’D ’ là A = (0, 0, 0), B = {\, 0, 0), A ’ = (0, 0, 1), C ’ = ( l ,  1, 1). 
Tìm tọa độ của tâm của hình vuông BCC 'B

A. 4 . 1 . 1 ) ;  B. ( l  ỉ , l ) ;

13. Tập hợp các điêm có tọa độ (x, y, z)  sao cho \x\ <  1, \y\ <  1 z  <  1 là tập hợp 
các điểm trong của một khối đa diện (lồi). Tính thể tích của khối đó

A. 1 ; B. 2 ; c. 6 ; E) 8

Chọn hệ tọa độ sao cho hình lập phương ABCD A 'B 'C ’D '  có A = (0 0 0)
c -  (2, 2, 0) và íâm /  của hình lập phương có tọa đô (1 1 1) Tìm toa đô 
của đỉnh f í ’.

A. (2, 0, 2 ) ;  B ;(0 , -2 , 2 ) ;  c .  (2, 0, 2) hoặc (0, 2 2 )-  D (2, 2 0)

Cho măt phẳng (P) có phương trình Ỉ  + o «
a b + ~ ~ 2 = Q , a b c *  0 , v à x é t đ i ể m

M  = (a, b, c), Chọn câu đúng :

A. Mặt phẳng (P) đi qua điểm M ;
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B. Mặt phẳng (P) đi qua trung điểm của đoạn OM'

c. Mặt phẳng (P) đi qua hình chiếu của M trên trục Ox •

D. Mặt phăng (P) đi qua hình chiếu của M  trên mặt phẳng Ozx

16. Tính khoảng cách từ điểm (1, 2, 3) đến mặt phẳng đi qua ba điểm ( 1 0  0) 
n  7 ov to 1 m 1(1,2, 0), (0 ,3 ,0 ) .

A. 1 ; B. 2 ; C . 3 ; D. 6.

17. Viết phương trình mặt phẳng đi qua điểm ^  = ( 1 , 1 , 1 )  vuông góc với hai
mặt phang X + y - z  -  2, X - y  + z = 1.

A. x + y + ' z  = 3 ;  B .y  + Z  = 2] c . z  + x = 2;  D . 2 y ~ z - X  = 0.

18. Xét mặt phẳng (P) có phương trình — + — + — = 1 (a, b, c là ba số cho trước
a b c

' a  b_ c '
2 ’  2 ’  2

khác 0) và điểm A = ■. Chọn câu đúng :

A. Điểm A thuộc mặt phẳng (P) ;

B. (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn OA (O là gốc tọa độ); 

c .  A và o  ớ về cùng một phía đổi với (P) ;

D. A v ầ O Ở  khác phía đổi với (?) nhưng không cách đều (P).

19. Xét măt phẳng (P) có phương trình — + — + — = 1 (a, b, c là ba số cho trước
a b c

khác 0) và điểm A =  [ —, - ,  o ì . Chọn câu đúng :
{ 4  4 )

A. Điểm A thuộc mặt phẳng (P) ;

B. (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn OA (o  là gốc tọa độ); 

c .  A và o  ở về cùng một phía đối với (?) ;

D. A và o  ở khác phía đổi với (P) nhưng không cách đều (P).

Xét khối chóp tứ giác S.ABCD, S  = (1, 2, -3), ABCD là hình bình hành có

AB = b AD  = c, bT d  = 30°, đáy ABCD  nằm trong mặt phẳng có phương
20

trình 2x - y  + 2z -  3 = 0. Tính thể tích khối chóp S.ABC D

A.
bcy/j B

bc
c .

b c 4 2 D. bc
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21. Tính khoảng cách từ điểm A = (0, 0, 1) đến đường thẳng d  có phưomg trinh

1 7 ; “ ' B. 2; c. ^  ; D- ^ '
22. Tính khoảng cách từ điểm A = (1, 0, 0) đến đường thẳng d  có phương trinh

X — y  ~  1 — z.

r  n  1  D —A. 1 ; B. 72  ; c .  I  ; Ư- ^  •

23. Tính khoảng cách từ điểm A = (0, 0, 1) đến đường thẳng xác định bời

ị x  +  y  =  \

27.

c .  Vó ; D.
V6

; B. V3 ; , 2

24. Cho đưòng thẳng d  có phương trình X = y  = z và đường thăng í/ xác định 

X + y  = 0
. Chọn câu đúng :

z = 0

A. d  và d ’ trùng nhau ; . B. d  và d '  vuông góc ;

c .  d  và d ’ chéo nhau ; D. d  và d ’ song song.

bởi

25. Xét đường thẳng d  xác định bởi
x = y  

2 =  1
và đường thăng d ’ xác định bởi

^  . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng đó.
z  = - ỉ

c .  Vã ; D .2.

26. Xét đường thẳng d  xác định bởi
X = y  

z = 1
và đường thẳng d ’ xác định bởi

y . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng đồ 
z  = —l

A. 1 ; B. yỊĨ ; c .  V5 ; D. 2.

Tính khoảng cách giữa đường thẳng X = = 0 và đường thẳng X = y  = 1

A. 1 ; c .  V3 ; D. 2.
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, s> J Xct d ư ờ n g  thắn g  í / c ó  p h m m u  trinh X » V = r  vả  đ ư ờ n g  tháng </ xác đ inh

íjt *f >' = 1 . 
bíri < . ỉ  ính khoảng cách yiừa hai đường thăng đỏ

I A* ~ ~  0

A. - 4 :  B. 1 ; c .  Vó ; D - L
V3 • v 6 •

29. Xét (lường thắng íỉ  có phương trinlì X — y  — z  và đirỏrng thảng í/ có phươniĩ 
trinh .V -  1 = z + 1. Tính khoáng cách giữa hai đường thẳng đó

A. 1 ; B. \Í2 ; c. V3; D. 2.

30. Gọi cúc hinh chiếu cua dường thăng có phương trinh X  -  y  = z trên màt 
pliáng ()yz là dường thắng í/ và trên mật phảng Ozx là đường thảng (/'. Tính 
số do dộ cùa góc giữa hai dường thăng í/ và í / ’.
A. 30°; B. 45" ; c . 60° ; D. 90° .

- ............................■ .............................. Í *  +  J ’ =  I . . .

x - :  = 0 ' •

trinh .V 2 = 0. Chọn câu dúng :

A. í/năm trong (?) ;

B. d  song song với (P) ;

c. d  cát (P) tại một điểm nhưng không vuông góc với (P);

D. í/vuông góc với (P).

32. Cho dường thẳng d  xác định bời X - y  -  z  và mặt phẳng (P) có phương trình
X -  2y  + z -  1 = 0. Chọn câu đúng :

A. lì nằm trong (P) ;

B. í/song song với (P) ;

c. (ỉ cất (P) tại một diêm nhirng không vuông góc với (P)\

I). d  vuông góc với (P).

33. C'ho dường thắng d  xác định bời X -  -  y  -  z  -  1 và mặt phảng ( ỉ ) co 
phương trinh 2x +>’- 2 + 1 = 0 .  Chọn câu đúng :
A. (/ năm trong (P) ;
B. í/ song song v ới ịP) ;

c. í/ cắt (P) tại một diểm nhirm» không vuông góc với (P)\
d  vuông góc với (P).
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Xct mạt phăng (P) có phương trình — h —H—  = 1 ^  ^  cho trước
, a b c

ac 0) và đường thẳng d  xác định bời ax -  by -  cz. Chọn cau đung :
A. d  nằm trong (P) ■
R- d  song song với (P) ■
c .  d  căt (P) tại một điểm nhưng không vuông góc với (P) ;
D. d  vuông góc với (P).

55. Cho hình lập phương ABCD.A 'B c  ' D Xét trung điểm p  của cạnh BB ’ và
trung điểm Q cùa cạnh A 'D Tính số đo độ của góc giữa hai đường thẳng 
A C ’\ ầ P Q .
A. 60°; B. 45° ; c. 30°; D. 90°.

36. Cho hình lập phương ABCD.A 'B 'C 'D \ Xét trung điểm Q của cạnh A 'D Tìm 
điểm p  thuộc đường thấng BB ’ sao cho hai đường thẳng AC\ PQ vuông góc.
A. Điểm B ' \  B. Điểm B ;
c .  Trung điểm của B B ' ;  D. Có hai điểm p.

37. Cho mặt phẳng (P) có phương trình \3x -  y  + 3z -  13 = 0 và hai điểm 
A = (5, 3, 7), B = (-2, 4, 2). Chọn câu đúng :
A. Đường thẳng AB nằm trong (P) ;
B. Đường thẳng AB song song với (P)\

c .  Đường thẳng AB cắt (P) tại một điểm nằm trong đoạn thẳng AB ;
D. Đường thẳng AB cất (P) tại một điểm nằm ngoài đoạn thẳng AB.

38. Tìm tọa độ của hình chiếu của điểm A = (1, 2, 3) trên mặt phẳng có phương 
tr ìn h  X  +  y  +  z  -  3 = ơ.

A. (1,2,0); B. (1, 1, -2); c. (2, 1,0); D. (0,1,2).
39. Cho điểm J  = (2, 1, 1) và mặt phẳng (P) có phương trình X + y  -  z + 1=0 .  

Tìm tọa độ của điểm J '  đổi xứng với điểm J qua (P).

40

A. (2, 1,3);  ̂ B. (0,-1, 3); c. (3,2, 0); D. (-3 1 0)
Xét giao tuyến d  của hai mặt phẳng có phương trình theo thứ tự là 
2x - y  + z + 1 = 0 ,x  + y  - z  - 2  = 0. Tìm số đo độ của góc giữa d và trục Oz.

A. 0 ° ; B. 30°; c . 45°; D 60°

41. Tìm số đo độ của góc giữa đường thẳng ị x y  và đường thẳng
[ z 0

A. 90° ; B. 30°; c . 45°; D. 60°

x = 0 

y  = z
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41 Cho đường thẳng d  đi qua hai điểm (1, 0, 0) và (0, 1, 1) và đường th: 

di qua hai điểm (0, 0, 1) v ả ( l ,  1, 0). Tính cosin của góc (gồm giữa 0 ■ £  

giữa d  và cỉ\ 2

A. ị;  B. 0 ;  ' C' 3 ’ ' D- 1-

43. Cho đường thẳng d  có phương trinh X y  --- 2 và mãt phăng (P) chứa hai 

đường thẳng song song Ị *  = “ = 1 và = Tính sin của góc giữa d 

và (P).

A - L :  B. - i :  c .  - L  : n  _ L
73 ;  ̂ D' ^  s/3  ' " V T

44. Xét giao tuyến d  của hai mặt phang có phương trình 2 x ~ y  + z - 1 = 0  
X -  y  -  z  + 1 = 0 .  Viết phương trình hình chiếu vuông góc của d trên mặt 
phăng Oxy.

A. z = 0, 2x -  3_y = 0 ; B. 3x -  = 0 ;

c. 3x -  2y = 0, 2 = 0 ;  D. z = 0, 3x + 2^ = 0.
45. Cho tứ diện ABCD. Gọi M  là trung điểm của AB, N  là trung điểm của CD. Với k

là sổ cho trước, xét điểm p, điểm Q sao cho AP = kAD, BQ = kB C . Gọi /  là
trung điểm của PQ. Để chứng minh I  thuộc đường thẳng MN và xét xem có phải 
IM  = k I N , hãy chỉ rõ chỗ sai trong các bước chứng minh tuần tự sau :

A. o  là điểm tùy ý thì AP -  kAD  <=> OP = ( l -  k)OA + kOD, tương tự 

BQ = k B C o Õ Q  = ạ - k ) Õ B  + kÕC;

n ÕP + Õ Q _ n . ,Õ Ã  + ÕB ÕC + ÕD
B. — — — = { \ - k ) ----- — T- + k ------ ------- ;

2 2 2

c. Õỉ  = (1 -  k)ÕM  + k Õ N ,  từ đó /  thuộc đường thẳng MN\

D. Jm  = kĨN  .
46. Tìm đường thẳng cắt và vuông góc với hai đường thang xac đinh

'x = - \  , Ị x  = \
< và i

y  + z = 0 [ y - 2 z  = 0
A.Trục Ox ; B. Trục Oy ; c . Trục Oz ; D. Đ ư ờ n g  thăng X =  ̂ = 2.
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47. Cho đường thẳng (ỉ có phương trình x - ỉ  = — = z  đường thăng d  có 

phương trình tham số x = t , y  = -2 / + 2,2 = / - 1 ,  Chọn câu đúng :

A. Có đúng một đường thẳng cắt và vuông góc với cả d  và d ' ;
B. Không có đường thẳng nào cắt và vuông góc với c ả d v ầ d  ; 
c .  Có vô số đường thẳng cắt và vuông góc với cả d  và d  ;
D. Có đúng hai đường thẳng cắt và vuông góc với cả d  và d  .

. , . ■ (z = 0 ¡ z  = 0
48. Cho hai đường thăng d  và d ’ xác đinh bởi < n Va — 1-  n 'b x - y  + 1 = 0 ị x - . y - 1- u

Chọn câu đúng :
A. Có đúng một đường thẳng cắt và vuông góc với cả đ v à d  ;
B. Không có đường thẳng nào cắt và vuông góc với cả d  và d ’\ 
c .  Có vô số đường thẳng cắt và vuông góc với cá d \ h d ' \
D. Có đúng hai đường thẳng cắt và vuông góc với cả d \ à d \

\z = 0 fz = 1
Cho hai đường thăng d, d ' xác đinh bởi và[x + y  = 2 ịx-_y = 0

Tìm đường thẳng cẳt và vuông góc với cả d  và d

49

50

51

A.

H II o II o II. 
oII

: 
^ B. < II ÍSỈ

c. < II D. <
V

x = \ 
y  = z

Chọn câu đúng :

A. Quỹ tích các điểm cách đều hai trục Ox, Oy là một mặt phẳng ;
B. Quỹ tích các điểm cách đều hai trục Ox, Oy là một đường thẳng ;

c . Quỹ tích các điểm cách đều hai trục Ox, Oy là hai đường thẳng ; 

D. Quỹ tích các điểm cách đều hai trục Ox, Oy là hai mặt phẳng.

Cho hai đường thẳng d  và d ’ xác định bởi
x - \  = 0 

z = 0
va

x + 1 = 0 

2 = 0
Chọn câu đúng :

A. Quỹ tích các điểm cách đều hai duồng thẳng đó là một mặt phăng ■

B. Quỹ tích các điểm cách đều hai dường thẳng đó là một đường thẳng ; 

c . Quỹ tích các điểm cách đều hai dường thẳng đó là hai đường thăng ; 

D. Quỹ tích các điểm cách đều hai dường thắng đó là hai mật phàng.
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52. \ Cho hai đường thăng d  và d ' có phương trình ịy = 0

. , ừ  = - l  a | z  = l
tích các dicm  trong mặt phẳng Oxy  cách đều hai đường thẳng đó.

A. Đ ường thẳng  z = ; B. Cặp đường thẳng j z = 0 và í

x  = 0 
_ .  • Tìm quỹ

z = 0 

x = ~ y

A. Đ ường thảng ự  ; B. Cặp đường thẳng

c. Điểm gốc tọa độ 0 ; D. Mặt phẳng Oxy.
53. Chọn câu đúng :

A. Quỹ tích các điếm  cách đều ba mặt phàng tọa độ là môt tia (tức nửa
đường thăng) ; :

B. Quỹ tích các điểm cách đều ba mặt phẳng tọa độ là một đường thẳng • 

c .  Quỹ tích các điểm cách đều ba mặt phẳng tọa độ là bốn đường thẳng •

D. Q uỹ tích các điểm cách đều ba mặt phẳng tọa độ là tám đường thẳng.

54. Chọn câu đúng :

A. Quỹ tích các điểm cách đều ba trục tọa độ Ox, Oy, Oz là một tia (tức nửa 
đường th ẳ n g ) ;

B. Quỹ tích các điểm cách đều ba trục tọa độ Ox, Oy, Oz là một đường thẳng ; 

c .  Quỹ tích các điểm cách đều ba trục tọa độ Ox, Oy, Oz là bốn đường thẳng ; 

D. Quỹ tích các điểm cách đều ba trục tọa độ Ox, Oy, Oz là tám đường thăng,

55. Xét mặt cầu có phương trình X2 + y 2 + z 2 -  4x + 8_y -  2z  -1 0  = 0. Chọn khăng 

định đúng trong bốn khắng định sau.

A. Gốc tọa độ o  = (0, 0, 0) nằm trên mặt cầu ;
B Gốc tọa độ o  = (0, 0, 0) nằm bên trong mặt cầu nhưng không phải là tâm 

mặt câu ;
c .  Gốc tọa độ o  = (0, 0, 0) là tâm của mặt cầu ;
D. Gốc tọa độ o  = (0, 0, 0) nằm bên ngoài mặt cầu.

56. Cho mặt cầu (S) có phương trình X2 + y 1 + z 2 -  2x  - 4 y  + 2z + 2 = 0 và cho 

mặt phẳng (?)  có phương trình 2x + y - 2 z - 3  = °-  chọn  khăng Ịn ung 

trong bốn khăng định sau.

a (S) và (P) là một đoạn (hằng có hai mút phân b iệ t ; 

a (S) và (P) là một điểm.;
A. Giao của
B. Giao của (S) và (?) là một đ iểm ;
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c .  Giao của (S) và (P) là tập rỗng ;
D. Giao của (S) và (P) là một đường tròn.

57. Cho mặt cầu (S) có phương trình X2 + y 7' + -  2x + 4 y  42 + 5 0 a mạt

phẳng (P) xác định bởi z = 4. Chọn câu đúng :

A. Giao của (S) và (P) là hai điểm phân b iệ t ;
B. Giao của (S) và (P) là một điểm ; 
c .  Giao của (S) và (P) là tập rỗng ;
D. Giao của (S) và (P) là một đường tròn .

58. Cho mặt cầu (S) có phương trình X2 + y 2 + z~ - 4x - 2_v + 4z 0. Viet

phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điêm A/ "  0  J 1» )•

A. + _v = 0; B. 2x + _y -1 = 0 ;

c .  x - 2 y - 3  = 0; D. x + 2y — 2z + l = 0.

59. Cho mặt cầu có phương trình X 2 + y 2 + z 2- 4 x - 2 y  + 4z = 0 và điêm

A = (>/3,>/2,-1). Chọn câu đúng :

A. Qua điểm A có đường thẳng không cắt mặt cầu tại điêm nào và có đường 
thẳng cắt mặt cầu tại đúng một điêm ;

B. Qua điểm A mọi đường thẳng đều có điểm chung với mặt cầu và nếu có 
hai điểm chung phân biệt thì một trong hai điếm đó là A;

c .  Qua điểm A mọi đường thẳng đều cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt 
khác A nhưng A không phải là tâm mặt cầu ;

D. A là tâm của mặt cầu.

60. Gho mặt phẳng (P) có phương trình X -  1 = 0 và mặt phẳng (P ’)  có phương 
trình y  -  1 = 0. Xác định quỹ tích tâm các mặt cầu tiếp xúc với (P) tiếp xúc 
với (P ').
A. Quỹ tích là mặt phẳng có phương trình X = y  ■
B. Quỹ tích là mặt phẳng có phương trình X + y  -  2 = 0 •

c .  Quỹ tích là hai mặt pháng có phương trình x = y v à x + y  -  2 = 0 -

D. Quỹ tích là hai mặt phẳng có phương trình X = y  và X + y  -  2 = 0 trừ 
đường thẩng có phương trình X -  y  = 1.

61. Cho mặt phẳng (P) có phương trình x + y ~ 2 z ~ & - ( \
ú * ♦ 7  I  V  -T ô = M V . -  0 và m ặt phảng (P ) cóphương trình -X -  y  + 2z + 2 = 0. Xác định C1UV tírh ts J  J ị . 7  

,• / n X y f '* /D»\ iiCiì t â m  c á c  m ă t  c â u  ticDxúc với (P) và tiêp xúc với (P ). à11̂ 1 Lclu
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Ạ Quỹ tích là mặt phẳng có phương trình X + y  -  2z -  8 = 0-
3 Quỹ tích là mặt phẳng có phương trình x + . y - 2 z  + 8 = 0- 
c  Quỹ tích là hai mật phẳng có phương trình x + y - 2  z=  + 8 •
D Quỹ tích là mặt phẳng có phương trình x + _ y - 2 z - 4  = 0.

62 Tìm tọa độ tâm mặt cầu đi qụa các điểm o  = (0, 0, 0), A = (,a, 0,0) B = (0 b 0) 
r  = Í0. 0. c). (a, b, c là ba số cho trước, abc *  0). ’c  = (0 0, c), (a, b, c là ba sô cho trước, abc -*■ 0) 

A. ( - a , - b , - c ) ; B. ( a ,b , c ) ;A . ( - 0, - 6, - c ) ;  B. ( a ,b , c ) ; C. K Ậ I ) ;  D. [ “ ,* £ ÌV2 2 V3 3'3j'
63. Cho hai điểm A -  (a, 0, 0), B = (0, b, 0) (ữ, 6 là hai số cho trước í/ỏ * 0) 

Xác định quỹ tích tâm các mặt cầu đi qua A, B và gốc tọa độ 0  = (0 0 0)

A. Đường thẳng xác định bởi
- + f =1 
ớ b
z = 0

B. Mặt phẳng — + —= 1' 
a b

c. Điểm - , - , 0  
2 2

D. Đường thẳng xác định bởi -

aJC = — 
2
ố

' 2
64. Xét hai điểm A = (tí, 0, 0), B = (0, a, 0) (a là số cho trước, í/ ^ 0). Tìm tọa

độ tâm của mặt cầu đi qua A, B, gốc tọa độ o  = (0, 0, 0) và tiếp xúc với mặt
phẳng (?) có phương trình X + y -  2a = 0.

A. (a, a, 0 ); B. (a, a, - 1 ) ;  c. (a, ứ, 1); D. [ ^ , ^ , 0  .
\ 2  2 y

65. Tìm tọa độ tâm của mặt cầu đi qua các đỉnh của tứ diện OABC, trong đó
ơ  = (0, 0, 0 M  = (1,0, 1), ổ = (0, 1, l ) , c  = ( l ,  1,0).

A. 1 1 1

v3* 3 ’
B.

2 2 2
c.

n  1 1
4 ’ 4 ’ 4

D. i  ỉ  i  
2 ’ 3 ’ 4

66. Cho mặt cầu (S) có phượng trình X2 + y 2 + z2 -  2x = 0 và mặt cầu (S7 có

phương trình X2 + y2 + z2 ~ 2x + z = 0 . Kí hiệu /  là tâm của (S), ỉ ' là tâm của
• (S’). Chọn câu đúng :

A. / nằm bên ngoài mặt cầu (5 ’) • B / '  nằm bên ngoài mặt cầu (S) ;

c. Đường thẳng / / ’ vuông góc với mặt phẳng có phương trình 2 = 1 ;
D. Khoảng cách / / ’bằng 2
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III. G dl Ý - HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP ÁN
Gợi ỷ  - Hướng dẫn giải

C âu 5. Ă c  -  (28, 112, 14), AB = (4, 16, 2). Ta thấy AC  = 1AB  nên B ở giữa A 
và c .  Ta không nên giải bài toán bằng cách viêt phương trinh đường 
thẳng AB rồi thử xem tọa độ của c  có thỏa mãn phương trinh đo không, 
vì quá dài và rồi còn phải xét xem có phải B ở giữa A và c  khong.

Câu 6. ~ÃB = ( l , - 2 , - l  1 ) ,ĂC = (1 ,0,-4). Dễ thấy hai bộ ba số đó không tỉ lệ do

tọa độ thứ hai của AB  không triệt tiêu như tọa độ thứ hai của AC.  

Cũng không cần phải thử AB, AC -£ ö , vì quá dài.

Câu 7. Do OA, OB không cùng phương và OA.OB < 0  nên AOB  tù (vẽ hình 
cũng đoán nhận được) do đó chân đường cao A H  của tam glác AỌB 
phải ở giữa A và B. Cũng có thể tìm tọa độ của H  (giao của đường thăng 
AB với mặt phẳng qua o  vuông góc với AB, hay tìm điêm H  trên đường 
thẳng AB  (viết phương trình tham số của đường thăng AB  sao cho OH 
vuông góc với AB) nhưng dài.

Câu 8. v ề  hình học có thể thấy c  tồn tại và duy nhất ; để ý rằng AB -  AD và
AB, AD  vuông góc nên điều kiện góc ở c  bằng 45° kéo theo DC  = 2AB 
và suy ra A đúng.

Câu 9. Nếu có c  để G là trọng tâm tam giác ABC  thì theo công thức tính tọa độ
trọng tâm tam giác ta phải suy ra c  = (1, 1, 2), nó trùng với ơ , vô lí. 
Nhìn lại thì thấy A, B và điểm (1, 1,2) thẳng hàng !

Câu 10. Dễ thấy các cạnh của tam giác ABC  bằng \ f ĩ  nên điểm D = (a, b, 0) 
phải thỏa mãn a2 + (b -  l )2 + 1 = 2, (a -  l )2 + b1 + 1 = 2, a2 + b1 = 2. 
Do đó a -  b = 1.

C âu 14. Ả ’ đối xứng với c  qua /  nên A ' = (0, 0, 2), đường thẳng AA ’ trùng với
Oz, các mặt phẳng của các mặt bên chứa AA ' phải là các mặt phẳng tọa 
độ Ozx, Oyz, suy ra chọn c .

C âu  15. Hình chiếu của M  trên mặt phẳng Ozx có tọa độ (a , 0, c) thỏa mãn 
phương trình đã cho.

C âu 18. Để ý rằng OA cắt (?) tại trọng tâm của tam giác tạo bởi các giao điểm 
của (p ) với ba trục tọa độ.

C âu  20. Để ý diện tích hình bình hành là bc sin 30°.
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c íu  21‘ ^ nfà th^ g í ĩ  q ' n f s  i = i [ ’ i 0) SOng SOng với khoảng cách cân tìm bằng OH. Hoặc tìm điểm 1 trên đường thẳng đã cho

/  = (1, 1, 0  sao cho A I  = (1 ,  1, 1 -  1) vuông góc với vectơchi phirơnè 
(0, 0, 1), suy ra í = 1 nên / -  (1, 1,1); cách nay dai h o ì i !

Câu 22. d  di qua điểm B = (0, 0, 1), điểm c  = (1, 1, 0), tam giác ABC vuông tai A

A B - 4 Ĩ , ẳ C =  1 nên đường cao A H =
■Jĩ

Câu 23. Khoảng cách đó bằng đường cao của tam giác đều cạnh bằng yfĩ  

Câu 25. Hai đường thắng d, d '  song song.

Câu 26. Đoạn thẳng nối (0, 0, 1) với (0, 0, -1 )  là đường vuông góc chung của
d, d \

Câu 28. Mặt phẵng chứa d  và song song với d'  có phương trình X + y  -  2z = 0, 

khoảng cách từ điểm (1, 0, 0) đến mặt phẳng đó bằng -j=.

Câu 29. d v k d '  song song, đoạn nối điểm (0, 0, 0) với điểm (0, 1, -1) là một
đường vuông góc chung của d  và d'.

Câu 35. Chọn hệ tọa độ (A ,Ã B ,Ã D ,Ã Ả ')  thì p  = (1, ố, ị ) ,  Q = (0, ị ,  1). Từ

đó PÕ = ( - U  - 1  còn Ã C '  = (l, 1, 1) nên PQ.AC’ = 0.{ 2 2)
Câu 36. Nếu đã giải bài toán 35 trên thì chọn ngay c .  Nêu không, vân xet hẹ tọa 

độ như trong bài 35, gọi tọa độ của điểm p  trên đường thang BB a

p  = (\ ,  0, t) thì PQ = ( - 1 , 1 - / ] .  Nó vuông góc với A C  -  (1,1,1)

______ _ 2 ,
khi và chỉ khi PQ.AC' -  0 , tức là -1  + — + 1 su^ ra 1 2

Cũng có thể viết phương trình mặt phẳng qua Q vuông goc VƠI đư g 

thẳng A C ' là X + y  -  -  + z -  1 -  0 thì /Mà giao của mặt phăng đó VỚI

đường thắng BB ’ nên trong phương trình đó chỉ cân cho X -  U y
1

suy ra z = — .
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Câu 37. 

Câu 38.

Câu 39.

Câu 40.

Câu 43. 

Câu 44.

Câu 45.

n -  (13, -1 ,  3) là một vector pháp tuyến của (p), ỉ  la mọt điem tuy y cùa 
(P) thì giá trị của vế trái của phương trình của (P) tại A va *91 jß  theo thứ 

tự là n '.ü > 0, n iB  < 0 nên góc giữa các hướng cua « với ỈA là nhọn

(kể cả góc 0), với ÏB là tù (kể cả góc bẹt), suy ra hai điêm A, B ở khác 
phía đối với (P).
ÍT1 1 , Ä *• i /4A ííiểm  nào có  tọa độ thỏa mànThử xem trong 4 điêm đã cho tọa đọ, aiem ị.
u ' u _!-♦ I - A~ ró  hãv thử xem vectơ nôi A vớiphương trình mặt phăng đã cho, neu co nay * .

điểm đó có cac tọa đọ ti lệ vơi 1, 1, l )  (vectơ pháp tuyên của mặt 
phang)không. Loại ngay B rồi thấỵ ngay D thỏa mãn. 'Cũng có.thêỊ tìm 
tọa độ hình chiểu  : giao của mặt phẩng đã cho VƠI ương t ang J  qua ,4 
vuông góc với mặt phẳng đó (nó có phương trinh tham so X 1 + t,

y  = 2 + t, z -  3 + 0-

Thử xem trung điểm của JJ' có tọa độ thỏa mãn phương trình mặt phẳng 

không và thử xem tọa độ của JJ  ' có tỉ lệ với ( 1, 1J — 1 ) khong.

Cũng có thể viết J f = (jc, y, z) và diễn tả băng tọa đọ hai đieu • JJ 
có tọa độ tỉ lệ với (1, 1 ,-1 ) ,  trung điêm của JJ  thuọc (P) roi giai hẹ hai 
phương trình đó.

Tích vectơ của n — (2, — 1, 1) với « ' = ( 1 , 1 , — 1) là vectơ (0, 3, 3) nên có

thể chọn một vectơ chỉ phương của d  là u -  (0, 1, 1). Từ đó góc giữa d 
với trục Oz bằng 45°.

(P) đi qua các điểm (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 1,0)  nên có một vectơ pháp 
tuyến là (0, 1, 1) (Có thể dùng hình vẽ để thấy nhanh chóng điều này).

Khử z giữa hai phương trình đó (chẳng hạn thay z = - 2 x  + y  + 1 từ 
phương trình thứ nhất vào phương trình thứ hai) thì được 3x -  2y = 0 : 
đó là phương trình mặt phăng chứa d  vuông góc với Oxy. Cách khác : 
đặt X =  2 1 thì từ hai phương trình đã cho. tính đư ợc, y  =  31, z =  1 -  Mức

là d  có phương trình chính tắc — = — = i — I  ; từ đó măt phẳng chứa d
2 3 1

vuông góc với Oxy có phương trình — = —
2 3

Chỉ sai ở bước D khi k khác 0, vì từ đẳng thức ở câu c  thay 0  bằng M 
suy ra MI = k M N .
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câu 46. Để ý rằng hai đường thẳng đã cho là hai đườnẹ thẳng kh'
^  h nằm trong hai mặt phăng song song với măt phẳng Ov"7 rTn°ng-SOng SOng'

, S 9 cung cat trục ()x
Câu 47. Đô ý răng d. d '  là hai đường thẳng khác nhau, cat nhau tai điểm M n A 

và không vuông góc với nhau . ' )

Câu 48. Để ý ràng d  và d '  là hai đường thẳng song song (nằm trong mặt phẩ

Câu 49. d  nằm trong Oxy, d '  song song với Oxy, d  và d'  không cùng phươnt! 
nhưng cùng cắt trục Oz. i

Câu 50. Nếu hình chiếu của điểm M  trên mặt phẳng Oxy là p  thì M  cách đề h ■ 
trục Ox, Oy cũng có nghĩa là p  cách đêu hai trục đó. Cũng có thế tính

toán hơn : khoảng cách từ điểm M  = (x, y, z) đến trục Ox bằng yịy1+z2 

và đến trục Oy bằng yjX2 + z 2 .

Câu 51. Đê ý răng d  và d'  song song.

Câu 52. Với điểm M(x, y, 0J, xét hình chiếu của nó trên trục Ox thì dễ thấy 

khoảng cách từ M  đến d  bằng yj\ + y 2 và xét hình chiếu của M  trên trục

Oy thì thấy khoảng cách từ A/đến d'  bàng \f\ + X2 , suy ra M thuộc quỹ 
tích khi và chỉ khi X = y , z  = 0.

Câu 55. Do -10  < 0 nên đó là phương trình mặt cầu và o  nằm bên trong mặt cầu.

C âu 56. Tâm cùa mặt cầu là /  = (1, 2, -1), bán kính bằng 2, khoảng cách từ / 
đền mặt phẳng bang 1.

Câu 58. Mặt cầu có tâm /  = (2, 1, -2), mặt phẳng cần tìm đi qua M và có vectơ 
pháp tuyến IM  = (-1, - 2 ,  2).

Câu 59. Giá trị của vế trái của phương trình mặt cầu tại A là số âm nên A năm 
bên trong mặt cầu.

Câu 60. Điểm (x, y, z) thuộc quỹ tích khi và chỉ khi |x -  11 = \y -  11 * °'

Câu 61. Tâm mặt cầu là Oo, >’0, ZQ) thì |x0 + 0̂ -  2z0 -  6| = 1̂ 0 + 0̂ -  2z0 -21 suy ra 
2 { x q  +  JVO -  2 z o )  - 6 - 2  =  0.

Câu 62. Mặt cầu đó ngoại tiếp một hình hộp chữ nhật nhận o  và điểm (a, b, c) 
làm hai đính đối diện.

Câu 63. Mặt cầu phái cắt mặt phảng t ì  AB  theo đường tròn đường kính AB, 
đường tròn này nhận trung điểm AB làm tâm.
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C âu  64. ịp) là mặt phẳng đi qua điểm c  = (a. a, 0) thuộc mặt câu, (P) cắt 
vu ôn g  g óc  mặt phẳng' Oxy theo đư ờng thẳng qua c  v u ô n g  g ó c  với 
đường thẳng o c ,  nên tâm /  của mặt cầu phái thuộc đường thang OC.

C âu 65. Để ý rằng xét hình lập phương “ngoại tiếp” tứ diện đều đã cho (khối lập 
phương tạo bởi các điểm (x, y, z), 0 < X < 1,0 < y  < 1,0 < 2 ^  1) thì mặt 
cầu phải là mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương đó. Hoặc nêu đã biêt 
trọng tâm của tử diện đều cách đều các đỉnh của nó thì cũng dê thây. 
Hoặc có thê viết điều kiện tâm cách đều 4 đỉnh, cũng dê giai !

C au  66. /  — (1, 0, 0), /  ’ = (1, 0, — —) nên thấy ngay c  đúng. Dê thây D sai, va do

giá trì của vê trái mỗi phương trình mặt cầu tại tâm m ặt câu kia đêu âm 
nên A và B đều sai.
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