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LỜI GIỚI THIỆU

Thực hiện chủ t r w n g  tổ chức kì thi THPT Quốc gia và tuyển sinh đại học, cao 
đẳng hệ chính quy năm 2017 của Bộ Giáo đục và Đào tạo, theo Công văn số 
4818/BGDĐT-KTKĐCLGD ngày 28/09/2016, công ty TNHH Dịch vụ Văn hóa Sư 
Phạm liên kết với Nhà xuất bản Đại học Quốc gia Hà Nội tổ chức biên soạn và phát 
hành bộ sách: ôn  luyện thỉ trắc nghiệm trung học phổ thông quốc gia năm 2017 
[theo các bài thi: Toán, Tiếng Anh, Khoa học tự  nhiên, Khoa học xã hội} và ôn luyện 
thi THPT Quốc gia năm 2017 môn Ngữ Văn.

Bộ sách được biên soạn bỏi các tác giả là giảng viên, chuyên gia giáo dục uy tín 
của Trường Đại học Sư phạm Hà Nội và giáo viên dạy giỏi ở các trường trung học 
phổ thông -  những người đã có nhiều kinh nghiệm tham gia công tác tuyển sinh của 
Bộ Giáo dục và Đào tạo.

Nội dung bộ sách được xây dựng bám sát chương trình giáo dục Trung học 
phổ thông, đồng thời được cập nhật, bổ sung theo Phương án tồ chức Kì thi THPT 
Quốc gia năm 2017 của Bộ giáo dục và Đào tạo.

Cấu trúc mỗi cuốn sách gồm 3 phần chính:
Phần raột: Định hướng chung Iđ thi trung học phổ thông quốc gia và tuyển 

sinh đại học, cao đẳng chính quy 2017 (theo từng môn học)
Phần  hai: Các chủ đề/ nội dung ôn luyện
Các nội dung ôn luyện tập trung vào kiến thức của lóp 12. Trong đó, có phần tóm 

tắt lý thuyết, bài tập mẫu, bài tập tự  luyện, hệ thống các câu hỏi trắc nghiệm ở  cấp độ cơ 
bản nhằm phục vụ học sinh ôn luyện để đạt được mục đích xét công nhận tốt nghiệp 
THPT và các câu hỏi phân hóa để đạt mục đích xét tuyển đại học, cao đẳng.

Phần  ba: Một số đề thi tham khảo
Các đề thi này có đáp án hoặc hướng dẫn giải. Học sinh được rèn luyện và nâng 

cao kỹ năng thực hiện trọn vẹn một đẽ thi trong thời gian quy định. Đỗng thời học 
sinh có thể tự  mình hệ thống hóa được kiến thức và lã năng cần th iết eho kì thỉTHPT 
Quốc gia và tuyển sinh đại học, cao đẳng hệ chính quy.

Cùng với bộ sách trên, công ty TNHH Dịch vụ Văn hóa Sư Phạm tiếp tục giói 
thiệu và phát hành bộ sách P hưong pháp siêu  tốc gỉảỉ trắc  nghiệm  gồm các môn 
Toán, Tiếng Anh, Vật lý, Hóa học, Sinh học, Địa Lý, Lịch sử  và cuốn Bí quyết chinh 
phục m ôn Ngữ văn bằng sơ  đồ tư  duy nhằm phục vụ học sinh ôn ỉuyện thi THPT 
quốc gia và tuyển sinh đại học cao đẳng hệ chính quy.

Xin trân trọng giới thiệu!
CÔNG TY TNHH DỊCH v ụ  VẤN HÓA SƯ PHẠM
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LỜI NÓI ĐẦU

Năm học 2016 - 2017, lần đầu tiên môn Toán cùng vói các môn Địa lí, Lịch sử, 
Giáo dục Công dân thi vói hình thức trắc nghiệm trong kì thi THPT Quốc gia và tuyển 
sinh Đại học, Cao đẳng 2017.

Đề thi trắc nghiệm Toán gồm 50 câu, thòi gian làm bài 90 p h ú t Đề thi có phần 
kiểm ư a  kiến thức cơ bản, dùng để xét tố t nghiệp; và phần nâng cao, dùng để sàng 
lọc thỉ sirih trong tuyển sình vào các trường đại học, cao đầng.

Như chúng ta  dã biết kiểm tra  -  đánh giá là khâu cuối cùng của quá trình dạy 
và học. Sự thay đổi mang tính đột phá này của Bộ Giáo dục sẽ làm thay đồỉ ít nhiều 
cách dạy và học ử trung học phổ thông hiện nay.

Cũng bởi vậy, không ít cấc học sinh và thầy cô đang băn khoăn không biết sẽ 
phải dạy, học, ồn tập thế  nào để vượt qua kì thi quan trọng sắp tới. Một kì thi đặc biệt 
quan trọng không chỉ với các em mà còn đối vớì cả ngành giáo dục khi lần đầu tiên 
hình thức thi trắc nghiệm được áp dụng vói môn Toán,

Cuốn sách ô n  luyện th i trắ c  nghiệm  tru n g  học phổ  thông  quốc gỉa năm
2017 m ôn Toán ra đời nhằm đáp ứng các yêu cầu, đòi hỏi thiết thực đó. Nội dung
cuổn sách không chĩ hệ thống hóa những kiến thức cơ bản cần nắm vững trong 
chương trình, mà còn thiết lập một ngân hàng câu hỏi và bài tập trắc nghiệm khá 
phong phú bám sát 7 chuyên đề chính trong chương trình học lóp 12 gồm:

• Hàm số
• Hàm số mũ và logarỉt
• Nguyên hàm, tích phân
• SỔ phức
• Khối đa diện
• Khối tròn xoay
• Phương pháp tọa độ trong không gian
Chúng tôi hì vọng rằng cuốn sách sẽ là tài liệu hướng dẫn hữu ích cho học sinh 

và các thầy cô giáo trong việc dạy, học và thi THPT Quốc gia, tuyển sinh Đại học, Cao 
đẳng hệ chính quy môn Toán.

Mặc đù đã có nhiều cố gắng, song không thể tránh khỏi những thiếu sót trong 
quá trình biên soạn, các tác giả rấ t mong nhận được ý kiẽn đóng góp của các thầy cô 
giáo, các em học sinh, và bạn đọc.

CÁC TÁC GIẢ
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PHẦN MỘT:

ĐỊNH HƯỚNG CHUNG KÌ THI THPT QUỐC GIA VÀ 
TUYỂN SINH ĐẠI HỌC CAO ĐẲNG HỆ CHÍNH QUY 

MON TOÁN

Ngày 28/09/2016, Bộ Giáo đục và Đào tạo đã chính thức phê duyệt Phương 
án tổ chức Kì thỉ THPT Quốc gia năm 2017, trong đó quy định th í sinh thi 4 bài thỉ 
gồm: 3 bài thí bắt buộc Toán, Ngữ văn, Ngoại ngữ và 1 bài thì tự  chọn: Khoa học Tự 
nhiên hoặc Khoa học Xã hội. Ngoài 4 bài thi nói trên, thí sinh có quyền đăng kí thêm 
các môn thi còn lại của kì thi để sử dụng cho việc đăng kí tuyển sinh đại học, cao 
đẳng theo yêu cầu của các ngành đào tạo do từng trường đại học, cao đẳng quy định 
trong ĐỀ án tuyển sinh của trường đó.

Các bài thi Toán, Ngoại ngữ, Khoa học Tự nhiên và Khoa học Xã hội thì theo 
hình thức trắc nghiệm khách quan; mỗi thí sinh trong cùng phòng thi có một mã đề 
thỉ riêng; th í sinh làm bài thi trên phiếu trả  lời trắc nghiệm; Phiếu trả  lời trắc nghiệm 
của thí sinh được chấm bằng phàn mềm máy tính. Bài thi Ngữ văn, thỉ theo hình thức 
tự  luận.

Nội dung đề thi THPT Quốc gia 2017 nằm trong chương trình học lóp 12, tăng 
cường câu hỏi mở, câu hỏi gắn với thực tiễn và câu hỏì vận dụng đảm bảo độ phân hóa 
Trong mỗi đề thỉ sẽ có phần kiến thức cơ bản -  dùng để xét tốt nghiệp và phần nâng cao
-  dùng để sàng lọc thí sinh trong tuyển sình vào các trường đại học, cao đẳng.

Đề thi đảm bảo cả 4 mức độ nhận biết, thông hiểu, vận dụng, vận dụng cao, đòi 
hỏi học sinh vận đụng kiến thức tổng hợp để làm bài, giải quyết các vấn đề liên quan 
đến thực tiễn cuộc sống. Công tác ra đề thi tiếp tục được đổi mói theo hướng không 
quá dài, không quá sâu, không nặng nề câu chuyện tính toán cồng kềnh và trong bài 
tập sẽ có những phương pháp giải rất ngắn gọn.

Đề thi môn Toán ở  dạng trắc nghiệm khách quan vói 50 câu hỏ ívà  thời gian 
làm bài là 90 p h ú t
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PHẦN HAI:
NỘI DUNG ÔN LUYỆN ■ ■

-CHƯƠNG 1-------— -
HÀM Số

"  CHUYÊN ĐE 1.1 ----------------------------- ;------------------
Tinh đơn đỉệu của hàm số

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Đinh nghĩa tính  đơn điệu của hàm  số

Cho /  là một khoảng, một đoạn hoặc một nữa khoảng và hàm số /  xác định trên I.

•  Hàm số /  được gọi lằ đồng biến trên ỉ  nếu

Vzi,:c2 e ỉ  :X I< X 2 => f(x i)  < f ( x 2).

• Hàm số /  được gọi là nghịch biến trên I nếu

€ ỉ  : Xi < x 2 => ĩ{ x i) >  f ( x 2).

Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến ttên ỉ  được gọi chung là hàm số đơn điệu trên I.
2. Điều kiện cần để hàm  số đơn đỉệu

Giả sử hàm số /  có đạo hàm trên khoảng I.

a) Nếu hàm số /  đồng biến trên I  ủủ  f ( x )  > 0 vỡi mọi X £ I.

b) Nếu hàm sổ /  nghịch biến trên I  th ì/^x )  < 0  với mọi X e ĩ .

Chú ý: Ta có thể  mở rộng khái niệm hàm số đơn điệu trên một tập bất kỳ.
3. Điều kiện đủ để hàm  số đơn điệu

Giả sử hàm số /  có đạo hàm trên khoảng ĩ.

a) Nếu f ( x )  > 0 vói mọi X € ĩ  thì hàm số /  đồng biến ưên khoảng I.

b) Nếu f ( x )  < Ovóimọix € I  thì hàm số /  nghịch biến trên khoảng I.

c) Nếu f ( x )  = 0 vói mọi £ e / th ì  hàm số /  không đổi trên khoảng /.
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ồn  hiyên thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 môn toấn spboohvn

Chú ý: Khoảng í  trên có ĩhểđược thay bởi một đoạn hoặc một nửa khoảng. Khi đó phải bổ  
sung thêm giả thiết "Hàm số liên tục trên đoạn hoặc nửa khoảng đó *.
Chú ýĩ Trong thực hành giải toán, ta thường dàng dạng mỗ rộng sau của định lý trên: nGiả sử 
hãm số f(x) có đạo hàm trên khoảng I. Nếu / '( x) > 0(< 0), Vz € I  và f ' (x) = 0 chỉ tại một số 
hữu hạn điểm thì hàm số đồng biến (nghịch biến) trên I T h ô n g  thường, trong chương trình 
phổthông, hầu hết các hàm số đều tự động thỏa mãn điều kiện đạo hàm triệt tiêu tại hữu hạn 
điểm, nên ta thường chỉ cần kiểm tra tính không âm của đạo hàm.

B. CẮC DẠNG BẰĨ TẬP_________
Dạng 1: xét tính đơn điệu của hàm số

Phướng pháp giải: Để xét tính đơn điệu của hàm sốy = f(x)  ta làm như sau

• Tim tập xác định.

•  Tĩnh ỉ/. Um các điểm Xi mà tại đó đạo hàm ĩ /  =  0 hoặc y ' không xác định.

• Lập bảng xét dấu cho y' và kết luận.

VÍ DỤ 1.1 {Đe Minh họa THPTQG 2017). Hàm số y =  2x4 + 1  đồng biến trên khoảng nào ?

A ^_oo; B. (0; +oo) c. +ooj D. (-oo; 0)

GIẲI. Tạp xác định EL Ta có y' =  4x3. Do đó y đồng biển trên (0; -foci).
VậyđảpánỉàB. □
___  x 3

VÍ DỤ 1.2. Hàm sẻ y =  ^  — X2 -  Zx + 2 thỏa mãn tính chất nào sau đây:

A. Đồng biến trên (-oo; -1 ) u  (3; +co) và nghịch biển trên (-1; 3).

B. Nghịch biến trên ( - 00; — 1) u (3; + 00) và nghịch biến trên (—1; 3). 

c. Đồngbiến trên { -00; -1 ) và (3; + 00), nghịch biến trên (—1;3).

D. Nghịch biến trên (—00; -1) và (3; + 00), đồng biến ừên (—1; 3).

GIẢI. TXĐ: D = R.
Ta có y' =  X2 -  2x -  3, y' — 0 X2 — 2x -  3 =  0 &  X =  —1, X =  3.
Bảng xét dấu

X -00 - 1 3 +00

y' + 0 - 0

Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng(-oo; -1 ) và (3; + 00), nghịch biến trên (-1; 3). 
Vậy đáp ấn ỉa c.
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Nhận xét: về  bản chất, việc xét sự biến thiên của hàm số y  = f (x)  thường được qui về việc xét 
dấu của đạo hàm /'(z ). Trong khuôn khổ chương trình SGK, dấu cùa f ' (x)  thường được xác 
định thông qua định lý dấu tam thức bậc hai: "trong trái, ngoàỉ cùng", tức là trong khoảng 
hai nghiệm, tam thức bậc hai trái dấu với hệ số bậc hai và ngoài khoảng hai nghiệm thì tam 
thức bậc haì sẽ cùng dấu với hệ số bậc ha i

VÍ DỤ 1.3. Hàm số nào trong các hàm số sau đây nghịch biến trên mỗi khoảng xác định?

A  y  =  X3 + 2x — sina; B.y = x3 — 3x2 +  9x
n  _  3 n  a: +  2c .y  — X — — D.y — —~

X X — 2

GỈẢI. Ta tính các đạó hàm các hàm số trên.

y — X3 + 2x — sin X y' =  ỉ x 2 +  2 — cos X >  0. 
y = X3 — 3x2 + 9x => y' = 3(a;2 — 2 i +  3) > 0.

3 3y = x~^-=>y'  — 1 +  > 0.X X*
_  £ + 2 , 4

v ~ ^ ĩ ^ v = - Ẹ = W <ữ-

VậyđâpánlàD. □

ơuíýrH àinsốy =  ^  + -k, c Ỷ  0, đồng biến trên các khoảng xác định khi và chỉ khi ad~bc > 0 cx +  d
và nghịch biến ưên các khoảng xác định khi và chỉ khi ad -  bc < 0.

Dạng 2: Tìm điều kiện tham  số đê hàm  số đơn điệu trên  tập D
Phương pháp giải:

•  Tính y'. Điều kiện để hàm số đồng biến (nghịch biến) trên D ỉằ ý  > 0 (ĩ/ < 0) ưên D và 
phương trình y'(x) = 0 có hữu hạn nghiệm ưên D.

o Rút tham số m, đưa về dạng m > g(x) hoặc m < g(x) ttên D.

• Khảo sát hàm số g{x) trên D và rút ra kết luận.

Chú ý; Ta thường chỉ xét D là một đoạn, một khoảng hay nửa khoảng trên M và với hạn chế 
ừong chương trình SGK, diều kiện đạo hàm triệt tiêu tại hữu hạn điểm thường tự động đúng.

VÍ DỤ 1.4. Tìm tất cả các giá trì của m đểhàm số y =  —X4 + 2 m x2 + 771 +  2 nghichbiến trên 
[3;-{-oo);

A m < 3 B. m < 3 c. m < 9 D.m < 9

GIĂỈ. TXĐ: D =  R. Ta có ý  = —4xz +  4mx — 4x(m — X2).
Hàm số nghịch biến ttên khoảng (3; +oo) 2/  < 0, Var > 3 m  < X2, Va; > 3. Suy ra 
m < min X2 — 9.[3;+00)
vậ yđ á p á n ỉà c . □
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Trong ví dụ này học sính dễ nhầm lẫn đằp án c  và D. Điều lảện để hàm số đồng biến trên 
khoảng l ì ằ y '  > 0, Vz e ĩ  và có thể ý  = 0 tại một số hữu hạn điểm. Do đó ta vẫn chấp nhận 
được giá ư ịm  = 9.

VÍ DỤ 1.5 [Đe Minh họa THPTQG 2017). Tim tất cả các giá trị thực của tham sỗ m sao cho
hàm sể y =  -̂ n -— — đồng biến trên khoảng Í0; .

tãLtl X TTt > 4 <

A m < 0 hoặc 1 < m < 2 B . m < 0

c. 1 < m <2 D.m >  2

GIẢỈ. Đặt tan X = t ,x  e  (ũ; 0  =ì t 6 (0; 1). Vì hàm số tan 2  đồng biến trên (o; yêu cầu 

bài toán ưở thành tìm m để hàm số ff(t) = ị —— đồng biến trên khoảng (0; 1).t  — ĩTÍ
Tập xác định của hàm s ố t ^ m ,  như vậy m ặ (0; 1).
Hàm số có dạng phân thức như trên luôn đồng biến hoặc nghịch biến trên các khoảng xác 
định. Điều kiện đồng biến là ad—bc~ —m  +  2 > 0 < ^ m < 2 .  Kết hợp hai điều kiện ta được 
rri £ (—oo;0] ủ [1 , 2).
VậyầấpanìàA. □

7 ì  í cos2x + 2(m-f 1 ) cosX +  2m2 +  2m + 1 . .- .
VI DỤ 1.6. Cho hàm soy -  ------------1-------  —-—  ------------------- . Tỉm tãt cả các giá trịcosar +  m
thực của tham sốm đểhàm  số đã cho đồng biến trên đoạn [o; 2 ] •

A m < — -  B .m <~l c .m >0 D.m > 0
2

GIẢI. Điều kiện xác định: cosX +  m Ỷ  0 mọi ® Ễ Ịo, , Do hàm đồng biến ưên [o; 2 ] ’
-m  ệ  [0; 1] hay m < —1 hoặc m > 0. Như vậy, loại A và c.
r™ 7 . . „  . , . cos 2X — 2 cos X +  5 _ _ 8 ̂  *Thử trực tiếp với m  — -2 , khi dó y = ---------- —--------- =  2coss + 2H------- -— ta được

cosíe- 2  cosx —2

// s „ . csinx _ . 4 —cosrr  ̂ /_ 7T\
„ (*) =  -2 sin *  + (c^ _ ì) t  =  > 0 V* e (0; ị )  .

Do đó, hàm số đồng biến trên [o; 2 ] ■ ĨĨI = -2  thỏa mãn, tức là D sai.
VậyđảpắnlàB. □

Chú ý: Có thểỉàm trực tiếp kiểu tự luận như sau: Thay cos 2x =  2 cos2 X — 1 rút gọn y ta được
2TTî

y = 2cosa; +  2m  + -----—---- . Từđócosx +  m
,, . _ . ■ 2m2sinX . coss + 2m   ̂ /  7T\y (x) = -2sìiHe +  7- — rx — -2sm xcosx-r— —-77=- > 0 Va; 6 [0: ■̂1

" v ' (cosx + rn)2 (cosíE +  m)2 \  ’ 2 )
cosa; + 2m < 0 Va: 6 ^0; ^  .

Ta đượcm < Kết hợp điều kiện ta đượcm  < -1 .
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Nhận xét. Các Ví dụ 1.5,1.6 minh họa rõ nét sự khác biệt giữa cách làm bài tự luận truyền 
thống và cách làm bài trắc nghiệm bằng phương pháp toại trừ. Với kiểu bài trắc nghiệm chỉ 
có một phương án, trong khi cách ỉàm theo phong cách tự luận cần lập luận đểủm  chính xấc 
yêu cầu rồi so sánh với các đáp án đểchọn phương án đúng, cách làm loại trừ chỉ cần chỉ ra 
một đặc điểm đểỉoạì bỏ đáp án sai. Vì vậy, trong nhiều trường hợp cách ìàrn ỉaạỉ trừ cho ỉời 
giải ngắn gọn và tối ưu hơn về thời gian. Các em học sinh cần vận dụng linh hoạt cả hai cách 
ỉàm trên khi giãi quyết một câu hỏi cụ t h ể . ________________ ____ __ __
Dạng 3: Tìm điều kiện tham  số để  hàm  số bậc ba đơn điệu trên  khoảng có độ dài l

Phường pháp giải: Xét hàm số y =  / ( X, m) -  ax3 + bx2 + cz + d.

• Tính y' = 3ax2 +  2 bx 4- c.

• Hàm số đơn điệu trên khoảng (a?i, £2) sao cho \X 2 - X i \ - 1  khi và chỉ khi phương trình 
y' =  0 có hai nghiệm phân biệt, \X2 ~  3q| — ỉ.
Điều kiên là A > 0 và l = -Ụs2 — 4p, trong đó 5, p  lần lượt là tổng và tích của hai điểm 
cực txị, được suy ra từ định lý Vỉet.

VÍ DỤ 1.7. Với giá trị nào của tham số m thì hàm sốy = xz + 3a:2 +  2mx — m2 nghịch biến
ưên đoạn có độ dài lởn nhất bằng 2 ?

3 3A  m =  0 B . m < ~  C . m —~ D. Không tổn tạim

GIẢI. TXĐ: D = R.
Ta có y' = Zxì  + Qx + 2m. Hàm số nghịch biến trên đoạn có độ dài bằng 2 43- y' < 0 trên 
khoảng (xi, z2) sao cho \X2 -  Xxl = 2.

{ X \  +  X2 — —2 
' 2m 

*1^2  = —

\X2 ~  2 i| =  2 ( l i  — X2 ) 2 = (a:i +  X2 ) 2 — =  4 — =  4 4» m =  0.

Vạy đáp ấn là A. □

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN

BÀI TẠP 1.1. Hàm số y =  X3 +  5x2 +  Ix  — 2 nghịch biến trên khoảng nào?

A. ^ - 00; B. -1 ^  c. (-1; + 00) D. ( - 00; -1)

BÀI TÂP 1.2. Hàm số y = x  + nghich biến ttên khoảng nào?
X + 1

A, (—cso; —1) B. (~4;— 1)

c. (—00; —4) D. (—00; —4) và (—1; 2)

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-ỉdều Trung Thủy 11



ôn luyến thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 môn toán spbook.vn

BÀI TÂP 1.3. Cho hàm số y = I — ^. Tìm khẳng định đúng:
2  ¿2/

A. Hàm số nghịch biến trên tập R.

B. Hàm số nghịch biến trên tập (-oo; 2) u  (2; +oo). 

c. Hàm số đồng biến ưên từng khoảng xác định.

D. Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định.

BÀI TẬP 1.4. Hàm số y  =  V®2 +  2* - 3  đồng biến trên khoảng nào sau đây;

A. (—oo; —3) B. (—3; —1) c . ( - l ; l )  D .(l;+oo)

BÀI TẬP 1.5. Hàm số nào sau đây nghịch biến trên (3; +oo)?

A. y =  ^a:3 +  |a :2 -  2x + 2 B. y  = —X3 + Qx2 -  9x + 2

c .y  = - \ x z - 2 x  + 2 D. y =  - X 2 + 5ar -  2
o ¿t

BÀI XẬP 1.6. Cho hàm sốy = f(x) có bảng biến thiên như sau:

X —00 - 1 3 +00

y' - 0 - 0 +

Tìm khẳng định SAI trong các khẳng định sau:

A. Hàm số đồng biến trên khoảng (3; +oo) và nghịch biến trên khoảng (-oo; 3).

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng (—co; 3).

c. Hàm số nghịch biến ưên khoảng ( - 00; -1).

D. Hàm số đồng biến trên khoảng (-1; +00).

BÀI TẬP 1.7. Cho hàm số y = f(x)  có đồ thị như hình vẽ. 11111 khẳng định SAI ừong các 
khẳng định sau:

A.Hàm số đồng biến trên khoảng (—1; 1).

B. Hàm số nghịch biến ttên khoảng (—00; -1). 

c. Hàm số nghịch biến ừên khoảng ( - 00; 1). 

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng (1; + 00).
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BÀI TÂP1.8. Um  m để hàm số y — đồng biến trên mỗi khoảng xác đinh?
X  +  2

1 V. 1 1 ^  1A. m < —— B. m > — -  c. m < — — D. 771 > — -
2 2 2 2

BÀI TẬP 1.9. Tìm tất cả giá trị của tham số m thì hàm số y = x ~ ~ ~  nghịch biến trên khoảng2x + m

Qi+oo)?

A. — 2 < m < 1 B. Vm € R c. —2 < m < 2 D. —1 < m < 2
BÀI TẬP 1.10. Tìm tất cả giá ưị cùa tham số 171 thì hàm số y =  —z3 + 3a:2 — 2mx + m 2 - m  
nghịch biến ưên khoảng (—oo; 0)?

A. 77Ỉ >  -  B . m > ~  c . m >  0 D. m > 0

BÀI TẬP 1.11. Um  tất cả giá trị của tham số m  thì hàm sốy = x3 + 3x2 +  (m — l)x + 2m đồng 
biến ừên khoảng (—oo; 0)?

4 4
A, 77Z <  ̂ B. TO > 4 c. m > 4 D. m > ^

0 o

BÀI TẬP 1.12. l ira  tất cả giá trị của tham số m thì hàm số y = X3 -  2m x2 -  mx + 2m đồng 
biến trên khoảng (1; 2)?

3 3 4 4A. 771 < “  B. m < ~ c . m < ~  D. m < “
5 5 3 3

BÀI TẬP 1.13. 11111 tất cẳ giá tri của tham số m thì hàm s h y  — -X4 + 2 (m2 ~ l)x2 — 3m + 1  
nghịch biến trên khoảng (2; +oo)?.

A.m < 5 B. m < 5 c. m < V5 D. —VẼ < 771 < i/5

BÀI TẬP 1,14. Tun tất cả giá trị của tham số m  thì hàm số y = X4 + 2mx2 ~ 2m2 đồng biến 
trên khoảng (1 ; +oo)?

A. m > —1 B. m > 1 c. m > —1 D. m > 1

BÀĩTÂP 1.15. Tìm tất cả giá trị của tham số 771 thì hàm số y = mx  + coaar — 2 đồng biến trên 
tập xác định?

A. m < — 1  B. 771 > 1 c. m >  1 D. —1 < m < 1

BÀI TẬP 1.16. Tim tất cả giá trị của tham số m  thì hàm số y =  sin 2x -  mx  nghịch biến ưên 
tập xác định?

A. m < -2  B. m > 2 c . m < —1 D. m < X
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BÀI TẬP 1.17. Tưn tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y  =  z3 + 6x2 + 7ĨIX -  3 nghịch 
biến ttên một khoảng có độ dài lớn nhất bằng 2?

A. m < 9 B. m < 12 c. m  > — 3 D. m =  9

BÀI XẬP 1.18. 71x11 tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y = xz +  9x2 -  m z  -  1 nghịch 
biến trên khoảng chứa nhiều nhất 3 số nguyên?

A. m < -15 B. m > -24

c. -24 < m <  -15 D. -24 < m < -15

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ẤN

GIẢI BÀI TẬP 1.1. Ta dùng phương pháp loại trừ. Vì hàm bậc 3 với hệ số a > 0 chỉ nghịch 
biến trong lchoảng hai nghiệm của y' = 0 nên loại A, c, D.
Đáp án đung là ầ . ■ □

GIẢI BÀI TẦP 1.2. Vĩết y = X -  6 +  - 2 —. Do đó, y'(x) =  1 -  .—  „. r . Xét y' < 0 khi và chỉ
X +  ĩ  { x  +

khi X e [-4; 2], X -1 . Vậy hàm số nghịch biến trên (-4; - ĩ )  và ừên (-1 ; 2).
Đáp án đúng ià B. □

GIẢI BÀI TẨP 1.3. Vì hàm phân thức đơn giản, dễ thấy y' =  ---- ^ 2  < 0. Do đó, hàm số đã

cho nghịch biến trên từng khoảng xác định.
Đáp an đủng là D. □

GIẢI BÀI TẨP 1.4. Tâp xác đinh D = (-co; -3] u  Ịl; +oo). Dễ ứlấy y'{x) = • /~ +1— ■ .
V ĩ2 +  2x -  3

Đáp án đúng là D.
Chú ỷ: Có thểỉập luận đơn giản hơn bằng phương pháp loại trừ. Từ TXĐ thấy loại cả B, c  vì 
không nằm trong TXĐ và lim y  = +oo nên ìoặỉA  Vậy chọn D. □X-+—oo

GIẢI BÀI TẬP 1.5. Thử A, y' là tam thức bậc hai hệ số dương, nên y' > ũ khi X ngoài khoảng 
hai nghiệm, loại A. Thử B, y' — —3s2 +  12ar -  9 = 0 có hai nghiệm X = 1  hoặc X = 3. Hàm số 
nghịch biến ưên (—co; 1) và trên (3; +oo). Đáp án B đúng,
Đáp án đủng ỉà B.
Chú ý: Cẩu trúc đề thi THPTQG 2017 chỉ chọn một đáp ấn, do đó khi thử được đáp ấn thỏa 
mãn yêu cầu bài toán không cần xét các trường hợp còn lại. □

GIẢIBÀĩ TẬP L6. TDt bậng biến thiên ta thấy khẳng định trong A, B, c  đúng.
Đáp án đúng là D. □

GIẢIBẦI TẬP 1.7. Từ đồ thị hàm số, các khẳng định A,B,D đứng, c  sai.
Đáp án đúng là c. □
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GIẢI BÀI TẬP 1.8. Vì hàm phân thức đơn giản, hàm số đồng biến ưên từng khoảng xác định
khivàchĩkhi2m + 1  > Ohaym > — 2 ’
Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢI BẦI TẬP 1.9. Từ điều kiện xác đ ị n h ệ  Q’*00) -  —X.lừđóIoạiAíB.C.

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 1.10. Ta có y' = - Zx2 +  6x — 2ra. Hàm số nghịch biến trên (-oo; 0) khi và chỉ
6-C 637 3x^khi —3a;2 + 6z -  2m < 0 Vrc G (-oo; 0) hay TO > ----  ----  Va; < 0. Hàm bậc hai y  ---- ——

đồng biến ưên (-oo;0), ta được m > 0. •
Đáp án đủng là c. □

GIẢIBẦITẬP 1.11. Ta có -ự =  3x2 +  6x +  (m -  1). Vì y là hàm bậc khi ba, y đồng biến trên 
(—oo; 0) khi v à ,chỉ khi y' > 0 Va; < 0 hay m  > (1 — 6x — 3s2) Vx < 0. lừ  tính chất hàm bậc 2, 
hàm g(x) = 1 — 6* — 3x2 đat GTLN bằng g(—1) =  4. Vãy m  > max 0(2) =  4.

(—O3[0)
Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 1.12. Ta có ự  = 3x2 -  ịm x  -  m.
Điều kiện cần tính đồng biến: 3a;2 -  4mx -  m > 0 Vx e (1; 2).
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẠP 1.13. Đáp án đúng ỉàD. □

GIĂỈ BÀI TẬP 1.14. Đáp án đúng ỉà a  □

GIẢI BẦI TẬP 1.15. TXĐ là K. Từ điều kiện cần của hàm đồng biến, y' = m —cos X > 0 Va: 6 R. 
Do đó, m  > 1. Vậy, chi còn lại hai phương án B  và c. Khỉ m — 1,2/  1 -  cos 2 > 0 trên K và
trên mỗi đoạn hữu hạn y'{x) = 0 có hữu hạn nghiệm. Do đó, y đồng biến trên mọi khoảng 
hữu hạn. Vì thế, y đồng biến trên R khi m  = 1.
Đáp ấn đúng ỉàB. o

GIẢI BÀI TẬP 1.16. Ta có yr = 2 cos 2x — 771. Hàm số nghịch biến kéo theo

2 cos 2x — m < 0 Va:6 R 4̂ m > 2  cos 2x Va; G R 4^ m > max(2 cos 2x) =  2 

Đáp ân đúng ỉàB. □
GỈẢIBẦI TẬP 1.17. Ta có y' =  3a:2 +  12x + m. Nếu A' =  36 -  Zm < 0, hàm số nghịch biến trên 
R. Khi A' > 0 o  m < 12, hàm số đồng biến ưên khoảng có độ dài lân nhất (xi; 12 ) với Xi; X2
là hai nghiệm của ỉ/ =  0. Do đó, Ịaĩi — ÍE2I =  2 (Xi - 12)2 = 4 hay (si +  X2 ) 2 -  4 X1X2 = 4.
Sử dụng định lý Vìet: Xi+ X 2 = -4 , X1X2 = J .  Thế vào ta được 42 -  4 ỵ  = 4. Vậy m = 9.
Đáp án đúng làD. □
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GIẢI BÀI TẬP 1,18. Ta có y' = 3a;2 + 18i — 771.
Hàm số có khoảng nghịch biến nên A' =  81 — 3m > 0.

Kí hiệu Si =  -6  -  \Ị§ + Ỵ j  =  - 6  +  ^ 9 +  y  là hai nghiệm của y' = 0. Hàm số nghịch

biến ưên khoảng lớn nhất (xi, x2). Dễ thấy —6 € (c i; X2 ). Khoảng này chứa nhiều nhất 3 số 
nguyên khi và chỉ khi — 5 < x l < - 4  < — 2 < Xỉ < -1 . Thay công thức Xi, x2 ta  được

1 < y Ị Ĩ + j  <  2 &  -2 4  <  m < -15 .

Đáp án đúng là D.
Chú ỷ: Lời giải theo phong cách truyền thống như trên chặt chẽ nhưng khá phức tạp. Nếu 
dùng phương pháp ỉoại trừ có thểlập luận đơn giản như sau: Với - m  lớn, hàm. số luôn đắng 
biến trên R nên loại A. Thử trực tiếp m — -15, hàm số trở thành y — X3 + 9x2 + 153 -  1. 
y' = Zx2 + 18x +15 =  0 ta đượcxi =  —5, X2 — -1. Như vậy m — —15 thỏa mãn. Loại c. Thử 
trực tiếp m = 0 không thỏa mãn, ỉoạỉ B,
Đáp án đúng là D. □
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”  CHUYÊN ĐỀ 1.2 ------------------------ ------- ---------------------
Cực trị của hàm số

A. TÓM TẮT LÝTHƯYẾT
1. Đỉnh nghĩa cực trị của hàm số

Cho hàm số /  (x) xác định ttên khoảng (o; b) và Xo e (o; 6). Ta nói:

a) Hàm số /  đạt cực đại tại Xo nếu tồn tại số h > 0 sao cho f{x) < f ( xo) với mọi X €
(x0 -  h \xữ + h) vằx Ỷ  x 0 - f(&o) gọi là giá tri Cực đại của hàm số.

b) Hàm số /  đạt cực tiểu tại Xo nếu tồn tại số h > 0 sao cho ĩ(x)  > f ( x o) vâi mọi X €
{xo  — h\ x ữ +  h) và X 7̂  XQ. f ( x o) gọi là giá trị cực tiểu của hàm  số.

2. Điềukỉện đủ để hàm số có cực trị
Định lý 1: Giả sử hàm số /  có đạo hàm trên khoảng ỉ  = (xo -  h; Xo + h) hoặc /  \  {ao}.

a) Nếu f'(x) > 0 trên khoảng (s0 -  h] rro) và f '(x) < 0 ưên khoảng (rco; Xo + tì) ứủ xữ là 
điểm cực đại của hàm số f ( x ) .

b) Nếu f'(x) < 0 ttên khoảng (a;0 -  h-,x0) và f { x )  > 0 trên khoảng (a:o;3:o + A) thì íEo là 
điểm cực tiểu cỏa hàm số f(x),

Định lý 2: Giả sử hàm số /  có đạo hàm cấp hai ừên khoảng ỉ  = (xq — h\ Xo + tì) với h > 0.

a) Nếu f { x ữ) =  0, /" (x0) < 0 thì reo là điểm cực đại của hàm số f(x).

b) Nếu f  (a:0) =  0, / "  (aro) > 0 ứù Xo là điểm cực tiểu của hàm số f  (x).

của hàm sấy = f{x) ta làm như sau:

• Tĩnh y’. Tim các điểm mà tại đó đạo hàm y' = 0 hoặc y' không xác định.

• Lập bảng biến thiên và kết luận.

VÍ DỤ 1.8. Hàm sốy = —  — 1. Khẳng định nào sau đây ỉà khẳng định đúng?

A  Hàm số đạt cực đại tạix =  —% đạt cực tiểu tạix  =  0.

B. Hàm số đạt cực đại t ạ ỉ x ~ ~ 2 v à x - 0 .  

c. Hàm số đạt cực tiểu tại X — ~2 vàx = ũ.

D. Hàm số đạt cực tiểu tại X — —2, đạt cực đại tại X — 0.

B. CẮC DẠNG BẰĨ TẬP
Dạng lĩ  Tim cực trị của hàm số 

Phương pháp giải: Để ữm cực trị
• Tìm tập xác định.
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GIẢI. TXĐ: D = -R.
Ta có y ' — y': =  0-0’ 2x2 +  4x =  0 X =  —2, X = 0.

(E +  l ; 2
y' không xác định tại X = -1 .
Bảng xét dấu

X —oo - 2 1 0 +oo

y' + 0 - - 0 +

Từ bảng xét dấu suy ra hàm số đạt cực đại tại X = — 2 và đạt cực tiểu tại X = 0.
Vậy đap án làA. □

Nhận xét: Vì hàm số liên tục khác không ttên mộỉ khoảng sẽ có dấu xác định trên khoảng 
đó, nên để xét dấu y' trên từng khọảng, ta có thể thử trực tiếp dấu cùa y' tại một điểm nằm 
trong khoảng đó. TUy nhiên, dấu của y' khi qua từng điểm tãi hạn của hàm số, có thể không 
đổi dấu.

VÍ DỤ 1.9. Hàm số y  =  X -  sin X +  2016 có baô nhiêu điểm cực trị?

A 0  B.l c. 2 D. vô số

GIẢI. TXĐ: D = E.
Ta có y'(x) — 1 -  cos X Va: 6 R. Phương trình y' = 0 ^ 1  — cosi =  0-«*a; =  k2iĩ, k e  z.
Xét tại mỗi X — k2ir, k  € đạo hàm y'{x) mang dấu dương khỉ X qua k,2iĩ. Do đó, X =  k2ir 
không là điểm cực trị cùa hàm số.
Vậy đap ấn ìàA. □

Chú ý: Câu này học sinh d ễ  chọn nhầm phương án D, khi quên không kiểm tra điều kiện đả  
tại các điểm tới hạn
Phứdng pháp giải 2; Để tìm cực trị của hàm số y  = Ị{x) ta làm như sau

• 11111 tập xác định.

• Tính y '. 11111 các điểm Xi (i = 1 ,2 ,..., n) mà tại đó đạo hàm y' -  0.

• Tính f rỉ{x) và /"(xì).

• Dựa vào dấu của f "(x i) suy ra tính chất cực trị của điểm X ị .

v í DU 1.10 [Đe Minh họa THPTQG 2017). Cho hàm sốy = xz — 3x + 2. Giá trị cực đại yco
của hàm số ỉà

A yco = 4 B. Ĩ/CD = 1  c. ycB =  0 D. ycD = —1
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GIẢI. TXĐ: D = R.
Ta có y' = 3x2 — 3, y' =  0 ^  3x2 -  3 =  0 o i  =  ±1.
y" = 6x. Suy ra 3/"(l) =  6 > 0 ,y "(-l)  = -6  < 0 nên X — -1  là điểm cực đại của hàm số. 
ỹcĐ = y ( - l )  = 4. ' _
VậyđấpấnỉàA. □

VÍ DỤ 1.11. Cho hàm sốy — X4 + 4x2 + 1. Tỉm khẳng định đúng 

A y đạt cực trị tại điểm x — ±\/2 vàx  =  0.

B. y đạt cực tiểu tại X = 0. 

c. y đạt cực đại tạix = 0.

D. y đạt cực đại tạỉ-x = 0 và cực tiểu tạỉx = ±%/2.

GIẢI. TXĐ: D i l .
Ta có ý  = 4x3 + 8x, y' =  0 o  4ar3 + 82 = 0 <=> ÍC =  0.
y" — 12x2 +  8, y"{Q) =  8 > D nên X =  0 là điểm cực tiểu của hàm số.
Vậy đáp án là B. □

Nhận xét: Chúng ta thường sử dụng Quy tắc 2 khi tìm điểm cực trị của các hàm bậc ba và 
bậc bốn. Các hàm số này có đạo hàm cấp một trên toàn trục số và dễ dàng lính được các đạo 
hàm cấp hai.

Khi gặp bài toán chứa tham số, chúng ta xét các điểm cực trị theo các phương pháp trên, 

v í  DỤ 1.12. Hàm sốy = X3 — 3x2 + mx đạt cực tiểu tại X = 2 khi

A m  = 0 B . m ^ O  c . m >  0 D.m < 0

GIẨI. Ta có 2/  = 3a:2 — Qx + m, y" =  6x — 6.
X = 2 là điểm cực tiểu của hàm số khi và cỉủ khiy'(2) =  0, y" (2) > 0 m — 0.
Vậy đáp án là Ả  □

VÍ DỤ 1.13. Hàm sốy = m i3 + 3z2 + 12x đạt cực đại tại X = 2 khi

A m  =  —3 B. m = — 2 c .m  = 0 D.ĨĨI——1

GIẢI. Ta có y' = 3m x2 + 6x + 12, y" = 6mx +  6.
X — 2 là điểm cực đại của hàm số khi và chỉ khi 7/ ( 2) =  0,y"(2) < 0 12m+24 = 0 ,12m+6 <
0 <& m = —2.
VậyđápánỉàB. □

VÍ DỤ 1.14. Hàm số nào sau đây chỉ có cực đại mà không có cực tiểu ?

A y  — ~ xz +  3íc2 +  2

D.y = - Y  - X 2 + 1
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GIẢI. Hàm phấn thức dạng bậc nhất trên bậc nhất không có cực trị do ý  luôn giữ nguyên 
dấu. Đáp ánA, ý  — —3x2 + 3 =  0 có hai nghiệm phân biệt, hàm số có cả cực đại và cực tiểu. 
Vậy đáp án ỉà ó . □

VÍ DỤ 1.15. Hàm s ố y -  2\x] + cos 2x -  2016 có bao nhiêu điểm cực trị?

A O  B .l C.2 D. vô.số

GIẢI. TXĐ: D = R. Hàm số không có đạo hàm tại X = 0.
Ta có yr(x) = 2 — 2 sin 2x\ỉx > 0 va ý  (x) — —2 — 2 sin 2x Vi < 0.
Phương trình y' = Q-&x = — + kft, € N hoặc X — +  kiĩ, k € %, k < 0.
Xét tại X =  0. Vì y'(x) đổi dấu từ âm sang dương khi a: qua 0 nên X = 0 ỉà một điểm cực tiểu 
của hàm số.
Xét tại mỗi điểm tói hạn X, Ỷ  Khi đó, đạo hàm y' (x) luôn mang đấu dương khi X qua X, > 0 
và mang dấu âm nếu khi qua X« < 0. Do đó, hàm số không có điểm cực trị nào khác 0.
Vạy đáp án là B. □

Dạng 2: phương trình đường thẳng đì qua hai điểm cực trị

Phương phấp gỉảỉ: Bài toán về phương trình đưòng thẳng đi qua hai điểm cực trị thường xét
đối với hàm số bậc ba và hàm phân thức.

• Xét hàm bậc ba y  =  f (x)  = ax3 + bx2 +cx + d. Dùng phương pháp chia đa thức, ta viết 
được y =  y’{x)q(x) + Ax + B  trong đó q(x) là thương, Ax + B  là phần dư khi dũa y(x) 
cho y'(x). Tại các điểm cực trị yf = 0, do đó phương trình đường thẳng đi qua hai điểm 
cực trị có phương trình y = Ax + B. Ngoài ra, đồ thị hàm bậc ba có tâm đối xứng là 
điểm uốn của đồ thị hàm số. Điểm uốn cũng chính là trung điểm đoạn thẳng nối hai 
điểm cực trị của đồ thị hàm số (nếu tồn tại cực trị).

• Xét hàm phân thức y = trong đó u(x),v(x) là các đa thức bâc hai và bâc nhất Tai

các điểm cực trị y' = 0 u'v — v'u = 0. Do đó, đưòng thẳng đi qua hai điểm cực trị có
, _  u(z) u'(x)phuangtrinhy = ^  =  ^ .

v í  DU 1.16. Đường thẳng đi qua hai điểm cưc tri của đồ thi hỏm số y =  - ,-+ - có hề số
X +  1

góc là:

Aic = - 1  B.k = 2 c .k  = 6 D .k = 4

GIẢI. Hàm số dang phân thức bâc hai trên bâc nhất y = Các điểra cức tri có hoành
•* v{x)

độ thỏa mãn ì /  = 0 u'v ~ v'u = 0, đo đó tọa độ hai điểm cực trị thỏa mãn phương trình
u(x) u (x) » Ä y ,y = = —7—T- Đường thăng đi qua hai điểm cưc tri là y — 4x +1, hê sô góc k =  4.

Vậy đáp ấn là B. □
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2x2 7x ̂  ^
v í  DU 1.17. Biết rằng hàm s ố y = ------- _  ------- đat cưc tri tai các điểm X I , X 2. Giả tri của

X  +  3
biểu thứcP = f( x i) -  /(* 2) là:

X i  —  X 2

A  p  = 2 B. p  — 6 c .p  — 4 D .p  = 3

GIẢI, k = là hê số góc của đường thẳng qua hai điểm cực tri (®i; f(xi))  vàXl — X2

(x2ì f ( x 2)) của hàm số. Đường thẳng này là y = 4x -  7, do đ ó P  =  \k\ = 4 .
Vạyđầpanlàc. □

Dạng 3: Tìm tham số m để hàm số có n  cực trị thỏa mãn điều kiện cho trước
Phương pháp gỉảỉ: Bài toán về số cực trị xét với hàm số bậc ba và bậc bốn trùng phưdng. 
Hàm số có n cực trị khi và chỉ khi phương trình •ự =  0 có 71 nghiệm phân biệt 
Các điều kiện trong bài toán cực trị có thể chia thành, hai nhổm:

• Điều kiện liên quan đến biểu thức đại số.
Xét hàm bậc bay  = f(x) = ax3 + bx2 + cx + d=>y' = 3ox2 +  2bx +  c. Điều kiện đưa về 
tính chất nghiệm của tam thức bậc hai y1, Ta sử dụng định lý Vìét.

• Điều kiện liên quan đến yếu tố hình học.
Chúng ta lưu ý tính chầt đặc biệt của các điểm cực trị của hàm bậc bốn trùng phương. 
Xét hàm số y = ax* + bx2 + c, a Ỷ  0- Ta có y1 =  4ax3 + 2bx. Hàm số luôn có cực trị tại 
điểm 2 — 0, điểm cực trị A(0; c) của đồ thị hàm số nằm trên trục tung.
Khi ai < 0, đồ thị hàm số có thêm hai điểm cực trị 5 (2:0; yo), C{ - x0; 2/0) đối xứng nhau 
qua trục tung Oy. AABC  cân tại A. Các tĩnh chất đặc biệt của AABC  thưòng được xét 
đến ỉà:

-  AABC  vuông ÃÊ.ÃÔ = 0.
-  AABC  đều & A B  = BC.
-  A ABC  có diện tích s  cho trưâc.

VÍ DỤ 1.18. Hàm sốy  =  X3 -  tra2 -  X + 1 có hai điểm cực ư ị ®1 , X2 thỏa mãn điều kiện 
3(^1 +  x2) =  2 khi:

Am = —1 B. m = 0 c.m = 1 D.m = 2

GIẲI. y' = 3a;2 — 2mi -  1. A' =  m2 +  3 > 0 nên y' = 0 có hai nghiệm phân biệt, hàm số có 
hai điểm cực trị ari, x2.
Theo định IýVìét, + x2 =  Do đó 3(2:! + £2) =  2 « m  =  l.
vệ yđ ẩ p ấ n ỉà c . □

VÍ DỤ 1.19. ĩĩm  tham số m đ ể  hàm sấy = xs — Zx2 +  m x  — 1 có hai điểm cực trị Xi, X2  thỏa 
mãn điều kiện xỊ + xị = S?

2 3A Í71 =  1 B.m  — — 1 c .m  — ^ D .m =  ^
0 *
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GIĂI. y' — 3x2 -  6x +  m. A' = 9 -  3m. Hàm số có hai cực trị &  y' = 0 có hai nghiệm phân 
biệt ** 9 — 3TĨÌ > 0 ■$=> m  < 3.
Theo địnhlýVỉet, ari + 1 2  =  2,XIX2 =  7Ị-. Do đóó

3 =  xỊ +  x \  =  ( l i  +  X2 ) 2 — 2xiX2 0  4 — =  3 m =  ị .

Vậy đáp án là Đ. □

VÍ DỤ 1.20. Tim tham số m đểhàm sốy = 4z3 + m i5 -  3x có hai điểm cực trịx 1 , 22 thỏa mãn
điều kiện Xi +  4X2 =  0 ?

9 3 _ 1 _A m  — ±~  B. m = ± ^  c .m  — ±~ D.m = Q

GIẢI, y' = 12x2 — 2mx — 3. A' = m2 +  36 > 0.
Nhận thấy điều kiện đối với hai điểm cực trị khó biểu diễn lại qua định lý Vỉet, vì thế ta tính 
trực tiếp nghiệm và thay vào phương trình y' = 0. Ta có X1 .X2 =  4 1*1 =  - 4X2- Suy ra

Thay vằo phương trình y' =  0 ta có

, ( 1 \ 12 2m
4 - 3 =  °

^ 12 2ro „ „
= ĩiĩ+ 4 3=0

9
=*■”* = 2

9m = -  
2

l£yctájơánỉà/L □

VÍ DỤ 1.21. Tim tất cả tham sẫmđểđẩ thị hàm số y  =■ xz -  6x2 + 3(m +  2)x ~  m -  6 có hai 
điểm cực trị với hoành độ cùng dấu?

A —2 < m < 2 B. — 2 < m < 2 c. —2 < m < 2 D. — 1 < m. < 3

GLỈ/. ĩ/  — Zx2 — 12x +  3(m + 2) = 0 &  X2 — 4x + {m + 2) = 0. *'
Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị có hai điểm cực trị với hoành độ cùng dấu <4* phương trình 
y' = 0 có hai nghiệm phân biệt thỏa mãn Xi . X i  > 0. Điều kiện là

r A' =  4 -  (m + 2) > 0 „ _  „
1 £ 1 .0:2 =  771 + 2 > 0

Vây đáp án là c.

VÍ DỤ 1.22 (£)ề M inìihọa THPTQG 2017). Tỉm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho 
đồ thị hàm sốy = X4 + 2m x2 + 1  có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác vuông cân.

A .m  = —“  B. m  =  -1  c. m =  -Ậ= D.m = 1
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GIAI, y' = 4xz 4- 4mx = 0 <=► X = 0,x2 — -771. Hàm số có 3 điểm cực trị m  < 0.
Tọa độ 3 đỉểm cực trị là A(ũ; IV 1 -  m2), 1 -  m2).
Suy ra A ố  = ( \/—m; —m2), Á c  = (—V—m; — m2).
A ABC  vuông cân <=>• Ãề.ÃỒ  =  m4 — m2 = 0«*m =  0, m — ±1.
Kết hợp điều kiện TO < 0 ta được m = -1.
VậyấapánlàB. □

VI DỤ 1,23. Tìm tất cả các giá trị của tham số m thì đồ thị hàm sốy = x4+2(l~m,2)x2+m+l 
có ba điểm cực trị tạo thành tam giác có diện tích bằngi-ựỹ,:

A m  = ±1 B.m — ± V s  c. Không tồn tạim  D. Đáp án khác

GIẢI, y' = 4x3 + 4(1 — m2)x = 0 X = 0, X2 =  m2 — 1. Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chi 
khi m2 — ĩ > 0 -É> |m| > 1 .
Tọa độ 3 điểm cực trị là A(0; m  +  1 ), -  ĩ;  m + 1 ~ (m2 -  l)2), C ( - y / m ĩ  -  1 ; m + 1 -
(m — I)2).
Khoảng cách từ A  đến đường thẳng BC :y — m + l -  (m2 — l)2: d — \yA~ Vb \ — (m2 -  I)2.
BC = 2v W  -  1 . Suy ra SyiBC = 4%/2 (m2 -  l ) ỉ  =  4V2 ^ m 2 - l  = 2 <=>m =  ±->/1
VệyđápánỉầB. □

VI DỤ 1.24. Cho hàm sốy = xz — 3rnx2 — 9x +  m + 4, Tim điều kiện của ra đểhàm số đã cho 
có hai điểm cực trị đôi xứng nhau qua đường thẳng X -  Sy — 49 =  0 ?

A m = — 1  B. m =  ĩ c. —1 < m < 0 D.m = 0

GIẢI. A,B đối xứng qua d : y — x  ^  khi và chá khi AB ± d và trung điểm M của AB nằm

ưên d. Trung điểm của AB là điểm uốn của đồ thị hàm số: y"{x) — 6x ~ Qm == 0 <=> X =  m. 
Ta được tọa độ M(m; —2ro3 ~  8m + 4). Điểm M € ẩ m  — 8(—2m3 -  8n +  4) -  49 — 0 -O' 
16m3 +  65m  — 81 = 0 m =  1.
Vậy đáp án là B. □

Chú ý: Trong ỉời giải trên ta thấy điều kiện trung điểm hai điểm cực trị thuộc d dùng đ ể  thu 
được m = 1 . Đây chỉ là điều kiện cần. Do đó loại cả A ,c và D, Do chỉ có một đáp ấn đúng 
nên chọn B. Trong một số tình hĩiểng khấc, có thể kiểm tra điều kiện đường thẳng qua hai 
điểm cực trị vuông góc vối d trước như sau: V iý  — 3x2 — 67712; -  9. Chia đa thức y cho ý ,
ta được y(x) — y'(x)—-------2(m2 + 3)a; +  4 .Ta được phương trình qua hai điểm cực trị lào
y = —2(ro2 + 3)x +  4. Trước hết, AB  -L d —2(m2 +  3 ) ì  = -1  -&m = ±1. Trong trường hơp

f  \  V . . ' 'cụ the này, cách ỉàm sau dài hơn. Tuy nhiên, cân kêt hợp linh hoạt dùng điêu kiện nào trước 
trong từng tình huống cụ thể.

c . BÀI TẠP Tứ LUYỆN

BÀI TẬP 1.19. Giả sử hàm số f(x)  đạt cực tiểu tại điểm Xo. Tìm mệnh đề đúng trong các 
mệnh đề sau.
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A. / ' 0ro)=O.-

B. f'{xo) không tồn tạ i

c. f [ x o) =  0 hoặc f (xo)  không tồn tạ i 

D. /(xo) = 0.

BÀI TẬP 1.20. Cho hàm số y — / (x) có đạo hàm tại điểm Xo« Chọn mệnh đề đúng!

A. Nếu hàm số đạt cực trị tại lo thì f i xo) = 0.

B. Nếu f ( x o) =  0 đù hàm số đạt cực trị tại Xo-

c. Nếu hàm số đạt cực trị tại Xo thì ĩ (x)  đổi dấu khi qua XQ ■

D. Nếu hàm số đạt cực trị tại Xo thì /'(ao) =  0.

BÀI TÂP 1 .2 1 . Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ,a^O.  Chọn khẳng định SAI:

A. Nếu hàm số có cực trị thì hàm số có hai điểm cực trị.

B. Hàm số có cực trị khi và chỉ khi phưdng trình y' = 0 có hai nghiệm phân biệt, 

c. Đồ thị hàm số luôn cắt trục hoành.

D. Hàm số có cực trị khi và chĩ khỉ phưdng trình ĩ /  =  0 có nghiệm.

BÀI TẬP 1 .22 , Cho hàm sốy  = ax4 +  bx2 + c ( a ^  0). Chọn khẳng định SAI:

A. Hàm số luôn luôn có cực trỊ

B. Đồ thị hàm số nhận trụe tung làm trục đối xứng, 

c. Phương trình y' — 0 luôn có nghiệm.

D. Đồ thị hàm số luôn cắt trục hoành.

BÀI TẬP 1.23. Hằm số bậc ba có thể cổ bao nhiêu cực trị?

A. 2 B. 0 hoặc 2 c. 0 hoặc 1 hoặc 2 D. 1 hoặc 2

BÀI xập  1.24. Hàm số bậc bốn trùng phương có thể có bao nhiêu cực trị?

A. 0 B. 0 hoặc 3 c. 0 hoặc 1 hoặc 3 D. 1 hoặc 3

BÀI TẬP 1.25. Cho hàm số y = X3 -  3x + 2. Khẳng định nào sau đây sai?

A. Hàm số đạt cực đại tại X = -1  B. Hàm số đạt cực tiểu tại X ~  1

c. Hàm số không có cực ừị D. Hàm số có 2 điểm cực trị
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BÀI TẬP 1.26. Đồ thị hàm số y = X4 -  X2 +12 có mấy điểm cực trị:

A. 4 B.3 C.2 D. 1

BÀI TẬP 1.27. Hàm số y  = (2 -  x)5(x +  l )3 có bao nhiêu điểm cực trị:

A. 7 B. 5 c. 3 D.l

BÀI TẬP 1.28. Cho hàm số y =  3x3 -  4x2 - m x - m 2 phụ thuộc tham số ro. Hàm số đạt cực 
trị tại 2 điểm X!, x2. Khi đó tổngxi + X2 có giá trị là

A. ~~ B. -  c. I  D. 1
9 7 9

BÀI TÂP 1.29. Đồ thi hàm số y = X + 1 + - x  - có hai điểm cưc tri nằm ttên đường thẳngX — l
y =  ax + b thì tích a.b bằng:

A.0  B.2  c. 4 D. - 2

BÀI TẬP 1.30. Cho hàm số y  =  X3 -  3rc2 + 4,Tìm điều kiện của tham số m để đưòng thẳng đi 
qua hai điểm cực trị của hàm số tiếp xức vổi đường ừòn (s -  m + 1)2 + (y +  3m)2 = 5

A. m — —1 B. m =  —11 hoặc m = —1

c .m  =  1 1  D. m =  —11

BÀI TẬP 1.31. Tim tất cả các giá trị của tham số m sao cho điểm 0(0; 0) nằm ừên đưòng 
thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y = s 3 — 3mx2 4- m — 2?

A. m < 0 B. m > 2*
c. m  = 2 D. m  =  0 hoặc m  — 2

BÀI TẬP 1.32. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  thì đưòng thẳng d :y  — z + m đ i qua trung 
điểm của đoạn thẳng nối hai điểm cực tri của đồ thị hàm số y  =  X3 -  6x2 + 9x1

A, m =  0 B. m =  1 C.m — 2 D. m = 3

BÀI TẬP 1.33. Gọi A, B  lần lượt là 2 điểm cực trị của đồ thị hàm số y = X3 -  3íc2 + 2. Khi đó 
diện tích tam giác ABC, vối £7(1; 1 ) có giá tộ  bằng bao nhiêu?

A. 1 B. 2 c. 3 D. 4

BÀI XẬP 1.34. Khoảng cách từ điểm cực đại của đồ thị hàm sấ y  = X3 -  3x2 + 1 đến đường 
phân giác góc phần tư thứ hai trong hệ trục Oxy là:

A. 1 B. c. 2 D. V3
2
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i » í X2 — 2x + 4 , .  . , 3BAI TAP 1.35. Đố thi hàm sô y  = — —— —  có hai diem cưc tri năm trên đường thăng d cóX •+• 2
phương trình y — ax +  ò thi giá trị của T  =  a +  2Í> là:

A. —1  B.o c . l  D. - 2

BÀI TẬP 1.36. Đồ thị hàm sốy — x z — Zx2 +  mx + m cố  đường thẳng đi qua hai điểm cực trị 
song song với đường thẳng d,: y = 2x — 1  khi:

A. m = ị  B. m = X c.m = 6 D. m = X2 3 2

BÀI TẬP 1.37. Đồ thị hàm Bữy ~ x z -  3ap2 +  mx 4- 2 có đường thẳng đi qua hai điểm cực trị 
tạo với với đường thẳng d : x  + 4y~  5 =  0 một góc a = 45°khi:

A .m  = - ị  B.m =  ^ c .m  = ±~  D. Đáp án khác

BÀI TẬP 1.38. Um m đề hàm sốy — x3 -  mx2 -*rZx-2 đạt cực tiểu tại X = 2?
15 4 „ ___ 4 15A. m = —~  B .771=— c . m = — ~  D. m =
4 15 15 4

BÀI TẬP 1.39. Điều kiện của m để hàm số y = X3 + Zx2 +  mx  +  m — 2 có hai điểm cực trị là:

A. m  > 3 B. m < 3

C ro Ẽ R  D. Không tồn tạỉ m

BÀI TẬP 1.40. Um tất cả các giá ưị thực của tham số ro để đồ thị hàm số y =  X* -  (m -
2)2x2 + m2 có 3 điểm cực trị?

A. m > 2 B. m < 2 c. m = 2 D. m 7̂  2

BAI t ậ p  1.41. Tìmthamsố m đểcỉồ ứụhàm số y = X4 + (2 m — l)x2 +  m4- 1 cóđúng l  điểm 
cực trí?

A. m < ^ B. m < ị  c. m > ị  D. m  > -
2 2 2 2

BÀI TẬP 1.42. Từ dáng điệu đồ thị hàm sốy = \x2 -  4xị có mấy cực tiểu?

A. 2 B.o c .l D. 3
BÀI TẬP 1.43. Đồ thị hàm số y = \axA + bx1 + cị có tối đa bao nhiêu điểm cực trị?

A.5  ̂ B. 6 c. 7 D. 3

BÀI TẬP 1.44. Đồ thị hàm số y = -X4 + 2(m -  ĩ )x2 + 3 có cực đại mà không có cực tiểu khi: 

A. m < 1 B. m < 1 c. m > 1 D. m > 1
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BÀI TẬP 1.45. Đồ thị hàm số nào sau đây chí có 1 điểm cực tậ?

A.y = 3x4 -  4x2 +  2 B .y=  (m2 + 4)x4 +  9s2 — 1

c . y  =  - X 4 + 2x2 ~  3 D. y  =  - X 4 + (ro2 +  l ) x 2 + 2

BÀITẬP 1.46. SỐ điểm cực trị của hàm y = cosx -  x là

A. vô số B. 2 c . 1  D. 0

BÀI TẬP 1.47. Hàm số y =  x * ĩnx + ^ Ju§n QÓ cực trị Ị̂ hi;
x + m  '

A,m = 0 B. m =  1

c. raeM  D. Không tồn tại 771

BAI TẠP 1.48. Cho hàm soy = ^x3 -  mx2 -  X 4- 2. Gọi Xi, 12  ỉà các điểm cực trị của hàm số.o
Giá trị nhỏ nhất của biểu thức A = 4- ~  bằng:xf

A.2 B.4 c. 3 D. 1

BÀI TẬP 1.49. Tira tất cả các giá trị của m để hàm số y = X3 — 3mx2 + 3(m2 — 1 ) x - m s + m 
có các điểm cực đại, cực tiểu thỏa mãn x ị ^  =  XCT?

A* m = 0 B. ro =  0 hoặc m  = 3

c. m  — —3 D. m = -3  hoặc m  =  0

BÀITÂP 1.50. Um tất cả các giá trị thực của 171 để đồ thị hàm số y — —X3 +£2—(m2 -  2m)x-f-12 
có các điểm cực đại, cực tiểu nằm về hai phía của trục tung?

A. 0 < m < 2 B. 0 < m < 2 c . m > 2 D. m < 0

BÀI TẬP 1.51. Cho hàm số y =  3 3 -  3z + 1 . Phát biểu nào sau đây đúng?

A. Hai điểm cực trị của đồ thị hàm số nằm ở góc phần tư thứ nhất.

B. Hai điểm cực trị của đồ thị hàm số nằm về hai phía của trục hoành.

c. Hai điểm cực trị của đồ thị hàm số nằm về cùng một phía của trục hoành.

B. Hai điểm cực trị của dồ thị hàm số nằm về cùng một phía của trục tung,

BÀITẬP 1.52. Tìm tất cả các giá tri của m thì đồ thị hàm số y =■ z4 + 2(m — 2)x2 + m2 - 5 m + 5  
có ba điểm.cực trị tạo thành một tam giác vuông cân?

A. m — —2 B. m  = ±1 c. m =  ~1 D. m = 1
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BÀI TẬP 1.53. 11111 tham số m để đồ thị hàm số y — ^ x 4 -  (3m +  l )x2 +  2m +  2 có ba điểm 
cực trị tạo thành một tam giác' có trọng tâm là gốc o?

2 2 1 A. m =  B. m  = —̂  hoặcm  =  — £
2 _„__1 ___ ___ 1c . m =  —  hoặc m =  -  D. m = -

BÀI TẬP 1.54. lim  tham số 771 để đồ thị hàm số y =  X4 -  2x2 +  m +  2 có ba điểm cực trị tạo 
thành một tam giác có ưọng tâm ỉà gốc o?

3 t . ~ _ 4 ^ m _  4 ^ ____ 3A. m = -  -  B. m =  “ c . m = D. m = -

BÀI TẬP 1.55. Tìm tham số m  để đồ thị hàm số y — X4 -  2ma:2 + m2 + m có ba điểm cực trị 
tạo thành một tam giác có một góc bằng 120°?

A. m =  0 B. m =  ~-̂ =ýĩ.
c . m =  -ỹ=hoặcm  =  0 D .m =  ~

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ẤN
GỈẲIBẦI TẬP 1.19. Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.20. Dễ thấy AtB,C sai và D đúng.
Đáp áĩị dúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 1.21. Đáp án D sai vì khi y = xz không có cực trị mặc dù ý  =  3x2 =  0 có 
nghiệm.
Đáp án đúng làD. □

GIẢI BÀI TẬP 1.22. Đáp án í? sai vì chẳng hạn, dồ tìụ y = x i + 1  luôn nằm trên trục hoành. 
Các đáp án A,B»C đúng từ tính chất của hàra bậc bốn trùng phương.
Đáp án đúng làD. . □

GIẢI BÀI TẬP 1.23. Nếu đạo hàm y' — 0 có nghiệm kép hay vô nghiệm thì hàm  số đdn điệu 
nên số cực tn  bằng 0. Ngược lại, nếu y’ — 0 có hai nghiệm phân biệt, hàm  số có 2 điểm cực 
trị.
Đáp án đúng là B, □

GIẢI BẦ1 TẬP 1.24. Đáp ấn đúng là D. □

GIẢIBẦI TẬP Ĩ.25. Dê thấy y' = 3:r2 -  3 =  0 X = —ĩ ,x  — 1 . Do đó hàm số có hai điểm 
cực trị: X =  —1; 1  =  1. Suy ra đáp án c  sai.
Đáp ẩn đúng ỉầc. □

GIẢI BÀI TẬP 1.26. VI ý  — 4x3 -  2x có 3 nghiệm phân biệt nên đồ thị hàm số có 3 cực trị. 
Đáp án đúng ỉàB. □
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GIẢI BÀI TẬP 1.27.

t/ { x ) =  5(2 -  x ) 4 { x  +  1)3(2 -  *)' +  (2 -  s )5.3(x +  l ) 2(x +  1)' *= (2 — x ) * ị x  +  1)2(1 -  8 x )

Phương trình ■ự =  0 có 3 nghiệm Xi =  - l , x 2 =  g, x2 = 2. Xét tại 2:1 =  -1  (hoặc X2 = 2)
dễ thấy y'(x) cùng dấu với 1 -  8z nên luôn mang dấu dương (âm) khi qua 21 (qua x2). Do 
đó, hàm số không đạt cực trị tại Xi , X2 . Xét tại 23, y'{x) đổi dấu từ dương sang âm khi X qua 
X3 = Do đó, hàm số chỉ có một điểm cực trị tại x3.
Đáp an đúng ỉàD. □

GIẢI BÀI TẬP 1.28. Ta viết hàm bậc 3 có tâm đối xứng I có hoành độ ỉà nghiệm của y"(x) = 
18x -  8 =  0. Ta được hoành độ XI =  Vĩ tâm đối xứng là trung điểm đoạn thẳng nối hai

điểm cực trị nên Xị + X2 = 2Xf =
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.29. 'Viết lại y = x x— sử dụng phương trình dường thẳng qua cực trị
• 7X2 + ¡5 _  ly

của đồ thi hàm phân thức, ta đươc y  =  “ — ■■ =  2x + 1 .• {x - 1 )'
Đáp án đúng là B. □

GIẢIBÀỈ TẬP 1.30. y' =  3a2 -  Qx = 0 X = 0, a; = 2. Từ đó, được 2 điểm cực trị của 
đồ thị hàm số A(0; 4), B(2; 0). Từ đó, AB  có phương ừình 2x +  y -  4 =  0. Đưòng ứòn tâm

1(771 — 1; — 3m), bán kính 1/5 nên ảự, A B ) =  ^  1 — ”  =  >/5 I — m -  6Ị = 5. Ta
đượcm G {-11,-1}.
Đáp án đúng ỉàB.

GIẢI BÀI TẬP 1.31. Xét y' — Zx2 — 6mx = 0 <=> X = 0,x = Im. Đồ thị hàm số có cực trị khi và 
chỉ khi 2m Ỷ  0 hay m #  0. Khi đó, tọa độ 2 điểm cực ưị là A(0; m -  2), J5(2m; - 4 m3 + 771-2). 
Ta được ÃB  (2m; —4m3) ^  0 và ÕẲ(Q; m  -  2). Dễ thấy AB  đi qua o  khi và chi khi ÕẲ, Ã ẻ
cùng phương hay ~  Ta đươc m =  2.

2 771 —4m3
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.32. y' = Zx2 -  12x + 9 = 0 =$■ X = l ,x  = z. Ta được hai điểm cực trị 
j4(1; 4), 5(3; 0). Tlung điểm đoạn nối AB là M (2; 2). Thay vào phương trình của d, ta được
2 — 2 + 771 hay m — 0.
Đáp án đúng là A  □

GIẢI BAI tậ p  1.33. Ta có y' = Zx1 — 6a: = 0 => X = 0,x =  2. Tọa độ hai điểm cực ttị 
A(0; 2), B  (2; -2). Từ đó, ÃB = (2; -4 ) và AB có vecto pháp tuyến 7?(2; 1). Ta được AB = 2 Võ 
và phương trình tổng quát 2x + y  —2 — 0. Diện tích s  của tam giác ABC là

s  =  \ á B  ■ d(C,AB) =  5 .2V5. + 1 ~ 2I = 1 .
2 1 ’ 1 2 V22 + 12

Đáp án đúng là A  □
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GIẢI BÀI TẬP 1.34. Ta có y' =  3z2 -  61 = 0 => X = 0,2 = 2. Ta được hai điểm cực trị 
A(0; 1 ), B(2; -3 ). Điểm cực đại ỉà /1(0; 1). Đường phân giác góc phần tư thứ hai trong hệ Oxy

có phương trình X  + y =  0. Do đó, khoảng cách cần tính d =  — " ■■■ =
v2 2

Đáp ấn đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 1.35. Sử dụng túửi chất hàm phân thức đơn giản, phương trình đường thẳng 
nối hai điểm cực trị là 2/ =  2x -  2, Do đó, T  = 2 + 2(-2) =  -2.
Đáp án đúng lằD. □

GIẢI BÀI TẬP 1.36. Ta có y'{x) = 3x2 ~6x  + m. Chia đa thức y cho y' ta  được

. ,, ( x  1 \ (2 m  \  4m
» W  =  í W ( f - f j  +  ( x _ 2 j I +  3 •

Ta dược phương trình dưồngthẵng qua hai điểm cực trị là y = -  2 ) X +

Dường thẳngnày song song với d :y  =  2x - 1  ta được ^ - 2  = 24»m = 6.
Đáp án đúng là c. □

GIẲIBÀỈTẬP 1.37. Ta CÓ y' — 3x2 — 6x + m. Đồ thị hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi A' — 

9 — 3m>0<=>m<3.  Chia đa thức y cho y' ta được: y(x) = yf(x) ^3  “  3 ^ + ^ “3 " -  2^ * +

+ 2) .  Tầ. được đưòng thẳng qua hai điểm cực trị có phương trình y  = — 2^ X +

( ~  + 2). Đường thẳng hê số góc k này tao với d : y = - - X  — -  môt góc 45° khi và chỉ khỉ
V 3 /  " ’ 4 5 ’
k -

------ấ . =  1 ^  Thử nếu “  —2 = ^ = » m = ^ > 3  (loại).
4 V ự 1) ủ ỉ) X(J

4
N ế u -  2 = - ị  (thỏamãn)

3 3 2
Đáp án đúng là B. □

GIẢIBẦỉ tậ p  1.38. lầ  có y' =  3x2 -  2mx + 3. Hàm số đạt cực tiểu tại X =  2, => 2/ ( 2) = 
3.22 — 4m  +  3 — 0 => m = 4
Đáp ấn đúng làD. □

GIẢI BÀI TẬP 1.39. Ta có y' — 3x2 + 6 1 + m. Hàm số có cực trị khi và chỉ khi y' = 0 có hai
nghiệm phần biệt hay A' = 36 -  3m > 0 <=*■ m < 3.
Đáp ấn đúng là B. □

GIẢIBẦITẨP 1.40. Ta có y' — 3x4 — 2 (m — 2)2X =  0 có 3 nghiệm phân biệt khỉ và chỉ khi
771 7̂  2.
Đắp ấn đủng là D. □
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GIẢI BÀI TẬP 1,41. Với hàm bậc bốn trùng phương, đồ thị hàm số có đúng 1 điểm cực trị khi 
và chỉ khi y' = 4x3 + 2(2771— l)a: = 0 có duy nhất nghiệm hay 2m -  1 > 0.
Đáp ấn đãng là D. □

GIĂIBẦỈTẬP 1.42. Vẽ phác họa đồ thị hàm số hoặc lập bảng biến thiên, ta thấy hàm số có 
hai cực tiểu X =  0, X =  4.
Đáp án đúng ỉà A  □

GIẢIBẦỊ TẬP 1.43. Hàm bậc 4 trùng phương có nhiều nhất 3 điểm cực trị. Đồ thị hàm số 
■y = ]ax4 + bx2 +  cỊ nhận được từ đồ thị y  = ax4 + bx2 + c bằng cách giữa nguyên đồ thị hàm 
số nằm phía trên trục hoành và lấy đối xứng qua trục hoành phần đồ thị phía dưóL Do đó, 
ngoài 3 điểm cực trị thông thường, có thêm tối đa 4 điểm cực tri là các giao điểm của đồ thị 
hàm số y = ax4 + bx2+c  với trục hoành. Vậy đồ thị hàm số có đã cho có tối đa 7 điểm cực trị. 
Đáp án đúng ỉà c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.44. Ta có ỳ  =  -4x 3 +  4(m -  l)x. Vì hệ số cao nhất âm, đồ thị hàm trùng 
phương chỉ có cực đại mà không có cực tiểu khi và chỉ khi y1 — 0 có duy nhất nghiệm <=> 
4xịm  — 1 -  X7) =  0 có duy nhất nghiệm hay m -  1 < 0.
Đầp án đúng íà A  □

GIẢIBẦI TẬP 1.45. Đối với hàm số bậc bốn trùng phương, đồ thị hàm số chỉ có một điểm 
cực ứị khi và chỉ khi y' = 0 chỉ có một nghiệm. Thử trực tiếp.
Đáp ẩn đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 1.46. TXĐ: R. Ta có y' = -  sin X — 1 =  0 4 *3  =  —— + 2/ot, k € z. Hàm số có vô
số điểm tói hạn. Tại các điểm tói hạn này, đạo hàm y' = - s i a x - 1  luôn âm khi qua các điểm 
tới hạn, đo dó, các điểm tới hạn không là các điểm cực trị.
Đáp án đúng làD. □

GIẢI BÀI TẨP 1.47. Dễ thấyy = x + —- — . Do đó, y1 = 1 -  — — 7 2 =  0 luôn có hai nghiệm
X  H” 7Tt “h 771J

phân biệt với mọi m.
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP ĩ. 43. Ta CÓ y' — X2 -  2 m x - 1  =  0 luôn có hai nghiệm trái dấu XI,X2 thỏa mãn: 
* 1  +  ®2  =  2m, Ĩ 1 Ĩ 2 =  -1 . Do đó, A  =  (g i +  J 2)2 -  2S1S2 =  4m2 +  2 Dg Ịhấy A đat GTNN

(xiSa)2 1
bằng 2 khi 7B =  0.
Đáp ẩn đủng là A □

GIẢI BÀI TẬP ỉ .49. Ta thử trực tiếp, vói 771 — 0, hàm số dạng y = xz — Zx => y' = - 1  = 0
có hai nghiệm Xị = - 1  < x% = 1. Hàm số đạt cực đại tại X = -1 , cực tiểu tạia: = 1. Vậy m  = 0 
thòa mãn yêu cầu.
Thử vối 771 = 3, ị/  =  3rc3 -  182; +  24 = 0 => £1 =  2, £2 =  4. Hàm số đạt cực đại tại X = 2, cực
tiểu tại X =  4. Vậy 771 =  3 thỏa mãn yêu cầu.
Đáp an đúng ỉàB. □
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GIẢIBÀI TẬP 1.50. y' =  —3a:2 +  2x -  m2 +  2m. Đổ thị hàm số có cực đại, cực tiểu nằm hai 
phía trục tung khi và chi khi các điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm số có hoành độ ưái 
đấu hay y' = 0 có hai nghiệm trái dấu. Ta được (—1) (—■m2 + 2m) < 0 - O - 0 < m < 2 .
Đáp án đúng là A □

GIẢI BÀI TẬP 1.51. Tĩnh trực tiếp y' — 3x2 -  3 =  0 =» X =  ±1. Ta được hai điểm cực trị 
A ( - 1 ; 3), B( 1; - 1 ). Do dó, A, c, D sai và B đúng.
Đáp an đúng làẻ. □

GIẢI BÀI TẬP 1.52. Ta có ý  =  4x3 + 4(m — 2)x — Q X — 0,x = ±y/2 — m  với m < 2. 
Ta được ba điểm cực ttị A(0; m2 — 5m + 5), B(—Ự2 —m; 1 — m), C(ự2  — ttỉ; 1  — J7ỉ). Do đó, 
AB — AC = y/ (2 -  m)2 +  (m~4m +  4)2, BC  =  2\/2 -  m. Vì cân tại A nên tam giác
ABC vuông cân khi và chỉ khi BAC  =  90° hay BC2 = 2 ¿4 ỉ ?2 4(2 — m) =  2(2 — m)2 + 2(2 -
m)4 o- 2 =  (2 — m)  +  (2 — m)3. Giải ta được 2 — m = 1 hay m  = 1.
Đáp án đúng làD. □

GIẢI BÀI TÂP 1.53. Ta có y' — X3 — 2(3 m +  1)2  =  0= M  = 0,a: = ±%/6m +  2 với m > — Đồ
thị hàm số có ba cực trị A(0; 2m +  2), B (-V 6m + 2; —9m2 — 6m 4-1), C(—V6m  + 2; —9m2 — 
6m + 1). Do đó, gốc ơ  là trọng tâm của tam giác ABC khi và chỉ khi XA + XB + = 0 luôn

1 2
đứng và Da +VB + y c  — — 18m2 — 6 m  + 4 =  04^171 =  ^,771=
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BẦITẲP Ị. 54. Ta có y' =  4x3 ~ 4 x  — 0 = > x  = 0,x = ±1. Ta đươc ba điểm cực trị 
A(0; m + 2 ) , ' m +1), C(l; m  +1). Gốc o  là trong tâm của AABC  khi va chỉ khi XA +XB +

4*c  = 0, yA +  VB +  Vc — 0 m + 2 + (m +  1) + (m + 1) = 0 4* m  =  — “
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẦP 2.55. Ta có y! = — Amx =  0 =  0 ,ĩ  =  -ìiy/rrí vói m > 0. Khi đó, đồ
thị hàm số có ba điểm cực trị j4(0; m2 + m), S (- ì/m ; m), m). Ta được AB = AC =
\/m  + m4, BC  =  2\fm. vì tam giác ABC cân tại A nên tam giác ABC có một góc bằng 120° khỉ 
và chỉ khi BAC  = 120°. sử dụng định lí hàm co sin, ta được

AB2 + AC2 -  BC2 1cosBAC  = ------ ' ------ --- - ~2AB.AC 2

2(m +  m4) — 4m 1 , 4 _____  4 1
2 « 2(ro+m)- 4m=- ( m + m >®m= y r

Đáp án điíng là D. □
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-  CHUYÊN ĐỀ 1.3 — --------------------- ----------------------------
Giá trị lớn nhất, giá tri nhỏ nhất của hàm số

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
ỉ . Đinh nghĩa giá trị lốn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm  số

Cho hàm số /  xác định trên tập D.

• Số M  gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y = f(x) trên tập D nếu ỉ (z)  < M  với mọi X 
thuộc D và tồn tại Xo thuộc D sao cho f ( xo) = M.

• s ố m  gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y =  Ị{x) trên tập D nếu f(x) > m với mọi X 
thuộc D và tồn tại X(J thuộc D sao cho f ( x o) = m.

2. Định lý
Hàm số liên tục trên đoạn Ịa; 0] ứiì đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất ữên đoạn đó.

B. CẮC DẠNG BẰĨ TẬP______________________
Dạng lĩ  Tìm GTLN, GTNN của hàm số f(x)  trên đoạn [a; 6]

Phương pháp giải: Đe tìm GTLN, GTNN của hàm số f{x) trên đoạn (a; 0] ta ìàm như sau

• Tính ỉ/. Um các điểm Xi, X2 >.. ■, thuộc khoảng (a: 6) mà tại đó đạo hàm ý  =  0 hoặc 
y' khong xác định.

• Tính f{a) , ỉ (x i ), ỉ{x2) , .. f(b).

• 11111 số lớn nhất M  và số nhỏ nhất trong các số trên. Ta có

M = ~  in ạx/(*');

m = m in{/(a),/(:ri),/ ( 3:2) , . . - , / (*«) ,/(&)} = min f(z).
[mb\

' >■ _ _ V s s -L  3
Vĩ DU 1.25 (Để Minh hoa THPTQG 2017). Tim giá tri nhỏ nhât của hầm sôy — — -— trền

X — 1
đoạn ị2; 4]:

19
A .  m i n  y  =  6  B .  Ị t i Ì Ị i  í /  =  —  2  c .  ợ i i ụ y  =  — 3  D .  ĨIIÌT I y  =

[2;V] y [2,4) * [2741 {2:4] * 3

GIẢI. Ta có y' = X~ 2x- ~. 3 ,\/x € [2;4Ị.
(u; -  l )2

y' =  0 X1 — 2x -  3 =  0 <=> X = -1 , X — 3. Ta có X = 3 6  (2:4).
_  19
Tính y (2) — 7, y{3) = 6, y(4) — 4“ . Suy ra min y = 6.

3 Í2;4)
Vậy đáp ấn là A. □
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Dạng2: Tìm GTLN, GTNN của hàm số f{x) trên khoảng (a; b)
Phương pháp giải; Để tìm GTLN, GTNN của hàm số f{x) ttên khoảng (o; b) ta làm như sau

• Tính ý .  Tun các điểm , ÍC2, . . . ,  Xf, thuộc khoảng (a; b) mà tại đó đạo hàm y' =  0 hoặc 
ỉ/ không xác định.

• Lập bảng biến thiên.

• Dựa vào bảng biến thiên, suy ra giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số trên 
khoảng đó.

VÍ DU 1.26. Tim giá tri lớn nhất của hàm sốy= - x % L . trên R:
V £ + 1

A maxy = 1 B. maxy =  — 1 c. maxy = 2 D. msocy — y/ĩ

GIẢI. Ta có y' = —-— —Ị-, Va: e R. y' = 0 X  = 1.
(x2 +  l ) ĩ

Vậy đắp ấn là D. □

VÍ DỤ 1.27 {Đe Minh họa THPTQG20Ĩ 7). Cho một lẩm nhôm hình vuông cạnh 12cm. Người 
ta cắt ỗ bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng 
X  (cm) rồi gập tấm nhôm ¡ại nhưu hình vẽ dưởi đây đểđược một cái hộp không nắp. Tỉm X  đ ể  
hộp nhận được có thể  tích lớn nhất

A i  = 6 B.x = 3 C.X — 2 D.x = 4

GIẢI. Sau khi cắt và ghép hình vuông ta thu được hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông 
cạnh 12 -  2x (cm) và chiều cao X  (cm).
Thể tích cùa hộp là

y =  x(12 — 2x)2 — 4(a:3 — 12i2 +  362:). X  6 (0;6).

Ta có
y' — 4(3x2 -  24x + 36) = 0 & X  =  2 hoặc X  — 6 (loại).

Lại có
y(0) = ũ,y(2) = 128,y(6) = 0
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vâ yđ á p ă n là c , □

Dạng3: sử  dụng bất đẳng thức tìm GTLN, GTNN
Phương pháp giải: sử  dụng tính chất bất đẳng thức, các bất đẳng thức cđ bản.

VÍ DỤ 1.28. Giá trị lớn nhất của hàm sổy = cos4 X  + sin3 X  trên R là:

A 2 B. V2 c. 1 D. 0
GIẢI. Vì I sinarl < 1,1 cosrcị < 1 nên ta có ưóc lượng cos4 X  < cos2 X  và sin3 X < sin2 X .  Cộng 
các vế bất đẳng thức cùng chiều, ứiu được y = cos4 X +  sin3 X < CQS2 X + sin2 X = 1. Dấu đẳng 
thức có thể xảy ra, chẳng hạn khi cos X  = ±1 &  X  = kn, k e s .  Do đó, giá ữị lớn nhất của y là 
1 .
Vậy đáp án là c. □

VI DỤ 1.29. Tim giá trị lớn nhất của hàm sốy = 12 cos X -  5 sin X trên R:

A.7 B. 13 c. 17 D. 12

12 ,
13

y  = 13(sin9cosa; + cosv?sina:) =  I3sin(a; +  ự>).

*  5 _GIAI. Gọi tp là góc sao cho sin ip = ~  và cos cp = ——. Ta có

Suy ra -13 < y < 13.
V ạyđãpánỉaB. □

Chú ý: Trong ví dụ trên ta sử dụng bất đẳng thức cơ bản của biểu thức bậc nhất chứa 
sin £, cos x: nếu y = asinar -t-ồcosi thìmaxy — \ f a2 +  ố2, min y = —-\lc? + b2.

VÍ DỤ 1.30. Với mọì giá trị thực của 771, tích của giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm
i X + 7ĩl2 — 1  *" , ỊSÔ y -  —- 5—------ trên R băng:

X4 + 1

AO B. 1 c. - 1  D. - -
4

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Tkắng-Kiều Trung Thủy 35



ôn  Iưyên thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 môn toán spbooJc.vn

GIẨI. Xét trường hợp đặc biệt m = 1, y = 2X—■ Theo bất đẳng thức Cauchy: X2 +  1 >

2\z\ =*■--<  -TT-— < Đấu bằng xảy ra khi X — - 1  và a; = 1. Do đó, giá tri nhỏ nhất, lớn2 X +1 2
nhất lần iươt là -  i  i . Tích số là -■ 2’ 2 4 _
Vậy đắp ấn là D. o

Chú ý: Trong ví dụ ưên, nếu trực tiếp tính đạo hàm, khảo sát hàm số có chứa tham số m có 
thểkhá mất thời gian, trong khi không tận dụng được thông tin quan trọng được ẩn tTong đê 
bài là tích số của GTLN và GTNN không phụ thuộc vào m. Có th ể  làm trực tiếp chặt chẽ theo 
kiểu tự luận bằng cách khảo sát hàm số hoặc phương pháp miền giá trị.

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN
BÀI TẬP 1.56. Cho hàm số y = f(x)  có bảng biến thiên như sau:

X —Cũ —1  2 +oo

y' -

+o1

y
+oo

- 1

+oo +oo 

- 1

Tim khẳng định SAI trong các khẳng định sau:
A. Đồ thị hàm số có ít nhất một tiệm cận.

B. Hàm số không có gỉá trị nhỏ nhất, 

c. Hàm số đạt cực tiểu bằng -1.

D. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng - 1 .

BÀI TẬP 1.57. Cho hàm sốy  -  f(x)  có đồ thị như hình vẽ. Tlm khẳng định SAI trong các 
khẳng đinh sau:

A. Đồ thị hàm số có hai điểm cực đại.

B. ĐỒ thị hàm số có một điểm cực tiểu, 

c. Hàm số đạt giá trị lớn nhất.

D. Đồ thị hàm số cỏ tâm đối xứng.
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BÀI TÂP 1.58. Tim giá tri nhỏ nhất của hàm sốy  — x — 3: + 2. trên đoan [0; 2]:
X  -4- 1

2 4A. miny — 77 B. min?/ =   ̂ c. miny = 2 D. miny =  —7
[072] 3 [Ô;2] 3 [0;21 [Õ;2]

BÀI TẬP 1.59. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y  — ự x 2 +  1 -  X íxên [0; + c o ) .

A-0 B. 1 c . 2 D, Đáp án khác

BÀI TẬP 1.60. Giá trị lớn nhất của hàm số y = \ / ì5 — x2 -  X  ỉà:

A.5 B. 5ì/2 c. 4 D .4V2

BÀI TẬP 1.61. Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 2x3 + 3x2 +  1 trên đoạn [ - 1 ; 1 ) là:

A. 2 B. 6 c. 1 D .-2

BÀI XẬP 1.62. Giá trị nhỏ nhất của hàm số ỳ  =  4 sin 22 -  6 cos2 X  + 3 là:- 

A. - 7  B. 1

c. - 5  D. không có giá trị nhỏ nhất

BÀI TẬP 1.63. Tổng giá trị lân nhất và giá trị nhỏ nhất cùa hàm số y = cos 2x + sin X là:
8 7A . - |  B.0 C . - ~  D . - l

16BÀI TẬP 1.64. Hàm số y =  X 2 + — dạt giá tri nhỏ nhất trên (0; 00) tai:

A. x = 2  B. a; = 3 c . x  = 2 D. X = 1

BÀI TẬP 1.65. Tổng giá trị lớn nhất và gỉá trị nhỏ nhất của hàm số ý = - X 4  + 8x2 + 3 trên 
đoạn [—1 ; 3] là:

A. 25 B. 22 c. 16 D. 13

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẢI BAI TẬP 1.56. Dễ thấy đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 3  = 1, nên A đúng. Hàm số đạt 
cực tiểu và V C T  = -1» nên c  đúng. Hơn nữa, hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1, tức D đúng. 
Đáp án đúng ỉàB. □

GIẢIBẦI TẬP ỉ .57. Dễ thấy khẳng định A, B và c  đứng.
Đáp án đủng làD. □

4GIẢI BÀI TẬP 1.58. Ta có y = X -  2 + ——  =>y' = 1 -  7
y s  +  1 y ( i +  l )2

Do đó, y' = 0 •«> X  = l,x  = - 3 (L). Ta được một điểm tới hạn X  = 1.
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. 4 2 2 
Tính trực tiếp 1/(0) = 2, 3/(2) Vậyminỉ/= “ .

Đáp án đúng là A. □
m Ẫ T  » 2 ĩ  tS ỉ>  1 ZQ T* rr\ 7/  — — ĩ — - — 1 <  fi Ví? ì> 0. Hàm số liên tục trên [0; o o ) . Do dó,

GIẢI BÀI TẬP 1.60. Ta có ( \ / l 6 -  X2 -  x)2 < 2 ((16 -  X2) + (-rr)2) =  32 => ĩ/ < 4 v i  Dấu
đẳng thức xảy ra khi y / l 6  — X 2 = -X, chẳng hạn X  = -2V/2.
Đáp án đúng là D. o

GIẢI BÀI TẬP ỉ.  61. Hàm số liên tục trên [-1; 1]. sử dụng y' = Qx2 + 6x = 0 X =  0,x  =  -1, 
hạn chế thuộc (-1; 1) ta được X = 0. So sánh trực tiếp y ( - 1) = 2,1/(0) =  1, y(l) = 6. Do đó, 

max =  1 .

Đáp án đúng ỉà c. □

GIẢI BÀI TAP 1.62. Ta có y — 4 sin 2x -  3 COS 2x là hàm bậc nhất của sin 2x, COS 2x nên min y —
— ự 4 2 + (—3)2 — “ 5.
Đầp án đúng là B. □

GIẢIBÀỈTẬP 1.63. H  cos2a; = 1 — 2sin2 X, viết lại y = 1 +  sínx — 2 sin2 X. Đặt sins = í, í e 
ị - 1 ; 1 ]. Khẩo sát g(t) = X + í -  2í2 trên [ - 1 ; 1 ] ta được min g{t) =  p ( - l)  =  - 2; mạx g(t) =

9 7
= lổng giá trị lớn nhất và nhỏ nhất là - 2  + 1  = — g-

Đáp án đúng ỉà c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.64. Thử trực tiếp.

GIẢI BÀI TẬP 1.65. Dễ thấy y' = —4 x z  + 16x = 0 X € {0; -2; 2}. Do đó, có hai điểm tới 
hạn X = 0 , X  = 2 trong (-1; 3). Ta có y ( - l )  = 10, Jf(0) = 3,7/(2) = 19, y { 3) — - 6. Vậy tổng của 
GTLN và GTNN là - 6  + 19 = 13.

□

Đáp án đủng là c. □

Đáp án đúng là D. □
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CHUYÊN ĐỀ 1.4 — ---------------------
Đường tiệm cận

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Đỉnh nghĩa các đường tiệm cận

Đường thẳng X = Xo là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = f(x)  nếu có một trong các 
điều kiện

l im  f ( x )  =  + o o ,  l im  f ( x )  — - o o ,  l im  f ( x )  — +CO , Iim _  f ( x )  =- —c o .
X—Hq X-+:eJ X—±Xq X—h3"

Đường thẳng y — yữ là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y =  f( x )  nếu có một trong các 
điều kiện

Iiin f{x )  =  yo. lùn f( x )  -  Vo-x-*+oo . X-*—<x>
2. Các đường tiệm cận của hàm phân thức
Đồ thị hàm phân thức y =  ax — k c ^ O c ó  tiệm cận đứng X  = —“ và tiệm cận ngang y = - .

c x  +  d  ' c  c

B. CẮC DẠNG BÀI TẬP___________
Dạng 1: Tìm các đường tiệm  cận của đồ thị

• Ta thường xét tiệm cận đứng X = XQ đối với những hàm số có dạng f(x) = ^777, vối
v ( x )

v(xu) '= 0.

• Để tìm tiệm cận ngang ta cần xét giói hạn khi X  oc.

v í DỤ 1.31 [Đe Minh họa THPTQG 2017). Cho hàm số y  =  Ị{x) có lim f(x) = 1 vàE—>+00
lịm f(x)  = - 1 . Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng?I—K+oO

A Đồ thị.hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.

B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng 1 tiệm cận ngang.

c. Đồ thị hàm số đã cho có đúnghai tiệm cận ngang là các đường thẩngy — 1 vày = - 1 .

D. Dồ thị hàm số đã cho có đứng hai tiệm cận ngang là các đường thẳngx = 1 vàx = -1 .

GIẢI. Đề bài xét hai giới hạn khi X  -»• 00, tức là xét tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. Đồ thị 
có hai tiệm cận ngang y =  1 khi X —> +03 vày =  ~1 khi X ->■ - 00.
Vậyâấpánìầc. □

2x — 1VI DỤ 1.32. Đổ thị hàm sôy = —----   có các đường tiệm cận là:

A. 1  =  1 ,2: =  —2 B.x — —1, y = \  c. £ = 1,9  = 2 D.x = ì , y = —2
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GIẢI. Hàm số y = 2 x - ĩ
1 — X

có tập xác định R \  {1 }, ta kiểm ừa được

2x — l  ì:__ 2x — 1 2 - 1lim ------- --- oo, • lim —------= lim -T— 7  = —2X->1 1 — X \1 — X s-voo ± — 1

vậy đắp án là D.

VÍ DỤ 1.33. Cho hàm s ố y ~  f{x) có bảng biến thiên như sau:

X —oo -1  2 +00

y' - 0  +

y
+ỌO

-1

" +oo +oo 

-1

Tìm ¡chẩng định SAI trong các khẳng định sau:

A. Dồ thị hàm số không có tiệm cận ngang.

B. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứngx = 1 . ' 

c. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngangy = -1 .

D. Hàrri số có một giá trị cực trị l à -1.

GIẢI. Hàm số không xác định tại X  = - 1 ,  ta có lim y  = oo do đó X  — -1  lấ tiệm cận đứng
X—>1 +

của đồ thị hàm số, B đúng.
Mặt khác, lim y — oo nên đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang,. A đúng, c sai.X—yoo ■
Hàm số đạt cực tiểu tại điểm X  = 2, giá tn  cực trị y = -1  nên D đúng.
Vậy đáp án lấc . □

Dạng2: Tìm điều kiện tham số m để thỏa mãn tính chất về tiệm cận

v í DU 1.34 (Đe Minh họa THPTQG 2017). ĩĩm  tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho 
đồ thị của hàm sẻy =

\ J m x 2 +  1

A Không tồn tại rn B.m  < 0

có hai tiệm cận ngang.

c. rn = 0' D. m > 0

GIẢI. Hàm số có tiệm cận ngang nghĩa là ta cần xét giới hạn khi X  —> co. Điều kiện để biểu 
thức dưới dấu căn có nghĩa là mx2 + 1 > 0, Vx-, đo đó 771 > 0.
Khi m > 0, dễ kiểm tra được ỈỈIỊ1 y = -Ặ=, lim. y =  — Đồ thị hàm số có hai đường• I-++ÚC ựm  2-+-OC ựm.
tiệm cân.
Vạy đẩp ấn là D. □
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Chúý: Khi tính gỉới hạn X -> oo của hàm số dạng phân thức hoặc chứa căn thức, nếu bậc của 
X ở tử số mà không lớn hơn bậc của X ở mẫu thì giới hạn hữu hạn và đồ thị hàm sồ có tiệm 
cận ngang.

VI DỤ 1.35. Tim tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số
X  "Ì" 1y = —=— — ------chỉ có môĩ tiêm cân đứng.X3 — 3xz + ro . . .

A m E l  B.m < 0 hoặcm  > 4

C.TĨI< 0 hoặc m > 4 D. m < 0 hoặc m > 4.

GIẢI. Ta dùng phương pháp loại trừ bằng thử trực tiếp. Vổi m = 0, y — - 3— —2»đồ thị hàm
số có hai tiệm cận đứng X = 0 và X — 3. Vậy m =  0 không thỗa mãn yêu cầu. Do đó, chỉ còn 
chọn B hoặc D.

or “Ị"' 1 1Thử với m = 4, rút gon y = —— — - = 7————rx, Đồ thi hàm số chỉ có môt tiêm cân đứng 
x s -  3r2 +  4 (2; -  2)2 ■ . . .

1  = 2. Vậy m =  4 thỏa mãn. Do dó loại B.
VậyđápấnlầD . □

Nhận xét: Một lần nữa chúng m lưu ý  đến sự khấc biệt khi ỉàm bài trắc nghiệm bầng phương 
pháp loại trừ. Đ ể loại bỏ phương án sai chỉ cần tìm ra một đặc điểm không phù hợp của 
phương án đó, chẳng hạn chọn một vài giá trị đặc biệt và thử trực tiếp, trong khỉ muốn khẳng 
định đáp án đúng phải khảo sát khá vất vả. Tất nhiên không phải lúc nào củng ỉàm được 
bằng cách loại trử (chẳng hạn nếu trong các đáp án có đáp ấn khắc); hoặc ngay cả khi làm 
được bằng phương pháp loại trừ thì cũng chưa thể  đảm bảo đó ỉà cách tối ưu. Do vậy, cần 
lưu ý  vận dụng linh hoạt phương pháp loại trừ và phương pháp trực tiếp kiểu tự luận trong 
những tình huống cụ thể.

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN

BÀI TÂP 1.66. Đồ thi hàm số y = 7— -  có các đường tiêm cân là*. *
1 +  X  '

A. tf = l..T = 2 B. z = - l , y  = l  c . x = - l , y  = —l D.x = - l , y  = l

BÀI TẬP 1.67. Cho hàm số y = / ( x) có bảng biến thiên như sau:
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Tìm khẳng đính SAI trong các khẳng định sau:

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang y — 1 .

B. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng X  =  0 .

c. ĐỒ thị hàm số không có tiệm cận ngang.

D. Đồ thị hàm số có một cực trị.

BÀI TẬP 1.68. Đưòng thẳng X = 1 là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số nào trong các 
hàm số dưới đây?

a . ^ ± Ị  b . Ị = Ị  c . Ị ± í  d . 1 - 1
X + 1  2x + 1  1 — X x/x2 + 1

BÀI TẬP 1-69. Đường thẳng X = - 1  KHÔNG là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số nào
trong các hàm số dưới đây?

A 2x + l  „ 1 + a r  33 +  2 £ - 1A .----  — B. = c. ■ r  D. —, ==
X + 1 \Ịx — 2 a< — 1 vaT+l

BÀI TẬP 1.70. Đồ thị hàm số nào trong các hàm số dưới đây không có tiệm cận đứng ?

A. — + -~ B. 4 —^ c. D. x  ~ 1
X2 -  1 2a: + 1  i / l  -  £ Vx2 + 1

BÀI TẬP 1.71. Đưòng tìiẳng y = -2  KHÔNG là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số nào 
trong các hàm số dưới đây?

B .- ặ = =  c, — + ^  D. e2 — 2I — X 1/ 2;2 — 1 a: — 1

BÀI TẬP 1.72. Đường thẳng y =  2 là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số nào trong các 
hàm số dưói đây?

A 2x + 1 1 — a: 1 + x 2x2 +  1A .---- -— B. -------  c. —===== D .----------
X +  1 2 x - l  y / 4 x 2 +  1 X - 2

BÀI TẬP 1.73. Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y = — ~2~7 J   ̂ là?

A. 3 B. 2 c. 1 D. 0

ị. X2 — 2 m x  +  m 2 — l  , .„ * ... «BAI TAP 1.74. Tim m để đồ thi hàm số y = --------- ——-------- có tiêm cân đứng?
X — 2

A. m 7̂  1 B. m — 1  c.
171 = 1

D. m 7̂  1 ,3
771 = 3

BÀI TÂP 1.75. Tìm m để đồ thi hàm số y = --T *---- có hai tiêm cân đứng?
* * X 2 + 2x -  m  v ■ 6

A. m  > - 1  B.  ̂ ^  A c. Vm € R D. m < 1ị m  > - 1  
3
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D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẢI BÀI TẬP 1.66. Tập xác đinh X Ỷ  -1) lim y = oo nên a; = -1  là tiệm cận đứng của đồx~ị~ 1 '
thị.

1 - *  _ _  ................ ^
lim ------=  lim ------ Ỵ- =  1, nên y = 1 là tiệm cận ngang của đô thị.

x —to o  1  - Ị -  X  x - ì o o  ^  I  

X
Đáp án đúng là D. □

GIÂIBẦI TẬP 1,67. Hàm số không xác định tại X = 0, lim y =  oo nên £ =  0 là tiệm cận đứng* " X—>0
của đồ thị.

lim y  =  1, nên đồ thị nhận y  — 1 làm tiệm cận ngang.
X —►— c o ’

D. đúng do điểm (1 ; -1) là điểm cực ư ị duy nhất của hàm số.
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.68. Các hàm số được xét đều cổ dạng phân thức, tập xác định của hàm số
1 + x 1- _ 1 1 7 ——  là  X  Ỷ  1.
1 —  2;

1  -Ị-  J
Hơn nữa lim — ■ -■ = oo nên X = 1 là tiệm cận đứng.

1  —  X  '
Đáp án đúng ỉàc. □

GIẢIBẦI TẬP 1.69. Tập xác định của các hàm số lần lượt là X ^  -1 , X > 2, X ^ '± l,x  Ỷ  -1- 
Hơn nữa

„ 2 1  +  1 +  2  X  - 1lim ---- —  = OO) lim - =  oo, iim , =  oo
2 - » -1  X  +  1 T - » - i  X  — 1 * - » -1  -ự x  +  1

nên X  = -1  là tiệm cận đứng của ba đồ thị này.
1 “i“ Xlim ■ /  không có ý nghĩa nên X  =  - 1  không là tiêm cân đứng.

3>H>1 -ựx — 2
Đáp án đúng ỉàB. □

GIẢIBẦI TẬP 1.70. lập  xác định của các hàm số lần lượt Ikx Ỷ  ±1»x  #  -  2 ’ x <
Hơn nữa

2£ + l  .. x - 1  .. 1 + x
l im  ~ -  =  o o , l im  -------------------------  =  o o , l im  - = = =  =  oo

*-»-1 X1 — 1 a-ì~i 2a: + 1 X-+1- y/ 1 — X

ba đồ thị iiày có tiệm cận đứng.
Trong D. hàm số có tập xác định là R nên không có tiệm cận đứng.
Đáp an đúng là D. □

GIẲĨ BÀI TẬP 1.71. Tacó Um *0+ 1 = _2 lim L  = 2, lim (e* -  2) = 0.
>00 1 — X X~++00 y j x  —’ 1 X—ị —Oũ

nên ba đồ thị này có tiệm cận ngang.

Mặt khác lim -  + 2x = oo nên đồ thị không có tiệm cận ngang.
£ —> 0 0  X  —  1

Đáp án đúng là c.
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Trong bài này bằng cách nhẩm bậc của X ỏ tử và mẫu số ta dễ dàng loại bỏ hai đáp án A. và
B., nhận đáp án c. Ta kiểm tra-thêm giới hạn lim ex và cần ghi nhố tính chất của hàm sốX— oo
mũ. □

GIẲIBÀI TẨP 1.72. Ta có
lim ^ ± 2  =  2.

X—> c c  X  "Ị" 1

Đáp án đúng ỉà A
Ta kiểm tra được tiệm cận ngang của hai hàm số tiếp theo lần ỉượt l à y = - ^ , y = ± ^ ,  còn

'  2 t 2  1  —hàm số —1— không có tiêm cân ngang do bâc ở tử cao hơn bâc ở mâu. □
X — 2

GIẲỈBÀ1 TẬP 1.73. Tập xác định: X Ỷ  i l . T a c ó

X 1 +  i x  — 3 X 2 +  4 x  — 3lim -7.— -—  =  co, lim ---------- T— '—  =  oo.x-i-l XA — ĩ X* — 1

nên X  =  ±1 là hai đường tiệm cận đứng của đồ thị.
X2 + 4x — 3 1 + -  — Tlim ---- s— -—  =  lim —L-S— -S =  1  nên y =  1 là tiêm cân ngang của đồ thi.*-N» X* — 1 X-4CO 1 — Kí

Đáp án đúng ỉàA. □

GIẢI BÀI TẬP 1.74. 'lập xác định: X Ỷ  2- Để hàm số có tỉệm.cận đứng, điều kiện là

X2 — 2 mx + m2 — 1lim ------------—--------- = oo.
X  ~  2

Điều kiện là 22 -  4m + m2 ~ 1 Ỷ  0 => m Ỷ  1.m Ỷ  3-
Dáp án đúng ỉà D. □

GIẢIBÀỈTẬP 1.75. 'lập xác đỉnh: xz + 2x — m Ỷ  0. Để hàm số có hai tìệm cận đứng, điều 
kiện là phương trình X 2 +  2 x  — m  =  0 có hai nghiệm X  1.
Điều kiện là A ' — 1 + ro > 0 và ro Ỷ  3.
Vậy đáp án là B. ' □
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-  CHUYÊN đ Ề 1.5 -------- ;------------ 7
Đồ thị hàm số

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Đinh nghĩa điểm uốn

Nếu hàm số y  = f(x) có đạo hàm cấp hai trên một khoảng chứa điểm Xo« ỉ " ( x o) = 0 
và /" (x) đổi dấu khi X  đi qua điểm Xo thì U(xo,ĩ{xo)) gọi là điểm uốn của đồ thị hàm số
y -  f(x)-
2. Đồ thỉ hàm phân thức

Xét hàm phân thức y -  c Ỷ  0. od — bc Ỷ  0'cx + d,
Tập xác định R \  | - “ | -

Đồ thị hàm sổ có một tiệm cận đứng X  = - - v à  một tiệm cận ngang y —

Giao điểm hai đưòng tiệm cận là tâm đối xứng của đồ thị.
Các dạng đồ thị:

3. Đồ thi hàm  bâc ba
Xét hàm số y  = ax3 + bx2 + ca: + d, a Ỷ  0.
Tạp xác định: R.
Đồ thi hàm số luôn có môt điểm uốn có hoành đô X  =  - — , và nhân điểm uốn làm tầm đối

Ắ 3a
xứng. Neu đồ thị hàm số có cực đại, cực tiểu thì điểm uốn là trung điểm của đoạn thẳng nối 
hai điểm cực trị đó. Đồ thị hàm số bậc ba không có tiệm cận.
Các dạng đồ thị:
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4. Đồ thỉ hàm bậc bốn trùng phưứng
Xét hàm số y = ax4 + bx2 +  c, a Ỷ  0*
'lập xác định: R.
Đồ thị hàm số nhận trục tung làm trục đối xứng.
Đồ thị hàm số có thể không có hoặc có hai điểm uốn. 
Đồ thị hàm bậc bốn không có tiệm cận.
Các dạng đồ thị:
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B. CÁC DẠNG BẢĨ TẬP_________ _
Dạng l ĩ  Đoc hiểu bảng biến thiên và đồ thi hãm số

Phương pháp giải: Từ bảng biến thiên, hiểu được tính đơn diệu và các điểm cực tri của hàm
~~ỊSO.

v í DỤ 1.36 {Đe Minh họa THPTQG 2017). Cho hàm sốy = ĩ{x) xác định, liên tục trẽn R và 
có bảng biến thiên:

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng?

A. Hàm số có đúng một cực trị.

B. Hàm số có giá ưị cực tiểu bằng 1.

c. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng - 1.

D. Hàm số đạt cực đại tạix — 0 và đạt cực tiểu tại X — 1.

GIẢI. Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số có hai điểm cực tri, do đó [A.] sai.
Điểm đạt cực tiểu là X  =  1, giá trị cực tiểu bằng - 1, do đó [B.I sai.
Vì lịm y =  —oo, lim y = +oo nên hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất, 
[C.l sai.
Hàm số đạt cực đại tại X  — 0, đạt cực tiểu tại X = 1.
VậyđâpánlẩĐ . □

VÍDỤ 1.37 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Đường cong trong hình bên là đồ thịcủamộthàm  
số trong bốn hàm sổ được liệt kê ở bển phương ấn A, B, c , D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm 
số nào?

A.y = —X2 + X  -  1

B.y = —x3+3:c+1

C.Ị/ =  a:4 - i 2 + l

D.y = X2 —3x + l
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GIẢĨ. Từ đồ thị ta thấy lim y = +00 do đó. loại phương án [A.] và [B.J.T.—ị+oo
Đây là dạng đồ thị hàm số bậc 3, loại đáp án [C.].
VậýđảpấnìàD .

VÍ Dự 1.38. Hàm số nào sau đây có đồ thị như hình vẽ

A .y  — —x 4‘+ 4 x 2 — 3

B.  y  =  z 4 +  X2 — 3 

C v ~  5x4~2x2- 3  

D.y = X4 + 2x2 — 3

GIẢI. Vì lim y — +00 do đó ta loại đáp án A. Trong B, đồ thị hàm số không đi qua điểm»—>+00
(±1; 0). Trong c, ý  -  2 0 -  4x2 = 0 có 3 nghiệm phân biệt, do đó đồ thị có 3 điểm cực trị. 
Đáp án c  sai7
VậyđắpánĩàD.  □

1 1 r
T •V

-3
J

Dạng 2: Tìm điểm uốn, tâm  đối xứng của đồ thỉ hàm số
Phương pháp giái: Từ bảng biến thiên, hiểu được tính đơn điệu và các điểm cực tri của hàm 
số.

VI DỤ 1.39. Tọa độ điểm uốn của đổ thị hàm sốy=  ^ —  2x2 + 6x ~ 5 là:

A 2

c. Không có điểm uốn >(*8
GlẲl. y' = x ĩ  — 4x + 6, y" =  2x — 4. y" = 0 <=► X  = 2, y =  y(2) =  -  
Vậy đáp án là D.

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN

BÀI TẬP 1.76. Hàm số nào sau đây có đồ thị như hình vẽ
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BÀI TẬP 1,77. Số điểm uốn của đồ thị hàm số y  —  X 4  -  3z2 + 2 là:

A. 0 B. 1 c. 2 D. 3

BÀI TÂP 1.78. Cho hàm số y — ax:i + Ò£ + c + d có đồ thị như hình vẽ. Tính tỉ số -

A .-1 ry
1 1

B. X Ị 1°r

co1Ú

/  2 \

D. 3 \

-3-

BÀI TẬP 1.79. Tầm đối xứng của đồ thị hàm số y = —+— là:

A. (1; —3) B.(-3; l )

c. (1,1) D. Không có tâm đối xứng

BÀI TẬP 1.80. Trong các hàm số sau đây, đồ thị hàm số nào không có tâm đốỉ xứng
2x + 3 ~ _

A .y  = ~ — — B. y =  x-3“-2x2+4 c. y =  — x3+2x2 — £+ 1  D. y = X 4  + Zx‘i — 4
X  — 1 - ■

BÀI TẬP 1.81. Cho hàm số có bảng biến thiên như sau. Um điều kiện của m  để đường thẳng 
y — m  cắt đồ thị hàm số đó tại ba điểm phân biệt?

A. —4 < m < 1 B. —4 < m < 3 c. —4 < 771 < 1 D. —4 < m < 1

BÀI TẬP 1.82. Cho hàm số có đồ thị như hình vẽ. Tìm điều kiện của m để đường thẳng 
y — 3m + 1 cắt đồ thị hàm số đó tại hai điểm phân biệt?
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A. m = — ̂  hoặc m = 1

B. “  < m < 1

c. m < — ̂  hoặc m > 1 

D. Không tồn tại m

BÀITÂP 1.83, Đồ thi hàm số y = x + ——-
X  — 1

1. Tiếp xúc vối đường thẳng y = 2.

2. Không cắt đường thẳng y — ~2,

3. Cắt đưòng thẳng y  = 4 tại hai điểm phân biệt.

4. Cắt đưòng thẳng y = 1 tại hai điểm phân biệt.

BÀI TẬP 1.84. Phương trinh X4 -  2x2 -  3 -  m = 0có4 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi:

A. m < -4  B. —4 < 771 < -3  c. m  > 4 D. 3 < m < 4

BÀITẬP1.85. ChohàmsốT/ = f(x)  có đồ thị (C). Đồ thịhàm số y = |/(a:)Ị được suy ra từ (C) 
bằng cách:

A. Giữ lại phần đồ thị phía ưên Ox, lấy đối xứng phần còn lại qua Oy.

B. Giữ lại phần đồ thị phía tiên Ox, lấy đối xứng phần còn lại qua Ox. 

c. Giữ lại phần đồ thị phía trên Ox, và lấy đối xứng qua Oy.

D. Giữ lại phần đồ thị phía ưên Ox, và lấy đối xứng qua Ox.

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁJN

GIẢI BẦ1 TẬP 1.76. Từ đồ thị, X  = 1 là tiệm cận đứng, ta loại đáp án A và D. 
y = 1 là tiệm cận ngang nên ioại đáp án C.
Dấp án đung ỉà B. □

GIẢIBÀỈ TẦP 1.77. y' = 4x2 -  6x, y" = 12x2 -  6. y" = 0 có hai nghiêm phân biêt X  =  ± —=
v2

nên đồ thị có 2 điểm uốn.
Đáp án đủng là c. □
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GIẢI BÀI TẬP 1.78. Hàm số có dạng bậc ba, xét hàm bậc ba y = ax2 + bx2 + cx + d =>■ y" =
6ax2 + 26. Do đó hoành đô điểm uốn làa; = -  Ặ-.

3 a
Hai điểm cực ưị là (2; 1 ) và (0; -3), tọa độ điểm uốn là ¡7(1; - 1 ), suy ra -  ~  = 1 -  = -3.

3ũ ữ
Đáp án đúng ỉàc. □

GIẢI BÀI TẬP L  79. Hàm phân thức có tâm đối xứng là giao điểm hai đường tiệm cận, trong 
bằilàa: =  lv à v  — 1 , Vậy tâm đối xứng là (1;1).
Đáp án đúng la c. □

GIẢIBẦI TẬP 1.80. Hàm phân thức có tâm đối xứng là giao điểm hai đưòng tiệm cận, hàm 
bậc ba có tâm đối xứng là điểm uốn. Như vậy loại A, B, c.
Vậy â ấ p  á n ìầ ỉ> .  □

GIĂIBÀI TẬP 1.81. Đường thẳng y = m  cắt đồ thị hàm số tại 3 điểm phân biệt thì điều kiện 
cần và đủ ỉà - 4  < m < 1.
Đáp án đúng là D. . □

GIẢI BÀI TẬP 1.82. Đường thẳng y  = 3m + 1 cắt đồ thị hàm số tại 2 điểm phân biệt thì điều 
kiện là

3m + 1 = 4
&

3m + 1 = 0

Đáp án đúng là A  □

GIẢI BÀI TẬP 1.83. Tập xác định: s  \  {1 }.

1  [ ĩ  = ũ

Bảng biến thiên

X — O ữ 0 2 +oo

y' + 0 - - 0 +

y
—oo

- 1

—oo

+ o o

3 "

+CO

Từ bảng biến thiên ta thấy đồ thị hàm số không cắt đường thẳng y = m  vâi -1  < m <  3, loại 
A, D.
Đồ thị cắt đường thẳng y =  -2  và y =  4 tại hai điểm phân biệt.
Đáp án đúng là c. □
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GIẢI BÀI TẬP 1.84. SỐ nghiệm của phương trình bằng số giao điểm của đồ thị hàm số y =
I 4  -  2ar2 — 3 và đường thẳng y = m.

y' = 4x‘3 — = 0 <=>

Bảng biến thiên

X  =  0  

L X  =  ± 1

□
Từ bảng biến thiên, điều kiện là —4 < m < -3 .
Đáp án đúng ỉàB,

GĨẢ1BẦỈ TẮP 1.85. Ta CÓ Ị/(a;)| =  ị r t . t , „  . - _ .
\ - ĩ { x )  khỉ/(rc) < 0.

Do đó phần đồ thị phía trên Ox giữ nguyên, (x; - f ( x) }  đối xứng (x; f(x))  qua trục Ox nên 
phần đồ thị phía dưói trục Ox được lấy đối xứng qua trục Ox.
Đáp án đúng ỉàB. □
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-  CHUYẾN ĐỀ 1.6 -----------------------;------------ 7
Tiếp tuyến, tương giao đồ thị hàm số

A. XÓM TẮT LÝTHUYẾX
1. Tương giao giữa hai đường cong

Phương trình hoành độ giao điểm của hai đưòng cong (Cl) : y = f(x)  và (C2) : y = g{x) là 
f(x) = g(x).
2. Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại một điểm

Phương trinh tiếp tuyến của đồ thị hàm số (C) : y = f(x)  tại điểm M(xq, f ( xQ)) là

A : y = f { x ü)(x -  Zo) + /(a=o)-

3. Điều kiện để hai đường cong tiếp xúc
Điều kiện cần và đủ để hai đưòng cong (Cl) : y = f (x)  và (C2) : y — g(x) tiếp xúc là hệ 

phương trình
■ í f { x )=9(x)
\ ĩ ' ( x )  = g'(x)

CÓ nghiệm.
Chú ý: Sau khi đưa phương trình f(x)  = q(x) về dạng phương tành đa thức, nếu phương 
trình có nghiệm  bội tại đ iểm  Xo th ì Xo chính ỉà hoành độ tiếp điểm , hai đường cong tiếp xúc.

B. CẮC DẠNGBẰI TẬP___________
Dạng 1: Tương giao giữa hai đường cong

Phương pháp giải: Để tìm giao điểm của (Cl) : y = f(x)  và (C2) : y = g(x), ta xét

• Phương trình hoành độ giao điểm f(x)  =  g(x), giải được nghiệm x0.

• Thế vào một trong hai phương trình, ta được tọa độ giao điểm (a;0; f {x0)).

• Số giao điểm bằng số nghiệm phân biệt của phương trình hoành độ giao điểm.

VÍDỤ 1.40 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Biết rằng đường thẳngy = ~2x + 2 cắt đồ thịhàm  
số y  = X3 + X + 2 tại đ iểm  d uy  nhất; kỷ h iệu  (xq-, y 0) là tọa độ của đ iểm  đó. Tim  y0.

A ÿ o = 4  B.y0 = 0 G 2/0 = 2 D.y0 = - 1

GIẢI. Phương trình hoành độ giao điểm của đường thẳng và đưồng cong là:

— 2 x  +  2  =  x * +  x  +  2 < $ x 3 + 2 x  =  0 ‘& x  =  0 .

Thay vào phương trình đường thẳng y = 2.
vậyđấpanìàc. □
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VÍ DỤ 1.41. Parabol y =  4 x 2  -  2x +  3 cắt đồ thị hàm số y — X3 +  3x + 1  tại bao nhiêu điểm 

A 3 B. 2 C. 1  D. 0

GIẢI. Phương ừình hoành độ giao điểm cùa đưòng thẳng và đường cong ỉà:

ôn  luyên thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 mồn toán spbook.vn

4x2 -  2x + 3 =  X 3 +  3z + 1 & X' -  4x2 + ĩ>x -  2 = 0 **

Suy ra có hai giao điểm.
Vạy đáp án laB. □

Dạng 2: Viết phương trình tiếp tuyến khi biết hệ số góc
Phương pháp giải: Khi biết hệ số góc của tiếp tuyến, ta viết phương trình tiếp tuyến theo các 
bưóc sau

• Tính y '. Tính đạo hàm -ị/ { xq) theo tọa độ tiếp điểm AÍ(^oi yo)-

• Giải phương trình y'(xo) = k.

• Với mỗi Xo tìm được, tìm yo =  ĩ {xq) và tiếp tuyến tương ứng A : y — -  Xo) +
f ( x  o).

Chú ý: Hệ số góc của đường tiếp tuyến A có thểđược cho gián tiếp qua cấc tính chất sau:

• A II d : y =  ax + b, suy ra hệ số góc k = a.

• A ± d : y  = ax + b, suy ra hệ số góc k = —

• A tạo vổi đường thẳng d :y — ax + b góc Ot, suy ra —Ệ-ị = tana.

• Nói riêng A tạo với trục hoành góc a, suy ra |/c| = tan a.

VÍ Dự 1.42. Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y — X2 -  3x + 2 tại giao điểm của nó 
vôi trục tungỉà:

A. 3x — y — 2 = 0 B. y = 0

c. 3x + y — 2 = 0 D. 92 -  y — 18 = 0 và y = 0.

GIẢI. Giao điểm của đồ thị hàm số với trục tung là A(0; 2).
Ta có y' = 3x2 -  3, y'(0) =  -3 .
Phương ttình tiếp tuyến tại A là y -  2 = -3 (x  -  0) 3a: + y ~  2 — 0.
vậ yđ a p ấ n là c . □
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VÍ DỤ 1.43. Phương ứình tiếp tuyến của đồ thị hàm sốy = X 3 - 3 x + 2 song song với đường 
thẳng y = 9x +1 là:

A .y = 9X — 14 B .y = 9x — 14 hoặcy =  9x + 18

c. y = 9x + 18 D. y — 9x 4-14.

GIẢI. Gọi phương trình đưòng tiếp tuyến là y =  9x + c.
Đưòng thẳng trên và đồ thị hàm số tiếp xúc nên hệ phương trình sau có nghiệm

íx 3 - 3 z  + 2 = 9x +  c
1 Zx2 — 3 =  9

Giải phương trình thứ hai, thay vào phương trình thứ nhất, ta được
X  — 2, c. — 14 

L  X  = —2. c = 18
Phương ttình tiếp tuyến là y  =  9 x  -  14 và y  =  9a; +18.
VậyđápánỉàB. □

Dạng 3: Viết phương trình tiếp tuyến đi qua một điêrn
Phưdng pháp giải: Ta viết phương trình tiếp tuyến theo các bưâc sau

• Gọi tọa độ tiếp điểm là M(xữ\yữ), phương trình tiếp tuyến A : y = /'(so)O e-2o)+/(zo)-

• A đi qua A{xa ; yÀ) nên yA = /'(¡EoX^A -  ^o) + f{xo)- Từ đây giải ra được XQ.

• Với mỗi Xo tìm đưởc, thay vào phương trình A ta được một tiếp tuyến.

VÍ DỤ 1.44. Phương trình tiếp tuyến của đỗ thị hàm sốy = X3 -  3x + 2 qua gùio điểm của 
hàm số này với trục tung ỉà:

A.ĨX — y — 2 = 0 B. y = ũ

c. 3x + y  -  2 = 0 D. y = 9x -  18 = 0 uày -  0.

GIẢI. Giao điểm của đồ thị hàm số với trục tung là A(0;2).
Ta có y' = 2,x2 -  3, phương trình tiếp tuyến y = 3(xg -  l)(rr -  Xti) + x ị -  ZxQ +  2.
Phương trình tiếp tuyến đi qua A, ta được 2 = 3(xl ~ 1){0 -  xữ) + x ị -  3x0 + 2 o- X‘0 = 0.
Do đó, phương ừình tiếp tuyến là y -  2 =  -3 (z  -  0) 3x + y -  2 = 0.
vậ yđ ấ p á n ỉà c . □

c . BẢI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 1.86. Phướng trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số y = X3 + 2x2 -  3x + 1 tại điểm có 
hoành độ x =  — 1 là:

A. y = 2x + 5 B. y = 2x + 1 c. y = 5 — 4x D. y = 1 -  4x
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BÀI TẬP 1.87. Phương trình tiếp tuyến vối đồ thị hàm S ữ y - x z - x 1 - 2 x  + l giao điểm của 
đồ thị với trục tung là:

A. 2x + y + 1 =  0 B. ~2x + y + 1 = 0 c. 2/ = 1 D. y = l -  2x

BÀI TẬP 1.88. Phưđng trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số y =  X3 4- Zx2 -  9x +  2 tại điểm cực 
tiểu là:

A. y  =  -3  B. y = 14 C.t/ = 37 D.y =  2

BÀI TẬP 1.89. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số y =  X* -  4x2 + 1  tại điểm cực đại là:

A. y = — 3 B. y = — 1 c. y = 1 D. y = 5

BÀI TẬP 1.90. lìm  điểm M  trên đồ thị hàm số y = X3 + 3a: -  3 biết hệ số góc của tiếp tuyến 
tại M ìà k = 6.

A. (—1; —5); (1 ' 1 ) B . ( - l ; - l ) ; ( l ; - 7 )

c. (—1; —1); (1; —5) D. (1; 1 ); (-2 ;-17)

BÀI TẬP 1.91. Tọa độ giao điểm của đồ thị hàm sốt/ — 2  trvc tuttg là:

* ( - H  . » H )
c. (0; - 2) D. Đồ thị không cắt Oy

BÀI TẬP 1.92. Tọa độ giao điểm của đồ thị hàm số y = xz + X2 -  5x + 3 với trục hoành là:

MO; 3) B. (3:0) c .(l;0 ),(-3 ;0 ) D. (1 ; 0), (3; 0)

/V “1“ 3BÀI TÂP 1.93. Tọa độ giao điểm của đồ thị hàm sấy =  ------và đường thẳng y = 2x là:

A.x  = -1 ,3  B. ( - 1 ; -2)

c. Không có giao điểm D. ( - 1 ; - 2), (3; 6)

BÀI TẬP 1.94. ĐỒ thị hàm số nào sau đây không cắt trục tung?

A. y = X3 + 2u- -  1 ~ -

ồ n luyên thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 mon toán spbọok.vn

' 1.94. ĐỒ thị hàm số nào sau đây không cắt trục tung? 

ị —  X 3  +  2 x  — 1  B. y =  2 — X 4

o _ 2* 2 -  1 . 1
c - y ~  . 0  D- y -  x + “

•T +  2 .  T.

BÀI TẬP 1.95. Đồ thị hàm số nào sau đây không cắt trục hoành?

A. y = X3 + 2x — 1 B. y = 2 — X 4

2a;2 — 1
c . y -  D . y - X 4 -  ĩx* + 2

X  +  2
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BÀI TÂP 1.96. Goi M, N  là các giao điểm của đồ thi hàm số y — ~ — -  và đường thẳng
X  —  1

y — X — 3. Hoành độ trung điểm I  của M N  là:

A .Ĩ  B . - ĩ  C.7 D .-7

BÀITẬP 1.97. Giá trị m để đồ thị hàm sốy — X3 + 2>x2 — 2(m + l)x  -  rrt2 ~ 2m cắt trục hoành 
tại 3 điểm lập thành một cấp số cộng l à :

A. m = 2 B. Không tồn tại m

c. m =  — 1 D. m — ±2

BÀI TẬP 1.98. Giá trị m  để đồ thị hàm số y =  X3 -  3x2 + (2m + l)x -  m2 cắt trục hoành tại 3 
điểm lập thành một cấp số cộng l à :

A.m =  l  B. Không tồn tại m  c. m < l  D . m > l

BÀI TÂP 1.99. Với điều kiện ị ũ^  4ac) > 0 thì đồ thi hàm số y  = ax4 + bx2 4- c cắt trục
^  u

hoành tại bao nhiêu điểm?

A. 4 B. 3 C-2 D. 1

BÀI TẬP 1.100. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =  X3 -  3x2 + 4 song song với đường thẳng 
y = -3 x  CÓ phương trình là:

A. y = —3x + 2 B. y = —Sx + 5 c. y = —Zx + 4 D. ỹ = —'33: + 3

BAI TẠP 1.101. Các tiêp tuyến của đồ thị hàm so y = --- ----Zx2 + ~ song song với đường
thẳng 4x + y -  1 =  0 có phương ưình là:

A. y = + 2 vay = -  8 B. y = Ax + 2 v ày = -4 x  -  8
9 9c .y  = -4 x  + 2 v ày = —4x + ^ D.y  — 4x + 2vày  = 4x -  ^

BÀI TẬP 1.102. Số tiếp tuyến của đồ thị hàm số y — — —ỵ  song song với đường thẳng 
3.X + y -  2 = 0 là:

A. 0 B. 1 c. 2 D. 3

BÀI TẬP 1.103. Số tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = 3 vuông góc với đường thẳng
X -  2y + 1 = 0 là:

A. 0 B. 1 c. 2 D. 3
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BÀI XẬP 1.104. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = - I 3 + 3x2 -  3 vuông góc với đưòng thẳng 
T. — oỳ + 2  = 0 có phương ưình là:

A. y = -9x  -  8 và y — -9 x  + 10 B. y = -9 i’ -  8 và y = -9x + 24

c. y = —9x + 10 và y = —9x — 30 D.y = —9 i — 10 và y = — 9i + 30

BÀI TẬP 1.105. Giả sử đường thẳng y — ax + b tiếp xúc với đồ thị hàm sốy — X3 + 2x2 - 1 - 2  
tại điểm M{ 1; 0). Ta có

A. ab = 5 B. aò =  6 c. ab = —36 D. ab =  36

BÀI TẬP 1.106. Cho hàm số y = xz + X 4- 1. Tim khẳng định SAI:

A. Hàm số luôn đồng biến trênR.

B. Trên đồ thị tồn tại hai điểm sao cho tiếp tuyến với đồ thi tại hai điểm đó vuông góc với 
nhau.

c. Phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độx = l làĩ /  = 4x — 1.

D. Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại một điểm duy nhất.

BÀI TẬP 1.107. Cho hàm số y = X3 -  X2 + 2x +1. Trong các tiếp tuyến của đồ thị hàm số, hệ 
số góc nhỏ nhất đạt được ỉà:

A -ị B . |  C .Í  D . |3 3 3 3

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ẨN
GIẢI BÀI TẬP 1.86. y' =ẵx2 +4x~$=> ĩ / ( - l )  = -4 . y{-l) = 5.
Phương trình tỉếp tuyến là y -  5 = -4 (x  + 1) <=> 4x + y -  1 =  0.
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 1.87. Giao điểm của đồ thị vói trục tung X = 0, y =  1. '
y' = 3z2 -  2x -  2 => ỉ/(0) =  -2 .
Phương trình tiếp tuyến là y — 1 = —2(x -  0) <=;> y = 1 -  2x.
Đáp án đúng là D. □

GỈẢỈBÀITẬP 1.88. ị/  = 3a:2 +  ôx -  9. y' =  0 X = 1; X =  -3 . 
y "  =  6x + 6 =*- y"(l) = 12 > 0 nên X =  1 là điểm cực tiểu. y(l) =  -3 .
Phương trình tiếp tuyến là y =  -3 .
Đáp án đúng ỉàA. □

GIẢI BÀI TẬP 1.89. y* =  4x3 — 4x. y* = Q X = I  = ±1.
y" = I2x2 -  4 => y"(0) =  - 4  < 0 nên X =  0 là điểm cực đại. 2/(0) =  1.
Phương trình tiếp tuyến là y = 1.
Đáp án đúng là c. □
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_„ _____ _ . r.T = l^>-y = l
GIAI BAI TẠP 1.90. Hệ số góc của tíêp tuyên tại M: k =  6 = 3x +  3 =>

X = -1  => y = —7
Đáp án đúng là B. □

GIẢIBÀỈTẬP 1,91. Giao điểm với trục tung có X — 0 => y =
Đáp án đúng là B. . □

GIẢI BÀI TẬP 1.92. Phương trình hoành độ giao điểm:

X + x  — 51 + 3 =  0
X =  1 

X = —3

Đáp án đúng làc. □

GIẢI BÀI TẬP 1.93. Phương trình hoành độ giao điểm

— 2x — 3 = 0 X = —1 => y — —2 

X  = 3 =>• y = 6

Đáp án đúng làD. □

GIẢI BÀI TẬP 1,94. X  = 0 thuộc tập xác định các hàm số ưong A, B, c nên khi thay X = 0 ta 
được tọa độ giao điểm của đồ thị các hàm số vối trục tung.
Hàm số y = X + -  có tập xác định X ^  0 nên đồ thị hàm số không cắt Oy.
Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢI BÀI TẬP 1.95. Đồ thị hàm bậc ba luôn cắt trục hoành.
Phương trình 2 — X4 =  0 có nghiệm ± \/2 nên đồ thị trong B cắt Ox.

Trong c, đồ thị cắt Ox tại điểm Q ’0) '

y = x4 -  2x2 +  2 = (x2 — l )2 + 1  >  0 nên đồ thị hàm số này không cắt trục hoành.
Đáp án đúng ìàD. □

GIẢIBẦI TẬP 1.96. Phương trình hoành độ giao điểm:

3 2 - 7  _ _  f I 2 — 7x -f 10 = 0 =  ĩ -  3 »X — 1
íx 2 —7 
\ x ^ l

1 7
Ho anh độ XỊ = + x n ) = 2 ' t îe0 <lịnh lýVĩet.
Đáp án đúng ìàA. □
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GIẢI BÀI TẬP 1.97. Phương trình hoành độ giao điểm: X3 + 3x2 -  2(m + ĩ ) x - m 2 - 2 m  = 0. 
Giả sử 3 nghiệm lập thành cấp số cộng, theo định lýViet: Xi +  X 2  +  X 3  =  -3 , suy ra X  = -1  là 
một nghiệm.
Suy ra -m 2 + 4 = 0 m = ±2.
771 = 2, ta có a:3 + 3x2 -  6x -  8 -  0 có nghiệm ~4; -1; 2. 
m  = -2 , ta có X3 + 3x2 + 2:r = 0 có nghiệm -2; -1; 0.
Đắp án đúng là c. ũ

GIẢI BÀI TẬP 1.98. Phương trình hoành độ giao điểm: X3 -  3x2 + (2 m + l)rn ~  m2 = 0.
Giả sử 3 nghiệm lập thành cấp số cộng, theo định lý Viet: + £2 + 23 = 3, suy ra X = 1 là
một nghiệm.
Suy ra ~m2 + 2 m  — 1 = 0=^771 =  1 . 
m = 1, ta có X3 -  Zx2 +  Zx ~ 1 = 0 có nghiệm x = l.
Đáp ân đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 1.99. Nếu ac < 0, suy ra b2 -  4ac > 0, mẫu thuẫn điều kiện.
Suy ra ac > 0, b2 -  4ar. > ũ. Do đó phương ưình at'2 + bt + c = 0 có 2 nghiệm cùng dấu Í1 , t.2 .
Mãt khác, ab < 0, ứieo đinh lý Vìet s  = - -  > 0, sưy ra cả hai nghiệm đều dương. Do đó
phướng trình ban đầu có nghiệm ± i/íĩ, i i / ĩ ã .
Đáp án đúng ỉà A. □

GIẢI BÀI TẬP 1.100. Đường thẳng song song với đường thẳng y =  -31  có phương trình
■y =  —3x' + c.
Đưòng thẳng này là tiếp tuyến của đồ thị y = X3 -  3x2 + 4 <=> hệ sau có nghiệm

GIẢI BẦI TẬP 1.101. Đường thẳng song song vối đường thẳng 4x+ y — 1 = 0 có phương ưình 
4x + y + c == 0.

GIẢI BÀI TẬP 1.Ĩ02. Đường thẳng song song vổi đường thẳng Zx+y -  2 = 0 có phưdng trình
+ y + c — 0.

Đáp án đúng là B. □

Đường thẳng này ỉà tiếp tuyến của đồ thị y = -  3x2 + -  <É=> hệ sau có nghiệm

□

Đáp ản đúng là c. □
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GIẢI BẦI TẬP 1.103. Đường thẳng vuông góc với đường thẳng X -  2y+ 1 = 0 có phương trình 
2z + ỉ/ -f c — 0.
Đường thẳng này là tiếp tuyến của đồ thị y — - X 3  +  3a:2 -  3 &  hệ sau có nghiệm

(  2x + 3 3 26
— — X  — c r  X  —  c  =  — •

=  -2
2l (2x -  l )2 x  = '~'2S > c = l

Vậy đáp án là c. □

GIẢI BÀI TẬP 1.104. Đường thẳng vuông góc vối đưòng thẳng X -  9y+2 =  0 có phương trình 
9x +  y + c — 0.
Đưdng thẳng này là tiếp tuyến của đồ thị y  = —X3 + 3:c2 — 3 <=> h.Ệ sau có nghiệm

' ~x  +  3x — 3 =  —9x — c 
~3x2 + 6x = - 9  ^

X =  — 1 => c =  8 

X  =  3 =$■ c =  —24

Đáp án đúng ỉàB. □

GIẢI BÀI TẤP 1.105. Đường thẳng y =  ax +  6 tiếp xúc vôi đồ thị hàm số y =  X3 4- 2x2 — x ~ 2  
tại điểm M{ 1; 0), nên M( 1; 0) là'ni 'liệm của hệ

\ x z +  2x2 — x ~ 2  = ax + b Ịa  =  6 .
* 2  ĩ  7 =H  L => aố =  -36.\3 x  +4x — 1 =  a \6  =  —6

Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀĩ TẬP 1.106. lậ p  xấc định R.
y' — 3z2 + 1 > OVx e R. Không tồn tại hai điểm Xi, X'2  mà yl(xi).y'(x2) = — 1.
Đáp án đúng ỉàB. □

GỈẢIBÀITẬP 1.107. y = Zx2 -  2x + 2 = 3 (x  -  I ) 2 + I  > = I  tại* =  ỉ .

Đáp án đúng ỉà D. □
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-CHƯƠNG 2------------------- ;-----------  
HÀM Số MŨ VÀ HÀM Số LÔGARIT

-  CHUYÊN ĐỀ 2.1 ---------------------------------- ;
Cấc bài tập vân dụng các công thức biến đôi

A. TÓM TẮT LÝTHUYẾT
1. Lũy thừa

•  an = a .a . . .  a; a[ì =  1; a-Tl = — ; ar =  = ỉ/ã™.a” '
• Với a , l ) > 0; x , y Ễ Ì ,  ta có

a*a* = a*+V; ~  =  a*-»; {a*)y =à*y; 0*6* = <aỉ>)*; £  = (£ )* .

2. Logarit

• Vói 0 < a ^ l v à 6 > 0, t a c ó x  = loga b ax = b.
• Vớio < a #  1 ; b,bi,b2 > 0; a  € R, ta có

+) logn(ỏ!ỉ>2) = ỉogQ Ỉ>1 + loga b2] logft ^  = logQ bì -  loga ỏ2;

+) loga ba = a  loga b; log0 i  =  -  logQ b;

+) Ỉ0go b = logQ„ b =  -  loga b { ũ Ỷ  0); loga b == r— (ồ ^  1 ).logea a  logj, a
• Đặc biệt, vói 0 < a -ệ-1 ; ỉ> > 0; a e  R:

+) logQl  =  0.
+) loga ữ = l.
+) lo g a a a  =  a .

+) logn ỉ  = -1. 
a

+) a log» 6 =  ò.

62 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Thing Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 2. HÀM s ố  MŨ VÀ HÀM số  LÔGARIT

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP 
Dạng 1: Đẳng thức và bất đẳng thức đơn giản

Với dạng toán này ta cần vận dụng các công thức biến đổi một cách chính xác. Khi gặp bất 
đẳng thức cần đặc biệt chú ý xem cơ số của hàm mũ, lôgarit lón hơn hay bé hơn 1 .

VÍ DỤ 2.1 {Đe Minh họa THPTQG 2017). Cho các số thực dươnga, b v ô i a Ỷ  1- Khẳng định 
nào sau đây ỉà khẳng định đúng?

A. loga2 (aò) = ị  logtt b B. loga 2 (ab) = 2 +  2 log„ b

c. loga3 (ab) = ị  logQ b D. log02 (aố) = ị  + ị  loga b

VÍ ĐỤ 2.2 (£>ề Minh họa THPTQG 2017). Cho các số thực dương a, b thỏa mãn 1 < a < b. 
Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng?

GIẢI. Hàm X  log,. X  đồng biến trên (0, +oo) khi c > 1. Cho nên giả thiết 1 < a < b kéo theo 
loga b > logQ a = 1 va log6 a < log6 0 = 1 .
VậyđắpánỉàD . □

Dạng 2: Giá tri của hàm mũ và lôgarit
Ta xét bài toán tính giá ưị của một biểu thức lôgarìt theo giá trị của một số lôgarit cho trước. 
Ta thường viết biểu thức lôgarit cần tính toán dưới dạng một biểu thức của những lâgarit 
"nguyên tố". Các biến đổi thường dùng là:

1. to g ^ z V * )  =  a  logtt X  +  Ẹ loga y ,

o a  ư iUb c ‘'■'ôrt " 1 1,l>.yùƯ 1 ^  vai*«. »uIogba

VÍDỤ2.3 {ĐẾMinh họa THPTQG2017). Đặta = log2 3, b = log5 3. Hãy biểu diễn log6 45 theo 
a vàb.

GIẢI. Tacó
log„2(o6) = ị \o g  a{ab) = ~(loga a-MogQ 6) =  ị  + ị  loga b.

VậyđấpảnlàD. □

A log„ b < 1 < logft a 

c. lügj, a < logQ b<  1

B .l < Ỉ0go b < log6 a 

D. logj a < 1 < Iog0 b

1 1
y log a(x*yP) a loga x + p loga y '

3. loga 6 = logc a. logR b\ logab = ——— để đưa về lôgarit đa cho.
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GIẲI. Ta có .thể viết
loe* 5 2 loe» 5 2

log645 =  log6 5 +  21og63 =  +  ĩ^ 6  =  l+ lo g 3 2 +  1 + log3 2

_ 1/6 2 _  a +  2ab
l  + l / a  + ĩ  + l / a  ab + b '

vậyđắpánỉàc. □

VÍ DỤ 2.4. Nếu logp q = VE thì log /̂pặ ~  bằng

1 1 -3 ^ 5  l l  + 3\/5 11-2%/S 1 1 - 3 ^
2 ' 4  ' 4  ' 4

GLỈ/. Ta có _
T s _  1 Qỵ/Q _  3 3 1

v i  v^g 2 0g^ ? 2 log,

3 1 3 3VS 3>/5(>/5-l) l l - 3 v / 5
- 1 + y  - * + 1 -  -  « -  -  « ■

VậyđảpảnlàD. □

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN
BÀI TẬP 2.1. Cho 0 < a ỹí l,b  > ũ,c> 0. Khẳng định nào sau đây đúng?

A. logQ b > lóga c<F*b> c B ,ab > ac & b >  c

c. b g a(6c) =  Ioga c 4* b =  1 D. loga(6 + c) = 2<&b + c~ 2 a

BÀI TẬP 2 .2 . Cho a > 0,6 > 0 thỏa mãn a2 + b2 = 7ab. Khẳng đinh nào sau đây đúng?
. n 1 ìn ữ ‘Ị1 ỉn ò n , . . 3/, , ,,A. 31n(a 4- b) = -----—---- . B. ln(a + b) =  ̂ (lna 4- ln&).
„ . . .  , \ , a + b lĩia + lnbc. 2(ln a +  lnò) =s ln(7aỉ>). D. l a ------- = ------ ------ .

ỏ z ‘

BÀI TẬP 2.3 [ĐeMinh họa THPTQG2017). Cho hàm số f(x)  — 2x7xĩ. Khẳng định nào sau 
đây saì?

A. f ( x)  < 1 X + X2 ỉog2 7 < 0 B. f ( x)  < l  x k \1  + X2 ì n l  < ữ

c . f(x) < 1 &  X log7 2 +  X2 < 0 D. J(x) < 1 <=> 1 +  X log2 7 < 0

BÀI TẬP 2.4. Khẳng định nào sau đây sai

A. 2'/5+1 > 2v/S. ' B. (y/2 -  l )2016 > (1/2 -  l)2017.

(
_>. 2017 , _s 2018

1 - — ] > Í 1 -  2 ) • D- (n/3 -  l )2017 > (>/3 — l)2016.
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BÀI TẬP 2.5. Với 0 < a Ỷ  ỉ- Giá trị của alos“3 (4) bằng

A.4 B. 8 c. 2 D. 16

BÀI TẬP 2.6. Nếu a = log2 3 và b =  ìog2 5 thì log2 \/360 bằng
. l a b  1 a b „  1 a b _  1 a ' b
A' 3  +  4 +  6 2 + 6 +  3 6 +  2 + 3 a 2 +  3 + l

BÀI TẬP 2.7. Cho (Vã -  l )m <  (V5 -  l ) 71. Khi dó

A. 771 < tt B. n  < m c. m  =  n  D. m >  n

BÀI TẰP 2.8. Nếu log 3 =  a thì -----i —— bằng
log8 1 100

A. a4 B.16a c. ~ D.2a

BÀI TÂP 2.9. Giá trị biểu thức loga - — J7=~~ bằngyũ

A .H  B. — G  — D. —
5 5 5 15

BÀI TẦP 2.10. Cỉio !oga b = y/z. Khi đó giá ừi của biểu thức logỵĩ ^  bằng
ù Y ữ

K s / Ĩ ~ l  Rv/ 3  +  l  C . 4 ^  D. -
V̂ + 2  > /3 -2

BÀI TẬP 2.11. Khẳng định nào sau đây sai

A. logi ra =  logỊ b a = b >  0. B, logi a > ỉogi b <=> a > b > 0.
2 2 2 2

c .  l n z  >  0  a: >  1. D . lo g a X  <  ũ <=> 0  <  X  <  1

_ V _ , 2 1
BÀI TẶP 2.12. Nếu log 1 X = “ logi a — — log 1 b thì X  bằng

3 2 2~ a* ^ a3 ^  a*A. aa£>5 B .-~Y- c, - f  D.
bo ủè 65

BÀI TẬP 2.13. Khẳng định nào sau đây sai

A. logo 3 0.8 < 0. B. log3 5 > 0 .

c. logx2+3 2017 < ìogx2+3 2018. D. log3 4 > log4 ị

BÀI TẬP 2.14. Nếu loga b =  —2 và loga c =  5 thì loga bằng
ực

A - T  b- Í  c 4  d-53 3 3 3
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BÀI TẬP 2.15. Nếu log27 5 = a, log8 7 =  b và log2 3 = c thì log12 35 bằng
36 +  2ac ‘36 +  2ac _ Zb +  3ac 3ỉ) +  3acA —------ B. -—---- u . ----  ■■ — L).-----------

c +  3  c + 2 c +  2 c +  1

BẲI TẬP 2.16. Nếu log2 3 = a, log2 5 = 6 thì log2 bằng

A. -  + b B. ị ( a  + i>) C . a + ị  D.3{a + b)
3  «5 V

BÀI TẬP 2.17. Nếu log25 7 = a, log2 5 = b thì log ̂ 5 y  bằng

A. 12  a+ ị  B. g(12a -  6) c. 12  a - ị  D.12a-9Ỉ>

BÀITÂP 2.18. Nếulogp0 = ^ 5  thìlogypỹ bằng
VP

. 11 -3V 5 „ l l  +  3v/5 XI — 2^5 ^  11-3V 5A.-----——  B .---------  c . ------------ D .----------- ---2 4 4 4

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GỈẢIBẦITẬP2.1.

logn(6c) =  Iog„ co -bc  = c o - b  = l.

Đáp án đúng là c.

GIẢI BÀI TẬP 2.2. Tacó

2 ,2 „ , , , a  +  ỉ> lna + lnba + 6 =  7afc (a + 6) = 9ab In —̂  ------.

Đáp án đúng là D.

GĨẢỈBÀITẬP2.3.

/ ( x )  < 1  2*7** <  1 X  log2 2 +  X 2 Iog2 7 <  0. <=►
I  >  0 ,1  +  X log2 7 <  0 

. X  <  0 ,1  +  2 r l o g 2  7  >  0

Đáp án đúng làD. □

GIẲỈBẦITẬP2.4. Vì 0 < V3 -  1 < 1 nên (y/ã -  l )2017 < (V3 -  l)2016.
Đáp án đúng /à D. □

GIẢI BÀỈ TẬP 2.5. Ta có

a logtt2 4 _  a ị  lo*. 4 _  v/a loRữ 4 =  ^ 4  _  2 .

CÓ thể thay a =  2 thì ta thu ngay được kết quả là 2.
Đáp án đúng ỉà c. □
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GIẢI BÀI TẬP 2,6. Tacó

log, v/36Õ =  \  log2(23 .32 .5) =  ^(3 +  21og2 3 +  log2 5) =  ì ( 3  +  2a +  6) =  ị  + ^ + ị .
O o O 2  Q 0

Đáp án đúng là D, □

GIĂĨBẦITẬP2.7. Do 0 < a/2 -  1  < 1 nên

( V ^ - i r < ( V 2 - l ) n ^ m >  n.

Đáp án đúng ỉàB. □

GIẢI BÀI TẬP 2.8.

,£ i i ¡55 =  lọgioo 81 =  logio» 3- =  Í 1063 =  2a.

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 2,9. Tacó

ỉ°ga
Ci3 ự a ĩự íỹ

y -  = l o g . » + S + »  ỉ = l o g „ a . .  = Ị g .

Đáp án đúng ỉà D.

GIẢI BÀI TẬP 2.10. Tacó

1 1

, ñ  
l0S‘ a

y/b ( y/b Ị—\  1 1  1
l°g*5 -ự* =  log^s \ —  va  I = 1 +  logjg a* = l  + ~ log&  a = l + ~

1 1 1 V 3 - 1
-  + 5 l logaÈ_ r  + v / 3 - 2 “ V Ĩ - 2 -

Đáp án đúng ỉà D. □

GIẢIBẦI TẬP2.11. Khẳng định ở B  sai vì logi a > logi b 0 < a < b.
Đáp án đúng ĩà B. □

GIẢI BÀI TẬP 2.12. Tà có

2 1
logi x — 2 a ~ 5 *°Sè ^  Ỉ0ỖA * =  log 1 (aắ.ò S) 4» X  =  a* . b ~ ì .

Đáp án đủng ỉàc . □

GIẢI BÀI TẬP 2.13. Khẳng định ỏ A  sai vì 0.3 < 1 nên logo 3 0.8 > log0 3 1 = 0. 
Đáp án đúng ỉàA □
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, a^> , 1 , .  1 1 , _ _ ,  , 5 _  5
“ ýc  =  2 “ 3 ° c -  3 = 3'

Đáp án đúng là B. □

GĨẦIBẰITẬP2.15. Tacó

a =  log275 = ~log35 ,0 -  log87 = ^log27

1 1 ____ 1 __________  1___
log12 35 -  log12 5 + og12 7 — 12  + log7 12 21ogs 2 + Iog5 3 2 ỉogỵ 2 + log7 3

1 1 _ 3ae + 3ỉ>
“  ~ ĩ  r +  2 c “  c + 2  '
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3ac + 3a 3 b + 3 b

Đáp án đúng ỉà c. □

GIẢI BÀI TẬP 2.16. Ta có

log2 ^135 = £ Iog2(33.5) = ^ (3 log2 3 + log2 5) = ì( 3 a  + 6).

Đáp án đủng ỉà c. □

GIẢI BÀI TẬP 2.17. Ta có a =  log2S 7 =  ĩ  logs 7. Cho nên log5 7 = 2a. Suy ra

loS ^ f  =3(2Iog57 -3 1 o g 82) =  3 ^ 2 . 2 a - 0  =  1 2 a - | .

Đáp án đúng ỉàD. □

GIẴI BÀI TẬP 2.18. Tacó

, q _ .  QựQ _  3 3 1
0g^  2 ỈOgv ^ ? 2 Iog,VM

_ 3 1 3 3v/5 3ì /5(>/5- l)  1 1 - 3 ^ 5
= 5 i (1 + Iog5Í, f  = 1 + - L -  = ^  + l -  = 4 - = 4 -

Đáp á« đúng làD. □
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r  CHUYÊN đ Ề 2.2 --------------------
Hàm số mũ và lôgarit

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Khi tìm tập xác định của hàm số cần chú ý một số điểm sau:

• Thực chất bài toán tìm tập xác định của hàm số là bài toán giải bất phương trĩnh 
hay hệ bất phương trình.

• Hàmsố logtt a; xác định khi 0 < a Ỷ  1 v à i  > ũ.

• Hàm căn bâc chẵn 2ự f ( x )  xác đinh khi f(x) > 0. Hàm phân thức -7 7 -r  xác đinh
fXx )

khi f(x)  Ỷ  0-
• Khi phải kết hợp nghiệm của các bất phương trình ta có thể biểu diễn các nghiêm 

trên cùng một trục số để thu được nghiệm chung.
• Có những "mẹo1’ để loại các phương án không thích hợp như: Khoảng nghiệm 

chứa những phần tử là nghiệm của f(x)  ữong logtt f(x); trong khoảng nghiệm có 
những giá trị "chẵn" hoặc đầu mút (của khoảng) làm hàm số không xác định.

2. Một số lưu ý khi đi tìm đạo hàm của một hàm số (có chứa hàm mũ và lôgarit):

• Công thức tính đao hàm của hàm mũ và lôgarit: (axỴ =  a“ ln a và (loga xỴ = }  - .
X lna

• Công thức tính đạo hàm, quy tắc tính đạo hàm của hàm hợp.

B. CÁC DẠNG BẰĨ TẬP
Dạng 1: lậ p  xấc định của hàm số

VÍ DỤ 2.5 {DeMinh họa THPTQG2017). Tìm tập xác định V  của hàm sốy — log2 (x2 - 22- 3) 

A. V  = (—oo; — 1] u [3; +oo). B.T> — [ - 1 ; 3],

G P  =  (-oo ;-l)U (3;+oo). D .D = (-1 ;3 ).

GIẢI. Hàm sốy = log2(a:2 — 2x — 3) xác định khi và chỉ khi

%2 ~ 2x — 3 > 0 » i 6  (~oo; —1) u  (3; +oo).

Vậy đáp án đúng ỉà c , □
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Dạng 2: Đạo hàm

VÍ DỤ 2.6 (Đe M inh họa THPTQG 2017). Tính đạo hàm của hàm s ố y -  13*.

A y '  =xl2*-1. B. y' = 13* ln 13.
lã1

C v -o is * .  =

GIẢI. Công thức tổng quát của đạo hàm hàm số mũ là (axy =  a* ln ữ với 0 < a 1 . 
Vậy đắp án đúng là B.

VÍ DỤ 2.7 (Đe Minh họa THPTQG2017). Tính đạo hàm của hàm số y =  x + 1

„ _ l - 2 ( *  + l)ln2  D _  l +  2(* + l)ln2
^ 22x ■ " ® 22x

, 1 — 2(x + 1) ỉn 2 , l  + 2(ắ +  l)ln2
• y 2X2 ' y 2*3

GIẢI. Tacó

, (x + 1)'4* ~ {x  + l)(4*ỵ _ 4 ? - ( x +  1)4* ln 4 1 -  2(x +  1) bi 2
~  ịậpyi  ~  (4 x )2  -  4x

Vậy đắp án đúng ỉà A  □

VÍ DỤ 2.8. Hàm sấy = ~^2dx thỏa mãn phương trình nào?

A. y" -  ý  = ex(x + 1). B. y" -  y' = ex(x — 1),

c. y" + y' — é* (x + 1). D. y" — y/ = ex {—X + 1).

GIẢI. Ta có
y' = xex +  ^X2ex, y" = ex + 2xex 4- ^X2ex.

Quan sát các phương trình ưên ta thấy chỉ có phương trinh ỏ A  thỏa mãn.
Vậy đắp ấn đung ỉà Ă  o

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TÂP 2.19. Tầp xác đinh của hàm số y = ln ■ J X -  là:
3 x  — 6

A. (-oo;0)u(2;+oo) B. (0:2) c. [0; 2] D. (2; +oo)

BÀI XẬP 2.20. Tạp xác định của hàm số y — \/hi X  + 2 là:

A. Ịe2; +oo) B. (0; -foo) c. +oo^ D. R
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10 — XBÀITÂP 2.21. Tâp xác đinh của hàm số y — log3 là:
X  O X  *T

A. (1; +oo) B. (-oo; 10) c. (-oo; 1) u (2; 10)

BÀI TẬP 2.22. Tập xác định của hàm số y = ln(—X2 + 52 — 6) là:

A. (-oo; 2) u (3; +oo) B. (0; +oo) c. (-oo; 0)

BÀI TẬP 2.23. Tập xác đinh của hàm sầy = yỊ-'Ix1 + 5x -  2 + ln

A. (1 ; 2] B. [1 ; 2) c . [ l ; 2]

BÀITẬP2.24. Tập xác định của hàm số y — lo g ^ + 5( \ / l  + 4x2 — 1) là: 

A . í - | ; + c o | \ { - ì , o }

BÀI TẬP 2.25. Cho 0 < a #  1. Phát biểu nào đưối dây đúng ?

A. Tạp xác đinh cũa hàm số y = ax là (0; +oo).

B. lập  giá trị của hàm s ấ y  =  loga X là R.

c. Tạp xác định của hàm số y =  loga X là R.

D. Tạp giá trị của hàm số y = a£ là SE

BÀI TẤP 2.26. Tầp xác đinh của hàm số y = 1 + ln(a: -  1) là:
\ / 2  — X

A.Ịl;+oc) B.R\{2}

c. (1;2) D. (-oc; 1) u (2; +oo)

BÀI TẬP 2.27, lạp  xác định của hàm số y =  log5(log! (x + 1)) là:

A. (-1; 0] B. (-1; 0) c. (-1; +oc)

BÀI TẬP 2.28. Hàm của hàm số y = ln(z2 -  2mx + 4) có tập xác định D 

A. m < 2 B. -2  < m  < 2

c. m = 2 D. 7U > 2 hoặc rn < —

BÀI XẬP 2.29. Đạo hàm của hàm sốy = xx bằng:

D. (2; 10)

D. (2;3) 

là:

D.{1;2)

D. (0; +oo) 

=  Rkhi:

2
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A.y' =  i I  J (a: +  lna;) B. y' =  X*(lnX +  1)

C.-y' = X1. D. y ' = X ln X

BÀI TẬP 2.30. Đạo hàm của hàm số y = sin(2z) ln2(l -  x) là:
, „ . 5, . 2 sin(22)ln(l — x)

A. ý  = 2 cos(2a;) ln (ĩ — x ) ------------ Y ——------ .

B. y' = 2 cos(2cc) ln2(l — x} —
1 — I

c.y' = 2coa(2rt)ln2(l ~ x) — 2sin(2x) ln(l — x).

D. y' = 2cos(2i) + 21n(l — X)

2X — 1
BÀI TẬP 2.31. Đạo hàm của hàm số y =  — —  là:u

A. y ’ = ã r  ln I  + 5~x ln 5 B. y1 = Ể ) *  I n ị  -  5 '* ln5ơ 0 ỡ □
c. y’ = * ( f )*-* -  x ( i ) - *  ũ . ị/  = x ( |) * - ‘ +  x ( i )* -1

BÀI TẬP 2.32. Đạo hàm cấp 2 tại X = 2 của hàm số y =  ln(a;2 +  x) là:

A. 36 B- - ị ?  C.2ln6 D .-1336

BÀI TẬP 2.33. Đạo hàm của hàm số y =  log2(2a; + 1) là:
, 21og(2:r + l) , 4ìog(2a; + l)

v (2x + 1 ) ln 2 ' y (2x + 1 ) In 2
e v  =  ìtog(2* + l )  2

2x + l  '  (2x + 1 ) ln 2

BÀI TẬP 2.34. Đạo hàm của hàm số y = ln(x2 + X + 1) là:
A / _  1 _ , 2sc + 1
A- y = r r r-T t B- V =ln{x2 + X  + 1) ‘ X 2 +  X  + 1
£  r __  ^  1  1

’ ^  l n ( z 2 - f  £  + 1 )  ’ ^  X 2 +  x  +  1

BÀI TÂP 2.35. Đao hàm tai X  =  — của hàm số ỳ  =  e cos2x  là:
6

A . e ^  B. Vãẽ C . - e ^  D. —Vzẽ

BÀI TẬP 2.36. Đạo hàm của hàm số y  — X 1 ỉn(rz:3) tại X  — 3 bằng:

A. 9 + ìn 3 B. 9 + 61n3

C.9 + 181n3 D. 9 + 9 ln 3
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BÀI TẬP 2.37. Đạo hàm của hàm số y =  lu4 2x là:

A. y' = 8 ln3 2x B.y' — -  ln3(2a;)

c. y' =  4 ln2(2a:) D. y' =  -  ln3 (2x)ar

BÀI TÂP 2.38. Hàm số y = ln -  * - thỏa mãn phương ttlnh:
X  +  1

A. xy ' + 1  = ey B. xy ' — 1 = —ey

c. xy' + 1 = —ev D. xy' — l = ey

BÀI TẬP 2.39. Hàm số y = (x + l)e3x thỏa mãn phương trình nào?

A. y" — &y' + 9y =  ex . B. y"  — 6y + 9y = 0.

c. y" + (ỳý + 9y =  0. D. y" + 6 y' + 9y — IQæe*.

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIÁI BÀI TẬP 2.19. Hàm số xác định khi

———— > 0 X > 2 hoãc X < 0.
3 2 - 6

Đáp án đúng là A  □

GIẦIBẦI TẬP 2.20. Hàm số xác định khỉ

lna; +  2 > 0 «  lux > - 2  o  X > 1/e2.

Đáp án đúng ỉàc. □

GIẢI BÀI TẬP 2.21. Hàm số xác định khi
1 0 __X

> Ũ ^ 2 € (~oo;l)U(2; 10).

Đáp án đúng là c. □

GIẢIBÀJ TẬP 2.22. Hàm số xác định khi

— X 2  +  5 x  —  6  >  0  •<=> X  e  ( 2 ;  3 ) .

Đ áp á n  đ ú n g  là D. □

GIẢI BÀI TẬP 2.23. Hàm số xác định khi

/  —2z2 + 5z -  2 > 0 /  ̂  < 2: < 2 0
1 _2 1 í\ <=> < 2 1 <x <2.
ì 1  1 > 0 1.1 < -1  hoặc X > 1

Đáp án đúng làA. □
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GIẢI BÀI TẬP 2.24. Hàm số xác định khi

Í3l  + 2> 0 , 3x  + 2 j í l  f x > - ĩ x ỉ i - l  2 , 1
{ ự ĩ ĩ ề - l > 0 ~ W o  3 « * s < - | ; + o o ) \{ - ì ,0 > .

Đáp án đúng là A. □

GIẢI BÀI TẬP 2.25. ‘Phát biểu A sai vì hàm mũ có tập xác định là EL Phát biểu c  sai vì hàm
lôgarit chỉ xác định với X > 0. Phát biểu D sai vì tập giá trị của hàm mũ là (0; +oo). Chỉ có
phát biểu B  là đúng.
Vậy đáp  á n  đ ú n g  là B. □

GIẢI BẦI TẬP 2.26. Hàm Số xác định khi

Í2 — X > (i Ị x  < 2
< 7 " «M  ~ 7 &  l < X <2.\a; — 1  >  0 \ x > l

Đáp án đúng ỉàc . □

GIẢI BÀI TẬP 2.27. Hàm số xác định khi

logi (a; + l ) > 0 t ì - 0 < a :  + l < l < ^ —1 < X < 0 .

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 2.28. Hàm số có tập xác định D = R khi

X2 -  2mx + 4 . > 0 V x e R & ( x -  m)2 +  4 -  m2 > 0 Va: € R 4 -  m2 > 0 &  Ịm| <2. 

Đáp ấn đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 2.29. Ta có In y — X In X. Đạo hàm hai vế ta được

— = lnx + 1 => y' = y(lna: + 1 ) = xx(\nx-\-1 ).
y

Đáp án đúng là B.

GIẢI BÀI TẬP 2.30. Ta có

y' = (siii(2i ) ) f ln2(l -  a;) +  sin(2a;)(ln2(l -  x-))/ =  2 cos(2x) lti2(l -  x) -

Vậy đáp ân đủng làA  □

GIẢI BÀI TẬP 2.31. Ta có

y' = ( ộ "  -  5-")' = ộ "  ln § + 5-* Ins.

Đáp án đủng ỉà A  □
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GIẢI BÀI TẬP 2.32. Tacó

, 2x + 1 „ _ 2x2 + 2x + 1 „ 13
y = Ệ T Ỉ ^ = - xHxT 1)* *  y (2) =  " i :

Đấp ấn đúng là B. 

GĨĂIBẦITẬP2.33. Tacó

Đáp án đúng là B.

GIẢI BÀI TẬP 2.34, Tà có

, 2.21og2(2x +  1 ) __ 41og2(2a: +  1 )
y ~ (2x + l)ln2 “  (2»+l)ln2 '

, _  (x2 + X  + 1)' __ 2x + 1 
^ z 2  + X  -I-1 X 2  4- re + 1 ’

Đáp án đúng là B. D

GIẢIBẦITẬP2.35. Tacó

y' = (cos2xỴcco32x — — 2sm(2z}.ecos21 =4- y'(~) — -2sin  —.3 3 = — V3c.
6 3

Đáp ồn đúng làD. □

GIẢI B À I TẬP 2.36. Tacó y  =  3x2 lna: =$> y' = 3(2xlna; + s 2 -̂) = 3(2a:lna: +  x)
X

=> y (3) = 3(61n3 + 3) = 9 + 181n3.

Đáp án đúng ỉàc . □

GIẢI BÀI TẬP 2.37. Tacó

y' =  41n3(2rc)(ln2:zO' =  4In3 (2a:)ỉ =  -  In;ỉ(2x).
X  X

Đáp án đúng là B. □

GIẢIBĂITẬP2.38. Tacó

y' = (-ln(:r +  1 ))' -------- => xy'  =  - ~ ~ ĩ  =  - H ---------- ---- = - 1  +  ey => xy'  + 1  =  ev.
3: +  1 X  +  1 X  +  1

Đ áp án  đ ủ n g  ỉà A  □

GIẢI BÀI TẬP 2.39. Ta có y' = (3x + 4)e3x, y" = (9® + 15)e31

y" -  Sự + 9y = (9x + 15)e3r -  6(3z + A)eZx + 9{x + l)e3l = 0.

Đáp ẩn đúng ỉà B. □
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-  CHUYÊN ĐỀ 2,3
lín h  đơn điêu của hàm mũ và hàm lôgarit

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Khi a > 1, hai hàm số ax và logn X  đều đồng biến; khi 0 < a < 1, hai hàm số a1  và loga X  

đều nghịch biến.

2. Nếu f'{x) > 0 trên khoảng I  (và chỉ bằng 0 tại hữu hạn điểm) thì hàm đồng biến trên 
khoảng I. Ngược lại, nếu f '(x) < 0 trên khoảng I  (và chỉ bằng 0 tại hữu hạn điểm) thì 
hàm nghịch biến trên khoảng /.

3. Khi đạo hàm đổi đấu từ âm sang dương qua lo thì hàm số đạt cực tiểu tại Xo. Ngược lại, 
khi đạo hàm đổi dấu từ dương sang âm qua Xo thì hàm số đạt cực dại tại Xo-

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

Dạng 1: Tính đông biến, nghịch biến và cực trị của hàm  số

VÍ DỤ 2.9. Hàm sốy =  ^  đồng biến trên
X

A (0;+oo). B. ^ - ;+ o o ^ . c .(0 ;e). D. (e;+oo).

GIẢI. Hàm số xác định trên (0; +oo)

1 -  Ina:
f ( x )  =

Cho nên f ( x )  > 0 khi X  € (0; e).
Vạy đáp an đúng ỉàc. p

VÍ DỤ 2.10. Hàm số y = X2 — ln(2a; +  1). K hẳng định nào sau đầy đúng
1 — 41n2 . , „ 1 — 4Ịn2 , 1

A ycr = ---- ^---- tạix — 1. B. ycT = -----^---- tậix  =
r- _  1 - 4 1 * 2  , . 1 _ _ 1  +  4 1 1 1 2 " .
C- VC(B =  — —Ị ---- tạ ix  = D. yccE = ----- ị ---- tạ ix  = 1.

GIẢI. Hàm số xác định ừên +00Ị. Tacó

y' = 2 x -  — 2 =  22x2 + x— 1  _  (x + l)(2x_____ 1 )
2x + l  2 x + l  2x + l

Nên y' = 0 khi và chỉ khi X  — Dấu của đạo hàm đổi từ âm sang dương khi qua ^ nên -  là 
điểm cực tiểu. Từ các suy luận này ta suy ngay ra đáp án là B.
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Có thể suy luận cách khác như sau: Tại X = 1 giá trị của hàm số không bằng — Ị —  nên hai

đáp án A và D không đúng. Tinh toán giá trị hàm số tại a; =  0.51 ta thấy nó lân hơn -— ^
Cho nên có thể dự đoán đáp án laß.
Vậy đ á p  ấ n  đ ú n g  ỉầ B . □

D ạng  2: Giá tri nhỏ nhất, giá tri lớn nhất của hàm số

VI DỤ 2 .1 1 . Giá trị ỉân nhất của hàm số y = ìn2x — 2 ln:r — 2. írêrc ỊO; e3] là

A l  B. 0 C.—2 D. Không có

GIẢI. Đặt t = lnx. Lúc dó t G [0; 3] vàÿ = t2 — 2t -  2 =  (í -  l )2 — 3. Do đó giá trị lốn nhất là 1
đạt được khi í = 3.
Vạy đấp án đúng là A, □

VÍ DỤ 2.12. Tích của giá trị lớn n h ấ t và giá trị n h ỏ  n h ấ t của h à m  số y  =  'ự x 1 + 3  -  X In X trên 
[1 ; 2] bằng

Æ 4 ln 2 — 4v^7 B . \ f ĩ  ~  41n2 C .41n2-3V 7 D.2v/7~41n2

GIẨI. Tacó
y' =  * „ -  1  -  luar < 0, x e  [1 ; 2].2Î T 0

Đánh giá cuối cùng có được là do lnx > 0 và “ 2"—3 < 1 ^  x  € 2)' Cho n®n ểrá
nhất đạt được tại X = 2, giá trị lớn nhất đạt được tại X =  1. Ta thấy y(l)y(2) = 2(\/7 -  2 ln 2).
Nên tích cần t ìmlà2( \ /7 -  2 ln.2).
Vậy đ á p  á n  đ ú n g  ỉ à ò .  □

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN

BÀI TẬP 2.40. Giá trị nhỏ nhất của hàm số y =  (x2 + 4.T 4- l)ex~2 trên [-2; 3] là:

A-22« C-—I  D. 4

BAI TẠP 2.41. Cho hàm soy  = Mệnh dề nào sau đây đúng?

ex
A-y ,=  (x + l)2‘
B. Hàm số đạt cực đại tại X = 0.

c. Hàm số đạt cực tiểu tại X = 0.

D. Hàm số đồng biến ưên K \  {1}.
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BÀI TẬP 2.42. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng?

A. Hàm số y = logn X với a > 1 nghịch biến trên khoảng (0; +oo).

B. Hàm số y  =  loga X với 0 < o < 1 là hàm đồng biến trên (0; +oo). 

c. Hàm s ố y  — Ioga X với 0 < a Ỷ  1 có tập xác định là K.

D. Đồ thị hai hàm số y  =  log0 X và y =  logỉ X đối xứng nhau qua trục hoành.

BÀI TẬP 2.43. Hàm số y = X In X đồng biến trên khoảng:

A.(0;+oc) B. (~*,oo) c. (0; 1 ) D. (0; - )e e

BÀI TẬP 2.44. Hàm số f (x)  =  xe~x xác định trên I  = [0; +oo). Mệnh đề nào sau đây đúng?

A. m a x /( i)  =
xk ĩ K ‘ e r ê /  e

B. max/(x) = - ;min/ (x)  = 0.
x e /  Ề

c. min f (x) = không tồn tại giá trị lớn nhất của / ( x) trên I.

D. max f{x)  = không tồn tại giá trị nhỏ nhất của f(x)  trên /  e

BÀI xập 2.45. Hàm số y = —

A. Có một cực tiểu B. Có một cực đại

c. Không có cực trị D. Có một cực đại và một cực tiểu

BÀI TẬP 2.46. Hàm số y =  e* + e~x có bao nhiêu cực trị

A. 0 B. 3 c. 2 D. 1

BÀI TẬP 2.47. Cho hàm số y = X -  é*. Khẳng định nào sau đây đúng

A. Hàm số đạt cực tiểu tại X = 0 B. Hàm số không xác định tại X = 0

c. Hàm số đạt cực đại tại X = 0 D. Hàm số không đạt cực đại tại X = 0

BÀI TẬP 2.48. Giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của ỉ(x)  -  — trên [ - 1 ; 1] theo thứ tự ỉà:
ex

A. 0 và -  B. 0 và e c. -  và & D. 1  và e
e e

BÀI TẬP 2.49. Giá trị nhỏ nhất của hàm sốy — 4si"2 “ + 4“ **T là

A. 2tt B. 5 c. 2 D. 4
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BÀI TẬP 2.50. Giá trị nhỏ nhất, giá tặ  lớn nhất của hàm số y = 2|zi trên [-2; 2] theo thứ tự là

A . - - v à 4  B. ì  và 4 c. ¿ v à l  D. Iv à44 4 4

BÀI TẬP 2.51. Giá trị lớn nhất của hàm số y = x2es ưên [—1; 1] là

A. ì  B. e c. 0 D. 2e
e

BÀI TẬP 2.52. Giá ưị nhỏ nhất của hàm số y  =  X 7, -  4 ln(l -  x )  trên Ị—2; 0] là

A. 1 B. 1 -  41n2 c .o  D. 4 — 4In3

BÀI TẬP 2.53. Giá trị nhỏ nhất của hàm số y — ex(x -  2)2 trên [1; 3] là

A. e B. 0 c. e3 D. e2

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ẤN

GIẢIBẦỈTAP2.40. Quan sát thấy có hai phương án chứa giá trị âm. Ta có y ( - l )  = —\  và
3 2 3 2 ey ( - 2) =  -  - Ị . Tuy nhiên —^  < — -g nên giá ttị nhỏ nhất sẽ là —

Có thể khảo sát hàm số để đi đến kết quả như các bài tập trước.
Đáp án đủng là c. □

GIẢI BẦỈ TẬP 2.41. Ta có
ex (x -f 1 ) — e* xex

y' = (x + l )2 (x + i)2’

Do đó y' = 0 khi và chỉ khi X — 0 và y' đổi dấu từ âm sang dương qua X — 0. Do đó X = 0 là 
điểm cực tiều của hàm số.
Đáp án đúng là c . □

G IẢ IB Ầ IT Ắ P 2.42. VI y  =  log! X = — loga X,  đồ thị hai hàm số y  = logQ X và y  — logi X đối 
xứng nhau qua trục hoành.
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TÂP2.43. Ta có ý  = Im  + 1 . Nên y’ > 0 khi và chỉ khi lnar +  1 > 0 <=> X > 7 .
e

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BẦI TẬP 2.44. Tac ó f ( x )  = e" 1  -  l e " 1  = (1 -  x)e~*. Nên y' =  0 khi và chỉ khi rc = 1 . 
Hơn nữa đạo hàm đổi dấu từ dương sang âm qua nghiệm X  — 1. Suy ra hàm số đạt giá trị lốn
nhất tại X =  1 và /(1) = ì .  Do /(ũ) = 0 và f ( x )  > 0 với mọi X e [0; +00) nên hàm số / ( 2:) đạt
giá trị nhỏ nhất bằng 0.
Đ áp án  đ ú n g  là B. □
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GIẢI BÀI TẬP 2.45. Hàm số xác định khi X  > 0. Ta có y' — -— Nên y' — 0 khi và chỉ khi
X — e. Hơn nữa đạo hàm đổi dấu từ dương sang âm qua nghiệm x = e. Suy ra hàm số đạt cực 
đại tại X  = e.
Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 2.46. Ta có y' = ex — e~* = 0 khi và chỉ khi X =  0. Đạo hàm đổi dấu qua X = 0 
nên hàm số có 1 cực trị.
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 2.47. Ta c ó y ' = 1 -  ex = 0  khi và chỉ khi X = 0. Đạo hàm đổi dấu từ dương 
sang âm qua X  — 0 nên hàm số đạt cực đại tai I  =  0.
Đáp án đung làc. □

GIẲIBẦI TẬP 2.48. Ta có f ( x )  = _ x (x ~ 2\  Nêny' = 0 khi và chỉ khi a; =  0 (do -1  < X < 1).€x
Ta có /( -1 )  =  e, /(0) =  0 và /( -1 )  = Cho nên giá trị lớn nhất là e và giá tn  nhỏ nhất là 0.
Nếu quan sát kỹ ta sẽ thấy / { - ! ) =  e, /(0) = 0 cho nên đáp án đúng phải là B.
Đáp an đúng lấB. □

GIẢI BÀI TẬP 2.49. Theo Bất đẳng thức Cauchy ta có

y  =  4 s i n ì  x  +  x  >  2 V , 4 s i n 5 x . 4 t ü 3 Î X  =  2 - ^ 4  =  4 .

Dấu bằng xảy ra khi sin2 X =  cos2 x =  2 '
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 2.50. Khi 2:6 [—2 ¡2] thì |iịnhận  giá trị từ 0 đến 2. Do đó giá trị nhỏ nhất và lớn 
nhất thứtựlà 2° =  1 và 22 = 4.
Đáp án đủng là D. □

GIẲỈBÀI TẬP 2.51. Ta có y = < e vâi mọi X € [-1; 1] và dấu bằng xảy ra khi X = 1. Nên
giá tặ  nhỏ nhất của hàm số là e.
Vậy đáp  á n  đ ú n g  ỉàB. . □

GIẢIBẦ1 TẤP2.52. Ta có y1 = 2x + = — — z2 ? L  = - í1+  f H i ~ iũl, Nên v' = 0 khi
1 — X \ - x  l —x

và chỉ khi X = -1 . Hơn nữa đạo hàm đổi dấu từ âm sang dương qua nghiệm X — “ 1. Suy ra 
h àm  số đạ t giá trị n h ỏ  n h ấ t tại X  =  - l , ÿ ( - l )  =  1 -  4 ln 2.
Nếu quan sát khéo ta sẽ thấy y(~  1 ) =  1 -  4 ln 2. Đây ỉà giá trị nhỏ nhất trong 4 giá trị đã cho. 
Vì vậy đáp án sẽ là B.
Đáp án đúng là B. □

GIẢIBẦỈ TẬP 2.53. Tạ thấy y — ex(x — 2)2 > 0 và y(2) = 0. Nên giá tri nhỏ nhất của hàm. số 
là 0.
Đáp án đủng là B. o
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CHUYÊN ĐỀ 2.4 ------- ------------- ;------------------------------
Đ ồ th ị hàm  số

A. TÓM TẮT LÝTHUYẾT
Một số lưu ý khi gặp bài toán tìm hàm số khi biết đồ thị của nó.

1. Quan sát đồ thị đã cho xem đồ hàm đồ thị đi lên hay đi xuống. Khi đồ thị đi lên hàm 
tương ứng sẽ tăng; còn khi đồ thị đi xuống hàm tương ứng sẽ giảm.

2. Quan sát xem đồ thị có tiệm cận ngang hay tiệm cận đứng không.

3. Quan sát xem đồ thị đi quan những điểm đặc biệt nào, giao điểm vối ttục hoành trục 
tung là những điểm nào.

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VI DỤ 2.13. Khẳng định nào sau đây sai

A Đồ th ị của  ha i h à m  Sốy — 2X và  ý  = lữg2 X đối x ứ n g  n h a u  q u a  đường thẳng  x  = y.

B. ĐỒ thị của hàm số y =  ìog2 X nằm phía bên phải trục tung, 

c. ĐỒ thị hàm số y = 2X vày — ÌCT* không cắt nhau.

D.ĐỒ th ịh a ih à m s ố y  =  v à y  = — log2 X đối xứ n g  nh a u  q ua  đường thẳng  X — y

GIĂỈ. Ta đã biết đồ thị các hàm số y  = á* và y  = ỉoga X đối xứng qua đưòng thẳng y  = X 
nên các khẳng định A v k D  đúng. Khẳng định B  cũng đúng vì tập xác định của y = log2 X là 
(0; +oo). Khẳng định c  sai vì chúng cắt nhau tại (0; 1).
Vậy đapấnđưnglà c. p

VÍ DỤ 2.14. Đồ thị sau là đồ thị của hàm  số nào

A y =  2*

R » - ( Ỉ ) *  + 1

c .y  = 2~~x 

D. y = 3Z

GIẢI. Hai hàm số y — 2X và y = 3X ỉà các hàm tăng nên đồ thị của cùng đi lên nếu ta nhìn, từ 
trãi sang phải. Do đó các đáp án A và D là sai. Đồ thị hàm số nhận trục hoành làm tiệm cận 
ngang nên đáp án phải là c  (hàm số ở £  nhận đưòng thẳng y =  1  làm tiệm cận ngang). 
vẫy đáp án đung ỉa c. □
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VÍ DỤ 2.15. Đồ thị sau đây là đồ thị của hàm số nào?

A ị/ =  2i - 2

B. y = X  — X 2 

c .  y  =  2*  -  X  -  1

D. y  = xị 0 1

GIẢI. Vì đồ thị hàm số đỉ qua các điểm (0; 0) và (1; 0) nên các đáp án A và D  không đúng.
Parabol y = X -  X* có bề lõm quay lên trên nên B cũng không đúng.
Vậy đáp án đúng ỉã c . □

BÀI TẬP 2.54. Phát biểu nào dưới đây không đúng

A. Hàm s ố y  = éc không chẵn cũng không lẽ.

B. Hàm số y = ln(a; + y/x2 + 1 ) là hàm lẻ.

c. Đồ thị của hàm số y — ex nằm phía bên trái trục tung.

D. Hàm số y = ln(a; +  Vx + 1 ) không chẵn cũng không lẻ.

GIẤI. Vì đồ thị hàm số y  = ex nằm phía trên trục hoành chứ không phải nằm bên trái trục 
tung (như hàm y =  h i  x) .
Vậy đáp án là c. □

c . BÀI TẬP Tự LUYỆN
BÀI TẬP 2.55. Phát biểu nào dưới đây không đúng

A. Hai hàm số y  = a* và y = logu X cò cùng tập giá trị.

B. Hai đè thị hàm số y  = a* và y  =  logn X đối xứng nhau qua đường thẳng y  = X. 

c. Hai hàm số y  = a* vằy = log0 X có cùng tính đơn điệu.

D. Hai đồ thị hàm số y =  ax và y = loga X đều có tiệm cận.

BÀI TẬP 2.56. Đồ thị sau đây là đồ thị của hàm số nào?

A.y — 2*

B . y = -  T  

c.y = —2~x 

D.y — lri(—x)

0
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BÀI TẬP 2.57. Đồ thị sau là đồ thị của hàm số nào

A. y =  31  — X  — 1

B. y  =  X2 — X

c. y  — —3* +  2 x  + 1 

D. y  =  I 2 +  X

BÀI TẬP 2.58. Đồ thị sau là dồ thị của hàm số nào

A .y = 2*

B. y = lua; 

c .y ~  ln(3i) 

D. y  =  ln(2:r)

BÀI TẬP 2.59. Đồ thị sau là đồ thị của hàm số nào

A! y  — in X

B. y =  — In X

c. y  =  ~ ì ũ ( 2 x )  

D. y  =  ~ ẽ ~ x

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP 2.55. 'lập giá trị của hàm y — ax là (0; +oo), trong khi tập giá trị của hàm y = 
log0zlàR.
Đáp án đúng ỉàA. □

GIẢI BẦI TẬP 2.56. Ta thấy đường cong đi xuống khi nhìn từ trái qua phải. Cho nên hàm số 
nghịch biến. Ta loại được A và c. Phưđng án D cũng không đúng vì hàm số xác định cả khi X 
âm và dương.
Đáp án đúng ỉà B. □

GIẲI BÀI TẬP 2.57. Ta thấy đường cong đi qua hai điểm (0; 0) và (1; 0) nên các phương án 
A , D không đúng. Phương án D cũng không đúng vì bề lõm của đồ thị quay lên ưên.
Đáp án đung là c. □
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GIẢĩBÀI TẬP 2.58. Ta thấy đường cong đi qua điểm ^2 ’ c° hàm số ỗ phương án D

có tính chất này.
Đáp án đúng ỉấD. □

GIẢI BÀI TẬP 2.59. Đường cong đi qua điểm (1 ; 0) và di xuống (chứng tỏ hàm nghịch biến). 
Chỉ có hàm số ỏ phương án £  có tính chất này.
Đáp án đúng ỉàè. □
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“  CHUYÊN ĐỀ 2.5 -------------------------
Phương trình mũ

A. TÓM TẮT LÝTHUYẾt

1. ax = b X = logQ b.

2 . = b <=* f (x)  = loga b với a > 0, a Ỷ  1 -

3. o / ^  — a9^  o  f{x) = g(x) vốia > Ohoặc 0 = 1.

4. ax > 0 Va > 0,2 e  R.

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP 

Dang l ĩ  Thử trực tiếp nghiệm
Trong dạng toán này người ta cho phương ữình và một số phương án của nghiệm. Nhiệm vụ 
của ta là chọn ra đung nghiệm.

1. Có thể thử trực tiếp từng phương án với sự giúp đõ của máy tính. Quan sát khéo để loại 
ngay đi những phương an sai,

2. Có thể giải phương trình để tìm ra nghiệm.

3. Khi giải phương trinh chú ý phương pháp đưa về cùng cơ số, đặt ẩn phụ để đưa về 
phương trình đại số.

VÍ Dự 2.16. Phương trình 4 ^~ x + 2!=a“;c+I =  2 có nghiệm ỉà

A .  — 1,X2 =  2 B . X  1 =  — 1 ,X 2  =  1.

c . x  1 = 0 , £2 = 1. D . X \ = ~  1 ,22=0.

GIẢI. Ta thấy X — 1 là 1 nghiệm và nghiệm này cũng là nghiệm của X2 - X  = 0. Hàm bậc 2 có
1 nghiệm nữa ỉà 0. Phương tnnh có nghỉệm 0; 1 .
'Vậydẩpấnỉàc. □

VÍ DỤ 2.17. Phương trình 32+x + 32 -1  =  30

Ấ 2  = 0. B. VÔ nghiệm. c.X — 3. D. X =  ±1

GIẢI. Có thể thử trực tiếp để thu được nghiệm X = ±1.
C ó t h ể  d ù n g  p h ư ơ n g  p h á p  lo ạ i  t r ừ  n h ư  s a u .  T a  th ấ y  n ế u  X  =  Xo là  n g h iệ m  t h ì  X  =  -X o  c ũ n g  
là nghiệm. Cho nên A  và c  là sai. Mặt khác hàm số 32+x + 32 -1 nhận cả giá trị lớn hơn 30 và 
nhỏ hơn 30. Cho nên. phương trình bao giò cũng có nghiệm. Vì vậy D cũng không đúng. 
Như vậy đáp ấn là D. o
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VÍ DỤ 2.18. Phương tành  = 15 có nghiệm là

A I  = 1 B.x -  2,x — -  log2 5.

c. X  = 4, D. X =  3, X  =  log3 5.

GIẢI. Ta thử các nghiệm chẵn. Rõ ràng 1  = 1 không là nghiệm nhưng X  =  2 lại là nghiệm. 
Do đó B  phải là đáp án đúng.
vậy đắp an là B. □

Dạng 2: số  nghiệm

1. Để tìm ra phương án chính xác, cách "an toàn" nhất là tiến hành giải phương trình.

2. Hàm lẻ f(x)  luôn có số lẻ nghiệm vì /(0) =  0 và nếu x0 là nghiệm thì -Xo cũng là • 
nghiệm

3. Nếu ĩ (x)  là hàm chẵn mà Xo là nghiệm thì ~ io cũng là nghiệm. Do đó nếu /(0) ^ 0  thì 
phương trình có số chẵn nghiệm. Ngược lại, phương trình có sô lẻ nghiệm.

4. Chú ý tính tăng giảm của hàm số để giải phương trình: Một hàm tăng hoặc giảm sẽ có 
không quá 1 nghiệm.

5. Nếu /  liên tục ưên ịa; 6] mà f(à}f(b) < 0 thì phương trình f(x)  — 0 có 1 nghiệm trong 
(a; 6).

VÍ Dự 2.19. Số nghiệm của phương trình 3* -  31-x = 2 có nghiệm ỉà

A. Võ nghiệm B. 3 C.2. D. 1 .

GIẢI. Đặt t = 3X > 0. Phương trình đã cho trở thành

3 5Ể — -  = 2<í=>t2 — 2í — 3 = 0

Do đó phương trình có 1 nghiệm dương và 1 nghiệm âm nên phương trình ban đầu chỉ có 1 
n g h iệ m  (ứng vói nghiệm dương của phương trình bậc hai).
Vạy ằắpản là  D. □

VÍ DỤ 2.20. Số nghiệm của phương trình z~x - ^ x  + l là

A.2 B. 0 c. 1 D.VÔ số nghiêm

GIẢI. Xét hàm f(x)  = 3_I — — 1. Ta thấy hàm /  liên tục và nghịch biến trên ffi. Hơn nữa
/( -3 )  > 0, /(3) < 0. Cho nên phương trình có nghiệm đuy n h ất
Vạy đấp ấn ứ. c. □

VÍ DỤ 2.21. Số nghiệm của phương trình 2X -  4x + 1  là

A 0 B. 1 c. 2 D. 3
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GIẢI. Xét hàm f (x)  — 2* -  4x ~ 1. Ta thấy hàm /  ỉiên tục trên R. Hơn n ữ a /( -2 )  > 0, /(0) < 0 
và /(5) < 0. Cho nên phương trình có ít nhất hai nghiệm. Ta lại thấy f'{x)  =  2X ln2 -  4 = 0 
có đúng 1 nghiệm. Nên/(x)  không thể có quá 2 nghiệm. Vậy /  có đúng 2 nghiệm. 
vậ y đ á p á n ĩà c . □

Dạng 3: l ín h  chất của nghiệm

1. Để xem nghiệm của phương trình có tính chất nào trong các phương án đã cho thì các 
"an toàn" nhất là giải phương trình.

2. C ó t h ể  ư ớ c  lư ợ n g  n g h iệ m  h a y  x é t  d ấ u  c ủ a  n g h iệ m  đ ể  g iú p  t ìm  r a  đ á p  số .

VÍ DỤ 2.22. Phương trình 32s+1 -  4.3X + 1  = 0 có hai nghiệm XI,X2 trong đó Xi < x2. Khắng 
định nào sau đây đung.

A. 2 xi +372 = 0 B.XI + 2 X2  = —1  c. Xi + £2 =  - 2  D. = 1

GIẢI. Đặt t — 31  >  0. Phương trinh đã cho ưở thành

3 í 2 -  4 t  +  1 =  0  Í1 =  1 ; Ể2 =  ị .

Do đóphương trình có nghiệm là 0 và - 1 . Cho nên phương án B  là đúng.
Vậy đap án ĩaB. □

VÍ Dự 2.23. Phương trình 3l+x + 31'*  =  10

A Có hai nhiệm âm. B. Vô nghiệm.

c. Có hai nghiệm dương. D. có một nghiệm âm, một nghiệm dương.

GIẲI. Đặt t = 3X > 0. Phương trình đã cho trồ thành

3i +  -  =  10 3í3 -  10Ế +  3 =  0 Í1 =  3,Í2 =

Do đó phương trình có nghiệm là 1 và -1 .
Cách lập luận khác: Ta thấy nếu £ =  x0 là nghiệm thì X — -Xo cũng là nghiệm. Cho nên A 
và c  là sai. Mặt khác hàm số 31+x + 31_z nhận cả giá trị lớn hơn 10  và nhỏ hơn 10. Cho nên 
phương trình bao giờ cũng có nghiệm. Vì vậy B cũng không đúng.
Vậy đap ánlàD . □

Dạng4: Bài toán chứa tham  số

1. Bài toán có tham số trong thi ưắc nghiệm thường là bài toán dễ. Cách làm đơn giản 
nhất là cô lập tham số rồi khảo sát hàm số theo biến X.

2 . Có thể đưa về phương ưình bậc 2 có tham số trong một số trường hợp.
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VÍ DỤ 2.24. ĩĩm  m đểphương trình sau có đúng ba nghiệm 4** -  2*2+2 +  6 =  771 

A 2 < m < 3. B. m  > 3.

c .m  = 2. D.m = 3.

GIẢI. Ta thấy nếu X = Xo là nghiệm của phương trình thìrc = - lo  cũng là nghiệm. Do đó để 
p h ư ơ n g  t r ì n h  c ó  b a  n h i ệ m  th ì  n ó  p h ả i  có  1 n g h iệ m  d ư ơ n g , 1 n g h iệ m  â m  v à  1 n h i ệ m  b ằ n g  0. 
Thay X — 0 vào phương trình ta thu được m = 3.
Như vậy đáp án là D. □

VÍ DỤ 2.25. Tìm m đ ể  phương trình sau có đúng ba nghiệm — m2x+ì + 2m =  0 có hai 
n g h iệ m  X\ , x -2 th ỏ a  m ã n  X I + X 2 — 3.

A m  — 4. B.m  — 2.

c .m  — 1. D .m = 3.

GIẢI. Phương trình có thể viết được dưâi dạng

(22)2 — 2m x x  + 2m = 0 <=> í2 -  2mt + 2m 5= 0, t  = 2“ .

Do đó theo định lỵ Viet tỵt2 = 2Zl2x‘i = 2m. Nên 2m =  23 và kéo theo m -  4.
Như vậy dấp án là A. □

VÍ DỤ 2.26. ĩĩm  m đểphương trình sau có nghiệm Qx — 3X + m — Q

A .m >  B. m > 0.4
c.m  < - .  D.m < 0.4

GIẢI. Đật 3* =  t > 0. Phương trình đã cho trỗ thành

t 2 — t  =  -T Ĩ I .

Miền giá trị của hàm í ^  í2 -  í khi í > 0 là - - ;+ o o ^ . D o  đó -771 e  — - ;  . Hay m < - .

Cách lập luận khác: Ta thấy 9X > 3* khi X > 0. VI vậy khi m > 0 phường ưình chắc chắn vô 
nghiệm. Suỷra các đáp án A và B  ]à sai. Với 771 — 0 .phương trình trỏ thanh 9* -  3* = 0 và nó 
có nghiệm X = 0. Suy ra D cũng không đúng. Vậy ta chỉ còn lại đáp án c .
Như vậy đáp án là c . □

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 2.60. Phương trình -  2.4* -  3(V2)2* = 0 có nghiệm là

A. - 1  B. log25 c. 0 D. log23
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BÀI TẬP 2.61. Tích hai nghiệm của phương trình 22x*+4x*~6 ~ 2.22x*+4x2 3 +  1 =  0 là 

A.-9 B. - 1  c. 1 D. 9

BÀI TẬP 2.62. Phương tành3 X_4 = có nghiệm là

A . ị  B. 1 c . -  D. “
3 7 6

BÀỈ TẬP 2.63. Tích các nghiệm của phương tnnh 6X -  5* + 2* = là

A. 4 B. 2 C.Ũ D. 1

BÀI TẬP 2.64. Số nghiệm của phương trình 2^  “ 71+5 = 1 là

A. 2 B. 1 C.0 D. 3

BÀI TẬP 2.65. Phương trình e6x -  3e3x + 2 = 0 có nghiệm là
. * l n  2  ^ lu  2  * _ r Ạ .. J _

A .x  = 0 , x = - ^ -  B. X = — 2, X = -  c. Đáp án khác D. £ =  0,:r = l
o ìỉ

BÀI TẬP 2.66. Phương trình (2 + \ f ỵ f  + (2 — i/ã)* = m có nghiêm khi

A. m < 5 B. m < 5 c, m > 2 D. m > 2

BÀI TẬP 2.67. Số nghiệm của phương trình 23+x + 22“ 1  = 15 là

A. 2 E. 0 c. 1  D. 3

BÀI TẬP 2.68. Phương trình 2.2sinĩ 3 -  2cos2 * = 3 cỏ nghiệm là

A. X = (2k + 1 )7T, k 6 z  B. X = ^  4- 2fc7T, k € z

c . x = l  + kiT, k € z  D. £ =  Ẳ7T, /: € 2

BÀI TẬP 2.69. Tổng các nghiệm của phương trình 3* +  9(~)a:+1 — 4 =  0 là
u

A. -1 B. 0 c. 1 D. 2

BÀI TẬP 2.70. Phương ưình xlog4 + 41o*x -  32 có nghiệm là

A. X = 100 B.x = 10,3 = 100 c. X =  20, X =  100 D. X = 10

BÀI TẬP 2.71. lầp  tất cả các giá trị của m để phương trình 22*- 1  -t- m2 -  m =  0 có nghiệm, là 

A . m < 0  B. 0 < m < 1

c. Ví > 1 D. m  < 0 hoặc m > 1
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A. (0; 1 ) B. c ' ( “ 2 ;0)  D. (0; +oo)

BÀI TẬP 2.73. Phương trình 64.9* -  84.12* + 27.16x = 0 có nghiệm là

A .x = l>x  =2  B. Vô nghiệm C , X = 16, X = 4 D. I  = - 1 , X = - 2

BÀI TẬP 2.74. Phương trình 9*2+1 -  3*2+1 -  6 = 0 có nghiệm là

A . X  =  0  B . X  =  - l , x  =  0 , X  =  1

c. X = —2,x = 0.x = 2 D. X = l , x  = —1

BÀI TẬP 2.75. Tim m  để phương trình 9* -  m.zx + 1 = 0 có đúng một nghiệm 

A. m = ±2 B. 771 =  2 c. m = -2  D. m > 2

BÀI TẬP 2.76. Phương trình 4“ * +  6“ * = 9“ '  có nghiệm là

3 « L iA. X = ị  B . x  = logí —
2 „  Ư 5 -  1

c .x  = l o g , ^  ^ D. X =  log | —- — 2

BÀI TẬP 2.77. Phương trình (y/2 -  1)*' + (y/2 + 1)“ -  21/2 = 0 có tích các nghiệm là 

A. - 1  B. 1 c .o  D. 2

BÀI TẬP 2.78. Phương trình 22x+i -  5.2a:+1 +  1 = 0 có tổng các nghiệm là 

A. 4 B. 5 C .-4  D. ị
0

BÀI TẬP 2.79. Phương trình 8.3* + 3.21 =24 + 6* có tổng các nghiệm là .

A. 4 B.6 c. 2 D. 3

BÀI TẬP 2.80. Phương trình 43:+1 -  2*+2 + m = 0 có nghiệm khi

A. m < 0 B. m > 1 c. m > 0 D.m < 1

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GMĨBÀ/ TẬP2.60. 'Đặt 2X = t  > 0. Phương trình đẵ cho ưở thành

í3 -  2i2 -  zt =  0 <f> t{t + l) ( í - 3 )  = ũ » t  =  $ # i  =  log2 3.

Đáp án đúng là D. □
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GIẢIBẦI TẬP 2.61. Ta thấy nếu XQ là nghiệm của phương trình thì - x ữ cũng ỉà nghiệm. 
Nhưng hiểu nhiên 2 — 1 là I nghiệm. Vì vậy nghiệm kia là -1 . Tích hai nghiệm khi đó là 
- 1.
Đáp án đúng ỉà B. □

GIẢI BÀI TẬP 2.62. Ta có

34 36x 7
Đáp án đúng làc . 0

GIẢI BÀI TẬP 2.63. Ta thấy phương trình có nghiệm X — ũ nên tích các nghiệm của phương 
trình ỉà 0.
Đáp án đúng ỉàc. □

GIẲI BÀI TẬP 2.64. Ta thấy phương tiình tương đưòng vối

n 5
2x — I x  + 5 = 0 «í=ỉ- X =  l ,x  =

Đáp án đúng ỉà A  □

GIẢI BÀI TẬP 2.65. Đặt e31 = t > 0. Phương trình đã cho trd thành

í2 -  3t + 2 = 0 t = 1, í = 3 é3“ =  1, e3* = 2 -É» X =  0, X -  i  In 2.

Đáp án đúng làA  □

GIẢI BÀI TẬP 2.66. Đặt (2 +  ự3)x =  t > 0. Phương trình đã cho trở thành 14- -  = m. Hàm

số /(í) = í + -  khi í € (0; +oo) có miền giá tn  là [2; +oo). Cho nên phương tành có nghiệm 
khi và chỉ khi m > 2.
Đáp árt đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 2.67. Ta thấy nếu So là nghiệm thi —Xo cũng là nghiệm và X = 0 không là 
nghiệm. Hàm f (x)  = 22+x + 22~x nhận cả giá tậ  lớn hơn và nhỏ hơn 15 nên phương trình 
đã cho luôn có nghiệm. Suy ra phương ừình có số chẵn nghiệm là 2,4,...Chỉ có phương án A 
thỏa mân.
Đáp án đứng là A  □

GIẲIBẦITẬP2.68. Đặt 2si“S 1  = í > 1. Lức dó 2“ **1  = 21“ ain2 x = Phương trình dã cho 
t rở  t h à n h

2 ,2i — -  = 3 <=> 2t — 3í — 2 =  0<=>í — 2. 
t

Từ đó ta có
2!iin2 x = 2 sin2 ar = l^ c o s a :  = 0 o a ;  = ^ +  kĩĩ, k e z.

Đáp ấn đúng làc . □
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GIẢĨBÀI TẬP 2.69. Phương trình đã cho tương đương với

3- +  A _ 4 =: 0 ^  (3*)2 ~  4.31  +  3 =  0 31  =  1,3* = 3 X =  0,® =  1.
3* •

Đáp án đúng lầ c. o

GIẢI BÀI TẬP 2 .70. Phương trình đã cho tương đương với

ị\oZx +  4 iogx  _  3 2  ^  4 iogx _  16  =  4 2 ^  l o g I  =  2 & x  =  100 .

Vậy đáp án làA. Q

GIẢIBẦITẬP2.71. Hàm s ố j H  2ĨX~Í có miền giá trị là (0; +oo). Do đó phương trình có 
nghiệm khi và chỉ khi

m2 —m < 0 <^0 < m < l .

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 2.72. Hàm số X 22x_1 có miền giá trị là (0; +oo). Do đó phương trình có 
n g h iệ m  k h i  v à  c h ỉ  k h i

2 m2 -  m -  3 < 0 o - l < m < ^ .

ĐápánĩàB.  □

GIẢI BẦI TẬP 2.73. Thử lại ta thấy X = 1 là một nghiệm của phương trình. Chỉ có phương án 
A là có chứa nghiệm 1 = 1 .
Đáp án đúng ỉaA. □

GIẢI B À I TẬP 2.74. Thử lại ta thấy X = 0 là một nghiệm của phương trình; X = 1 và X — 2 
không là nghiệm. Do đó đap án phải là A.
Đáp an đúng ỉà A. □

GIẢI BÀI TẬP 2.75. Đặt i =  3* > 0. Phương ưình đă cho có thể viết dưới dạng í2 -  m í+1 = 0. 
Do ac > 0 nên phương trình bậc hai có hài nghiệm phân biệt thì hai nghiệm cùng âm hoặc 
cùng dương. Do đó phương trình đã cho có đúng 1 nghiệm khi và chỉ khỉ phương trình bậc 
hai t2 -  m t + 1 = 0 có nghiẹm kép dương. Từ đó ta tìm được 771 =  2,
Đáp án đúng là B. □

GŨIBẰITẨP2.76. Chỉahaivếcho 4"* và đặt í s= ( I )  4 > 0. PhUdng «rinh V* thành

1 -ỉ-í = í2 « -Í2 - ỉ  -  1  =ũ<&t = * =  1  

1 _ ,  \/5 - 1  _  1 3 3

lo' f  J
Đáp án đúng ỉàA. □
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GIẢIBẦITẬP 2.77. Ta thấy nếu phương trình có dạng (Vỗ + l)~x +  ( ự ĩ  + l )1  -  2 Ự2  -  0. 
Cho nên nếu X o  là nghiệm thì - X o  cũng là nghiệm, Hiển nhiên X — 0 không ỉà nghiệm. Do 
đ ó  t í c h  c á c  n g h iệ m  là s ố  â m .
Đáp ấn đúng là A □

GIẲIBÀI TẬP2.78. Đặt 2* =  t  > 0. Phương ưình đã cho trỏ thành

16t2 — I0t + 1 = 0 i = i  í =  I  *>2* =  ị , 2*  = ị & x  = ~ l , x  = ~3.
2 8 2 8

Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP2.79. Phương tành đã cho tương đương với

Z*.T: -  8.3* -  3.2* + 24 = 0 (2* -  8) (3* -  3) =  0 4* * = 3,® *  1.

Đáp án đúng là A  □

GIẨIBÀỈ TẬP 2.80. Phương trình đã cho tương đương với

4.(2X)2 -  4.21  + m  =  0 (2.2* -  l )2 =  1  -  m.

Do đó phương tiình có nghiệm khi và chi khi 1 - 7n > Ohaym < 1.
Đáp án đúng làD. □
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r  CHƯYỄN ĐỀ 2.6 -----------✓
Bât phương mũ

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Nếua > 1 thì {?"> b >  0 <=> X >  loga b.

2. NếuO < a < l ứ i i o ; t > 6 > 0 ^ i <  loga 6.

3. Nếu a > 1 thì a* > ay &  X >  y.

4. NêuO < a <  1 thì ax > av -í=> X  <  y.

5. Nếu a > b >  0 thì ax >  ỉ? X  >  0.

6. Nếu b > a > 0 thì a1 > bx X <  0.

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP 

Ị Dang 1: Bất phương trình cho biết nghiêm ị

1. Có thể giải phương trình để tìm ra nghiệm.

2. Khi giải phương trình chú ý phương pháp đưa về cùng cơ số, đặt ẩn phụ để đưa về 
phương trình đại số.

3. Xét từng phương án. Chọn.một số điểm trên khoảng nghiệm và thử vào bất phương 
trình cần xét. Nếu tại 2 điểm không thỏa mãn thì loại ngay phương án đó. Quan sát 
khéo để loại ngay đi những phương án sai,

4. Vỡi những hàm liên tục, nghiệm bất phương trình f(x) < g{x) chi bao gồm các khoảng 
(hữu hạn hoặc vô hạn). Nghiệm bất phương trình f(x) < g(x) chỉ bao gồm các đoạn 
( tứ c  l à  c á c  đ ầ u  m ú t  c ủ a  đ o ạ n  c ũ n g  là  n g h iệ m } .

VÍ DỤ 2.27. Nghiệm của bất phương trình 32.4* -  18.2X + 1 < 0 là

A. 1 < X < 4. B. ~  < X <
16 2

c. 2 < X < 4. D. —■4 < X < —1 .

GIẢI. Đặt t = 2* > 0. Bất phương trình đã cho tương đương với

3212 -  18í + 1 < 0 (16í -  l)(2f ~  1) < 0 - ^  ~  < t < ~  ^  ~ 4 < x  < - 1 .
16 2

Có thể làm như sau: Tỉiay a: = 3 vào bất phương trình thấy không thỏa mãn nên A và C  không 
đúng. Thay X = i  vào cũng thấy không thỏa mãn. Vì vậy B cũng không đúng. Do đó ta chỉ 
còn đáp án D.
Vậy đắp ấn đúng làD. □

94 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 2. HÀM s ố  MŨ VÀ HÀM s ố  LÔGARIT

VÍ DỤ 2.28. Nghiệm của bất phương trình 32*+1 -  10.3X +  3 <  0 ỉà

A. [—1; 1 ]. C[0;1). D .( - l ; l ) .

GIẢI. Đặt í = 3S > 0. Bất phương trình đã cho tương đương với

3í2 — lOt + 3 < 0 <=> (3í — l)(í — 3) < 0 « * i < t < 3 < * - l < a ? < l .
o

Có thể làm như sau: Do bất phương trình ứng với hàm liên tục và ứng vói < nên nghiệm phải 
chứa tất cả các đầu mút của các khoảng. Chỉ có nghiệm đầu tiên có tính chất này.
Vậy đáp án đúng là  A  □

Dạng 2: Tính chất của nghiệm
Để nghiên cứu. tình chất của nghiệm, cách "an toàn" nhất là giải bất phương trình. Nếu bài 
to á n  h ỏ i  s ố  n g h iệ m  n g u y ê n  c ủ a  b ấ t  p h ư ơ n g  t r ì n h  th ì  c ó  thể t h ử  c á c  g iá  t t ị  n g u y ê n  "b é "  rồ i 
đếm số lượng các số thỏa mãn.

VÍ DỤ 2.29. sồ cấc nghiệm nguyên của bất phương trình ( '/ ĩõ  -  3)^> > (\/ĨÕ + 3)ỉ+ỉ ¿4 

A I  B. 3 C.0 D. 2

GIẢI. Điều kiện X  Ỷ  1 ,-3 . Bất phương trình đã cho tương đương với

(vTÕ +  3)*=ỉ > (ì /ĩõ  +  3 )S s  &  > Í L t i  ^  ----- J L — __ < 0 - 3  < X < 1.
v v x - 1  x +  3 (x- +  3 )(a r -l)

Có 3 số nguyên nằm ừong khoảng (-3 ; 1).
Vậy đáp an đúng là B. □

Dạng 3: Bất phương trình chứa tham  số
Ta thường cô lập tham sổ và khảo sát sự biến thiên của hàm biến X  để qua đó tìm ra phương 
án đúng.

VÍ DỤ 2.30. Timm đểbất phương trình 2XỈ + 21 - *2 < Tĩi nhận m ọix  € (-1; 1] làm nghiệm 

A .m >  3 B.m > 2 V 2  c . m >  3 D. m > 4

GIẢI. Đặt t = X2 € [0; 1] và /( í)  = 2* + 21_t. Ta có

/ '( ỉ)  = (2* -  21 - t) ìn 2 =  0 &  t =

Ta có /(0) = / ( 1 ) = 3, /  = 2 V 2 . Cho nên giá trị lốn nhất của /(í) trên [0,1] là 3. Cho nên

ta phải có m > 3.
Vạy đáp án đúng là c. G

Lương Đức Trọng-Nguyên Như Thắng-Kiều Trung Thủy 95



c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN
BÀI TẬP 2.81. 'lập nghiệm của bất phương trình (2 -  v^)* > (2 +  \/3)x+1 là

A. (—2; +oo) B. (—oo; —1) c . (—1; +oo) D. (—oo; —2)

____  / 2 \ v̂ r ĩ  Í 2 \ *
BÀI TẬP 2.82. ĩập  nghiệm của bất phương trinh í p j > í “ J là

A, (1; 2] B. (-oo; -2) u  (1; oo) c. (1; +oo) D. Đáp án khác

BÀI TẬP 2.83. Tạp nghiệm của bất phương trình T  > 3 -  X là

A. ( - 00; 3) B. (l;+oo) c. ( - 00; 1) D. [1;+00)

BÀI TẬP 2.84. Tập nghiệm của bất phương trình 5.4* + 2.25* -  7.1CT < 0 là

A. [Ũ; 1] B. [1; 2] C . f -2; - l ]  D.(-1;0]

BÀI XẬP 2.85. 'lập nghiệm của bất phương t ìn h  ~ ( 2)  ^

 ̂ A .( -o c ; | ]  B' [ I ị+ “ )  a H ;+0° )  D- ( - CC;í  •

BÀI TẬP 2.86. Tập nghiệm của bất phương trình 4X -  21 -  2 < 0 là

A. (—00; 1) B. (2; +00) c . (1; +00) D. (-00; 2)

BÀI TẬP 2.87. Đặt t = 5X thì bất phương trình 52* -  3.5X+2 +  32 < 0 toỏ thành phương trình 
nào

A.í2 -  75Í + 32 < 0 B. í2 r- 6í 32 < 0

c .  í2 -  3t +  32 <  0 D. í2 -  16t + 32 <  0

BÀI TẬP 2.88. lập  nghiệm của bất phương trình ^3  ̂  1 +  3 ^2  ̂ 1 > 12 ỉà

A. (-00; 3) B. (—1;0) c. (2; +00) D. (2; 4)

BÀI TẬP 2.89. Tập nghiệm của bất phương trình - — > 0 là

ồ n  luỵền thi trắc nghiềm THPT Quốc gia năm  2017 môn toấn spbook.vn

A. ( - 00; 0] B.

r  0 4“ - 2

Ó; 2)  c. [2; +00) D- ( 2 ;2

BÀI TẬP 2.90. Số nghiệm nguyên của bất phương trình 51+l2 -  5l ^  < 24 là 

A. 1 B.o c. 2 D. 3
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BÀITẬP2.91. Số nghiệm nguyên dương của bấtphươngtrình > ( ~ )  ^

A. 6 B. 7 c. 8 D.9

BÀI TẬP 2.92. Tim 777, để bất phương trình bất phương ưình 51+3:ĩ -  51~:c'í > m có tập nghiệm, 
chứa ịx  € R : |a;Ị > 1 }

A. m < 24 B. m < 24 , c. m > 24 D. m =  24

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẢI BÀỈ TẬP 2.81, Bất phương trình đã cho tương đương vâì

-----> (2 + Vz)x+1 ** (2 + \/3)*+2 < l ^ a r  +  2 < 0 «f^a;< —2.

Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢI BÀI TẬP 2.82. Điều kiện X < 2. Do cơ số của hàm mũ nhỏ hơn 1, bất phương trình đã 
cho tương đương với

• \ / 2  — X  <  X  2 — X <  > Ũ ^ ĩ 2 +  x -  2 > 0 , i > 0 ^ i > 1 .

Kết hợp vỗi điều kiện ta  được X € (1; 2].
Đáp ần đúng là A. □

GIẢI BÀI TẬP 2.83. Bất phương trình đã cho tương đương với 2X 4- X -  3 > 0. Vì hàm số 
f ( x )  — 2* + X -  3 đồng biến ữên K và /(1) = 0. Cho nên f ị x )  > 0 khi và chỉ khi X > 1.
Đáp án đúng là B, □

GỈẲI BÀI TẬP 2.84. Ta thấy X =  0, X = 1 là hai nghiệm phương trình 5.4* +2.25“ -7.101  = 0. 
Cũng thấy X = ~ là 1 nghiệm của bất phương tìn h . Cho nên nghiệm của bất phương trình 
là ị0; 1 ].
Đầp án đúng là A  □

GIẢI BÀI TẬP 2.85. Ta viết lại bất phương ừình dạng . Do cơ số của hàm

T i  2mũ nhò hơn 1, bầt phương trình dã cho tương đương với 4 x > x - 2 < r > x >  -  - .
Đáp án đúng ỉà c. □

GIẢI BẦỈ TẬP 2.86. Bất phương ưình đã cho tương đương vói

(2*)2 -  2X -  2 < 0 (2r + 1 )(2T - 2 ) < Ũ & 2 X < 2 & X < 1 .

Đáp án đúng ỉàA  □

GIẢIRẦỈ TẬP 2.87. Bất phương ưinh đã cho tương đương với t2 -  75í + 32 < 0.
Đáp án đủng ỉàA  □
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i +1
= 12 vàGIẢI BÀI TẬP 2.88. Ta thấy X =  -1  là nghiệm của phương trình * +  3

hàm số X t-ị * + 3 * đồng biến ttên (-1; 0). Cho nên ta sẽ chọn đáp án B.

Đáp án đúng ià B. □

GIĂI BÀI TẲP 2.89. Hàm số f(x) — 32" 1  + 3 -  2x nghịch biến trên R và /(2) = 0. Cho nên
f(x)  > okhia; > 2; f(x) < okh i s  < 2. Mặtkhác4z -  2 > Okhix > ỉ  và^í1  < Okhiar < Do

đó nghiệm của bất phương trình đã cho là Q ; 2 .

Đập án đúng làD, □

GIẢI BÀI TẬP 2.90. Đặt t = 5x2 > 1. Bất phương trình đã cho trỏ thành

5t -  -  < 24 4* 5í2 -  24í -  5 < 0  o  - ị  < t < 5 <» 5** < 5 |x| < 1.t 5

Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢIBẰI TẬP 2.91. Điều kiện X < “ 6 hoặc X > 1. Bất phương trình đã cho tương dương vối

/~ĩ— 71— 7 _ « fx  +  2 > 0  ĩ x  > - 2
V X 2  +  —  6  <  X +  2  &  {  2  S  -  /  , n x 2  _  1• \ x 2 + 5x -  6 < (x + 2) (x < 10 .

Kết hợp-.với điều kiện của X ta thu được nghiệm 1 < X < 10. Có tất cả 9 số nguyên nằm trong 
lc h ò ả iig  n g h iệ m  n àỹ . ~
Đáp án dung ỉà D. □

GIẢI BÀI TẬP 2.92. Đặt í = 5** > 5 khi ]arị > 1 . Bất phương trình đã cho ưở thành 5 í-  -  > m.

Hàm /(í) = 5í -  -  đồng biến trên [5; +co) và /(5) =  24. Do đó ta tìm được m < 24.
Đáp án đúng ỉà B. □
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r  Ọ O T Y Ễ N Đ Ề 2 .7  -----------------------------------
Phương trình lôgarit

A. TÓM TẮT lý t h u y ế t
Cách tiếp cận các dạng toán đối vối phương ừình lôgarit cũng giống như phương trình 

mũ. ở  đây chú ý tìm tập xác định khi giải phương trình. Loại ngay những phương án không 
thuộc tập xác đính,
B. CÁC DẠNG BÀI XẬP

Dạng 1: Phương trình cho biết nghiệm

VÍ DỤ 2.31. Phương trình 2>°68(*z- 6*+9> = 32 có nghiệm ỉà

. : A ĩ  =  2 B'X = 4

c .x  = 2, X =  4 D. Đáp ân khãc

GIẢI. Điều kiện £ > 0 , x # 1 , x ^ 3 .  Phương trình đã cho có thể viết dướng dạng

1

21°e»(*í - 6z+9) = 32'2 - 1  _  l ^  loggía;2 -  6* + 9} =  0 •«=> X2 -  6x + 9 = 1 * = 2,x = 4.

Tất nhiên ta có thể thử X — 2,x — 4vằ  thấy chúng là nghiệm. Nhưng ta không biết đáp án c  
hay D ìà đúng.
Vạy đáp á n đ ú n g ỉà c .  □

vf DỤ 2.32. Phương trình log3 (3X+1 -  2) = 2x có nghiệm ỉà

A. X = 0 B. X — log2 3

c. X =  0, X = log2 3 D. Đáp án khác

GIẢI. Phương trình đã cho có thể viết dưâng dạng

3.3* — 2 = 32* (S®)2 — 3.3* + 2 i= 0 ^  (3* — l)(3:t — 2) =  0 « x  =  0,x = log3 2. .

Tất nhiên ta có thể thử X  =  0, X  = log3 2 và thấy chúng là nghiệm, Nhưng ta không biết đáp 
án c  hay D là đún^.
Vậy đáp án dúng la c. □

Dạng 2: số nghiệm

VÍ DỤ 2.33. Số nghiệm của phương trình log2 X  -  3 log X  =  l o g ị x 2 ) -  4 l à

Aa? = l 5.2 c. 3 0 .4
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GIẢI. Điều kiện X  >  0. Phương t ìn h  đa cho có thể viết dướng dạng

log21—31ogx =  21ogz—4 <=*• log2 X — 51ogx+4 — 0 <=> logi = l,logx =  4 «=> X  = 10, X =  10000.

GIẢI. Điều kiện X  >  0. Đặt í =  log2 X. Phưđng trinh đã cho có thể viết đưồng dạng

„2
log£(4x) + log2 ■- -  8 = 0 <3- (í + 2)2 + (2í -  3} -  8 = 0 4* í2 +  6t -  7 =  0 í = 1, t =  -7 .

o

Dạng 4; Phương trm h chứa tham  số

VÍ DƯ 2.35. Phương trình logj X  + \J log3 X  + 1 -  2m — 1 = 0 có nghiệm trên Ịl; 3 ^ Ị  khi

Hàm /(í) — t + yjt + 1 đồng biến trên [0;3]. Nên phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 
/(0) < 2m + 1 < /(3). Từ đó ta thu được m e (0; 2]
Vạy đáp ấn đúng ỉa Ấ  □

c . BÀI TẬP T ự  tƯYỆN 

BÀI TẬP 2.93. Cho phương trình

log3x+7(9 +  12x + 4z2) + log2a:+2(21 +  23x +  6x2) =  4.

Chọn phát biểu đúng

Vậy đắp ấn đúng là B. □

Dạng 3: Tính chất của nghiệm

fỉ CE
v í DU 2.34. Tích các nghiêm của phương trình logi (4i) + log2 — 8 là2 ộ

Vậy đáp ấn đúng ỉà c. □

A . m €  [0;2]

c.m  € [0; +oo)

GIẢI. Đặt í = logẳ X .  Lúc đó í € [0; 3]. Phương trình đã cho trỏ thành

t +  \Jt +  1 = 2m + 1 .
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A. Tập xác định của phương trình là ( ^ 2 ’ + 0° J '

B. Phương trình có nghiệm duy nhất; 

c. Phương trình có hai nghiệm trái dấu;

D. Phương trình có một nghiệm X = ì .

BÀI TẬP 2.94. Nghiệm của phương ưình log4(log2 £)) 4- log2(log4 s) = 2 là 

A.2 B. 4 C.8 D. 16

BÀI TẬP 2.95. Nghiệm của phương trình log3(3x -  2) = 3 ỉà

;:f  c-f
BÀI TẬP 2.96. Số nghiệm của phương ưình -— + -— T~— =  1 là ^  Y * - 5 -  loga; 1 + ỉogX

A. 2 B. 1 c. 3 . D. 4

BÀI TẬP 2.97. Số nghiệm của phương trình log3(a:a + 4x} + logị (2z -  3) — 0 là 

A. 3 B. 1 c . Vồ nghiệm D. 1

BÀI TẬP 2.98. Số nghiệm của phương trình logg (5x) -  log25 (5a0 =  3 là

A. 1 B. 2 c. 4 D. 3

BÀI TẬP 2.99. Tun m để phương trình logẩ X + log2 X +  m  = 0 có nghiệm X € (0; 1)

A,m  <1 B. ro > -  c. m < -  . D. m > l4 4
BÀI TẬP 2.100. Số nghiệm của phương trình ỉog2 \ x - 2 \  + Iog2 [x + 5ị + logi 8 — 0 là.

A. 0 B. 3 c . 2 D. 1

BÀITẬP 2.101. Số nghiệm của phương trình log3(x2 -  6) — log3(2 -  2) + 1 là 

A.1 B. 2 C-0 D. 3

BÀI TẬP 2.102. Số nghiệm của phương trình 2 log2 ựx  + 1 = 2 -  log2 (x -  2) là

A. 2 B. 0 c. 1 D. Đáp số khác

BÀI TẬP 2.103. Phương trình x iogx — 1000:c2 có tích các nghiệm là

A .10 B. 100 C.1 D. 10000
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D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ẤN

GIẢI BÀI TẬP 2.93. Điều kiện x>  ~ - , x ^  ~1. Nên A không đúng. Tắt nhiên có thể thử trực 
tiếp để thấy D cũng không đúng. Ta còn hai phương án B, c. Viết lại phương trình đã cho

logsx+TÍ2* + 3)2 + log2l+3(2z + 3)(3s + 7) = 4 2 ìog3x+7{2x + 3) + 1 + log2x+3(3o: 4-7) = 4

1 1
2 ỉog-òx+7(2x + 3) +  Ị--------- £2 -Ị- 3) =  3 log3x+7(2x -+ 3) =  1, log3:K+7(22; *f 3) =

Phương trình log3i:+7(2x +  3) =  1  vô nghiệm. Phương tìn h  log3x+7(2x + 3) =  ^ có nghiệm

duy nhất X = -  - .  Vậy phương trình có nghiệm đuy nhất.
Đáp án đúng là B. .

GĨĂIBẰI TẬP 2.94. Thử trực tiếp ta thấy X = 16lànghiệm.
Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢIBÀỈ TẬP 2.95. Ta có

29
ỉog3 (3a; — 2) = Z‘&Zx -~2 = 3:ì & x =^ỵ .

Đáp án đúng là c. □

GIẢI B ÀI TẬP 2.96. Điều kiện X > 0 và X Ỷ  10—1, X ỹí 105. Đặt í = log X. Ta viết lại phướng
t r ì n h  đ ã  c h õ  dưới d ạ n g

GIẢI BÀI TẬP 2.97. Điều kiện X  > ^ . Ta viết lại phương trình đã cho dưói dạng

log3(a:2 +  4x) =  log3(2i — 3) X2 + 4x =  2x — 3 <=> X 1 -  2x +  3 =s 0.

Phương ưình cuối cùng vô nghiệm.
Đáp án đúng ỉà c.

GIẲIBÀI TẬP 2.98. Điều kiện a? > 0. Đặt log5 (52) = t. Ta viết lại phương trình dưái dạng 

log5(5i )  -  “ log5(5i) = 3 2í2 -  t -  6 = 0.

Phương ữình cuối cùng có hai nghiệm. Nên phương trình ban đầu có hai nghiệm.

—— + - 2 — =  1 4* 1 + í +  2(5 -  í) = (5 -  i)(l + í) <=> í2 -  5/ + 6 =  0
5 ~ t 1 + í

t  =z 2,t = z X  = log2,:c = Iog3.
Đáp án đúng ỉàA. □

Đáp án đúng là B. □
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GIẲIBÀI TẬP 2.99. Đặt t = log2 X  thì ị e ( - 00; 0). Phương trình đã cho trở thành

Phương trình cuối có hai nghiệm nên phương trình đã cho cho có hai nghiệm.
Đáp án đúng ỉầc. □

GIẢI BÀI TẬP 2.101. Điều kiện X > Vẽ. viết lại phương trình đã cho

log3(:r2 — 6) =  log3(ar — 2) +  log3 3 X 2  — 6 =  3(a: — 2) <$■ X 2  — = 0 <=>■ X  = 3.

Phương trình có 1 nghiệm.
Đáp án đúng lằA  □

GIẢI BÀI TẬP 2.102. Điều kiện x >  2. Tiết lại phương trình đã cho

log2(x +  1) +  log2(a: -  2) =  log3 9 {x 4- l) ( s  - 2 ) — 9<&x=  1  

Phương ừình có 1 nghiệm.
Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 2.103. Điều kiện X  >  0. Đặt t  =  log X .  Lấy lôgarit hai vế của phương trình ■

( lo g a ;)2 ----- 2 1 o g a r  +  3 ^ i 2 — 2 í  — 3  =  0<í=>í =  —1 , t  =  3  &  X  =  =  1000 .

Do đó tích hai nghiệm là i  .1000 = 100.
Đáp án đủng ỉàB. □
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Do đó phương t ìn h  có nghiệm khi và chỉ khi m  -  i  < 0 o- m < ị .
Đáp án đúng là c.

GIẢIBẰI TẬP 2.100. Điều kiện X  7¿ 2, X  Ỷ — 5- viết lại phương trinh đã cho

□

log2 \ x  -  2| +  log2 |a: + 5ị -  log2 8 =  0 &  |a: -  2| 4- ịs + 5| = 8.
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-  CHUYÊN ĐỀ 2.8 -
Bất phương ưình lôgarit

A. TÓM TẮT LÝIHUYẾt
Cách tíếp cận cấc dạng toán đối vỏi bất phương trình lôgarit cũng giống như bất phương 

ưình mũ. ở  đẳy chú ý tìm tập xác định khi giải phương trình. Loại ngay những phương án 
không thuộc tập xác định.
B. CÁC DẠNG BÀI XẬP
Dang 1: Bất phương trình cho biết nghiệm

VÍ DỤ 2.36. Tập nghiệm của bất phương trình logi (ỉog3 |x — 3|) > 0 tò

A (0; 2Ị u [4; 6) B. (0; 2) u  (4; 6] c.(0;2)u(4;6) D. [0; 2] u  [4; 6]

GIẢI. Vối X ỹíZ, bất phương trình đã cho tương đương với

0 < log3 \x -  3| < 1 &  1 < Ịi -  3| < 3.

Bất phương trình Ịa;-3| > 1 có nghiệm là 3! > 4, X < 2. Bất phương trình \x -3 ị < 3 có nghiệm
0 <  X  < 6. Kết hợp lại ta được tập nghiệm của bất phương trình đã cho là (0; 2) u  (4; 6].
Có thể làm như sau: Thay các giá trị X =  0,2,4,6 vào bất phương trình chỉ thấy X = 0 và X = 6 
thỏa mãn Ca; =  2, X — 4 không thỏà mãn). Ta chọn nghiẹm chứa ũ, 6 và không chứa 2,4. Chỉ 
có đáp án B  thỏa mãn điều này.
Vậy dấp ấn đúng là B. □

VÍ DỤ 2.37. Tập nghiệm của bất phương trình log2(2I -  l).log2(2x+1 -  2) > 2 là 

A (0;log2 3) B. Ịo;log2 ^  u  (log2 3; +oo)

c. (o-, log2 D. (log2 3; + 00}

GIẢI. Điều kiện X > 0. Đặt t = ỉog2(2:i: -  1). Khi đó log2(2X+1 - 2 )  =  í + 1. Bất phương ữình 
đã cho trỏ thành t(t + 1 ) > 2 í2 + Ể -  2 > ũ t < -2 , t > 1 ,
Tạ cộ .

f < -2  <F> log2(2a: - 1 ) < - ' 2 & 2 X < ^ < & 0 < X <  log2 2 ' 

t > 1 loga^1 - ĩ ) > l & 2 3:> 3 < & x >  log2 3.

Kết hợp lại ta thu được nghiệm ^0; log2 0  u (log2 3; +00).

Có thể làm như sau? Thay các giá trị X  = log2 ^ , log2 3 ta thấy vế trái của bất phương ữình
bằng 2 . Do đó bất phương trình sẽ có các khoảng nghiệm nhận cả hai giá trị này như là các 
đầu mút. Chỉ có đáp án B  có tính chất như vậy.
Vậy đắp án đúng la B. □
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Dạng 2: l ín h  chất của nghiệm

VÍ DỤ 2.38. Số nghiệm nguyên của bất phương trình * — l° S2 x  > 1 ỉà
2 — log2 X

A I  B. 2 c. 3 D. 4

GIẢI. Điều kiện X  >  0, X  Ỷ  4 - Đặt t  = log2 X. Bất phương trình đã cho ưỏ thành

1 + t' 21 — 1 1 /rr A> 1  <=> — -  > Q < & ị< t< 2 & V 2 < x < 4 .
2 í 2 ỉ 2

Có 2 số nguyên nằm trong khoảng (\/2; 4).
Vạy đáp an đúng là B. □

Dang 3: Bất phương trình chứa tham  số

VÍ Dự 2.39. Tim tham sốm  > 1 đ ể  mọi X e 1^ đều là nghiệm của bất phương trình 
togm X  > logx m

A 771 > 3 B .l < m  <3 c.2 < m < 3

GIẢI. Điều kiện 0 < X  -ệ-1. Bất phương trình tương đương với

1

D. m  > 3

logm X  > 0.

—  <  X  < m. Đẻ mọi X  €  m

\ o g m x  l o g m s

Khi X  e  ( - ;  1) ta c ó  l o g ^ s  < 0 . Do đ ó ,  v ó i  mọi X  € ta đều c ó  - 1  < lo g m :E < 1 &
s
ự); ^  đều là nghiệm của bất phương trình ta cần điều kiện

( s ;1) C (m im) ' S r" S3-
Vậy đáp ân đúng làA.

c. BÀI TẬP T ự  LUYỆN
BÀI TẬP 2,104. Tầp nghiệm của bất phương trình ỉogQ 4(1 -  4) + 1 > 0 là

□

'■(* s- H y ) c. 13*; +00 • D. (4; +00)

BÀITẬP 2.105. Tầp nghiệm của bất phương trình £log21+4 < 32 là
r 1 r 1c. D.[32’ 32’ 10

;4

BÀI XẬP 2.106. Tập nghiệm của bất phương trình log3 X  < log^3 (12 -  x) là

A. (0; 12) B. (0; 9) c. (9; 16) D. (0; 16)
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BÀI TẬP 2.107. Tạp nghiệm của bất phương trình Iog2 X > log2(2a: + 1) là

A. 0  B. (1 ; 3) c. (—oc; - 1 ) D. o)

BÀITẬP2.108. lạp  nghiệm của bất phương ữinh 21og3(4:r -  3) + logi (2x + 3) < 2 là  

A .[ |;+ o o )  » ■ ( ! '+ “ )  C- ( ! ;3] D- [ ĩ ;3]

BÀI TẬP 2.109. lập  nghiệm của bất phương trình logi (2* -  3) < 0 là

A. (log23;2) B. (2; +oo) C.(-oo;2) D. (0;2)

BÀI TẬP 2.110. lạp  nghiệm của bất phương trình logi (x2 -  6x + 8) +  2Iog5(r  ~ 4) > 0 là 

A.(4;+oc) B. (—oo; 2) c. 0  D. (0; 1)

BÀI TẬP 2.111. Tập nghiệm của bất phương trình 2 ỉog2(x -  1) < log2(5 -  x) + 1 là 

A. (1;5) B. (-3; 3Ị c. [3; 5] D. (1; 3]

BÀI TẬP 2.1Ỉ2. lập  nghiệm của bất phương trình X + log2 X > 1 là

A. (0;+co) B. (0; 2) c. (2;+oo) D. (1; +oo)

BÀI TẬP 2.113. Tập nghiệm của bất phương ữình log£ K t m ] < 0 Ià

A. 0 B. (-4; -3) u (8; +oo)

c. (—oo; -4) u (8; +oo) D. (—00; —4) u (—3; 8)

*■ 3BÀI TẬP 2.114. Số nghiệm nguyên thuộc [1; 25] của bất phương trình log4 X — logx 4 < ^ là

A. 15 B. 8 c . 0 D. 16

D. LỜI GIẲI VÀ ĐÁP ẨN

GIẢI BÀI TẬP 2,104. Điều kiện X > 4. Bất phương trình tương đương với

13
l o g 0 - 4 ( x  ~  4 )  +  i o g o  4 0 . 4  >  l o g Q 4 1  l o g 0 - 4  0 . 4 ( 1  -  4 )  >  l o g 0  4 1  0 . 4 ( x  -  4 )  <  1 X  <  - £ .

(  13Kết hợp với điều kiện ta được X  € í 4; — .

Đáp án đúng là A. □
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GIẢIBÀỈ TẬP 2.105. Điều kiện X > 0. Lấy lôgarit cơ số 2 hai vế của phương trình và đặt 
t = Iog2 X tà  được

log2 a-‘(ỉog2 x +  4) < 5 <3>í2 + 4í - 5 < 0 - » — 5 < £ < 1 < = > ~ < x < 2 .ổ£r

Cũng có thể thử các đầu mút ở A, 5 , c, D ta thấy giá trị a; = 3 2 ' 1  =  2 là nghiệm của phương

trình x'°e*x+4 = 32. Từ đó có thể đoán nghiêm của bất phương trình là ; 2

Đáp án.đúng ỉàc. □

GIẢI BÀI TẬP 2.106. Điều kiện 0 < X < 12. Ta có 

Iog3 X < \o g ^ { \2  — x)<& logg X < 2  ỉog3(12 — ar) X < (12 — x}2 ■£> X < 9 hoặc X > 16.

Kết hợp với điều kiện ban đầu của X ta thu được nghiệm X € (0; 9).
Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 2.107. Điều kiện X > 0. Ta có

ỉog2 X > log2(2a; + 1)4$-£>2x + 1 ^ x <  - ĩ .

K ết h ợ p  v ớ i đ iề u  k iệ n  b a n  đ ầ u  c ủ a  X  t a  th ấ y  tậ p  n g h iệ m  là  rỗ n g .
Đáp an đúng là A. □

GIÁIBÀI TĂP2.108. Điều kiên £ > 7 . Ta có
4

(4x — 3Ì2 (4x — 3Ì2 3
2 1 o g 3 (4 x  -  3 )  + l o g i ( 2 a :  +  3 )  <  2 - »  logg  + 3  <  2  ■■ 2 +  3~  <  9  <  X <  3.

/3Kết hợp vôi điều kiện ban đầu của X ta thấy tập nghiệm là í —; 3 .

Đáp án đúng làc. □

GIẢI BẦJ TẬP 2.109. Điều kiện X > log2 3. Ta có

l o g i  (2 X ~  3 )  <  0 <F> 2*  -  3  >  1 X  >  2 .

Đáp án đúng ĩàB. □

GÍẢIBÀI TẬP 2.110. Điều kiện X > 4. Ta có

logị (x2 -  6x +  8) +  2 log5(x — 4) > 0 -  log5(a: -  2)(x -  4) 4- logg(x -  4)2 > 0

X  —  4  ^  X  —  4

^  logs > 0 ** T T o  > LX  — Ầ X — L

Khi X > 4, ta luôn có - — ^ < 1 nên bất phương trình vô nghiêm,
1  —  2

Đáp ân đúng ỉàc. □
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GIẢI BÀI TẬP 2.111. Khi X xấp xỉ bằng 5 nhưng nhỏ hơn 5 thì vế phải của bất phương trình 
là số âm, ưong khi đó vế phải là số dương. Vậy các phương ả n A v k C  không đúng. Phương 
án B cũng không đúng vì -3  không thuộc tập xác định.
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 2.112. Hàm vế phải đồng biến ừên (0; +oo) và nhận giá ừ ị là 1 tại X -  1. Nên
ta chọn phửơng án D.
Đáp ần đúng la-D. o

GIẢI BẦỈ TẬP 2. ỉ  13. Bất phương trình tương đương với

logc > 1  <& -• —7 - > 6 a: € (—4; —3) u (8; +oo).
00 x + 4 x + 4

Đáp ăn đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 2.114. Điều kiện X > 0, X Ỷ  1- Đặt t = log* X. Bất phương trình ttở thành

í’~  -  < ?  2í2 -  3t -  2 < 0 4* - ị  < í < 2 ^  <  a; < 16.
t 2 ~ 2 -  16

Có tất cả 15 nghiệm nguyên do nghiệm phải khác 1 .
Đáp án đúng là Ã □
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rCHƯƠNG 3--------7------------------
NGUYÊN HÀM-TÍCH PHÂN

-  CHUYÊN ĐỀ 3.1 -------- --------- — ----- ------------
Nguyên hàm, tích phân các hàm cơ bản

A. TÓM TẮT lý THUYẾT

1. Hàm F(x) dược gọi là nguyên hàm của hàm số Ị{x) ttên K  nếu =  f{x) với inọi 
x e K .

• Nêu F(x), G(x) cùng là nguyên hàm của f(x)  ttên K  thì G(x) — F(x) + c  với mọi 
X  e K, ttong đó c  là hằng số.

• Nêu F(x) là một nguyên hàm của f{x) trên K  ủù mọi nguyên hàm của J{x) đều 
có dạng F(x) + c  với c  là hằng số. Kí hiệu

J  ĩ{x)dx = F (i) +  C; f{x)dx =  F(a;)ị6 = F(b) -  F(a)

2. Túih chất của nguyên hàm, tích phân

Ị  [ m f ( x ) ± n g ( x ) \d x ^ m  Ị  f ( x ) d x ± n  Ị  g(x)ứx

í  f(x)ứx = Ị  f(x)dx + ỉ  f(x)ẩx) [  f(x)dx = -  [  f(x)dx 
Ja J a Jc J a Jb

Jrb fb
[mf(x)±ng(x)\dx = m  / f ( x ) d x ± n  / g(x)dx 

tt J a J a
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3. Bảng nguyên hàm các hàm cơ bản

/  a d x  =  a x  +  c o R
.

H II o

Ị  x u d x  = -------- - +  c
1  a + 1

f(ax +  b r d x - \ i a x ^ \ l  +c
Ị  o ? d x  =  +  c

.1  l n a
1  a ^ d x  =  +  c
Ị  a  m a

ị  - d a r =  l n  \x\ +  c f  1  1
/  — “ 7 d x  =  — . l n l a a :  +  è ị +  c  
Ị  a x  +  b  a

Ị  c o s  x d x  =  s i n  x  +  c Ị  c o s ( a x  +  b ì d x  =  — . s ũ a ( a i  +  b )  +  c  
. 1  a

ị  s i n  x d - x  =  — COST +  c Ị  s m ( a x  +  b ) d x  = — —  . c o s ( w i ; +  b )  +  c
[  — \ — d x  =  í ĩ ữ i . x  +  c 

J  c o s *  X

[  1  1
/  — 57—------- r r d x  —  t a n ( a x  +  b )  +  c

j  C o s 2 ( a x  4- b )  a

Ị  — \ ~ d x  =  — c o t  X  +  c 
J  s i n  X

f  1  1
/  — 07 -------=  — - c o t ( a x  +  b )  +  cJ s i n - ( a a :  +  li) a

Chú ý:
/  B 1 ' .  . 1  mv x m = X  >' : — = X  7=  = x~ " ; ln e =  1

x n  ự x ™

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP
VÍ DỤ 3.1. Trong các khầng định sau, khẳng định nào sai?

A J  0dx = c  (C ỉà hằng số).

B. Ị  -d.T =  ln Ịx| + c  (C là hằng số)

c. [  x a  = —ỉ —Í Q+1 + C (ơ  là hằng số).J (X +1
D. J  dx — x + c  (C.ỉà hằng số)

GIẢI. Do J I - 1  =  ln |z| + c  nên khẳxig định ở phương án c  là sai.

Vạy đáp án đúng là c. □

VÍ Dự 3-2. Tính giả trị của I  = [  f(z)dx  biết rằng Ị  f(x)dx — 6 uã ị  Ị[x)dx = 4, trong
J a  J a  J d

đóa < d< b

A /  = 2 B .ỉ  = 1 0  c. I  =  - 2  D .ĩ = 24

GIẢI. Ta có

Vậy đáp án đúng là B.

ỉ  = ị  f(x)dx = Ị  f(x)dx + Ị  f(x)dx =  6 + 4 =  10 .
J  tí J  a J  d
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VÍ DỤ 3.3. H àm  số F (x ) — ln |2 sin X -  3 COS ar] là nguyên h à m  của h à m  sẻ nào?
„ . 2 COS 1  + 3sinX _ , 2cosi —3sinrc

A- ĩ i x ) = 7T-.-----  7T— B. / ( x) -  ~-r-------^------. 2 sin X  — 3 cos X  2 sin X  — 3 COS X

c. /(x) =  — - — l— ------  D. f(x) = ---------   , —2 sin 1  — 3 cos X 2 COS X +  3 sin X

GIẢI. Lấy đạo hàm F(x) ta nhận được
, . (2 sinx — 3 COS x)' 2 COS X  + 3 sin X

F  (X) =   ------------ -------— =   --------  --------- .
2  s in  X  — 3 co s  X  2 s in  X  — 3  COS X

Vậy đáp án đúng là A.

Nhận xét: Trong ví dụ này ta sử dụng công thức đạo hàm hàm hợp

[/(«(*))]' =  «'(aO/M *))-
Công thức này còn được sả dụng cho dạng bài như ví dụ sau:

/■VI
VI DỤ 3.4. Cho g{x) —  / COS tát. Đạo hàm của hàm số y{x) ỉà 

Jo

A. sin(

GIẢI. Đặt

Asin(\/ã) B. COS G2-\Æsin(\Æ) D.

COstdt g(x) = i CÜS tdt = F(ựx).
0 J  0

Lấy đạo hàm hai vế ta được

g ' ( x )  =  ( ự x Ỵ ĩ ^ i ự x )  -  — ^ . c o a ự x .

Vậy đáp án đúng là Đ. □

VI DỤ 3.5. Cho / f ( t ) d t  — X  cos(7Tx). Tính giả trị của /(4)
J  0

A I  R Ỉ  c  2 D .-
2 4

GIẢI. Đặt

F{x) — f  f(t)dt=>F(x2)=  [  ỉ(t)d t — xcos(nx).
J  0 J  0

Lấy đạo hàm hai vế ta được

(ar2 ) 'F ' ( a : 2 ) =  x ' . c o s (7 T ï )  +  i . [ c o s ( 7 r æ ) ] / =  c o s ( i r x )  ~  T T X s ừ i( T r x ) .

Do đó
2 x f { x 2 ) — co s(7T i) — TĩX sm (-K x ) .

Cho X = 2 ta được 4/(4) = 1 nên /(4) =
Vậy đáp ắn đúng là D. □
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VÍ DỤ 3.6 {ĐêMinh họa THPTQG2017). Tim nguyên hàm của Ị{x) =  V2x -  ĩ

A. J  f(x)dx = ị(2 x  -  Ĩ)ự2x ~ ĩ  + c  B. Ị  /(x)dx = ị ( 2:c -  \)y/2x -  ĩ  + c

c. Ị  f(x)dx = - ị ự 2 x - ĩ  + c  D. Ị  f{x)dx  = i \ / 2x - ĩ  + c

GĨẢỈ. Ta có

I  f(x)dx  = | ( 2x -  l ) 1« * :  = = | . ( 2l  -  l)3«  -  5 (2* -  1 ) V2Ĩ ^ Ĩ .

VãyđảpánđúngỉàB. □

VÍ DỤ 3.7. Hàm sơ rcàơ Sứ« ¿f(áy là nguyên hàm của f(x ) = sin 32 

„ 1 
A 3 C 

GIẢI. Ta có

A. -  ỉ  cos3x B. -3cos3a: C.3cosa: D .-cos3x
3 3

/ s is in  3  xdx =  — ̂  co s  3 i  +  c  

Do đó -  ̂  cos 3x là một nguyên hàm của f(x) = sin Zx.
Vậy đáp ấn đúng làA. □

VÍ DỤ 3.8. Tim hàm số F{x) biếtF(x) là một nguyên hàm của hàm s ố y = -----~y- và F(0) = 1

A. F(x) = — tanx B. F(x) = — ta n i + 1

c. i^x) = tanx + 1 D. F (x) = tanx — 1

GIẢI. Do F(x) là nguyên hàm c ủ a-----nên F{x) có dạng

F(-X )= J  { - - ¿ ĩ )  d x = ~ t3-I' x + c

Khi X  = 0 thì ,F(0) = c  — 1, do đó F(x) = -  tana: + 1.
Vậy đáp án đúng là B. □

VÍ DỤ 3.9. Cho f(x) =  ~  + sin2 X.  ĩĩm m đểnguyên hàm F(x) của f(x) thỏa mãn F(0) — 17T
.  „  /7T\ 7T'à F  ( -  ) = \ 4 /  8

Chứng minh. Do F(x) là nguyên hàm của f(x)  = —̂  + sin2 X  nên F(x) có dạng
7T

f  ( 4m . 2 \  f  ( 4m 1 — cos2z:N , /Am 1 \  sin2i _
n * )  = ] ( j - + ^ ' * ) * > - ^  = ( T  +  2 J  -  4 + c
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Thay lần lượt X  — 0 và X  = ^  ta được

F{0) = c — 1 [(7=1
I  1 „  ir 3

= m  + ' Ị - Ì  + C = Ị  ■ ịm = ~ ~
\4 / 8 4 8 '• 4

Vậy đáp án đúng là đáp án c. □

VÍ DỤ 3.10. ĩ ìm  họ nguyên h à m  của h à m  số f ( x )  = eos X cos 3x

A sin-x + suị 3£  -ị. <3 Ẽ, 2sin4a; +  sin2x + c
_ sin4ar sin 2x _ _ sin4a: sin.2a: _
c  8 + 4 + c  a - ü £ S - 5 ! i 2 + 0

GIẢI. Tacó
c o s (3 x  — x )  +  c o s (3 x  +  x )  e o s  2 x  +  c o s  4 icos X eos ÓX = ----i--------—-----  ------  ----------------------

2 2

Do đó nguyên hàm của / ( x) = eos X cos Zx là

/ „ , ( eos 2x + eos 4x \  , sin 2 x  sin 4x _
e o s  X  c o s  3 x d x  =  [ ------------ ------  I d x  =  — ---------- 1— —------t- c .

Vậy đáp án đúng là đắp án c. ũ

Nhận xét: Điểm mấu chốt của bài toán này là chuyển từ biểu thức tích hai hàm lượng giác 
thành tổng. Công thức được sã dụng ồ đây là

_ cos(ũ f — p )  +  c o s í a  4- 0 )
c o s a c o s  ỡ = — -----------— ------- -------- — .

2

-  2 i 2 +  5 x  — 1 2VI DỤ 3.11. Giả sử rằngl = / ------------------------------- —̂--- dx = ahí -  + b vớia,b là cấc số nguyên. Khi đó
J —1 X — 2 3

g i á t r ị c ủ a a  +  b l à

A25 B. 35 CA5 D. 55

GIẢI. Khi chia đa thức 2x2 + 5;c — 1 cho X — 2 ta nhận được kết quả

. 2x2 + 5a; — 1 = (x — 2)(2ar + 9) + 17

Suy ra

/ . ,  ~  ã^ - 1  = ( 2 l + 9 + Ĩ T ị )  =  + s* +  171n | i  -  21}

=  I 7 \ n ị  + 8.

Do đó a = 17, ỉ> = 8 nên a + b — 25.
Vậy đáp ấn đúng làA. □
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VÍ DU 3.12. Tim nguyên hàm [  - dx.J x ( x - 3 )

+c
^  1 , 1 --3

+ ơ

3 X  — (z -  3)

A t In 

G
• i t a p 3 + c  * r r a + ơ

• H ^ ) +c . d> M +c
D o i - ( i - 3 )  = 3 n ê n - r ^—r = - 5 ■■ = —~  -  - .S u y ra  

v '  x { x  -  3 )  x { x  -  3 )  1 - 3  X

J « ẻ Ị ) dx=J { ĩ i ĩ ^ ĩ r ầ ) <ix= 5 ^ - 3 1 - J ln i+C
=  ỉ i n  +c.

3  X

Vây đáp án đúng ỉàD  □

Nhận xét: Đe thuận tiện ta cố ihểghi nhô công thức sau đểtách phân thức

{ x  — a ) ( x  — b )  a  — b \ x  — a  X  — 6 J

J r1ĩ
’ y/l + COS 2xdx 
0

A.y/2 B. 0 c. 2 D.2V2

ÓĨẢI. Do l +cos2z = 2cos2 :r, COSX > Okhix € ịũ; vàcosa: < Okhis € Ị ^ '71"] n®n 

Ị  v T +  COS2 x tủ i' =  f  %/2Ị c o s  x |d x  =  ỉ  V ^ Ị co sa :|í/a : +  f  \ / 2 |  c o s s ịc ỉx
J  0 ■ Jữ J 0 J ị

= [  V ĩc o sx d x -  [  ì/2cosxdx = ' /ỹ.€mx\2 — Vĩsina:)J 0 Jị lo
= 2^ 2. ,

Vạy đáp án đúng ỉà D. □

Nhận xét: với tích phân có chứa írị tuyệt đối I  — Ị/(x)\dx, ta cần tìm tất cả các nghiệm của
*' Ja

f  [x) trong khoảng (o, b) và ỉưu ý  rằng khi f(x) là hàm ỉiên tục thì khoảng giữa hai nghiệm 
liện tiếp hàm f(x )  không đổi đấu. 

pb
VÍ DU 3.14., Biết /  (2x -  4)đx = 0, khi đó giá trị của b ỉà 

J  0

A  í ì " —  1 i i / ì r t / '  f ỉ  —~ A  R  Tì —A. b = 1 hoặcb — 4 

c.b = 0 hoặcb = 2

B. b = 1 hoặcb = 2 

D.b = 0 hoặcb — 4
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GỈẢI. Ta có

6 =  0 

6 = 4

Vậy đáp án đúngìà D. □

J  {2x -  4)eỉx = (x2 ~ 4cn)| =  ồ2 -  40 =  0 •»

VÍ DỤ 3.15. Tính I  = í  2e2xdx 
J 0

A e4 — 1 B. 4e4 c .e4 D. 3e4

GM/.
/  =  e2l ị2 =  e4 -  1. 

lo
VạyđấpánđúngỉàA . □

/-1 2® + 3VI ĐU 3.16. Bỉêta, b là hai sô nguyên thoả mãn / —--cb = a ln 2 +  ồ, íìm giá tri của a
J q 2 — X

A  7 £ .2  c. 3 D. 1

GiÁĨ. Chia 22 + 3 cho 2 -  X ta đượckết quả2a: +  3 =  - 2(2 -  x) + 7 nên

£  2ỉ r ỉ d:c = l  ( - 2  +  ~ ) < t e  =  ( - 2 x - 7 1 n | 2 - a:| ) | ‘ = 7 t a 2 - 2  

Do đó a = 7, ỉ> =  - 2.
Vậy đáp án đúng ỉàA. □

v í DỤ 3.17. Cho Ị  eZxdx — e - 1 vôi a, b 6 2 . Hỏi khẳng định nào sau đầy đúng?
J  0 0

A .a — ~b B .a < b  c .a > b  D. a = b

GIẢI: Ta có
3x |1 e3 — 1r1 e3* ! 1

i  e ‘‘‘ỉ”  3 lô -
Do đó a =  3,6 =  3 nên a =  ỉ>.
VệyđấpánđúngỉàD . □

,  f a  X  + 1  _
VI DU 3.18. Cho Ị — -— dx = e. Tim giá tri của a

J1 x
2

A a = r----- B.a = e (̂  _  e ___2----  _ C a  =  -  D .a = -------—
1  — e 2 1 -  e
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GIẢI. Tacó

j I x ^ '- -dx — ^1 +  i ^  dx =  (z + ln |a;|) I = o  + la|o | —l  = e

Chỉ có một giá trị a thoả mãn là a = e.
Vậy đắp ẩn đúng là B. □

VÍ DỤ 3.19. Tính nguyên hàm Ị  22x.zx.7xdx

OAX 92* 9* 7*
A P -  B. " 7— + c  c. 841 + c  D. 84x ln 84 + c

in 84 In 4 ln 3 ln 7

GIẢI. Ta có 22a\3 :c.7* =  (22.3.7}x =  84* nên

1 2 2x. r . r d x  = Ị  84xdx = ^  + c. 

vậy đắp án đúng là A. □

VÍ DỌ 3.20. Trong các đẳng thức sau, đẳng thức nào không đúng?

A. J  (x2-x)dx = — - ~ + C  B. Ị  e^dx =  ịe2* +  c

f  dfc  : 4c. / sin xdx — cosa: + c  D. -T—— = ln ¿
J J1 x2 + x 3

GIẢI. Do

/  (z2 -  = Y  -  y  + c

nên đẳng thức ỏ đáp án A là sai.
Vậy âấp án đúng ỉa A. □

VÍ DỤ 3.21. Tính tích phân ĩ  = [  —
J-1 1

dx
+ |1 - 3|

A. 2 In 3 B. In 3 c. In 2 D. In 6

GIẢI. Ta có

Í2 dx — f 1 [7 _  Ị 1 f 2
7 - 1 1 + I I  -  3:1 y _ i  1 + 11 -  A + 7 i  1 + 11 -  ”  y _ i  2  -  z + J ỵ

=  — ln |2 — arịỊ +lnỊa:|Ị = ln3  + ln2

= ln6.

Vậy đáp án đúng là D.

dx
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VÍ DỤ 3.22 (Đe Minh họa THPTQG20Ỉ 7). Một ô tô đang chạy với vận tốc 10 m/s thì người lái 
đạp phanh; từ thời điểm đó, ô tô chuyên độngchậm dần đều vôi vận tốcv(t) = - 5 í + 10(m/s), 
trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, k ể  từ lúc bắt đầu đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp 
phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển bao nhiêu mét?

GIẢI. Gọi S(t) là quãng đường ô tô chuyển động cho tới khi dừng hẳn, Khi đó S(t) là một 
nguyên hàm của v(t). Tại thời điểm í =  0 thì 5(0) = 0 nên

í 1 í 1 f  Su2 \  |Í 'ii2
S(t) = j  v(u)du = j  (“ 5u + 10)dii = + I0tíj ị =  — 2 +

Tại thòi điểm í =  T  ô tô dừng hẳn thì v{T) — ~5T  + 10 =  0 nên T  = 2. Do đó quãng đường ô 
tô di chuyển tiước khi dừng lại là

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN
BÀI TẬP 3.1. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai?

A. F(x) = 7 + sin2 X  là một nguyên hàm của f(x)  = sin 2x.

B. Nếu F(x) và G{x) đều là nguyên hàm của hàm số f(x)  thì j  [.F(x) -  <7 (1 )] ds có dạng 

h(x) — Cx + D với c, D là các hằng sè.

A. 0,2m B. 2m c. lOm D.20tn

vậy đáp ấn đúng ỉà c . □

D. Nếu Ị  f(t)dt =  F(t) + CửàJĩ = F(u(x)) + c.

BÀITẰP3.2. Cho biết f  f(x)dx = 4vầ f  (f(x)dx = 5. Tính ỉ  \f(x) + <i(x)]dx.

A. 122 B. 74 C.4S D. 53

BÀI TẬP 3.4. Hàm số F(x) — é*1 là nguyên hàm của hàm số nào
X2

A. f(x)  = 2iex2 B. ỉ(x) = e2x c. f{x) = e*2 D. ỉ{x) = 2x
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BÀI XẬP 3.5. Xác định a, b, c để hàm số F{x) =  (ax2 + bx + c) eTx là một nguyên hàm của 
hàm số / ( í )  = ( ì2 -  3x + 2)e-?

A. o = 1,6 = 1 , c = —1 B. ũ = -1 , b' = 1,-c =  1

c. a = —1 , b = 1 ,c=  —1 D. a =  1, b =  1,c =  1

BÀI TẬP 3.6. Tìm hàm số F(x) biết rằng F'(x) = 4a:3 -  3 i2 + 2 và F ( - l )  = 3 

A . F ( a ;)  =  X 4, -  X 3 "  2 x  -  3  B. F ( x )  =  I 4 -  X3 — 2 x  +  3

c. ^(x) = X4 -  X3 + 2x + 3 D. F{x) = I 4 + s 3 + 2 i + 3

BÀI TẬP 3.7. Tìm nguyên hàm của hàm số f{x) — ¥0? + - .

A. -  \/x$ + 4 In \x\ + c  B. -f- 4ìn Ịíc| 4- c

C . í ự ^ - ± + C  D. ^  -  4  +  c
5 X 2

BÀI TẬP 3.8. Um nguyên hàm j  ị x z -  -  + i/ãộ dx.

A. -X4 -+21n b | -  ịV x S  + C  B. 7^4 -  2 ln |a:| — <ịV x *  + C
4 3 4 3

c. 7 X4 + 2 -ln|x\ + \\fx?+c D. \xA — 21nja:Ị + \̂/x* + c4 3 4 3

BÀI TẬP 3.9. Nguyên hàm của hàm số y — \/Zx — 1 ưên +oo^ là

A.yjịa?-x + c B. 'ịy/{Zx -  l)3 + c

'c. £ v /(3 x - l ) 8 + c  D. <Jịx2 - x  + C

BAI TẬP 3.10. Tính nguyên hàm / =
J V1 ~ a;

A. — c  B. - 2 ự r ^ ĩ  + c  c. 7 2 + c  D. C ự ĩ ^ x
V 1 — z  v l  — X

BÀI TẬP 3.11. Hàm số y = tan2 2x nhận hàm số nào dưổi đây là nguyên hàm?

A. 2 tan 2x + ® B. ì  tan 2x -  X c. tan 2x — X D. -  tan ĩ x  + x

BÀITẬP3.12. Tỉm nguyên hàm của hàm số f ( x )  = cos 5.X cos X
1 /s in 6a: sm4a;\ _ _ . „

A- 2 ( —g—- +  — si n6i  +  c  ]

„ „ ^  1  /  ■sin 6x sin 4x \  _c. cos6x 4- c D. ~ H— —— Ị + c
2 \  6 4 )
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BÀI XẬP 3.13. Um nguyên hàm Ị  (2 +  e 3x) 2 tÌE.

A. 4x + ^e3x +  ~e6* + c  3 6
C.4 X~ịe3x + ịe6x + c

B. 4x + ị e 3x -  | e e* + c  3 6
D. 4x -  ị e Zx -  ^e6s + c

BÀI TẬP 3.14. Giả sử [  =  to- K. Giá trị của K  làJi 2x -  1

A. 3 B. 8 c. 8 1 D. 9

BÀI TẬP 3.15. Tim nguyên hàm F(x) của hàm số f(x) = ^

_  X 3  1K.F{x) = í -  - - + 2 X  + C B. F(x) =3

X 2 +  1 '

+ -  4- 2x + c
X

C.F(x) =
----- b X D'H^y + c

BÀI TÂP 3.16. 'lìm nguyên hàm [  -=— 7------dx.j  X1 -  4x + 3

A. -  In 
2

X  — 1 + c
X  — Z

c. ln|.x2 - 4 *  + 3| + c

X  — 3 Ị

BÀI TÂP 3.17. Tính tích phân I = ỉ  —
J 0 x

27 + 4

D. ỉn

:dx.

X  — 1
X  -  3

+ c

X  —■ 1
+ c

A. 5 ln 2 — 3 ln 3

2 + 3x + 2 

B.51n2 + 3In3 C .31n2-51n3

_  ~ _  ỉ 1 da-
BÀI TẬP 3.18. Tính tích phân I  = / —----—

j a X 2 - X -

9 1 9
A. In — B. ị  ln

16 4 16

12

C- - 7 lnẲ7 16

D. 2 ln 5 -  2 In 3

D. -  In — 7 16
y ^  n»3 1 Or  _  "Ị 1

BÀITẬP3.19. Tìm nguyên hàm Jp(x) của hàm số f(x) = ----- ị —  biết F(l) = ^
“ỉ” ZjC “ỉ' 1 0

A. F (i)  =  X 2 +  X- H----------7 — 6
w  x + l

^  3T2 2 13c. F{x) = + X  +

2 _ 13
x+1  6r 2 2 

D. .F(x) = +  X  -í-—— — 6

B . -F (a ;)  =  X 2  +  X  +

X
~ — b X  -ỉ2 x+1
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BÀI TẬP 3.20. Đẳng thức nào đúng?

A. [  |x -  2|dx = Ị  ịx — 1  ịdx B. [  Ịx -  2 |dx =  í  (x -  2)dx
0 2 3 2 3

c. [  \x-2\dx = [  (x-2) dx — Ị  (x-2)dx D. [  \x~2\dx~ 1 ( x -2 )dx+ ỉ  (x-2)dx 
J 0 J 2 J 0 J 0 J 0 J 2

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ẤN

GIẢI BÀI TẬP 3.1. [  ^ ịậ d a :  =  ln |«(x)Ị + c .

Đáp án đúng ỉàc . □

GIẢI BÀI TẬP 3.2. Ị  ự(x) + g{x)}dx = J  f[x)dx + Ị  g(x)dx -  9.

Đáp án đúng ỉàB. □

rù í-9 í-9
GIẢIBẦITẬP3.3. /  [2f[x) +  3ý(a;)] da: =  2 /  / ( i ) d i  + 3 / ổ(x)đx = 122 .

7o -/0
Đ á p  á n  c íú rtg  /à  A  □

GMÍBÀ/rẬPS.* i^(ar) =  (x2) '^ 1" = 2x.ẽi:\
Đáp án đúng là A. □

GIẲIBÀITẬP3.5.

F '(x) = (ax2 ~\'bx-\- cỴ cT x + (ax2 + bx + c)(c-3:)' = ị - a x 2 + (2a -  b)x 4- b ~  e] (T*

{
- a  — 1 ị a = - l
2 a  — b =  —3 => < b =  1

b -  c = 2 [ c =  - 1

Đáp ấn đúng là c. □

GỈẢ1BĂITẬP3.6. F{x) = J  (te*  -  3z2 + 2)dx = X4 -  X3 + 2x + Ỡ

F { - 1 ) = c  = 3 => F(:c) = X4 -  X3 + 2x + 3.

Dáp án đúng là c. □

GIẢI BẰ1 TẬP 3.7.

I  f(x)dx = Ị  4- dx — + 41n Ịx| + c  — ~\Zx$ + 4 ln |.t| + c.

Dáp án đúng ỉà A. □
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GIẢI BÀI TẬP 3.8.

Ị  — — +  v ^ )  dx = Ị  -  -  +  X1/ 2)  dx — -  2 la ỊsỊ +  2 +  c
X 4 3-3/2

= 4 2 M l| + ! / 2 + a

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 3.9.

Jựte=ĩdx = Ị  (3s -  l)Wdx = ị {—  ~ ^ 3/2 + c  = I V(3s -  w  + g-

Đáp án đủng là B. □

GIÃI BÀI TẬP 3.10.

/  7 n b  =  / ( 1  -  *> - 1/2<fc =  -  + c  =  - * / r = ĩ + c .

Đáp án đúng ỉàB. □

GIÃI BẦI TẬP 3.11.

Ị  tail2 2xdx = [  (  — ---- 1) đx =  ị  tan 2x — X + c.J J V. COS2 2x } 2

Đáp án đúng làB. n

GIÃI BÀỈ TẬP 3.12.

f  , f  { cos 6x +  cos 4x \  , sin Ẽx sin4x _I cos os cos xcLx =  Ị I --------  ----------j d x = ^ ~ — 1---  — \-C.

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 3.13.

Ị {2 + eSæ)2dœ = Ị  (4 + 4e3* + e6*) dx = 4x+  | e 3x +  ^ebx + c.

Đáp án đúng là A  □

GỈẢỈBÀITẬP3.14.

/  2 ^ ĩ  = 2 ln|2l- 1|lỉ = ĩ ln9=1“ 3'
Đáp án đúng ỉàA. □
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F(x) = Ị  ỉ{x)dx = ' Ị ^ ^ d x = . Ị  (x 2 + 2 + ^ j d x = ị + 2 x - ị  + C.

Đáp án đúng ỉà A. □

GIẨỈBẦI TẬP 3.16.

/  I *  -  4 i  +  3 d x  =  J  { * -  1 } ( . T  -  3 ) *  =  /  ( 2(1  -  3 )  -  2(1  -  1 ) )  *

=  i l n | * - S | - ì l n | í - l |  =  ì l n

Ôn luyện thi trắc nghiệm THPT Quốc gia năm  2017 môn toán_______________ spbook,vn

Đáp án đúng là B. 

GIẲỈ BÀI TẬP 3.17.

= ỉ 1 t -5-± i  dx= í 1 ( ^ — - ^ — ]dx = (3\n\x + l \ ~ 2 \ n \ x  + 2\)\l
j Đ ( 1  + l) ( í  +  2) Jo +1  x + 2J lo

=c 51n2 — 3 ln 3

Đáp án là A  

GIẢI BẦỈ TẬP 3.18.I BÀI TẬP 3.18.

1 -  Ị  -  Ị  y ^ ĩ)  -  7Ĩ ĩ W H t  -  41 -  7 ln '* + 3') lò

- ệ « - ệ « - ị 4

Đáp án cíúrtg ỉàD. □

GIẢI BẦI TẬP 3.19.

r X3 + Zx2 + 3x -1  , [ (  2 \  X 2 2
F ( x )  =  /  -— :  — T -------- d x  =  /  (  X  +  1  -  7 -  ) d x  —  “  +  X  H----------— -  +  cv ' j  X2 + +1 J \  (x  + l )2 J  2 £ + 1

^  5 1 13 2:2 2 i3  
=>F<1> =  C + 2 = 3 =>C =  “ 6 =>F(X) = 2 + I  + Ĩ T Ĩ  -  6 '

Đ áp á n  cĩimg ỉà c. □

GIẲỈBẦ1 TẬP 3.20.

ỉ  jar — 2Ịcb = [  | i  -  2|dx + f  \ x - 2 \ d x — [  (x  — 2 )d x — f  (x — 2)dx.
J0 J0 J2 J0 J2

Đáp án đúng /à c. □
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-  CHUYÊN ĐỀ 3.2 ----------------------------7
Phương pháp đổi biến số

J  f  [*(*)] t'{x)dx = Ị  f(t)dt = F(t) + c — F  [í(x)l + c

4. Một số phép đổi biến thường gặp

•  t =  a x  +  b ^  d t  =  a d x .

m t = xa => dt = axa~1do:.
•  t  ự ĩ í x )  = >  t n  =  f ( x )  => n t ^ ^ d t  =  Ị ' { x ) d x .

t = 0cx => dt = :----dx,lna
dx• t — lna; => dí =  — .
X

•  t  =  s in a :  => d t  — c o s x d x .

•  t — c o s x  =>• d t  =  — s ì n x d x .

1 ,• í = tan 2: =» ẩt — —-5—dx.rns* 'T

Chúý: /  f ( x ) d x  =  Ị  f ( t ) d t .
' J A J a

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VÍ DỤ 3.23. Cho Ị  / ( x)ẩx = F{x) + c thì

A. TÓM TĂT LÝ THƯYÊT
1 . Nếu t =  ị{x) thì dí =  t'(x)dx.

2. Nếup(t) =  q [ x )  thíp'(í) dí =  q ! ( x ) d x .

3. Công thức đổi biến số

•  t  ~  cotx => d t  = ------- ^ — d x .
s i n  X

lủ ý: [  f ( x ) d x  =  [
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GIẢI. Đ ătí = a i  + 6ứ ù i  = -— - nên dx = -ẩt, do đó

[  f(ax  4* b)dx = [  f[ t)Ằ d t = 7 F(í) + c  =  -F (ax + b) + c.J J 0, o a

Vày đáp ấn đúng ỉà c . O

VÍ DỤ 3.24. Cho / ( x) ỉà hàm số lẻ và liên tục trên R. Khi đó giá trị của ĩ  = j  ĩ(x)dx thoả

mãn

A I  >0 B. ỉ  = 0 c . i ạ  0 D .K Q

GIẢI. Đặt t = ~x  thì dx = -dt,\àù.T. = -1  thi t. = 1 và khi z  = 1 thì í — —1. Do đó

I = f  ỉ{x)te = - ị  1 f(-t)dt = Ị 1

Mặt khác, vì / (rc) là hàm lẻ nên / ( —í) = “ /(í)  Ví nên

1 = J ]  - ỉ ( t ) d t  = - ỉ  => I  =  0 .

Vậy đáp ấn đúng làB. □

Nhận xét: Trong biểu thức tích phân thì việc biểu diễn theo dx hay dt là như nhau, kết quả ỉà 
số không phụ thuộc vào biến

ị  f(x)dx = Ị  f(t)dt.
J a J ct

, ____  ___

VI DỤ 3.25, Tỉm họ nguyên hàm F(x) = / —-dx

A. F(x) = ỉn |ar4 -  l | + c  B. F{x) = - ln  \x4 -  l\ + c

c. F{x) = ị  In |a;4 -  l | + c  D. F{x) = ị  ln I* 4 -  l | + c

GIẢỈ. Đặt í = X4 -  1 thì dt = 4x3dx. Suy ra

n*) = J ^ r = / ^ - ị i n i t i  + c - ì t a i ^ - i i  + c.

Vây đáp án đúng ỉà B.

VÍ DỤ 3.26. Tính ỉ  =  J  X.ex2+Id-X

A.Ị = é372-*-1 +  c  B . ĩ = ịB.I= ịex* + c  c.ỉ= ịe*2+l + c  D. I -  2e*í+1 + c
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(1 - í )5

GIẢI. Đặt X2 + 1 — t thì dt = 2xdx, do đó

1= J  X.ex2+Ìdz = Ị  é.ịdt = ị é  + c =  ịe*ì+í +  c.

Vậy đáp án đúng là B. □

VÍ DỤ 3.27. Tính giá trị / =  (1 -  ta»*)4.—V-C&.
Jo ■ cos x

A . I  =  ị  B . I = ị  c . ĩ = \  D , I
5 3 2 4

T- _ 1 ' 7T _ _
GIAI. Đặt t tan X thỉ dt = — dx  và khi X — 0 thì í =  0, khi X =  -7 thì í = 1. Khỉ đócos - X

1=  [  (1 - t)* d t = ~- 
J 0

vậy đáp án đúng ỉàA. □

VÍ DỤ 3.28. Tim nguyên hàm ị  cos X sin2 xdx.

. 3 s in  X  — sin 3x „ 3  c o s  X — c o s  Zx _

A 12 + c  ■■■«■ 12 + c
C .sũ^ar +  C' D. ainx .cos2 !  -H c

GIẢI. Đặt í = sin X => dt = cos xdx. Do đó

[  . 2 , /* 2 . í3 „  sin3 a; _ 3sinx —sin3x _Ị  cos X sin xdx  =  / í áẾ =  ỹ  +  c  =  — -----f  c  = ------- —---------- 1- c.

Vậy đáp án đứng ỉàA. □

VÍ DU 3.29 {Đe Minh hoa THPTQG 2017). Tính tích phản I  — [  cos3 X. sinxdx.
J 0

A / = ~Ìtt4 B. ĩ  = —7T4 C.I.= 0 D. Ị = - ị
4  4

GIẨI. Đ ặtí = cosicthìdí =  -  sin xdx và khi X = o thì i  = 1, khia: =  7T th ít — -1 . Suy ra
r —1 /-1 +4 ,1

/  =  /  - t 3dt = /  t*dt ~  = 0 .Jĩ 4 1-1

vậ yđ ấ p ắ n đ ú n g ỉà c . □

VI DU 3.30. Giả sử a, b là hai sô nguyên thoả mãn Ị —  = ahi3 + Òln5. Tính giá ữỉ
J 1 X \ J  3 i  +  1

của a2 + 06 + 3 b2

A 4 £.1 C.0 D. 5

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 125



ồ n  luyện thi trắc nghiệm THPT Quốc gia năm  2017 mon toán spbook.vn

, í2 — 1 2 í
GIÁỈ. Đặt t — \/3x + 1 thl X = — -— , do đó dx — y  dt. Khi I  = l t h l í  = 2và khi X =  5 thì

t = 4. Khi đó
ứ  dx [* 1 21 f 4 2

ỉ  = h  xự3x + l ~  L  t2 - l  '~zd i~  L  t ? - l dL 
3 '

Lại có
2 2 (í + 1 ) -  (t -  1 ) 1 1 

t2 - l  ~  ( í - l ) ( t  + l) “  (É- l) ( í  + l) " í - 1  í + 1

Nên

1 — [ (  1 — 7~-~7 ) đt =  (lnịt — 1| - l n | t  +  lỊ) 1 = 2 1 n 3 - l n 5 .
J2 \ t  -  1 í 4-1 /  12

Suy ra a = 2, b = - 1  nên a2 + aò +  3Ỉ>2 = 5.
Vạy đáp án đúng làD. Q

VÍ DỤ 3.31. Tính tích phân ỉ  = f  2 \ / ĩ  -  xdx.
J 0

.2 8  9
A ĩr  R - ẳ  c ẳ  a ẳ

GIẢI. Đặt t = \ / r  — X thi X  = 1 — í3 nên dx = —3t2dt. Khi X  = 0 thì t =  1, khi X = 1 thì t = 0, 
khi đó

/ = -  / V ,  = [  (*> -  *■) *  -  ( ẹ  -  f )  i ; -

vậy đáp án đúng ỉà c . □

v í DỤ 3.32. Tính nguyên h à m  Ị  xyfx*~+  3dx.

A.x2 + S + C B. (x2 + 3 Ý +  C

c . < ĩ ! ± ^ + c  D .^ g ± s  +  C '■
4 3 ■

GLỈÍ. Đặt í = v^ 2 +  3 thì í2 =  £2 +  3 nên 2tdt = 2xdx. Do đó

Ị  xựx^Tỉdx = J t 2dt=~ + C= ^ —3 3̂ + c.

Vậy đắp ấn đúng là D □

„  /“ dxVI DỤ 3.33. Tính nguyên hàm  /  —— .
J Xlnrr

A lna: + c  B .ln |i| +  Ơ c. In(lna:) + c  D. lnỊlnxỊ + c

126 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kỉều Trung Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 3. NGUYÊN HÀM-TÍCH PHÂN

GIĂI. Đặt t = In i th ìd t =  — . Do đó
X

/ ì t o ĩ = / ^ = l n | i | + c = H l n i | + c - 
Vậy đáp án đúng là D. □

c. BÀI TẬP T ự  LUYỆN
/ 0 Ị*z

f{x)dx = a. Tính ỉ  = f(x)dx.
-3 J 0

A. I = —a B. I — la c. /  = 0 D. /  = a

BÀI TẬP 3.22. Cho hàm số f(x)  có đạo hàm, liên tục ừên (c, 6) thỏa mãn /(o) = f(b). Kết 
quả nao sau đây đúng?

A. [  Ị'{x)eỉ ^ d x  = 0 B. ỉ  f i-(x)e^^dx Ỷ  0
6 b 

c. í  f{ x )e fíx)dx > 0 D. í  f ( x ) e ỉ(x]dx < 0
Ja J a

BÀI TẬP 3.23. Tính tích phân 1 = 1  (1 -  cos x Ỵ  sin xdx.
J 0

A. — B. - ị - .  c.
n  +  1 71— 1 2n

BÀI TÂP 3.24. Tìm ho nguyên hàm F(x) của hàm số f(x)  = —C0S x„ ■
' 1 — cos* X

Ấ.F[x) = - ^ -  + C B. F(x) = — —--- h c
s i n  X s i n  X

c. F{x) = + c  D. F(x) = - i -  + ơ
sina; sin a:

BÀI XẬP 3.25. Tìm họ các nguyên hàm của tan3 X.

A. t a n 2 X  +  In Ị cosa:Ị +  c  B. -  t a n 2 X  +  ln  I cos x \  +  c

1 1
c .  — ( ta n 2 X  +  ln  I cos a;|) +  c  D . — — ta n 2 X  +  ln  I c o s x \  +  c

BÀI TẪP 3.26. Tinh tích phân 1 = 1  tan xdx.
J 0

iì 3 c .ln -y  D ,ln2

n i .

BÀI TẬP 3.27. T ính /
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BÀI TÂP 3.28. Tính tích phân I  =  f  dx.
J 1 x

A. ỉ  = cos 1 B. I  =  1 c. /  — sin 1 D. Kết quả khác

BÀI TẦP 3.29. Cho [  ---- — -dx  =  7̂- Giá trị của a là
J ữ s in  X  +  c o s  X  4

A. -  B. í  c . -  D. -3 4 2 6

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP3.21. Đặt t = - x ử ủ l  = Ị  ~ f( -x )d x  ~  ~ J  f(z)dx  = ~a-

Đáp án đúng là A □

GỈẢIBÀỈ TẬP3.22. Đặt í =, Ị{x) =>dt = f(x )d x

/  f'(x )en ^d x  =  /  e‘dí = e* = em  -  e/ta) =  0.
Ja Jĩ{a) 'm

Đáp án đúng ỉàA. □

GIẢI BÀI TẬP 3.23. Đặt í = 1 -  cosa: => dt =  sinrtííx

/-1 ¿n+l ,1 -(
1 = /  tndt = f —  .

J  0 n  + 1  lo n  +  1

Đáp án đúng /à A. □

GIẢI BÀI TÂP 3.24. Đặt sin X = t  => dt = cos xdx

F [ x )  =  Ị  f ( x ) d x  =  í  ^ ^ - d x  =  ỉ  Ẽ  =  - l  +  c =  — — +  c .
J J sin I  J í2 t sinx

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 3.25. Đặt i =  COS2 =4- dí = — siniíỉx

f  ■, , /■ sin3 X' f  1 — t2 , 1 . . , 1 , ,  , ~/ tan xdx = / — r—íic = — / — r— dt = ~  4- ln í + c  = ------5 h In cosx + c.J J  cos X j  í3 2í2 2 tan2 £ 1

Đáp án đúng là B. Q

GIẢI BÀI TẤP 3.26. Đặt í — cosrr =► dt =■ — sin xdx

J _ 7 f  S ^ dx = . f Ý ẹ = f '  í = l n | t | | '  - l n ^ .
7o C0S:E A  t t I-# 2

Đáp án đúng /à c. □
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GIẢI BÀI TẬP 3.27. Đặt t = Ins =*■ dt = dx
X

í 1 r. í3 I1 1
I = l tdt = ĩ lo " 3 '

Đáp án đúng là D. □

GIẢIBẦITẬP3.28. Đặt í = ìnx =*. dt =  —
X

n  l i
1 = 1  COS t d t  =  sin í  I =  1 .

J 0
Đáp án đúng ỉà B. □

GIẢĨBẦITẬP3.29. Đ ặ t /  = f  ; *m x ~ ứ x ,J=  [  - - - ° — ---- c&.Khidó
y0 sina; +  cosa: Jo sina: +  cosx

r , T _  r  ,__ T T _ f a d(sinx + cosx) . . |I° 1 I • , I
/  +  . / = /  dx = a ,J  — I =  Ị — :---------------------------------------------------------------------------------------------- ---------=  ln s in a :  +  c o sa : =  ln sina +  c o s a  .J 0 Jfí s in i + cosa: lo

„ T a “  In sin a + COS a 7TSuy ra /  —--------- — ~ --------   = —.2 4
Đáp ấn đúng làB. □
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CHUYÊN ĐỀ 3.3 -------------------------------------V
Phương pháp tích phân từng phẳn

A. TÓM TẮT LÝTHUYẾt

1. Công thức tích nguyên hàm từng phần, tích phân từng phần

J  udv = uv ~ Ị  vdu; Ị  udv = Itt>| — J  vdu

2. Một số dạng thưdng gặp:

r í«=p(x) Ịiu = p 'W dx
• 7 = ỉ  { * . -  „ = ệ t  ■

'  '  Q
f  (  _  P (  \ = / ’'(ícỊdx

.  /  =  J  P(x) sM ax  + b)dx, đặt 1“ ^  +  -► | v =  axịax + b)

[ ĩu  = Píx) í <íu =
•  I  = J  Pix) C0s(a* +  b)dx. dặl + b ) ix * \ v = SÌn(aa:-H>)

a

• I  = ỉ  f(x) ln(oa: + b)dx, đặt ị u  ̂ =*■ ị  a(ax + I trong đó F(x)
J  { ư v - ĩ { x ) d x  =

là nguyên hàm của f(x).

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VÍ DU 3.34. Tính Ị  ln xdx

Arrlnx +  x +  C  B. ar — xlnx +  c  c. x\nx-\-C  D .x ìnx  — x + C

GIẢI. Đặt
_ì I J đx— In:r I du =  —-

X
V =  X

(u  = ln x  J (  
ị  du = dx ^  1

Theo công ứiức tích phân từng phần thì

/ lnxdx = x ìn x  — J X.—  = x \n x  — J dx = x ln x  -  X + c.

Vậy đáp ãn đúng là D. □
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VÍDỤ3.35 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Tính tích phân ỉ  = Ị  xìnxdx.

A I  = \  B .I = D. ỉ = —2 2 4

GIẢI. Đặt

íu  =  ] 
\ả v  —

dx
= ta* 1 ^ = ?

xdx ] X2 
ư = 2

Theo công thức tích phân từng phần thì' ■

Ị — X'l \  |e f *  X 2 d x  e 2 r e X ^  e 2 X 2 | e e 2 +  1

2 ‘ n:c|i Jị 2 X 2 2 2 4 Ỉ1 4

VậyđảpảnứÚTiglầC.

VÍ DỤ 3.36. Tìm nguyên hàm J  xexẩx

A. xex + c  B.ỉ = + c  c. xé* + e1 + c  D. xe* -

GIẢI. Đặt

{
u =  X ị  du = dx
dv =  é̂ cbi ^  =  e*

Theo công thức tích phân từng phần thì

Vậy đáp ân đúng là D.

VÍ DU 3.37. Tính tích phân ỉ  = ỉ  xẹ~xdx
J 0

A ỉ  = 1 B. ĩ  = \ ~ ~ e

GIẢI Đặt

C . I = -  D .I — 2

(u =  X  (du = dx
= e~xdx =  ~e~x

Theo công thức tích phân từng phần thì

I  = -xe ~ x Ỹ + ỉ e~xdx = - e “1 -  e- “!* = 1 -  2e_1 =  1 -
io J 0 >0 c

Vậy đáp án đúng là B.

4

□

e* + c

□

-  1
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VÍ DỤ 3.38. Tính nguyên hàm J  X cos xdx

A. X sin X  + cos X  + c B. X  sin X — cos X +  c c. X sin X  + cos X 

GIẢI. Đặt
Ịu = x ịdu = dx

=  cossdx \ v ■ = sina:

Theo công thức tích phân từng phần thì

Ị  X  cos xd x  — X  sin X — J  sin xdx  =  X  sin X  +  cos X  + c. 

Vậy đắp án đúng là A  

VÍ DU 3.39. Tírihl = f  X sin xdx
J 0

Á. ĩ  — lĩ B. ĩ  = —TT c. ĩ  = -2

GIẢI. Đặt
íu  — X ị  du — dx

=  sinxdx =  — cosX '

Theo công thức tích phân từng phần thì

|1T Ị1T
/ = —xcosar +  / co&xdx = 7T + sin x\ = lĩ. 

lo Jo lũ

Vậy đáp án đúng là A.

v í DỤ 3.40. Tính tích phân I  =  [  ex cos xdx.
J 0

A I  = e* + 1 B .ỉ=  —é* -  1 ■- C.Ỉ = - ị ( e *  + 1)

GIẢI. Đặt
— ex Ị  dui = exdx

\ i i u i  =  c o s  x d x  \ u i  =  s i m

Theo công thức tích phân từng phần thì

I* f rI  — ex sin X  — Ị ex sin xdx — — J.
lo J 0--------*------- '

J

. J ti2 = ex Ị  dus = t
Ị|di(2 = smxdx . — —

Đặt
= eTdx

D. X sin X — cos X

□

D. Đáp ân khác

□

132 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 3. NGUYÊN HÀM-TÍCH PHÂN

Th.eo công thức tích phân từng phần thì 

J  = —ex cos I* f w
X  +  Ị  e x  cos xdx — e 1  +  1 +  l .lo J 0

I

Do đó I  = ~(é" + 1 + I) nên I  = “ 2 ê7r +
Vậy đáp án đúng là c.

g ir

VÍ DỤ 3.41. Cho tích phân J  cos(lnx)cir = p + mé" yớim ,p là cấc số hữu tỉ. Giá trị I 

thuộc khoảng nào?

A .—1 < m < 0 B .m >  1 c . 0 < m < l  D .m <  —1

GIẢI. Đặt

= cos(ln x) \d u  1 = 1̂ ^ -d x
X  '

ỈU\ = cos(ln x) J t
1 dvi = dx _

Theo công ứxức tích phân từng phần thì

1 = 1  cos(lna:)íỉa: = xcos(lna:)Ị 4- J  sin(lnx)£Ỉ£ =  — e* — 1 + J.
1 v-l v -  ■/

J

Đặt

r V2 =  s*m(lna:) ị  ảu2 = c—
X

Jĩi2 =  sm(lna:) J(
\d v 2 — dx ]Vv2 = x

Theo công thức tích phân từng phần thì

J  =  xsin(ina:)| — J  cos(híx)dx =  — I.

Suy ra /  = - e ir — 1 - 7  nên /  =  —ì  -  ^en, do vậyp = - ~ , m  = - ỉ .
VậyđảpânđúngỉàA. □

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 3.30. Túủi giá trị của tích phân /  = Ị  (x2 -  l)  ln xdx.

2 2 6ln 2 + 2 „ 21n 2 -
A . r - . | b 2 + |  B  C / - H 2 Ỉ :

2 ìn 2 — 6 D :  (iln-2 - 2
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BÀI TẬP 3.31. Tính giá trị của tích phân I  = j  (2x -  1 ) In xdx

A. / = 2ln2 -  ì  B.J = Ì  • c. ỉ  — 2In2 + “  D./ = 21n2
ít 2» ¿t

BÀI TẬP 3.32. Um nguyên hàm j  - — ~ -^ íỉx .

2\nx + 2 ' - ^ , I , 21na; — 2 _A. In Ị x ------- —------b c  B. In xỊ + ------------ h c
X  -C

„  , . . 2 I11Ĩ  +  2 _  „  2  l u a ;  — 2
c. In \x\ 4-— —----- 1'C  D. InỊxị------  -----(- c

X  X

/
jT “f" 2-2x dx

A 2x -  5 I r' p 2 l -  3 I c c  ~2x ~ 5 I c D ~2x —
4 e ^  ^ - + c  c - ¿ 3 «  + c  D ' 4 e 2x

BÀITẬP3.34. Biết a, b là hai số nguyên thỏa mãn f  (2a: + .l)e*íỉa: = a + be, tínhứò
. Jo

A. 1 B. - 1  c. -15 D. 5

BÀI TẬP 3.35. Tính tích phân ỉ  — [  XỀ*dx
' J 0

A. 1 B. 2 c. 3 D. 4

BÀI TẬP 3.36. Tìm nguyên hàm Ị  2x cos2 xdx

X sin 2x cos 2x _ _ X sin 2x cos2a:A . * - - ^ - 2 f ỉ  + C ■B.I - - i Ị Ì -  + ^  + C

c a ; + ĩ f to2x _ c ^ 2ĩ + c  D. I  +  ĩ 5“ Ỉ £  +  ĩ ? ặ ĩ  + C
2  4  .2  4

D.LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẴI B ÀI TẨP 3.30. Đặt u  =  ln I , dv = (X2 — l)daT => du  =  —dx, V =  ^ —  a:

7 = ( / £ - * )  H Ỉ ' i  ( ĩ - 1) ,fe =  3 l l ,2- ( í ' I ) l ỉ  =  3 l n 2 + 9- 

Đáp Án đúng là A.

G IẢ IB Ầ l TÂP3.31. Đãt u = lna;, dv — (2x — l)d x  => du — -d x ,  V — X2 — X
X

I  = (x2 — rc)lnrcị —Ị  (ar — l)do; = 21n2 — ^ — a:  ̂ j = 21n2 —
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7 1 • 1  2 1 GIAI BÀI TẬP 3.32. Đặt u = 2ÌŨ.X, dv = - —rdx => du = -dx, V =  —
T?  2  X

f  X  — 2ÌO.X , , 2 ìn  1 /■ 2 2 ln  a; +  2 _/ -----“ ---- <£r = lnxH----------- / = lnz-i---- —-------hơ.
J  X 2 X  J  X* X

Đáp án đúng ỉà c. □

GMJjBÀ/2ẬP3.33. Đặt íi = X + 2,dư = e~2xdx ^ d u  = d x ,v  =

/■ X + 2 , (x + 2)e~3a: fe ~ 2x t _  (x + 2)e~2x e"2* _
j  = ------ 2 ~ ' h j  2 dx = --------- 2 -----------4 *"

Đáp án đúng là c. □

GIẢI R Ầ ITẨ P  3.34. Đặt u  = 2x 4- X, dv — t?dx  du = 2dx, V = e*

y1 _|! /■* _ i1J  (2x +  l)e*dx =  (2x +  l ) e * | — J  ĩé^dx, =  3e — 1 — 26*1 = 6  +  1-

Đáp án đúng là A  □

G lẢ ỉB A I TẦP 3.35. Đặt u  =  X, dv =  e?dx => du = dx, V = ex

I  = xex\ — f  e*đx = e — e*! = 1 .
lo J 0 ¡0

Đáp án đúng làA. □

GIẲIBÀITẨP3.36. Đătu =  x tdv =  cos2xdx => du = dx,v = Slt̂ x ■ 2

f  . X  s iti  2 x  f  s in  2 x  , X  s in  2.T c o s  2 x  _
2xcos xdx = Ị X (1 +  cos2a;) = x-\-----  ------ Ị  —2 ~  = x  ------- 2----------- *-4 — *"

o

Vậy đáp án đúng ỉà D

tương Đức Trọng-Nguyễn Như Thẩng-Kiều Trung Thủy 135



ồn  luyên thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm  2017 mồn toán spbook.vn

r CHUYÊN ĐỀ 3.4
Tính d iện  tích  h ìn h  phẳng

A. TÓM TẮT LÝXHƯyẾt

1 . Diện tích hình phẳng giới hạn bỏi đồ thị hàm số y = f{x ),O x v k  hai đưòng thẳng
X  =  a ,  X  s= b  là

2. Diện tích hlnh phẳng giới hạn bdi đồ thị hàm số các hàm số y  = / ( a-), y = g(x) và hai 
đường thẳng X  = a,x = b l ằ

s=  [  \ f { x )  - g ( x ) \ d x

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VÍ DỤ 3.42. Viết công thức tính diện tích hình phẵng giới hạn bỗi đồ thị các hàm sốy — 
Ị { x ) , y  =  g { x )  v à  h a i  đ ư ờ n g  t h ẳ n g  X  =  a , x  — b

A S =  j  [/(*) -s(®)l<&| K S  = Ị

C . S — ỉ  Ị[x)dx — f  g(x)dx D . s =  Ị  \ f ( x )—g(x)\dx
Ja Ja Ja

GIẢI. Đ ãpắnđúnglàD . □

VÍ DỤ 3.43. Giả sứ hình phẳng tạo bôi các đường congy — /(z), y = 0,3? =  o, X = b có diện 
t í c h  là  S ĩ ,  c ò n  d i ệ n  t í c h  h ì n h  p h ầ n g  tạ o  b ở i  đ ư ờ n g  c o n g y  =  | / ( i ) | ,  y  =  o , X  =  a , X -  b c ó  d i ệ n  

tích là s 2, còn hình phẳng tạo bâi đường congy = y — 0, a: =  ữ, ít =  b có diện tích là 
S3 . tự a  chọn phương án đúng

A  Si = S3 B. Sì =  - S 3 c. Sì > Si D. 5 -2  > Si-

GIẢI. Diện tích hình phẳng giói hạn bôi các đưòng {y  — f ( x ) , y  = o, X = a, X =  6} là

S \ =  Ị \f{x)\dx.
J a

D iệ n  t í c h  h ìn h  p h ẳ n g  g iớ i h ạ n  b ỏ i  c á c  đ ư ò n g  {y  =  Ị/(a r) I, y  =  o , X  =  a ,  X  =  6} là

= Í  \Ị[x)\dx.
J<x

S2
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Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường { y  —  — f ( x ) ,  y  =  0, X  =  a ,  X  —  b }  là 

S3 - Í  ị-/(x ) |c fe=  f  !/(x)Ị<ỉx.
*Vậy đáp án đúng là A. □

VÍ DỤ 3.44. Tính diện tích hình phẵnggìớì hạn bởi đồ thị hàm sốy — 2x2 -427-6, trục hoành 
và hai đường thẳngX — -2 , X  = -4 .

A 54 B. 64
c

148

GÌẲÍ. Xét phương trình 2x2 -  4x -  6 5= 0 có nghiệm X  = -1  hoặc X  = 3 đều không thuộc 
khoảng [ - 2; 4]. Do đó diện tích hình phẳng cần tìm là

dx = ị ( i r - 2l2- 6 l ) [ !
148
T 's = Ị  \2x2 -4x~ 6|dx = IJ  (2x2 -  4® -  6)

Vậy đắp án đúng là c. □

VÍ DỤ 3.45. Tính diện tích hình phẵng (H) giới hạn bâi các đường y = X 2, trục Ox và đường 
thẫngx = 2.

A 8 C.16

GIẢI. Xét phương trình X 2 = 0 có nghiệm duy nhất X  =  0. Do đó diện tích hình phẳng cần 
tìm là

vậy đáp án đúng ỉàB. □

VÍ Dự 3.46 [Đe Minh họa THPTQG 2017), Tĩnh diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
hàm sốy = ar3 — X vàđồ t h ị y  — X -  X 2.

12
C.51

12
D. 13

GIÃI. Xét phương ưình X3 — X  =  X — X 2 xz + X 2 -  2x =  0 có 3 nghiệm X  =  0, X  — 1 và 
X  = -2 . Do dó diện tích hình phẳng cần tìm là 

f °s  =  J  ]x3 +  I 2 — dx +  J  Ịa:3 +x2 — 2x\ dx.

Lại có

51 =  IJ  (x3 + x2 - 2 x ) d x  = + 3:2)  1°

52 = ị . Ị \ z 3 + S - 2 X)dzị = ị ( ĩ ì  + ị - X^  [
_5_
12 '

SuyraS =  SI + S2 =  |  +  l  =  | .  
Vậy đáp án đúng là A. □
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VÍ DỤ 3.47. Cho hình phẳng(H) giới hạn bởi các đườngy = X4- + 2m x2 + m2, X = 0, X = 1.
£ i1ĩm m đê diện tích hình phăng đó băng ~

A .m  — 1 hoặc m = 2 
2c. TO = ^ hoặc m = 1

B. m — 0 hoặc m = -

D. m  = 0 hoặc m — —~ 
o

GIẢI. Vi X* 4- 2m s2 + m 2 = (x2 + m)2 > 0 nên điện tích hình phẳng H  là

t í  2 1 \ ĩ ( X5 2mx3 2 \  I1 1 2m 1  1s  =  ị  [x  +  2mx 4*771 ) dr. =  Ị -¡7- H----- -------- l - m ĩ  =  m  -Ị- ỵ  =  ỳ .
JỊỊ \  ^ ^ /  o 0 V

_ o 2m „ * 2
Do đó m + —— =  0 nên m  =  0 hoặc m = — .
Vậy đáp án đung là D, □

VÍ DỤ 3.48. Tính diện tích hình phẳnggiới hạn bởi các đườngy = (x - 1) ln:c và đường thẳng 
y = X  ~ X

e2 + 4ß + 5 B. e2 — 4e +  5
C.

e? + Ae + 3 Đ' R2 — 4 e  +  3

GIẢI BÀI TẬP 3.48. Phương trình ( x  -  1) ln X  =  X -  1 có nghiệm X = 1 hoặc X = e. Diện tích 
hình phẳng cần tìm là

s= J  | ( x  — 1 ) l u a :  — (a: — 1)1 dx = J  (ar — 1) ( ln  a: — l)dx 

ĩ

= Ị/|

Đặt

r í * * = -ju  =  Inz I x
1 dv — (x -  l)d x  ^  I X1 

( v = 2 ~
Theo công thức tích phân từng phần thì

ỉ  = {x -  1 ) lnxdx -  (x -  l)í£r = lna:| -  Ị  -  ì j d x ~

- ị — G - K - t - - *  " 5 1 1
4e — e2 — 5

(x -  l)2 I« 
2 li

e  4  4

Do đó 5  = |í| = e2 -  4e + 5

Vậy đáp án đúng là B □
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c. BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 3.37. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bỗi các đồ thị y  = X2 + X,  O x , X = 0, X = 1 

A. 3 B. 2 c. 5

BÀI TẬP 3.38. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bỏi đồ thị hàm số y = VaT+7, Ox và X — 3

A.8 B. 12 D. ỉ  =
1 G

BÀI TẬP 3.39. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị y  — - 2 x 2 +  X  + 3 và trục hoành

A.
125 B .1  = 125 C ./ = 125

4424 34 " 1 4

BÀI XẬP 3.40. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị y  =  X 2 và đưòng thẳng y = 2x.

G. D. — 
15

BÀI TẬP 3.41. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bồi đồ thị 2/ = X 2 và đường thẳng y  -  X.

1B. a ề D .l

BÀI TẬP 3.42. Tính diện tích hìna phẳng giối hạn bởi các đồ thị hàm số y  — ( e  + l)x và 
y  -  (1 4- e * ) x

B.2 D. -  -  1
e

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN 
GIẢI BÀI TẬP 3.37.

s  =  Ị  |x2 - f  x | d x  =  Ị ỉ  ( x 2 +  x ) d x  
J 0 jJo

Đáp ấn đúng là D. 

GIẢI BẦI XẬP 3.38.

Đáp án đ ủ n g  là c

s  =  Ị  |V x  +  ĩ \ d x  — Ị  V õ r + T d x  =  ^ Ệ .

□

GIẢI BÀI TẬP 3.39. Phương ứình -2x2 + X + 3 — 0 ^ - x  — ~ l  hoặcx =

/“§ /■§ 
s  — j  I — 2x +X + z\dx = j  (~2x + X + 3 )dx 125

~2Ĩ

Đáp ản đúng ỉàA. □
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GIẢI BÀI TẬP 3.40. Phương trình X 2 — 2x <£■ X — 0 hoặc X — 2.

s — ị  Ịx2 — 2x\dx =  í (x2 -  2x)dx 
J 0 J 0

Đáp án ỉâA. □

GIẢI BÀI TẬP 3.41. Phương trình X 2  =  I  ^  X  =  0  hoặc 3  =  1 .  Diện tích hình phẳng cần tìm 

là " 1 1
s  = f  \x2 -  2x]dx = \ [  (x2 -  i)da: =

Jo Uo I 0
Đáp ánỉàB. □

GIẢI BÀI TẬP 3.42. Phương trình (e + l)x  =  (1 + ex)x « í  =  0 hoặc 2  =  1.

s = [ \(e + l)x  — (ĩ + ex)x] dx = ỉ  (ex — exx)dx
J 0 J 0

Đáp án đúng ỉàc.

- f - L
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r CHUYÊN ĐỀ 3.5
Tính thê tích khôỉ tròn xoay

A. TÓM TĂT LÝTHUYET

1. Thể tích của vật thể V giói hạn bỏi hai mặt phẳng 37 = (1 , X  =  6 là-

= j b S(t)dt

với S{x) là diện tích thiết diện tạo bỏì vật thể V và mặt phẳng X  = t.

2. Thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng (H) giới hạn bỏi đồ thị
V = Ĩ{È)>Ox v à X — a,X = b, qùanh trục Ox lẩ

d x

3. Thể tích của khối ưòn xoay tạo thành khi quay hình phẳng (H) giói hạn bỏỉ các đồ thị 
y  = Ị{x), y = g [ x )  và X — á,x = b, quanh trục Ỏ x  là

V = ir J  ự(x) -  g{x)\2dx

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VÍ DỤ 3.49 (Đe M inh họa THPTQG 2017). Viết công thức ánh thể  tích V  của khối tròn xoay 
được tạo ra khi quay hình thang cong, giới hạn bỗi ậồ thị hăm số y = f(x), trục Ox và hai 
đoạn thẩngx = a,x =  6 (a  < 6), xung quanh trụcOx.

fb
A V  = tĩ f 2(x)dx 

ab
c  V  =  7T /  f{x)dx 

Ja

GIẢI. Đáp ấn đúng ỉà A.

B .v =  [  p{x)dx  
b

Đ .V = J  Ịf{x)\dx

□
VÍ DỤ 3.50. Tính thểtích vật thể  tròn xoay khi quay hình phẳng gịới hạn bởi cấc đường

4 ’
y = —,y = 0 ,x  = l , x  — 4 quanh trucOx.

X

B .v  = 4tt c  V  =' 12 tt D. V  = 8tt
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GIẢI. Thể tích khối ưòn xoay cần tìm là

J 1 V*/ x x  h

Vậy đáp án đúng là c. □

VÍ DỤ 3.51 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Kí hiệu (H ) là hình phẳnggiới hạn bởi đồ thị hàm 
sốy = 2(x ~ l)ex, trục tung và trục hoành. Tính th ể  tích V của khối tròn xoay thu được khi 
quay hình (H ) xung quanh trụcổx.

A. V = 4 -  2e B. V = (4 -  2c)tt c. V  = e2 -  5 D. V = (e2 -  5)tt

GIẢI. Xét phương trình 2(x — l)ex = 0 có nghiệm duy nhất X  = 1. Do đó thể tích khối ữòn 
xoay cần tính là

V = l ĩ  Ị  [2(x — l)ex]2 dx — Att ỉ  (x — l)2e2l đa:. 
J 0 J 0

ị u = ( x - l ) 2 í*
[du = e2ic(ix 1 1

Đặt
' u = ( x - l f  Ịdu = 2 (x -1 )

g2x

* = T

Theo công thức tích phân từng phần thì

É1 /*3.
V = 4 ĩ r . ( x  — l)2.-— —47T / (as — l)e2:t:£Ỉa: =  —2tt — 47r/.

2 In 7oV . y .  *
I

Đặt
u = s - l  j u = :c
dv =  e2l£Ỉa; Ị V =  -—

Theo công thức tích phân từng phần thì

S2 * .1  y l  e 2x 1 e 2 i , i  3 ,

4 lo

Do vậy V = -2 tt -  ——  = 7r(c2 -  5).
Vồy đáp án đúng D. □

VÍ DỤ 3.52. Tính thểtích khối tròn xoay khi quay hình phẵnggiới hạn bởi các đườngy — y/x 
vày = X quay xung quanh trụcũx

. 7Ĩ ^  n _  7TA ;  B. C.0 D. ̂5 30 6
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GIẢI. Xét phương trình ự x  = x có hai nghiệm X = 0 hoặc 3  =  1. Thể tích khối ưòn xoay cần 
tìm là

V  = 7T J  (s — ựx)2 dx =  7T J  (a;2 — 2xựx  + 1 ) dx =  lĩ Ị  â;2 — 2x3/r2 +  dx

__ ( CE3 2x5/2 x2\  I1
_7r l r  _  "5/2 +  ~ĩ) lo

7T

=  3Õ
Vậy đáp án đúngỉầB . □

VÍ DỤ 3.53. Tính thểtích khối tròn xoay tạo nên khi xoay hình phẵng giới hạn bởi đồ thị các 
hàm sốy = tànx ,x  = ũ,x = = 0 quanh trục Ox

A7t(V3 +  ! )  B. Vz -  ^  C . V ã + 1  D .i ĩ ị v 3 - - )

GIẢI. Thể tích khối tròn xoay cần tìm là

V  =  7T /  t a n 2xdx = 7T [  ( — ^ -------- 1 1 dx =  7T ( t a n s  — x ) Ị 3 =  7T ỈV s "  “ VJ 0 \cos2a: J lo \ 3 /

Vậy đáp án đúng là D. □

VÍ DỤ 3.54. Cho hình phẳng (H ) giới hạn bởi các đường thẳng y = X, trục hoành và đường 
thẳng  -X — m, rn > 0. T h ể  tích khố i tròn xoay tạo bâi k h i q uay  {H) q u a n h  ư ụ c  hoành là 9 lĩ 
(đvtt). Tìm giá trị của TĨI.

A  9 5 . ^ 3  c, 3 D.zựz

GIẴỊBÀI TẬP 3.54. Thể tích khối ưòn xoay tạo bởi khi quay (H) quanh ưục hoành là

r  , ____ x3 r  _ i ĩ m ỏV = 7T / X X  = TĨ-r-\ = —rr- = 9lĩ- Jo .3 to 3

Suy ra m3 — 27 hay m  = 3.
V ayđápấnđúng ỉàc. □

c. BÀI XẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 3.43. Thể tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng H  giới hạn bỏi các đường y = 
Vx — ĩ, trục hoành, X  = 2,x = 5 quanh trục Ox là

A. J  y /x~  1  ảx B. 7T J  \Jx — 1 dx c. J  (x -  1  )dx D. 7T J  (x — l)dx

BÀI TẬP 3.44. lĩn h  thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bởi các 
đường y =  X3 +  1, y =  0, X =  0, X =  1 q u an h  trục  Ox

A -  R -  c. ~  n —
3________________ B_ị____________ c - u ______________ 7
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BÀI TẬP 3.45. Tính thể tÍGh khối tròn xoay tạo nên khi quay quanh trục Ox hình phẳng giói 
hạn bỏi các đưòng y — (1 -  X)2, ỉ/ = 0,a; = 0 v à i  = 2

A. 5tt B. ị  c. ị  D. 3tt
3 5

BÀI TẬP 3.46. Tính thể tích khối ưòn xoay khi quay hình phẳng (H) giới hạn bỏi các đường 
y = sin x,y  = ũ,x = 0,x = n xung quanh Ox

■ ?  > ?  - ĩ  ■ > ¥
BÀI TẬP 3.47. Tính thể tích khối tròn xoay tạo nên khi quay hình phẳng giới hạn bởi các 
đường y =  X2 -  4, y = 2x -  4, X = 0, X = 2 quanh trục Ox

A. -  —  B. 6n c. —6tt D. ^
15 15

BÀI XẬP 3.48. Tính thể tích vật thể tròn xoay khi quay hình phang (H) giới hạn bỏi các đường
y = y/x.ér/ĩ,X -  l ,x  = 2,y 0 quanh trụcOx.

A. 7r(fi2 + e) B. tt(r2 — e) c. ?re2 D. Tre

BÀI IẬP 3.49. Cho hình phẳng {H) giới hạn bởi các đường y =  X In X,  y  =  0, X =  e. Tính thể
tích khối ưòn xoay tạo thành khi hình (ÍT) quay quanh trục Ox

A 7r (5e3 - 2) 7T (5e3 + 2) 7T (5e3 -  2) n *(5e3 +  2)
A- -----  B- 2ẼT c  27-----  D' 27

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP 3.43.

s  = Tĩ J  { ự x ^ ĩ ỷ d x  — 7T J  (x — 1 )dx.

Đáp án đúng làD. □

GIẢI BẰI TẬP 3.44.

Đáp án đúng làc . □

GIẢI BÀI TẬP 3.45.

v  = í f /  [(1 -  x)2]2dx = Tỉ f  (1 -  x)Adx =
J 0 J 0 5

Đáp án đúng ỉàc . □

GIẢI BÀỈ TẬP 3.46.
. 2 , ^  

s in  x d x  —
2

V  — n Ị sữ 
J 0

Dấp ăn đúng là B. □
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GIẢI BÀITẬP 3.47.

V = 7T í  [x2 — 4 — (2x — 4)]2 dx — -^ 7".

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 3.48.

Đáp án đúng ỉàc . □

GIẢI BÀI TẬP 3.49. Phương trình X In 3; — 0 <=> X = 1

tV__  /■*/_,_ J _  *(5e3 - 2 )V — 7Ĩ Ị (a; ln a:) dx =  - -----.
Vi 27

Đ áp  á n  đ ú n g  Zà c . o
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“CHƯƠNG 4------ ;---------
Số PHỨC

-  CHUYÊN ĐỀ 4.1 “ 7— ~--------------  — ~
Tìm các yếu tố liên quan đến số phức

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Khái niệm số phức

• Số phức z — a +  bi, ttong đó a, b e  R, ỉ là số ảo thỏa mãn i2 = - 1 . ’lập các số phức là c.
• Khi z = a +  bi thì ta nói phần thực của 2 làa, phần ảo của z  là b.

• Số phức z = a + o.i )à số thực a; số phức z =  0 +  bi được gọi là số thuần ảo.

• Số phức z — a +bi được biểu diễn bôi điểm M  (a; 6) toên mặt phẳng tọa độ.

2. Các phép toán trên tập số phức
Cho hai số phức z = a + bi, w =  c + di. Ta định nghĩa các phép toán như sau:

• Phép đồng nhất: 2 =  w khi và chỉ khi a = c, b =  d.

• Phép cộng, trừ: 2T ± w — (a ±  c) + {b ±  d)i.

• Phép nhân: zw = (ac — bd) + (ad +  bc)i.

nu- u- Tru- _ {ac + bd) + (bc -  ad)i• Phép chia: Khi w Ỷ  0 thì — =  ----------.r  Uì c2 + d?

3. Môđun của số phức» số phức liên hợp

1 . Số phức liên hợp của số phức z — a + bi là số phức z = a ~  bi.

2. Với ÍT = o + bi, ta đặt \z\ =  \/a 2 -ị-b7 và gọi \z\ là môđun của số phức 2.

3 . \z \ >  0, | f |  =  \z \,  \ z \ 2 -  z z ,  \ z w \  =  |z |. ị t i í | ,  | - |  =  - p ị ,  |z n | =  \ z \ n .
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3. Căn bậc hai của số phức

1. Khi a < 0 thì căn bậc hai của a là ± i\/-õ .

2. Khi phương trình bậc hai: az2 + bz+c =  0 vói a, b, c € R m à A — ò2 — 4ac < 0, thì phương 
trình bậc hại có nghiệm

—b db ỉy/ —A
2,-s ” — ÍẾ — •

3. Phương trình bậc hai az2 + bz + c = 0 với a, b, c €. c , a Ỷ  0 luôn có hai nghiệm phức và 
hai nghiệm này thỏa.mãn

b c
* 1 + 2 2  =  - - ,  Z i Z 2 = ~ .à a

Hai hệ thức trên chính là Đinh lý Vỉet.

4. Nếu đa thức p(z) với hệ số thực có nghiệm phức là z =  o + Ỉỉị với 6 7̂  0 thì p{z) cũng có 
nghiệm ĩ  = a — bi.

B. CẤC DẠNG BẢI TẬP
Dạng 1: Tùn dang tường m inh của số phức

Dạng toán này yêu cẩu tính một số phức khi nó được ở dạng một biểu thức nào đó.

1. Chú ý các phép toán trên tập số phức. Các hằng đẳng thức vẫn đúng cho tập số phức.

2. Khí gặp lũy thừa của 2 vói số mũ lốn thử tìm xem z2)z3, ... có dạng đơn giản hay không. 
Cũng lưu ý rằng

i*k = 1 , =  - 1 , i ik+z = ~ i.

3. Nếu tổng có dạng cấp số cộng hoặc cấp số nhân thì vận dụng cộng thức tính tổng đã
biết.

VÍ DỤ 4.1 iĐềMinh họa THPTQG2017). Cho số phức z = 2 + 5i. Tim số phức w = ìz + z.

A.ÌV — 7 — 3i B.w = —3 — 3i c .w  = 3 + 7i D.U) — —7 — 7ị

GIẢI. Ta có
UJ =  ¿ (2  +  5 i )  4- (2  — 5 i)  =  — 5 +  2 í  +  2  — 5 í  =  — 3 — 3 i .

Vậy đáp ấn đứng là B. □

VÍ DỤ 4.2. Số phức z — 1 + (1 +  i) H------h (1 +  i)S9 bằng

A —(250 + l)i ^ B. (250 + 1 )» c. (250 -  1 )i D. (—250 + l)i

GIẲI. Ta có
z =  l  +  (l  +  i) +  . . . +  ( 1 + 0 «

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 147



ố n  luyện thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm  2017 môn toán spbook.vn

Vì (1 + í)2 = 2i nên (1 + iỳ100 =  (2i)S0 = 250 (ị2)25 = - 250. Suy ra
_o50 _  1

2 _  --- ì  = (250 + l)i.
i

vậy đáp án đúng là B.

Dạng 2: Tìm nghiệm phức và số nghiêm phức của phương trình
Khi số phức cho ỏ đang một phương trình thì ta tìm số phức như sau:

1. :ía viết số phức dưới dạng đại số z  = X + y i sau đó thay vào phương trình để thu được 
hai phương trình với hai ẩnx,y .

2. Giải hệ phương trình ẩn X, y ta tìm được X, y và từ đó tìm được z.

3 . Với phương tiình chỉ chưa biến z (không chứa z, \z\ ,...) ta có thể đùng các kỹ thuật 
truyền thống để giải phương trình. Chú ý không dùng được kỹ thuật đánh giá bất đẳng 
thức, tính đdn điệu của hàm sộ. Chú ý đùng công thức nghiệm của phương trình bậc 2.

4. Sau khi ứm được z, ta có thể dễ dàng tính toán được các biểu thức liên quan của z.

VÍ DỤ 4.3. Tìm số phức z thỏa mãn
( 3 - 2 i ) 5 - 4 ( l ~ i )  = (2 + i)z.

A UI = 3 + i B.w — ĩ — 3i c.w = 3 —i D.vj = —Z~i

GIẢI. Ta viết z = a + bi với a, b là các số thực. Khi đó
(3 -  2i)z — 4(1 — i) = (2 + ỉ)z (3 — 2i)(ei — ỉ«) — 4(1 — í) = (2 + ¿)(a +  bi)

<=> (3a — 26 — 4) +  (—2a — 3& +  4)i =  (2a — b) + (ữ + 2b)i.
Từ đó ta thu được hệ 3« -  26 -  4 = 2a.~ b, —2a -  3b +  4 = a + 26. Suy ra a =  3,6 = -1 . Do đó 
z = 3 — i.
Vậy đáp án đúng là c. □

VÍ DỤ 4.4. Tim số nghiệm phức của phương trình (z + 2 z f  — 8 i.

A. 1 B. 2 C.3 D. 4

GIẢI. Ta viết z = X + yi vối X ,  y là các số thực. Khi đó
[z +  2ỉ)3 = (z  + y i- ị-2 x  -  2y i)3 =  (3rc -  y i)2 =  (2x )z -  3(3x )2(yi) +  3(3x) (ỵi)2 -  (yi)3

= (8a:3 — 9xy2) + (y3 -  '27x2ỹ)i.
Do đó

(z + 2z)3 = 8ĩ (8s 3 ~ 9xy2) + (y3 — 27x2y)i = ẵi &  8x3 — 9xy2 = 0,y3 — 27x2y = 8.

J zHệ phương trình cuối cùng có 3 nghiệm là (x; ỳ) =  (0; 2), ( i  2 ; -1). Nên phương trình đă 
cho có 3 nghiệm.
Vậy đáp án đủng ỉà c . □
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Dạng 3: Tìm sổ phức, âm  phần thực phần ảo của số phức
Vối dạng toán tìm phần thực và phần ảo của số phức, ta có thể làm như sau:

X. Với số phức đã cho bỗi một biểu thức tường minh, ta rút gọn và viết số phức dưới dạng 
a + bi rồi kết luận phần thực, phần ảo.

2. Nếu số phức cho ở dạng một phương trình thì-ta tìm số phức như đã trinh bày ỏ ưên.

3. Sau khi tìm được ta có thể dễ dàng tính toán được các biểu thức liên quan của z.

VÍ Dự 4.5 (Đe M inh họa THPTQG2017). Cho số phức z =  3 — 2i. Tĩm phần thực và phần ảo 
củaĩ.

A  Phần thực là -3 và phần ảo là ~2i B. Phần thực là -3 và phần ảo là -2

c. Phần thực là 3 và phần ảo là 2i D. Phần thực là 3 và phần ảo là 2

GIẢI. Ta, có Z = 3 +  2i nêri phần thực là 3 và phần ảo là 2.
Vậy đắp ấn đúng ìàD. □

VÍ DỤ 4.6. Cho số phức z thỏa mãn (3 + i)z +  (2ĩ + 1)2 -  3 + 4i =  0. Tim phần ảo của Z2.

A -10 B. -20 C.10 £>.-20

GIẢI. Viết z = X + ỵỉ, Tầ có

(3  +  i ) z  +  { 2 i  +  1 ) z  — 3  +  4 ĩ  =  0  <3- (3  +  i) ( a ;  -  y i )  +  (1  +  2 i ) ( x  +  y i )  — 3  +  4 i  =  0

(4 x  — y  — 3 )  4- (3a: — 2 y  +  4 ) i  =  0  4 x  — y  ~  3  =  3a; — 2 y  +  4  =  0. X  =  2 , y  =  5.

Suy ra Z2 = (2 -  52)2 -= —21 -  20i. Phần ảo của Z là “ 20.
V ạyđấpánđúngíàB . . □

Dạng 4: Tìm mô đun của số phức
Với dạng toán tìm môđun của số phức, ta có thể làm như sau: ■

1. Với số phức đã cho bởi một biểu thức tường minh, ta rút gọn và viết số phức dưôi dạng 
a + bi rồi tính môđun y/o? +  fc2.

2. Nếu số phức cho ỏ dạng một phương trình thì ta tìm số phức như đã trình bày ỏ trên.

3. Lưu ý một số tính chất của môđun: \z\ — \z\, Ịzị2 = ZZ, \zw\ = \z\.\w\, 1 — 1 =  M ,
' to1.-Ki = i*r

v í  DỤ 4.7 {ĐeMinh họa THPTQG2017). Cho hai số phứczi =  1 + i, z2 = 2 -  3i. Tỉm môđun 
của số phức Z\ + z<i.

A + 32Ị = ■'/Ĩ3 B. Ịzi + 22! = >/5 c. \z\ + Z2\ — ĩ D. \zi + z?\ = 5
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GIẢI. Tacó

Z\  +  22 — (1 +  ĩ )  +  (2  — 3 i)  =  3  — 2 i  => \ z \  +  22 1 =  \ / 3 2 +  ( —2 ỹ  =  y / Ĩ 3 .

Vậy đáp ấn đúng ỉàA. □

VÍ DỤ 4.8 {Đe Minh họa THPTQG 2017). Kí hiệu Z\,Z2, z3l z4 là bốn nghiệm phức của phương 
trình z4 -  z2 -  12 — 0. Tính tổngT  =  I^Ị + |Z2| + NI + \Z41.

A T  = 4 B .T  = 2\ÍZ C.T = 4 + 2\/3 D .T  = 2 + 2V3

GIẢI. Tacó
z4 ~ z2 — 12 = 0 <=> z2 = 4,22 = -3  2 = ±V^i, z =  ±2.

Do đó T =  \ựũ\ + 1 ~ i/5¿! + |2| + I -  2| = 4 +  2\/3.
Vậy đáp án đúng ỉa c. □

c. BÀI TẬP T ự LƯYỆN

BÀI TẬP 4.1. Phần thực của số phức z thỏa mãn (1 + i)2 (2 -  i)z =  8 + ị + (1 + 2 ì)z là 

A. -6  B. -3  c. 2 D. - 1

BÀI TẬP 4.2. Cho số phức z thỏa mãn hệ thức (i + Z)z + = (2 -  i)z. 11111 môđun của số
phức w = 2 — i.

ự ặ  Ẹ  2_Ạ v p
5 5 5 25

BÀI TẬP 4.3. Phương trình z2 +  az + b =  0 với a, b € R  có một nghiệm phức là 1 + 2L Tĩnh giá 
trị của ab

A. 10 B. -10 c. 12 D. -12

BÀI TẬP 4.4. Gọi Z\ và Z<1 là hai nghiệm của phương trình 2T2 — iz  +  5 =  0. Khi đó phần thực 
của z\ + z\ bằng

A. 6 B. 5 c. 4 D. 7

BÀI TẬP 4.5. Gọi Zỵ và Z2 là hai nghiệm của phương trình z2 + 2z + 10 = 0. Tính giá trị của
N 2 + N 2

A. 18 B. 10 c. 20 D. 16

BÀI TẬP 4.6. Cho số phức z thỏa mãn hệ thức 2z + 2, +  Ai = 9. Tim mô đun của z2.

A. 25 B. 4 c. 16 D. 9
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BÀI TẬP 4.7. Gọi Z\ và z2 là hai nghiệm của phương trình 2z2 + Az + 3 =  ũ. Tính giá trị của
N  + ta i

A.v/2 B.3 C.2%/3 D. Vẽ

BẰITẬP 4.8. Phươngteình (2 4- i)z2 +  az + b = 0 với o, ò e c  có hai nghiệm là 3 +  i và 1 -  li. 
Khi đo a bằng

A. "9  “  2i B. 15 +  5i c. 9 + 2 i D. 15 — 5i

BÀI TẬP 4.9. Gọi Z\ và z2 là hai nghiêm của phương trình z2 -  2iz — 4 = 0. Khi đó môđun của 
số phức VJ = (zỵ -  2) (Z2  -  2) bằng

A. 4 B. 5 c. 6 D. 7

BÀI TẬP 4.10. Cho số phức z thỏa mãn —-—: + z = 2, Tìm phần thực của số phức w = z2- z  

A. 3 B. 1 c. 2 D. 0

/ l  + i \ 2017 _
BÀITẬP4.11. Cho số phức z — í -ị— - j .T ính?23

A. - i  B. 1 c. i D. - 1

BÀI TẬP 4.12. Số nghiệm phức của phưòng trình z2 + z — 0 là

A. 4 B. 3 C.1 D. 2

BÀI TẬP 4.13. Số nghiệm phức của phương ưình 4z2 +  8ịz\2 — 3 = 0 là

A. 4 B. 3 c. 2 D. 1

BÀI TẬP 4.X4. Tổng bình phương các nghiệm phức của phương tành  z4 + 3z2 +  2 = 0 bằng 

A. 6 B. -8  c . -6  ' D.8

BÀI TẬP 4.15. Môđun của số phức z = 1 + (1 -  i) + (1 -  i)2 -i------ f  (1 -  i)19 bằng

A. 20 B.210 + l  c. 1 D. 210 — 1

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
G ỈẨ IB Ầ ITẬ P 4.1 . Ta CQ

(1  +  i ) 2 ( 2 — i ) z  =  8  +  ỉ  +  (1 +  2 i ) z  <=► (2  +  4 i ) z  — 8  +  i  +  (1  +  2 i ) z  <=> z  — =  2 - 3 i .
1 +  2  i

Đáp án đủng là c. 0
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GlẢlBÀI TẦP 4.2. Đặt z — X + yi. Ta có

(i + 3)2 + =  (2 ~ *)* <=> (3 +  0 (x + yi) + 1 -  2i = (2 -  i) (x  -  y i)
i

(3z -  y + 1 ) +  {x + Sy -  2)t = (2-x -  y) -  (2: +  2y)i'
Từ đó ta có 3x — y  + 1 = 2.T -  y v k x  + 3y -  2 =  - X  — 2y.

4 1 >/26
Suy rao: = - 1  ,y — Do đó w = z  “  i = -1  -  ị í  và Ịtu| — —
ĐápánđúngỉàA. □

GLỈ/JSÀr TẬP 4.3. Thay z =  1 + 2i vào phương trình ta được (1 + 2ị)2 + 0(1 + 2i) + 6 = 0. Do 
đóa + ỏ = 3và2a + 4==0. Kéo theo a =  -2  và 6 =  5.
Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 4.4. Phương trình có hai nghiệm Ịà Z\ 2 = 2 ±  L Do đó

^ + 4  =  (2 - 0 2 + (2 + i)2 = 6.

Có thể dùng Định lý Viet như sau: zỊ + zị = (zi + Z-2 Ỷ  -  2zi 2̂ = 42 -  2.5 = 6.
Đáp án đúng íầA. □

GIẢI BÀI TẬP 4.5. Phương trình có hai nghiệm là Zi 2 = - 1  ±  3i. Do đó

|zi|2 + |Z2|2 = I -  1 ~ 3 i |2 +  Ị -  1 + W|2 = 20.

Đáp án đúng làc . □

GĩẦl BẦI TẬP 4.6. Đặt z = X + yi. Ta có

2 z  +  z  +  4 ĩ  =  9  <=> 2 ( 2  +  y i )  +  (2: — y i ) +  4 i . =  9  <=> 3 x  =  9, y  =  - 4  X =  3 , y  — —4.

Kéo theo 2 = 3 — Ai. Suy ra \z2\ = \z]2 = 25.
Đáp án đúng ỉàA. □

GIẢI BÀI TẬP 4.7. Phương ưình có hai nghiệm ]ằ z i 2 = — - ■ Do đó

1*11 + M  =
—2 + —2 — \ /2ĩ

2 2
= Vẽ.

Đáp án đúng là D.

GIẢI BÀI TẬP 4.8. Theo giả thiết ta có

(2 + ĩ) (3. + i f  + 0(3 + 1) + 6 = (2 + i)(-l -  2 +  a(l —. 2i) + b = 0 

=> [(2 + ĩ)(3 + i)2 — (2 + ỉ)(l — 2i)2] + o[(3 + i) — (1 — 2ỉ)] =  0

^ . . _ P ± f l ^ e ± | L i ỉ 2 ĩ = _ p + i ) ( , + l + 1 - ao _ - , - ai.

Đáp án đúng là A.

152 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy



spbooỉcvn CHƯƠNG 4. Số PHỨC

GIẢI BÀI TẬP 4.9. Theo địĩih lý Vìet ta có Z\ + Zi — 2i, ZIZ2 = -4 . Do đó

w — ziZi — 2(zi +  22) +  4 =  - 4  — 2(2i) +  4 =  —Ai =ì- |zx;| — I — 4ĩ| =  4.

Đáp án đúng ỉà A  □

GIẢI BÀI TẬP 4.10. Ta viết phương trình về dạng z + (1 -  2i)z = 2 -  4i. Đặt 2 = 1  +  yithì 

(x +  yi) +  {1 — 2ị) (x — yi) =  2 — 4i {2x — 2ỳ) — 2x ỉ  =  2 — 4i o  X — 2, y =  1..

Do đó w = (2 + í)2 — (2 + ị) .= 1 + 3i và phần thực của w là 1 .
Đáp án đúng là ẻ. □

ỵ . -2017 .

GIẢI BÀI TẬP 4.11. Ta có z = ( - ± 4  J = ĩ2017. Cho rìẽn z23 = ĩ2017-23 = i3 = - i .

Đáp án đúng là A  □

GIẢĩ BÀI TẬP 4.12. ĐặXz = x + yi. Thay vào phương trình ta được

(x + yi)2 + (x — yí) =■ 0 &  (x2 — y2 +.2 ) +  (2xy — y)ỉ — 0<^>x2 — y2 + x  = 2xy  — y =  0.

Hệ phương trình cuối cùng có 4 nghiệm là (x; y) = (0; 0), (-1; 0); .

Do đó có 4 số phức thỏa mãn phương trình.
Đáp án đúng ĩà A  □

GIẢI BẦI TẬP 4.13. Ta thấy vệ trái của phưng trình là hàm chẵn của z và 0 không là nghiệm 
của phương trình. Suy ra phương trình có số chẵn nghiệm (nếu z0 là nghiệm thì ~z0 cũng là 
nghiệm). Tưy nhiên ở đây ta vẫn chưa biết phương trình có 2 hay 4 nghiệm. Ta phải làm tiếp 
như sau.
Do \z\ là số thực nên từ phương trình suy ra 22 phải là số thực. Suy ra z phải là số thực hoặc 
‘thuần ảo.
Khỉ 2 là số thực thì

4z2 + 8|z|2 - 3  = 0 #  12z2 =  3 <*z = ±~.

Khi z  là số thuần ảo đù z  — ¿6. Khi đó

- 4 ò2 + 8Ò2 -  3 = 0 <4- 4Ò2 = 3 o  ò =  ± —  4* z = ± — i.

Do đó phương trình có 4 nghiệm.
Đáp án đúng là A □

GIẢI BÀI TẬP 4.14. Ta có

z i  4- 3 z 2 +  2 =  0  <=> 2 2 =  —1. z 2 =  ~ 2  ■o- Z\2 =  i ĩ ;  234 =  ± \ / 2 i .

Do đó tổng bình phương các nghiệm của phương trình là - 6.
Đáp án đung là c. □
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GIẢI BÀI TẬP 4,15. Ta có

1 -  (1 - i)20 _  1 -  (—2j)10 _  1 +  210 _  .. -0 .
» =  - f r - (ĩ - ») =  i i = ~ i(2 + 11 -  N  =

Đáp án đủng là B.

spboớk.vn

!10 + 1 .

□
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~  CHUYÊN ĐỀ 4.2 -------------------------7--------------------------
Biểu diễn hình học của số phức

A- TÓM TẮT LÝTHUYẾT
1. Số phức z = X  + yi sẽ có biểu diễn là (x; y ) .

2. Khi cho z bỏi một biểu thức cụ thể nhưng "cồng kềnh” thì trước hết ta phải rút gọn số 
phức về dạng a  +  b i ,  sau đó kết luận biểu diễn cần tìm là ( a \  b ) .

3. Khi cho z bỗi một phương ttình thi trước tiên ta giải phương ưình để dm z bằng cách 
đặt z  =  X  +  y i .

4. Hai số phức z và Z có biểu diễn là hai điểm đối xứng nhau qua trục hoành.

B. CẮC DẠNG BẰĩ TẬP_______
Dang 1: Biểu diễn của môt số phức

VÍ DỤ 4.9 {.Đe Minh họa THPTQG2017). Cho số phức z thỏa mãn (1 +  i)z = 3 -  i . Hỏi điểm 
biểu diễn của z là điểm nào trong các điểm.

AM (1;2) B.N(~1;2) C ,P(-lỉ~2) D.Q( 1;-2)

GIẢI. Ta có
- 3 -  * _  ,3 =  ---- : =  1 — 2i.

1 +  i

Nện điểm biểu diễn của z là (1; -2).
Như vậy đáp án là D. □

VÍ DỤ 4.10. Cho Z i ,  z2 là hai nghiệm của phương trình z2 — 2z + 5 = 0. Gọi A và B thứ tự là 
điểm biểu diễn của Zi và 22 • Diện tích tam giác OAB bằng

A  1 B. 2 c. 3 D. 4

GIẢI. Theo công thức nghiêm của phương trình ta có Zỵ 2 = 1 ±  li. Do đó A(l; 2) và B(l\ -2). 
Tam giác OAB có đáy AB  =  4 và chiều cao có độ dài bằng 1 nên có diện tích là 2.
Như vậy đáp án là B. □

Dang2: Tạp htíp điểm biểu diễn của số phức
Nhiều bài toán về số phức yêu cầu tìm tập hợp điểm biểu diễn của số phức z thỏa mãn một 
phương trình (bất phương trình) cho trưốc. Ta có thể làm như sau:
Bước 1. Viết z = X  + yivh. thay vào phương trình để được phương trinh của X  và y.
Bước 2. Biến đổi để đơn giản hóa phương trinh ta sẽ thu được quan hệ của X  và y mà không
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có đơn vị ảo ĩ tham gia (thường nếu có căn thức ta sẽ bình phương hai vế).
Bước 3. Kết luận tập hợp điểm là đường cong nào.
Bài toán ctí bản. Tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức 2  thỏa mãn \z -  (a + bi) I =  r  vổi a, b, T 
là các số thực cho trưóc, T > 0.
Lời giải.
Ta viết z = x + yi. Khi đó

\z —■ [a + bi)\ = r  — a) + i{y -  6)1 =  r (x -  a)2 +  {y — b}2 = r2.

Suy ra tập hợp điểm biểu diễn của z là đường tròn tâm I (a; 6) bán kính r.
Chú ý. Tạp -hỢp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn \z — (a + W)| < T là hình tròn tâm J(a; 6) 
bán kính r. .

Bài toán tổng quát 1 . Cho trưốc các số phức a, 0 ,7 ,5 ỏ đó a và 7  không đồng thời bằng 0. 
1 1 1 1 1  tập hợp điểm biểu diễn số phức 2  thỏa mãn một trong các điều kiện sau

1. Iqz +  /?Ị =  |7Z +  Í|;

2. \az +  /?| =  ỲỴZ +  ỐỊ;

3 . |q z  +  j3| =  Ị7 2  +  ổ |.

Cách giải. Ta viết z = X -ỉ- yi rồi thay vào phương trình. Tính môđun hai vế rồỉ sau đó bình 
phương hai vế, rút gọn các biểu thức đồng dạng. Kết quả thu được là một phương trình của 
X và y . Phương trình thu  được chắc chắn sẽ là đường tròn  hoặc đường thẳng.
Phương trình thu được là đường thẳng khi và chỉ khi ịa\ = |7 |;
Phương trình thụ được là đưòng ưòn khi và chỉ khi ỊoÉỊ ý- Ị7 I.

Bài toán tổng quát 2. Cho số phức JZ thỏa mãn một điều Iđện cho trước. Khỉ đó số phức 
w — az + 0 chạy ưên đường nào? (a, 0 là hai số phức cho trước và a Ỷ °)-
Cách giải. Ta c ó z  = —— - .  Dùng điều kiện đã cho của z để tìm ra một phương trình của w.a ,
Từ đó có ứiể kết luận tập hợp điểm UI.
Trong trường hợp z chạy tiên 1 đường thẳng thì w cũng chạy trên một-đường thẳng.
Trong trường hợp z chạy ưên đường tròn ị z - 2 ,)| = r (târa là điểm có tọa độ ứng vói Zữ và bán 
kính r) thì V) cũng chạy ưên đường ữòn \w  — -  Otz01 = r \ a \  (tâm tại điểm có tọa vị ứng với
0 + azo và bán kmh rjấị).

VÍ DỤ 4.11 (£)ềMinh họa THPTQG2017). Cho số phức z thỏa mãn ịz\ =  4. Biết tập các điểm 
biểu diễn các số phức w =  (3 + 4ỉ)z +  i là một đường tròn. Tim bán kínhr của đường tròn.

A r — 4 B.r = 5 c.r = 20 D.r = 22

GIẢI. Ta có z — ™ Cho nên —^:| = 4 & \w — i| = 20. Ta viết w = u + iv thì 20 =3 + Ai 3 + 4i 1

|ui -  ¿1 = \Jv? + (u — l)2 u2 + (v — l) 2 = 202. Suy ra w thuộc đường tròn bán kính T = 20.
Nếu đã biết kết quả của Bài toán tổng quát 2 ỏ trên thì ta có ngay bán kính của đường tròn là
4|3 + 4ĩ| =20.
Như vạy đấp ản là c.

□
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VÍ Dự 4.12. Um biểu diên của tập hợp các số phức z thỏa mãn \z\ -  \z -  3 + 4iỊ.

A  3x +  4y = 12 B. 6 X + 8y = 25 c. 3x + 4y == 13 D. 6x +  8 y = 27

GIẢI. Ta viết z — x + yi. Khi đó z -  3 + 4Í = (x — yi) — 3 + Ai = {x — 3) + (4 -  y)i,
Suyra

\z\ = \z — 3 + 4i| y/x2 + y2 = yj{x -  3) 2 +  (4 -  ỳ ỷ  
&  X2 +  y2 — X2 — ỗx +  9 +  y2 — 8y + 16 6a: +  8y =  25.

Theo Bài toán tổng quát 2 thì biểu diễn của z sẽ là một đường thẳng. Ta có thể dùng "mẹo" 
.để tìm ra đáp án như sau:
Xét đường thẳng ở A. Ta sẽ chọn một điểm thuộc đường thẳng này (mà không thuộc 3 đường 
thẳng kia). Chẳng hạn ta chọn điểm (4; 0) và số phức tương ứng là z  =  4. Thay vào ta thấy 
phương trinh ban đầu không thỏa mãn. Vậy đáp án không thể là A.
Xét đưòng thẳng ỗ B. Ta chon điểm thuôc nó là 0) và thu đươc số phức z = — . Thay số

6 ' 6 
phức này vào phương trình ta thấy nó thỏa mãn. Từ dó kết luận đáp án đúng là B.
Như vậy đáp ánỉàB. □

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN
BÀI TẬP 4.16. Tim biểu diễn của tập hợp các số phức z thỏa mãn \iz -  (2 + i) I =  2.

A. (x -  l ) 2 + {y + 2) 2 =  4 B. z + 2t/ — 1 = 0

c. 3x +  4y — 2 = 0 D. (x -  l ) 2 +  (y + 2) 2 =  4

BÀI TẪP 4.17. 1 1 1 1 1  biểu diễn của tập hđp các số phức z thỏa mãn 2\z — 2 + 3i| =  |2i — 1 — 2z\.

A. 20a; -  16y -  47 =  0 B, 20x + 16y -4 7  =  0

c. 20* + 16y + 47 = 0 D. 20ar -  16y + 47 =  0

BÀI TẬP 4.18. Gọi A vằ B  thứ tự là điểm biểu diễn các số phức z = 2 +  5í và w = -2  + 5i. 
Tim m ệnh đề đúng trong các m ệnh đề sau

A .A vầB  đối xứng nhau qua gốc tọa độ

B.Avà.B đối xứng nhau qua Ox 

c. A và B  đối xứng nhau qua Oy

D. A và B đối xứng nhau qua đưòng thẳng X — y.

BAI TẬP 4.19. 'lập hợp các điểm ưong mặt phẳng phức biểu diễn số phức z sao cho z3 là số 
thuần ảo.

A. Trục Oy B. Hai đường thẳng X — yvằ x  — —y

c. Dường thẳng X = y D. Trục Ox
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BÀI TẬP 4.20. Cho Số phức z thỏa mân \z -  3 + 4i| =  2. Biết rằng tập hợp các điểm biểu diễn 
các số phức w = 2z + 1  -  i là một đường tròn. Um tâm I  và bán kính r  của đường ưòn.

A .I(3 ;-4 ),r = 2 B. 7(4; - 5 ) , r  =  4 . c. J (5 ;-7 ),r  = 4 D. J (7 ;-9 ),r  = 4

BÀI TẬP 4.21. Ba điểm A, B và c  lần lượt là biểu diễn 3 số phức Zỵ = 1 +i, z2 = (1 + i)2 và
z3 — a - i  vối a € K. 1 1 1 1 1  a để tam giác ABC vuông tại B.

A. a = —3 B.a = —2 c. a = 3 D. —4

BÀI TẬP 4.22. Ba điểm A, B và c  lần lượt là biểu diễn 3 số phức Zi =  1 -h 5i, z2 =  3 -  i và
z3 = 6 ! Tam giác ABC là

A. Vuông nhưng không vuông cân B. Vuông cân

c. Cân nhưng không đều D. Đều

BÀI TẬP 4.23. Cho số phức z thỏa mãn \z — 1 + 4í| < 2. lập  hợp các điểm biểu diễn của z ià 

A. Đường tròn tâm 7(1; -4) bán kính r  =  2 B. Hình ưòn tâm /(1; —4) bán kính r  = 2

c. Đường tròn tâm / ( - 1 ; 4) bán kính r  = 2  D. Hình ừòn tâm 7 (- l;  4) bán kính r = 2

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP 4.16. Ta viết z = x+yi. Khi đó iz — (2 + i) = — — =  — (y + 2) + (x — l)i.
Suy ra

\ iz -  (2 + i)\ = 2 < $ \-(y  + 2) + ( z -  l)i| = 2 (x -  l)2 + (y +  2) 2 = 4.

Đáp ấn đúng làA. □

GỈẴỈBẦITẪP 4.17. Ta viết z = x + yỉ' Khi đó z — 2 + 3ĩ =  (a; — 2) + (y +  3)i và 2i — 1  — 2 z = 
( - 2 1  -  1) + (2 y +  2)1 Suy ra

2\z-2  + 3iỊ = \2i ~ 1  -  2*1 2Ị(a -  2 ) + (y +  3)i| = l{-2x ~ 1 ) +  (2 y + 2)i\

4 [ ( a  -  2 ) 2  +  ( y  +  3 ) 2 ] =  ( ~ 2 x  -  l ) 2  +  ( 2 x  +  2 ) 2  2 0 x  -  1 6 y  -  4 7  =  0 .

Có thể dùng phương pháp như trình bày ồ ví dụ ừên để tìm ra đáp án A.
Đáp án đúng là A. □

GIẢIBÀỈ TẬP 4.18. Rõ ràng A(2; 5) và B(—2 ; 5). Cho nên ta chọn khẳng định B.
Đáp án đúng ỉàB. □

GIẲỈBÀI TẬP 4.19. Ta viết z =  X  + yi. Thì z2 — (z2 — y2) + 2xyi. Suy ra z2 là số ứiuần ảo khi
và chỉ khi X2 ~ y2 = 0 <=í- X = ±y.
Đáp án đúng là B. □
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GIẢIBẦI TẬP 4.20. Ta có 2  =  -  Cho nên = 2 <=> |u/ — 7 + 9ĩ| = 4.

Ta viết w = u + iv thì 4 = |u> — 7'+ 9i| = y/{u — ĩ )2 + (v +  9)2 <=> (u — 7) 2 +  (■« +  9) 2 = 42.
Suy ra w tiiuộc đường tròn tâm 1(7; -9) bán kính r — 4.
Dùng kết quả của Bài toán, tổng quát 2 d tiên thì ta cũng thu được kết quả tương tự.
Đáp án đúng ỉàD. □

GỈẢIBẦITẬP4.21. Ta có Aịl-, 1 ), B{0; 2) vàc(a; -1). Suyra AB = ự 2,AC = V(a -  1)2 +  4 = 
i /a 2 -  2a + 5 và BC — y/ữ2 + 9. Tam giác ABC vuông tại B khi và cỉủ khi

AC2 =  ÁB2 +  BC2 o2 -  2a + 5 =  2  + a2 + 9 & a =  -3 .

Đáp án đúng là A. □

GIẢI BÀI TÂP 4.22. Ta có A{ 1; 5), B(3; -1) và C(6 ; 0) => AB2 =  40, ẢC2 = 50 và 5Ơ 2 =  10. 
Ta thấy

AC2 =  ¿.B2 +  BC2, ¿ 3  ^  BC.
Cho nên tam giác ABC vuông tại B.
Đáp án đúng là A. □

GIẢI BÀI TẬP 4.23, Ta viết z = x-hyi. Khi đó

\z — 1 + 4i\ < 2  Ý» Ị(a; -  1 ) +  (y + 4)i| < 2  

( x  — l ) 2 +  ( y  4- 4) 2 <  4.

Tạp hợp các điểm (x; y) thỏa mãn phương trình cuối cùng là hình tròn tâm 7(1; -4 ) bán kính
r  = 2.
Đáp án đủng là B. □
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’ CHƯƠNG 5— 7---------------
KHốIĐADIỆN9

r  CHUYÊN ĐỀ 5 .1 ------ -------------------- ~------------
Cấc bài toán về thể tích của khối đa diện

A* TÓM TẮT LÝTHƯyẾT
1. Một số công thức hình học phẳng cần nhố

a) Hệ thức lượng trong tam giác vuông:
Cho tam giác ABC vuông tại A có đường cao AH, trung tuyến AM.

• AB2 +  AC2 =  BƠ1 (Định ỉýPitago)
1  _  _ J _  _ Ị _

• AH2 "  AB2 + AC%
• BA2 =  BH.BC; CA2 = CH.CB

• AM — BM  = CM  =  \ b ơ
2  -

• sin ABC  =  COSẤBÕ =  tan ABC = 4 ê ;  co tẤ ẽữ  =5 C  -BC AS AC
b) Một số công thức tính diện tích:

• Diện tích tam giác:

s  = ịa.ha =  ì&csinX =  ~  =  pr =  ự p  (p -  0)  (p -  b) (p -  c).

Đặc biệt: tam giác đều cạnh a có diện tích: s  — a 2"- và đường cao: h =

• Diện tích hình vuông canh a: s  = a2.
• Diện tích hình chữ nhật canh o, b: s  =  ab.

• Diện tích hình thoi ABCD'. s  =  AB.AD. sin BAD = I  AC.BD.
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• Diện tỉch hình thang: s  = ^ (a + 6) ~.h.

• Diện tích tứ giác ABCD có AC.LBD: s  — i  AC.BD.

2. Một số kiến thức hình học không gian cần nhớ

a) Quan hệ song sọng:

• Đinh lý ba đường giao tuyến; Nếu ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo ba giao 
tuyến phân biệt thì ba giao tuyến đó hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.

• Một đường thẳng d, song song với một mặt phẳng (p) khi và chỉ khi d không nằm 
trong (P) và song song với một đường thẳng nào đó chứa trong (P).

• Hai mặt phẳng (p ) và (Q) song song với nhau khi và chl khi tồn tại hai đường 
thẳng cắt nhau a, b chứa trong (P) và hai đường thẳng cắt nhau a1, b' chứa ừong 
(Q) sao cho a II a ; b\\ư.

b) Quan hệ vuông góc:

• Đường thẳng a vuông góc vói mặt phẳng (P) nếu a vuông góc với hai đường 
thẳng cắt nhau chứa ưong (P).

• Đưòng thẳng a vuông góc với đường thẳng 6 nếu o vuông góc với một mặt phẳng 
(P) chứa b.
Mặt phẳng trung trực của một đoạn thẳng là mặt phẳng vuông góc với đoạn 
thẳng và đi qua trung điểm của đoạn thẳng đó. Mọi điểm thuộc mặt phẳng trung 
trực đều cách đều hai đầu mút của đoạn thẳng.

• Mặt phẳng (p) vuông góc vối mặt phlng {Q) nếu (p ) vuông góc với một đường 
thẳng a chứa trong (Q).

-  Nếu hai mặt phẳng vuông góc vái nhau thì mọi đưòng thẳng thuộc mặt 
phẳng này mà vuông góc vói giao tuyến của hai mặt phẳng thì sẽ vuông góc 
vói mặt phẳng kià.

-  Nếu hai mặt phẳng cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba thì giao tuyến của 
hai mặt phẳng đó cũng vuông góc với mặt phẳng thứ ba. ''

c) Các loại góc trong không gian:

• Cách xác định góc giữa hai đường thẳng avkb:
-  Bưóc 1: Lấy điểm /  bất kì (có thể chọn Ị  e a hoặc I  e b).
-  Bưóc 2: Qua điểm ỉ  kẻ đường thẳng á  II a.
-  Bưóc 3: Xác định đường thẳng h' sao cho: b' |Ị b và b' cắt a'.

Khi đó, góc.giữa hai đường thẳng a và b là góc giữa hai đường thẳng á  và b'.
• Cách xác định góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng {py.

-  Bưóc 1: Xác định giao điểm I  cùa a và (P).
-  Bước 2: Chọn một điểm A bất kì thuộc a.
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-  Bước 3: Xác định điểm A' G (P) sao cho: AA'L (P).

Khi đó, góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (P) là AIA'.
• Cách xác định góc giữa hai mặt phẳng (P) và (Q):

-  Bưốc 1: Xác đinh giao tuyến A của (p) và (Ợ).
-  Bước 2: Chọn một mặt phlng (iỉ) sao cho (R)±A.
-  Bước 3: Xác định hai giao tuyến o =  (iĩ) n  (p) và ò =  (iì) n  (Q).

Khi đó, góc giữa hai mặt phẳng (P) và (<5) là góc giữa hai đưòng thẳng a và ỉ».

3. Thể tích khối đa diện

a) Thể tích khối lăng trụ: V =  h.s vối h là độ.dài đường cao và s  là diện tích đa giác đáy. 
Thể tích khối hộp chữ nhật: V = a.b.c với a, b, c là ba độ đài của hình hộp chữ nhật. 
Thể tích khối lập phương; V =  o3 với a là độ dài cạnh hình lập phương.

b) Thể tích khối chóp: V  =  ỵ.h.Svởi h là độ dài đường cao và s  là diện tích đa giác đáy.

B. CÁC DẠNG BẰI TẬP___________
D ạngl: Tính thể tích của một khối chóp 

Phứđng pháp giải:

• Xác định đưòng cao của khối chóp, các loại giả thiết về góc, tính độ dài đường cao và 
diện tích đa giác đáy. Từ đó áp dụng công thức tính thể tích của khối chóp.

• Chú ý: Một số dạng đường cao thường gặp của khối chóp

-  Khối chóp có một cạnh bên vuông góc vối đáy thì đường cao là canh bên đó.
-  Khối chóp có hình chiếu vuông góc của đĩnh s  ưên đáy là H thì đường cao là SH.
-  Khối chóp có một mặt bên vuông góc vói đáy thì đưòng cao của khối chóp là 

đưòng cao của mặt bên ứng với giao tuyến của hai mặt.
-  Khối chóp có hai mặt bên vuông góc với đáy thì đường cao là giao tuyến của hai 

mặt bên.
-  Khối chóp đều có đường cao là s o  vổi 0  là tầm của đa giác đáy.

VÍ DỤ 5.1 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Cho khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình 
vuông cạnh a; SA±(ADCD); và SA = a\/2. Tính thểtích khối chóp S.ABCD.

3
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GIẢI.
Tacó:

S A  =  a V 2; S a b c d  =  o 2

=> Vs-./iBCD =  = ~ 3 ~ -

Vậy đáp án là là D.

VÍ D ự 5.2. ƠĨO fcftốỉ chóp S.ASC có SAL{ABC), tam giác ABC đều cạnh a. Cạnh bên sc 
tạo với đáy một góc 45°. Tính thểtích khối chóp S.ABC.

a?\/3 
12 *T c

GÍÂÍ,
Vì SAl(ABC) nêngóc giữa đường thẳng s c  và 
mặt phẳng đáy là SCA, suy ra: SCA = 45°.
Xét tam giac SAC vuông tại A, ta có:

SA
AC — tan SCA => SA = a. tan 45° — a.

Tam giác ABC đều cạnh a=$- Sabc = 
Vậy, thể tích khối chóp là:

v  _ l a V s  a3\/3Vs.ABC = ịS A .S ABC =

vệy đáp án là ỉàA.

VÍ D ự 5.3. Cho khối chổpS.ABCD cóđáylàhình vuông cạnha, SA±(ABCD), cạnh bên SB 
tạo vôi đáy một góc 60°. Tính thểtích khối chóp S.ABCD.

A a3\ /3 B. aă\/3 c. a3\/3 D. a3 ự3
2 ' 4  “ ' 6  3

GIẢI. Vì SA±(ABCD) nên góc giữa đường thẳng SB  vói mặt đáy là góc SBA  => SBA = 60°.
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Xét tam giác SAB vuông tại A, ta có:

______ 5 4

t a n  SBA  = -7 TT => S A  =  AB. tan .S .B A  AB
= a. tan 60° = aVĨ

Tứ giác ABCD là hình vuông cạnh a 
=*■ S a b c d  =
Vậy, thể tích khối chóp là:

Vs.ABơD  = 2  5-' S a b c d  — -a .a2\/3 = 

Vậy đáp án là là D.

VÍ DỤ 5.4. Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình vuông, SA±.{ABCD), cạnh bên s c  tạo với 
đáy một góc 45° và s c  = a\J2. Tĩnh thểtích khối chóp S.ABCD.

A ị 6
B. a3 \ / 2 c a3 V^ D. a3 >/2

GlẢỉ.
VI SA±(ABCD) nêngóc giữa đường thẳng s c  
với mặt đáy là góc SCA =>■ SCA = 45°.
Xét tam giấc SAC vuông tại A, ta có:

SA = sc . sin SCA = a\Í2, sin 45° =  a

Khi đó, AC = a => AB = àẸr = “
y/2 y/ĩ

Tứ giác ABCD là hình vuông canh -y=
v 2

a2
=> Sabcd = -y-
Vậy, thể tích khối chóp là:

vs..
1  1  a2 a3

= -S A .ũaBCD = — ~ĨT3 2

Vẫy đáp ánỉàỉàA.

VÍDỤ5.5. Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình thoi cạnh a, ABC = 60°. BiếtSAL(ABCD) 
và cạnh bên s c  tạo với đáy một góc 60ũ. Tĩnh thểrích khối chóp S.ABCD.

A ÍL.
A y

B. 3a
c . ị  ■ 2
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GIẢI.
Vì SA-L(ABCD) nên góc giữa đường thẳng s c  
với mặt đáy là góc SCÀ =» SCẦ =  60°.
Ta có: AB = BC = a.và.ABC — 60° => suy ta tam 
giác ABC đều => AC =  o.
Xét tam giác SAC vuông tại A, ta có:

5^4 =  AC. tan SCA = a. tan. 60° = ai/3 

Diện tích hình thoi ABCD là:

S a b c d  — 0? A B .A C .  sin A B C

= a.a. sin 60° 
a2\/3

Vậy, thể tích khối chóp là: Vs.ABCD — " S A .S a b c d  =  =  y .

vộyđápânlàỉầc.

VÍ DỤ 5.6. Khối chóp S.ABC có đáỳ là tam giác vuông tại B, SA±{ABC), AB =  a; AC = 2a. 
Mặt bên (SBC) tạo vôi đáy một góc 60°. Tính thểtích khối chóp S.ABC.

a V 3
3

a3
c. D. a3\/3

GIẢI.
Ta có: BC1AB ; BCJlSA => BC±.(SAB), àữẫố góc 
giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABCD) là SBA
i  SBA = 60°.
Xét tam giác SAB vuông tại A có:

SA = AB. tan SBA — a. tan 60° = ai/3 

Xét tam giác ABC vuông tại B có:

BC = y/AC2 -  AB2 = aựz 

Khỉ đó, diện, tích tam giác ABC là:

1  1  r-
S a b c  =  r-AB.AC =  ^ a . a v 3

-  2

Vậy, thể tích khối chóp là: V s .a b c  = 2 SẢ.Sabc = = ~2 '
Vậy đáp ấn là là B.
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v í  Dư 5.7. Khối chóp S.ABCD có đáy ỉà hình vuông cạnh a, hình chiếu vuông góc của s trên 
mặtphẳng(ABCD) là trung điểm cạnh AB, SD = Tính thểrích khối chóp S.ABCD.

A,

GÌẲỈ,

a3\/5 a3 v/ã a? 
c ' 3

D. o3>/3

Gọi M  là trung điểm AB  suy ra SM±.{ABCD). 
Xét tam giác AMD vuông tại A có:

MD = AM2 + AD2 =

Xét tam giác SMD  vuông tại M có:

SM = ỰSD2 -  MD2 = a

Diện tích hình vuông AẼCD là: Sabcd — á1- 
Vậy, thể tích khối chóp là:

1 1 2 a3
Vs.ABCD =  ~ S A .S a b c d  =  gO-a = -g-

Vạyđắpán ỉàỉàc.
VÍ DỤ 5.8. Cho khối chóp tam giác đều S.ABC có các cạnh đấy bằng a và cấc mặt bên hợp 
vôi mặt đáy một góc 45°. Tính thề tích khối chóp S.ABC, 

a?VĨ5A .Ề  
' 24

B.
25

D. a3\/5 
25”

GIẢI.
Gọi o  tâm của tam giác ABC suy ra SOl(ABCD). 
Gọi M là trung điểm BC.
Tã có: BCA.SO và BCXAM  => BC±{SAM) => 
góc giữa mặt bên (SBC) với đáy là góc SMA 
=► SMA = 45°.

a 2 1 / 3
Tam giác ABC đều cạnh a nên Sabo =

Air _  ^  _  AM  _  aAM = — => OM = —— = —
2 3 2^3

Xét tam giác SOM vuông tại o  ta có:

SO = OM. tan SMO = —̂ =.tan45° = —̂7= 
2%/3 2y/ầ

Vầy, thể tích khối chóp là

và

= ^ s o .Sabc = 77- 

vậy đắp ấnỉàìàA.

1  a 

3 2\/3 24 ■
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VÍ DỤ 5.9. Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, hai mặt phẵng (SAB) và 
(SAC) cùng ưuông góc với mặt phẳng (ABCD), cạnh bên s c  hợp với đáy một góc 60°. Tính 
thểtích khối chóp S.ABCD.

A

GIẢI.

a3ựz B. C. a3V6 D. >v/3

Ta cỏ: hai mặt phẳng (SAB ) và (SAC) cùng 
vuông góc vổỉ đay => SA±(ABCD) => gốc giữa 
đường thẳng s c  với mặt đáy ABCD là SCA =» 
SCA = 60°.
Vì tứ giác ABCD là hình vuông canh a nên 
S a b c d  =  a2 và A C  = a ự ĩ .
Xét tam giác SAC vuông tại A, ta có:

SA = AC. tan SCA = a\/2. tan 60° = aVẽ 
Vậy, thể tích khối chóp là:
T/ 1 ữ3 \ / 6Ks.yíBCD = -^oA.ữABCD = -  avo.a = —
vậyđảpánlàìàc.

VI DỤ 5.10. Cho khối chóp S.ẢBC có đáy là tam giác vuông cân tại A, mặt phẳng (SBC) 
vuông góc vôi mặtphẳng(ABC) và tam giác SBC là tam giác đều cạnh a. Tính thểtích khối 
chópS.ABC.

a?y/3 B. a3 i/3
8 6

GIẢI.
Gọi H là tnmg điểm BC => SHLBC.
Ta có: mặt phẳng (SBC) vuông góc vói mặt 
phẳng {ABC) và SHLBC  =► S h 1{ABC).

Vì ASBC  đều cạnh a nên BC = a và SH — -Ệ --  
Xét tam giác ABC vuông cân tại A có:
BC = a =*AB = =  4=

v/ 2

c
12

D.
azs/z

24

a2
=> S a BC  =  -Ỵ -  

Vậy, thể tích khối chóp là:

Vs.ABC = -^ -S H .S a b c  =
1  a \/3 a2

Z'~ĨT'~Ĩ 24 '
VệyđẩpánỉàỉàD.
VI DỤ 5.11. Khối chóp s. ABC có đáy là tam giấc
đều cạnh a, mậtphẳng(SAC) vuông góc với mặtphẳng{ABC) và tam gìấcSAC là tam giác

l i:  n _L nn  -___Á.- J ổ  • '  n A ñsvcân tại s. Cạnh bên SB tạo vôi đáy một góc 60°. Tính thểtích khôi chóp S.ABC.

A
a3%/3

B.
a z y/3 c. azyj3

D.

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 167



ồn Iuyền thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 20X7 môn toán spbook. vn

GIẢI.
Gọi H  là trung điểm AC => SHLAC.
Ta có: mặt phẳng'(S-dC') vuông góc vdi mặt phẳng 
{ABC) va SHLAC => SHjL (AB C Ị >̂ góc giữa SB va
mặt phẳng (ABC) là SBH => SBH  — 60°.
Tam giác ABC đều cạnh a =£•
D t T  a \ / 3  . c ________

— ~~2  Sabc = “ 4  •
Xét tam giác SBH  vuông tại H cór

SH = BH. tanSBÌĨ
a ự s  (1 3(2= —ỉ— .tan 60° = —

2 2

3' 2
Vậy đáp án là ĩầA.

VÍ DỤ 5.12. Cho khối chóp S.ABCD có đây là hình vuông cạnh 2a, mậtphẳng(SAB) vuông 
góc với mặtphẳng(ABCD) và SA = a, SB = as/ĩ. Tính thểtích khối chóp S.ABCD.

A 2a3V5 B. 2a3 V3 c
2a3 V3 D. a3 \ / ĩ 5

■GIAI.
Kẻ SH±AB  (H € AB).
Ta có: mặt phẳng (SAB ) vuông góc vổi 
mặt phẳng {ABCD) và SHXAB ^SH 1{ABCD ). 
Tủ giác ABCD là hình vuông cạnh 2 a =>■
AB = 2a và S a b c d  =  4a2. Tam giác SAB 
có: SA2 +  SB* = a2 + sà2 = 4a2 = AB2 => 
tam giác SAB vuông tại s.

1 _  _ Ị _  __Ị_ 1 4
J ỉP  “ SĂ2 + ^  + 3Ĩ? ~ 3̂ 2
* S H = ĩ ặ .

2
Vậy, thể tích khối chóp ỉà:

lrây<ftípán£gigA
Dạng 2: Tĩnh thể tích của một khối lăng trụ

Phương pháp giải:

• Xác định đưòng cao của khối lãng trụ, các loại giả thiết về góc, tính độ đài đường cao 
và diện tích đa giác đáy. Từ đó áp dụng công thức tính thể tích của khối lăng trụ.
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• Chú ý: Một số hình lăng trụ đặc biệt:
-  Hình lăng trụ đứng lậ hình lăng trụ có các canh bên vuông góc với hai mặt đáy.
-  Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ đứng có đáy là đa giác đều.
-  Hình hộp là hình lăng trụ có đáy là hình bình hành.
-  Hình hộp đứng là hình hộp có canh bên vuông góc với hai mặt đáy.
-  Hình hộp chữ nhật là hình hộp đứng có đáy là hình chữ nhật.
“ Hình lập phương là hình hộp có tất cả các mặt đều là hình vuông.

v í  DỤ 5.13 {Đe Minh hoa THPTQG 2017). Tính thể tích V của khối lập phương 
ABCD.A'B c 'D ' b iếtẢ ơ  =  aVỈ.

Ao3 • B. 3a3 c.3%/3a3 D. 3\/6a3

VÍ DỤ 5.14. Cho lăng trụ đứng ABC.A!B'ơ có đáy là tam gỉảc vuông cân tại A, biết rằng 
chiều cao lăng trụ là3a và mặt bên (AA'B'B) có đường chéo Ỉà5a. Tính thểtích khối ỉăngtrụ.

Đặt cạnh của khối lập phương là X  ( x  > 0).
Suy ra: c ơ  -  £  và ÁC — X \ Í 2 .

Xét tam giác ACƠ  vuông tại c, ta có:

AC12 = C ơ 2 + AC2 o3a2=x2 + 2 i2» i  =  a
Vầy, thể tích khối lập phương là:

V A B C Đ .A '8 ‘C ‘D ' — a3
VậyđápánỉàỉàA,

A24o3 B. 8  o3 D. 12 a3

GIẢI.
Xét tam giác A B Á  vuông tại A, ta có: 

AB '2 = BB '2 + AB2
25a2 = 9q2  + AS2 

& AB2 = 16a2 

AB = 4 a

Ta có: tam giác ABC vuông cân tại A 
=> AB — AC = 4a
=> S a b c  = ị .A B .A C  = ỉ  (4a ý  =  8a2. 

Vậy, tìiể tích khối lãng ừụ là:

Vabc.a'B'C' = 3a.8a2 = 24a3
V ậyđápánỉàỉàA .
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VÍ DỤ 5.15. Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'Ơ có đáy là tam giác vuông cân tại D, AB = a. 
Cạnh A'C tạo với đáy một góc bằng 30°. Tính thểtích khối lãng trụ.

« V 3 B' a3\/3
c .

a3 >/6 D.

GIẢI.
Vì AA' L{ABC) nên góc giữa đường thẳng A'C và mặt
đáy (ABC) là A>CÀ => ỈO Ă  = 30°.
Tam giác ABC  vuông cân tại B  => BA — BC = a
=> AC = a\ / 2  và Sabc = 2 a2- 
Xét tam giác AA'C vuông tại A có:

aVẽAA' =  AC. tan ACA' =  a>/2.tan30o = ổ
Vậy, thể tích khối lăng trụ là:

a\/6 1 2 _  Q3a/6 
r A B C .A 'B ’C ' =  “ 3 ‘2 °  =  —6—

Vậy đáp án là là c.

VÍ DỤ 5.16. Cho lăng trụ đứng ABC. A' Biơ  có đáy là tam giác vuông cân tại B, AB — 2. Mặt 
phẳng (A'BC) tạo với đáy một góc bằng 60°. Tính thểtích khối lăng trụ.

A. 6 B. 4\/3 c. 3 D. 4

GIẢI.
Ta có: BC±AB và BC±AA' => BC±(ABB'A')
=>• góc giữa hai mặt phẳng (ÁBC) và (ABC) là góc 
ẤBA1 z  ẤBA’ =  60°.
Xét tam giác AA'B vuông tại A có:

AA' = AB. tan ẤBA’ = 2. tan 60" =  2^3

Diện tích tam giác ABC là: SABC — -AB.BC = 2. 
Vậy, thể tích khối chóp là:

V r t S C — 2\/3.2 =  4\/3 
Vậy đáp án là là B.

VÍ DỤ 5.17. Cho ỉăng trụ đều ABC.A'B'Ơ có cạnh đáy bằnga. Biết diện tích tứ giấc ABDrA' 
bằng 4u2. Tính thểtích khối lăng trụ.
A .2ựZa3 B. 4 \ / 3 a2 c. 3\/3a3 D. Vỉa3
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GIẢI.
Tam giác ABC là tam giác đều canh bằng a

^ S ABC= ~ ± -
Diện tích ABB'A' bằng 4a2

=*■ AB.AA' = 4ct2 => ÁA' = 4a 

Vậy, thệ tích khối lăng trụ là:

. á1 V ĩ  3  / -'■ V A B C .A 'B 'C ' — 4a.—-— = a V3 

Vậy đáp ắnỉàỉàD.

VÍ DỤ 5.18. Cho lâng ưụ đểu ABC.AfBfơ  có cạnh đáy bằnga. Cạnh A'C tạo với đáy một góc 
bằng 60°. Tính thểtích khối ỉăng trụ.

3 a3 

4
ữ3 

B' 4
2 n3 

c  3

GIẢI. Vì AA'L{ABC) nên góc giữa A'c và mặt phẳng {ABC) là ACA' => ẤCA' =  60°. 
Xét tam giác AA'C vuông tại A có:

AAl — AC.tíữiACA1 = a. tan 60° = a \/3 

a2 V3
Diện tích tam giác ABC là: Sabc =
Vậy, thể tích khối chóp là:

Tr /õ _  3o3
Va BC.A<B'C! — aV3.—-— -  - Ỵ -

VậyđắpảnlàlàA.

VÍ DỤ 5.19. Cho lăng trụ đều ABC.A!B'Ơ có cạnh đáy bằnga. Mặt phẳng (A'BC) tạo vôi 
đáy một góc bằng 60°. TỈnh thểtích khối lãng trụ.

<1 3\ /3 B. 3a3\/3 c. 2ữ:ỉv'3 D.
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GIẢI.
Gọi D là trung điểm BC.
Ta'có: BCLAD vkBCLAA' => BC±(AA/D)
=» góc giữa hai mặt phẳng (A'BC) và {ABC) là 
ADA’ =>• ẤDA! = 60°.
Tam giác ABC đều có cạnh bằng a suy ra:
„ n _  &V3 . ____a?y/3AD = và Sabc = — — •2 4
Xét tam giác AA'D vuông tại A có:

AA' = AD.tanẤDA' = tan 60° = — 

Vậy, thể tích khối chóp là:

V a B C . A 'B 'C '  

vậy đáp ánỉầỉàB .

3a a2 v̂ 3 3\/3a3
Vabc.A‘B'C> = ~2 '~ 4~  = 8

VÍ DỤ 5.20. Cho lãng trụ tam giấc ABC.A'B'Ơ có đáy là tam giác vuông tại A, AB = a, 
BC = 2a. Hình chiếu vuông góc của B' trên mặt phẫng (ABC) trùng với tâm đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. Biết cạnh bên BB' tạo với mặt đáy một góc 60°. Tĩnh thểtích khối 
lang trụ.

3v/3a- B. 3\/3q3 3q3 D. 3\/2aa

GIẢI.
Gọi H là ttung điểm của BC.
Tám giác ABC vuông tại A => H là tâm đường 
ưòn ngoại tiếp tam giác ABC => B'H±(ABC)
=» góc giữa đưòng thẳng BB' với mặt phẳng đáy 
là D'BH =»B’BH = 60°.
Xét tam giác ABC vuông tại A có:

BC2 = AB2 + AC2 4a2 =  a2 + AC2

AƠ1 = 3a2 AC = aựs
Q c _________ 1 p : ___  ữ ^ v ^ 3Suy ra: S ABC -  ^a.aV 3 =  —ị - .
Xét tam giác B’BH vuông tại H có:

B'H  = BH. tan B'BH  = a .  tan 60° = aVĨ.

Vậy, thể tích khối chóp là: V a b c . a '  B 'C ' =  a \ / z . ~  ^  .
Vậy đắp ân ìà làc .
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VÍ DỤ 5.21. Chó lăng trụ tam giấc ABC.A!B'Ơ có đáy là tam giác đều cạnh 2a. Hình chiếu 
vuông góc của B' trên mặt phẩng(ABC) trùng với tâm của tam giấc ABC. Biết cạnh bên BB’ 
tạo với mặt đáy một góc 60°. Tính thểtích khối lăng trụ.

B. 3a3\/3 c. 4a3\/3 D. 6q3 V3

Gọi H là tâm của tam giác đều ABC 
=> B'H1(ABC) => góc giữa canh bên BB' và 
mặtphẳng đáy (ABC) là B'BH.
=>■ &BH  =  60°.
Gọi M  là trang điểm AC.
Ta có: tam giác ABC đều có canh bằng 2a 
=>■ Sabc = q2^3 và BM = aVỈ
•  M . ị í K . ặ3, 3  Xét tam giác BB'H  vuông tại H có:

B 'H  =  B H . tan ĩ ỹ B H  = tan 60° =  2a

Vậy, thể tích khối chóp là:
Vabc.a1 B'C' =  2ti.a2V3 = 2a3v'3- 
vậyđap an ìà làA

Dang3: Tỉnh tỉ số th ể  tích của hai khối đa diện
Phương pháp giải: Một số dạng tí số thể tích của hai khối chóp

• Loại 1: Cho khối chóp S.ABC, ưên các đoạn thẳng SA, SB, s c  lần lượt lấy ba điểm 
A \ B , Ỡ . Khi đó:

Vs.A‘B'C' _  S A ' S B ' S ơ  
Vs.ABC SA  S B  s c

• Loại 2 : Cho khối chóp S.ABC và một điểm s'. Khi đó:

VS‘.ABC __ S 'H ' _ 'd { S '\  (A B C ))
Vs.ABC

S'H'
SH d{S\ {ABC))

Loại 3: Cho hai hình chóp S.ABC và s'.A'B'C'. Khi đó:

Vs'.A'B'C' _ Vs'.A‘BJC' Vs.A'B'C'

V s . A B C  A ' Ũ ‘ C Ẻ V s . A B C
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VÍ DỤ 5.22 (£>ềMinh họa THPTQG 2017). Cho tứ diện ABCD có các cạnh AB, AC và AD 
đôi một vuông góc với nhau. Biết rằngAB = 6a, AC = 7a, AD = 4a. Gọi M, N, p  lần lượt là 
trung điểm của các cạnh BC, CD, BD. Tĩnh thểtích tứ diện AMNP.

c. 1 2 a 3 D. 7a 3

T a  có : Va b c d  =  ị .A D .S y iB c  =  A B .A C .A D  3 0

1= ^ .6a.7aAa = 28a 
6

Theo giả thiết: M, N, p  cùng thuộc mặt phẳng 
(BCD) suy ra khoảng cách từ điểm A đến 
mặt phẳng (MN:P ) chính là khoảng cách 
từ A đến mặt phẳng (BCD). Do đó, hai 
hình chóp A.MNP  va A.BCD cùng đưòng 
cao.
Mặt khác:

S m n p  =  7  S b c d  =► V a . M N P  =  -  V a . b c d -  " 4 ' 4
Vậy, thể tích tứ diện AMNP  là:
Vamnp = -.28a3 =  7 a3.
VậỵđấpánỉàỉàD.

VI DỤ 5.23. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là kình vuông cạnh a. Mặt bên SAD ỉà tam
giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Gọi M, jV, p  lần lượt ỉà-trung điểm của
SB, BC, CD. Tĩnh the tích ¿MNP.

a3 V3 tí3 V3
A ỉ 48 B- %

OIẤI.
Mặt khác:

Vm.cnp đ(M,{CNP)) M B _  1

Vs.cwp d{S,(CNP)) SB  2

Suy ra,

Vây đáp ản ỉàĩà B.

c. a3\/3
24 D. a3v/3

32

A 6 a3 B. I4a3

GLỈ7.
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VÍ DỤ 5.24. Cho hình chóp S.ADCD có đáy là hình vuông cạnh a. Mặt bên SAD là tam 
giác đều và nằm trong mặt phẵng vuông góc với đáy. Gọi M, N, p  ỉần lượt là trung điểm của 
SB , s c  và SD. Tính thể tích tứ diện CM N p.

a V 3 
48

B. a3\/3
32

c. g3 v/3
24 D. a3 V3

96

GIẢI:
Kẻ SH1AD  (H e A D ).
Tacó (SAD) X (ABCD) =* S£r±(ABCÍ)).

A SAD đều có cạnh AD =  a =* SH = ĩ ệ .  Suy 
ra, thể tích hình chóp s. BCD là:

xr = 1  o = 1  1  2 ^  a3 v/3Vs.BCD = ịSH.SBCD = = - Ị Ỉ p

Mặt khác:

Vc.MNP =  ự ( ơ ,  (MNP))  = CN_
Vs.MNP

Vs.MNP . 
Vs.BCD

d (5, {MNP)) SN = 1

SM  SN SP  
S B 'S C 'S D

1 1 1  

2 2 2

c T, __ 1  ______ 1  a3\/3Suy ra: Vcmnp = o-Vs.BCD = P • *O lz

1

: 8
a3\/3 

96 '
Vậy đáp ấnỉàỉàD .

VÍ DỤ 5.25. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Mặt phẳng đi qua A và vuông góc với s c

cắt SB, SC, SD tai B \  C \Ư . Biết -T-Z- = - .  Tính Ü số thểtích của hai khối chóp S.AB'C'D' _ ' SB 3
và s. ABCD.

1
A

GIẢI.
- ì

Gọi H là tâm của ABCD. suy ra SH  là đường cao 
của hình chóp tứ giác đều S.ABCD, SH  cắt (P) 
tại H'.
vi BD±(SAC) => B D ±SCnènBD  |Ị (p ).
Từ đó suy ra (P) cắt (SBD ) theo giao tuyến B'D' 
song song vối ỔD.

“ SD’ SH' SB' 2
° 0: SD ~ SH ~ SB ~  3 

=» H' là trọng tâm của tam giác SAC
=*■ ơ  là ttung điểm của s c .
Tacó:

% ,
VS.J

SA s&_ SD' 
S A 'S B 'SD
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và
Vs.B'CD' SB' s ơ  SD' 2
Vs.BCD ~ SB SC SD 9'

^ ^  „  , t ,  .. f  4 , Vs.ABCD _  1 T/r
Suyr a:  V$.AB’C'D' =  Vs.AB'D' +  Vs.B'C'D' — 1 9  +  9  J •— 2----- =  3

Vậy đáp án là ỉầc.

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 5.1. Cho khối chóp S.ABC có SAX(ABC), tam giác ABC vuông tại B, AB = a, 
AC = 'aV3, s c  =  a \ /6 . Tinh thể tích khối chóp 5.ABC.

3a3ựỗ q3\/6 £  tr*yĨ5
' 6  ‘ 2  ‘ 3 ‘ 6

BÀI TẬP 5.2. Cho khối chóp S.ABC có tam giác ABC đều cạnh a, s c  =  a-y/3. Hai mặt phẳng 
(S/U?) và (S-AC) cùng vuông góc vói đáy. Tính thể tích khối chóp S.ABC.

2a3ự6 trV 6  ữ3 i/3 a3\/3
9 ' 1 2  4 ' 2

BÀI TẬP 5.3. Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật tâm o, AC = 2 AB = 2a, 
= aV5, vuông góc với đáy. lĩn h  thể tích khối chóp S.ABCD.
^ « V Ị  B_ « V Ũ  c< j3 ^  D 2 ^

0 0  0

BÀI XẬP 5.4. Cho khối chóp S.ABCi? có đáy là hình vuông cạnh a\ s c  — <2 \/3 . Hai mặt 
phẳng (SẨB) và {SAD) cùng vuông góc với đáy. Tính thể tích khối chóp S.ABCD.

i ỉ ẩ  c v  D . f

BÀI TẬP 5.5. Cho khối chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng aVỈ và m ặt bên là tam giác đều. 
Tính thể tích khối chóp S.ABC.

A a 3 \ / 2  a 3 \ / 2  a 3y / ô  a ? y j 7A. B. — c. — -— D. — -—36 12 4 36

BÀI TẬP 5-6. Cho khối chóp đều S.ABCD có canh đáy bằng aV3 vã mặt bên là tam giác đều. 
Tính thể tích khối chóp S.ABCD.

A a2\/3 n a3\/3 ^  3a3-\/6 ^  a3i/6
A. —“—■“ D, —T— (J. — D. —

6 3 2 2

BÀI TÂP 5.7. Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình vuông canh 2a. Gọi H là trung điểm 
của AB biết rằng SHL(ABCD) và tam giác SAB là tam giác đều. Tính thể tích khối chóp
S.ABCD.

a
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BÀI TẬP 5.8. Gho khối chóp S.ABC có SA±(ABC), tam giác ABC vuông tại B, AB — a, 
AC = aVz. Biết rằng góc giữa SB  và (ABC) bằng 30°. Tính thể tích khối chóp S.ABC.

a?ự6 a3\/6 a3\/6 2d3v/6A. — -— B. — -— c. — :— D .-----  —
9 6  18 3

BÀI TẬP 5.9. Cho khối chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh ữ. Hai mặt phẳng 
(SAB) và (SAC) cùng vuông góc với đáy. Tính thể tích khối chóp S.ABC biết rằng SB  hợp 
với đáy một góc 30°.

(Z3 a / 3  _  a 3 ự zE. — ^  c. D. 7 -
6 12 4 12

BÀI TẬP 5.10. Cho khối chóp S.ABCD có ABCD là hành chữ nhật tâm 0, AC = 2AB =  2o, 
SA vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính thể tích khối chóp S.ABCD biết góc giữa s o  và 
{ABCD) bằng 60°.

e _ọV 3 C o 3 D ^
3 3 3

BÀI TẬP 5.11. Khối chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh 3a. Tam giác SAB  nằm trong 
mặt phẳng vuông góc với đáy. Tính thể tích khối chóp S.ABCD biết rằng tam giác SAB đều,

A.9a3VĨ ' g 9crS/3 c  9aa D 9ô

BÀI TẬP 5.12. Cho khối chóp S.ABCD có ABCD ỉà hình chữ nhật, AD = 2a, AC = 3a. 
Gọi H là ưọng tâm tam giác ABD, biết SH  vuông góc với mặt phẳng đáy. Góc giữa SA và 
(ABCD) bằng 45°. Tính thể tích khối chóp S.ABCD.

A.n3 B. 2íi3 D .—

BÀI TẬP 5.13. Khối lăng trụ đứng ABC.A'B'Ơ  có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, cạnh 
BC = aVĨ. Tính thể tích khối lãng trụ ABG.A'B'ơ  biết (A‘BC) hợp với đáy một góc 30°.

a3\/3 àđy/z á6\J6 a3\/6A. — -— B. — :— c. — -— D. ——-
6 12 36 12

BÀI TẬP 5.14. Cho khối lãng trụ đều ẢBC.A!B'Ơ có cạnh đáy bằng a, mặt {Ạ'BC) hợp với 
đáy một góc 45°. Tính thể tích khối lãng trụ ABC.A'B'Ơ.

A 3a3 „ a3\/3 ^  a3\ /6 a3^
A' 8  B- 12 c - 36 D 1 2

BÀI TẬP 5.15. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật vối AB  = a, AD = a \/2, 
SA = a. SA vuông góc vói mọ(ABCD). Gọi /  là giao điểm của BM  và AC với M  và N  lần 
lượt là trung điểm của AĐ và s c .  Tứửi ứiể tích tứ diện AINB.

. azự 2 a3\/3 c a3ựẽ a3 \/6

36 - . 1 8  ' 3 6  ■ 12
BÀI TẬP 5.16. Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình thoi cạnh a với BAD — 60°. Canh SA 
vuông góc với đáy và SA =  a. Gọi ơ  là trung điểm của s c .  Mặt phẳng (P) đi qua A ơ  và song 
song với BD, cắt các canh SB, SD lần lượt tại B', ơ . Tính thể tích khối chóp S.AB'ƠD'.
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A a 3 \ / 3  „  a 3 \ / 3  ^  ^  a 3 -ựz

k -^Y2 B- 18 c  8  D- 9

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP 5.1. Xét tam giác ABC vuông ở B có AC = aVầ và AB = a=> BC = ít\/2.
Xét tam giác SAC vuông ỗ A có AC — av/3 và s c  = aVs => SA = a\/z.

1 1 r  1 r  “ 3 \ / 6Suy ra: Vs.ABC = ị .S A .S ADC = - .aV 3 .^ .a .a \/2  =  —
Đáp án đúng là A. □

GIẢĨBẦ1 TẬP 5.2. Xét tam giác SAC vuông ở A có AC = a và s c  -  aV3 => SA = aựĩ.
a2 i /3

Tam giác ABC đều cạnh a => Sabc — — .
I - 1  /~ a2\/z â y/Q

Suy ra: Vs.ABC = ị-SA.Sabc -  ^ .aự ĩ.—^— = - g - .
Dấp án đúng là B. □

GỈẢ1BẦI TẬP 5.3. Xét AABD vuông tại A có: AB = a và BD = AC = 2 tt =ỉ> AD = aựz.
Xét tam giác SAD vuông ỗ A có AD =  cì/3 và SD = a\/E => SA  =  a \/2 .

Suy ra: Vs.ADCD = 2 'SA.Sadcd = -.ffl\/2.a.a\/3 = —g—
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 5.4. Vì ABCD là hình vuông cạnh bằng ữ nên AC = aựĩvầ.SABCD = tt2- 
Xét tam giác SAC vuông ỏ A có AC = a%/2 và s c  = a\/3 => SA  =  a.

1  1  c?
Suy ra: V s .a ũ c d  — S A .S a b c d  = ^ .a .a 2 =

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 5.5. Gọi o  là tâm của tam giác ABC, M là trung điểm BC => s o  là đường cao 
của hình chóp.

Vì ABC là tam giác đều cạnh, bằng a\/3 nên AM = ^ỆvàSABC = AO = ^AM  = o.
Xél tam giác SAO  vuông Ở Ocó AO = a.và.SA = a-ự3 => s o  =  a V 2.
_ , ,  1 _ 1 /r  3a2\/3 a3\/ẽ
Suy ra: Vs.ABC =
Đáp án đúng ỉà c. □

GIẢJ BÀI TẬP 5.6. Gọi o  là tằm của tứ giác ABCD =$• s o  là đường cao của hình chóp.

Vì ABCD là hình vuông cạnh a\/z nên AC = aV6  và Sabcd =  3a2 => >10 = ^ AC = ~Y'-

Xét tam giác SAO vuông ỏ o  có AO — và SA — aV3 =ỉ> s o  =
„ _ „  1 „ 1 a\/6 2 ữ3\/6
Suy ra: Vs.ABCD — S O .S a b c đ  — 3 - “ 2  a = 2
Đáp án đúng là D. □
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GIĂIBÀI TẬP 5.7. Vì tam giác SAB đều có cạnh AB = 2a nên SH — a \ /3. 

Suy ra: V s .A B C D  = \ - S H .S a b c d  = ị . a V ĩ . ^ a ) 2 = 4 q V^.
3 _Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 5.8. Vì SAL(ABC) nên góc giữa SB và mặt đáy là SBA  = 30°.
Xét tam giác ABC  vuô.ng ở B  có AB = a; AC = aV3 => BC =  aVĨ.
Xét tam giác SAỄ? vuông ỏ A có AB = tt và = 30° => SA =

v3

Suy ra: Vs.ABC =  ị . S Á . S ABC =  3 ' ^ p ’2 a-a^  =
Đáp án đúng là c. □

GIẢI RẦI TẬP 5.9. H aim ặtphẳng (SAB)t (SAC) cùng vuông góc với đáy nên SAX.{ABC) => 
góc giữa SB  và mặt dáy là SB A = 30°.
Xét tam giác SAB  vuông ở A có AB = a và SB A = 30° => 5Ẩ =

v3
c  I /  _  1  c  ^  c  1  a ^  a 2 y / 3  a 3Suyra: Vs.ABC =  -^-S A .S a b c  = g- —g— • 4  =
Đáp án đúng ỉàD. □

GiÁ/BÌ/ xập 5.J0. Vì SA±(j4BCT>) nên góc giữa 5 0  và mặt đáy là SOA = 60°.
Xét tam giác ABC vuông ở B có AB = a; j4ơ =  2a => BC = as/3.

X
Xét tam giác SAO vuông ỏ A có AO = -  AC = a và SOA — 60° => SA =  a\/3.

Suy ra: Vs.ABCD =  2 'S A .S a b c d  = g.a\/3.a.aV3 = áđ.

Dáp án đúng ỉà c. □

GIẢI BÀI TẬP 5.11. Kẻ SH±AB (H € AB). Vì (SAB)X(ABCD) nên SH±{ABCD).

Xét tam giác SAB  đều có cạnh AB = 3a => s u  = ^av^ .

c 1  o 1  3a\/3 , 2  9azV3
Suyra: Vs.ABCD = -^-SH .S a b c d  =  2 ' — 2  ) = — 2 ~ '
Đáp ấn đúng làB. n

GlĂlBẦITẬPỗ.Ẩé. Vi SH±(ABCD) =>■ góc giữa đường thẳng SA và mặt phẳng (ABCD) là 
SAH = 45°.
Gọi o  là tâm của hình chư nhật ABCD.

■ ' __ 2  2  1  _ 1
Ta có: í f  là ưọng tâm tam giác ABD => AH — ^AO = = -AC = a.
Xét tam giác ADC vuông tại D có AC = 3a, AD = 2a => DC = aV5.
Xét tam giác SAH  vuông tại H có AH = a, SAH  = 45° => SH  = a.

Suy ra: Vs.ABCD  = 2  -S H -S a b c d  =  i .a . 2 a.0 \ / 5  = ■ c
Đáp án đúng là c. □
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GIẢI BẦỈ TẬP 5.13. Gọi H  là trung điểm BC => góc giữa mặt phẳng (A'BC) và mặt đáy 
(ABC) là AỈHẴ = 30°.

_____  ỵ— s  ay/2
Xét tam giác ABC vuông cân tại A có BC — aV2 AB — AC — a va AH =

Xét tam giác A! AH vuông tại A có AH = A'H A = 30° =► AA' = —g—•
a-y/ 6  1  n a3 a/ 6

Suyra: Va b c .A'B'C' =  A A  .sA B C  — ~g~*2 a ~  12 ’
Dấp án đúng là D. □

GÍẢl BÀI TẬP 5.14. Gọi H là trung điểm BC => góc giữa {A'BC) và (ABC) là ÃĨHĂ = 45°. 

Xét tam giác ABC đều cạnh bằng a =s> AH =

Xét tam giác A'AH vuông tại A có AH = —ệ - , A'HA = 45° => A Ä  = .

c „ _  A A r c _a ^ >  a V 3 _  3 a3Suy ra: V a b c .A 'B 'C  = A  A  . s ABC — —2 ■ ~~ - ■ = -£~.
Đáp án đúng là A  □

Mr DẰi Tì nc  je  ’T ' Vti.AiB _  d{N\{AIB)) NC  1 1T,UIẢIBÀITẬP5.15. Ta co: I Z î j i  = f î g f ô g f f  = = H  v" w* ■

*n tk h â c , VÌ AM ¡I ßC  nên theû đinhlýTalettacó: ^  = 4 ^  =  ị  =î- A / =  ^ylC'
IL/ BC 2 3

=> Sa/b = = 2 ^-a a V ï -  —Q—-
c .. _ 1 „ . p __1 a2\/2 a3y/2 1 a3V2 _ a3V2
Suy ra: VS. ^ B = I  - ,  SMB =  ^  *  Va ĩsb  =
Đáp án đúng là A. □

GIẢI BÀI TẬP 5.16. Gọi o  là tâm của hình vuông ABCD và /  =  AC' n  so .  Mặt phẳng (P) đi 
qua AC' và song song vôi BD nên nó cắt mặt phẳng (SBD) theo một giao tuyến song song 
với BD => B'D' đi qua /  và B'D' II BD.
Ta có: I = A ơ  n  SO => /  là trọng tâm tam giác SAC => ~  =
EM đổ Vs.AB'C . SA  S B ' S ơ  = 1 . VS.AƠD' _  S A  s ư  s ơ  1

’ Vs.ABC S A ' S B  s c  3 Vs .acd  s a ' S D ' s c  3
=> V s .A B 'C 'D ’ = 2 ‘̂ 5.^BCŨ-

Suy ra: Vs.ABCD =  õ-S A .S a b c d  =  X-Û.a2.sin6û0 =  — => Vs.AB'C'D ' =  ” T^“ -_ , , , , >5 0 D laĐáp án đúng là B. □
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”  CHUYÊN ĐỀ 5.2 — --------- ------------------------------
Các b àỉ toán  về khoảng cách trong k h ông gian

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
Các loại khoảng cách trong không gian:

• Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng:

d (M; (P)) = M E  với H '€ (P) sao cho:

• Khoảng cách giữa đưòng thằng và măt phẳng song song:

' d (A; (p)) =  d. (Aí; (P)) với M  là điểm bất kì thuộc A.

• Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song:

d ((P); (Q)) = d (M; (Q)) vói M là điểm bất kì thuộc (p ).

• Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau:

d (a; Ei) =  AB vối A e a; B € ò sao cho AB±a và AB±.b.

B. CẮC DẠNG BẢI TẬP_____________________
Dạng 1: Khoảng cách từ  m ột điểm đến một mặỉ phẳng

Phương pháp giải:
Cho điểm M  và mặt phẳng (P). Ta cần tính khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng (P).

a) Phướng pháp 1: Ta cần xác định điểm H là chân đưòng vuông góc hạ từ M  xuống mặt 
phẳng (P), từ đó tính độ dài ME.

• Dạng 1: M là chân dường cao o  của hình chóp hoặc hình lăng trụ ban đầu
-  Bưốc 1 : Tìm đưòng thẳng a là giao tuyến của mặt phẳng (p) vói mặt phẳng 

đáy của hình ban đầu.
-  Bưdc 2: Xác định mặt phẳng (Q) đi qua M và vuông góc với a.
-  Bước 3: Xác đinh giao tuyến b của hai mặt phẳng (P) và (Q).
-  Bước 4: Xác định điểm H e b  sao cho MHLb.

• Dạng 2: M  khác chân đường cao o  của hình chóp hoặc hình lăng trụ ban đầu 
Sử dụng Ịã thuật đôi t ìn h  để chuyển từ việc tính khoảng cách d (M; (P)) sang 
việc tính khoảng cách d (o ; (p)).

-  Trường hợp 1 : nếu MO II (P) thì d (M; (P)) =  d (O; (p )).

-  Trưòng hợp 2 : nếu MO n (P) = ỉ  thì
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b) Phướng pháp 2: Khoảng cách từ điểm M  đến mặt phẳng (ABC) chính là đường cao k 
của hình chóp M.ABC. Khi đó:

VÍ DỤ 5.26. Cho hình chóp tam giác S.ABC có đáy là tam giác vuông tại B. Cạnh SA vuông 
góc với đáy. Biết rằngAB = a; BC = 2 a; SA = a%/3. Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt 
phẳng{SBC).

A .Ỉ  B . ĩ Ạ  C.2 D .ĩẠ
2 3 3 2

GIẢI.
* Cách I: Ta sử dụng phưdng pháp xác đinh chân đường vuông góc.

(SBC) là đường cao cùa hình chóp A.SBC, khi đó: d (A ; (SBC)) = ^A-SBC'
S$BC

T a có : Va .s b c  =  Vs.ABC =  ¿ .S A .5 U b c  =  ị s A . - A B . B C  =  ịa V z .a .2 a  =
Mặt khác: BC±AB  và Bc Ĩ s A =$> BC±{SAB) 4  BC±SB._______
Xét tam giác SAB  vuông tại A có: ISB = \/SA 2 + AB2 = Va2 4 - 3 a2 = 2 a.

Do đó: S s b c  = ị.SB .BC  = ^2a.2a = 2a2 => d(A- (SBC)) = ~ Ệ -  =
Vày đáp án là ỊàD.
Nhân xét: Mỗi phương pháp có ưu, nhược điểm riêng. Phương pháp 1 tính toán ít nhưng
phải vẽ thêm hình còn phương pháp 2  tính toán nhiều hơn nhưng không cần phải vẽ thêm 
hình. Do đó, tùy vào từng bài toán mà chúng ta chọn phương pháp giải cho phù hợp.

VI DỤ 5.27. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a và mặt bên tạo vôi đáy 
một góc 60°. Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC) ?

ữ \ / 3  3 ( 2  f i \ / 2

Vmabc = = |.d(A Í; {ABC)) .SABC => d(M ; (ABC)) = SVmABC
Sabc

K ẻA H ±SB (H eSB ).
Ta có: BC±ÀB  và BC±SA  => BC±(SAB)
=> BC1AH  mà AHLSD  => AH±{SBA).
Suy ra: AH là khoảng cách từ điểm A đến mặt 
phang (SBC).
Xét tàm giác SAB vuông tại A, đường cao AH\

1  1  1 1 1 4

c
Vậy đáp án ỉà là D.

A

B
* Cách2ĩ Ta sử dụng phương pháp thể tích.
Ta coi khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng
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GIẢI.
* Cách 1 : Ta sử dụng phương pháp xác định chân đường vuông góc.

Gọi 0  là tâm của tam giác ABC, M là trung điểm S
BC => SO là đường cao của hình chóp s. ABc. / k \
Vì A không phải ĩà chân đường cao của hình . /  /l\ \
chóp S.ABC nên ta sử dụng kĩ thuật đổi đỉnh: /  /: \  \

d(A-,{SBC)) AM /  l \  \
(ỉ (O', (SBC)) ~ OM /  \ \  \

=>d{A->{SBC))=3d{0]{SBC)). /  \ X  \
Kẻ OHLSM (Ế  G SM). AJ ........... ................................V
Ta có: BCXÀM  và BCLSO => BCL{SAM) => \  o f • T '
BC±OHmàOH±SM  => OHX{SBC). \
Suy ra: OH là khoảng cách từ o  đến (SBC).
Vì BCl(SAM ) nên góc giữa mặt phẳng (SBC) và (ABC) la SMA = 60°.

 * .s QyJ3  X a \ / 3
Tam giác ABC đều canh bằng a =» AM  = — - => OM = £ AM =2 3 _ 0ỵõ
Xét tam giác OHM vuông tại H có: OH = OM. sin OMH =  ~ ~ . sin 60 = ^ .

Vậy, khoảng cách từ A đến mặt phẳng [SBC) là: d (A; (SBC)) = Zd (ỡ; (SBC)) = 
VậyđảpánlàlàB.

* Cách 2 ; Ta sử dụng phương pháp thể tích.
Ta coi khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (SBC) là đường cao của hình chóp A.SBC,
khi đó: d {A; (SBC)) = g .

Ssẹc
Xét tam giác SOM vuông tại o  ta có:

SO = OM.t‘àũ.ỐMS — tan60 = !  =» SM  = ^/SÕĩ ỴÕ M ĩ  = \ / ị  + ^  = -ự=

  - , ____ 1 l o  \/3 Q? \/3
Thể tích khối chóp A.SBClà: V .̂SBC = V .̂yiBc = i.SO .S/tsc ==  3 ' 2 ' 4"~" =  ~ 2 4

1  l a  a2\/3
và diên tích tam giác SBC  là: SSBC = -r-SM.BC = a = —T—.

2  2  y'S D

Suy ra: khoảng cách từ A đến măt phẳng (SBC) là: d {A\ (SBC)) = à v3 4
G

Vậy đáp án ỉà là B.

VÍ DỤ 5.28 (Đe Aíin/t /íỌfl THPTQG 2017). Cho hình chóp tứ giác 3.ABCD có đáy là hình
vuông cạnh aự2. Tamgiác SAD cân tại s  và mặt bên (SAD) vuông góc vởi mặt phẳngđáy.

* ? * * '  í  
Biết íhế tích khôi chóp S.ABCD bằng Tính khoảng cách h từB đên mặt phang (SCD).o

2a  D 4a ^  8a 3a
3 3 c  3 a  4
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GÌẢL
* Cách lĩ Ta sử dụng phương pháp xác định chân đưòng vuông góc.

Kẻ SHLAD (H (=AD)=>H là trung điểm AD. 
Mặt bên (SAD) vuông góc với đáy (ABCD) =>■ 
SHÌầ đường cao của hình chóp S.ABCD.
Vì B không phải là chân đường cao của hình 
chóp S.ABCD nên ta sử dụng kĩ thuật đổi đỉnh:

d (B\ (SCD)) =  d (A; (SCD)) =  2 d (H\ (SCD)).

Kẻ HKLSD  (K € SD).
Ta có: CD±ÂD và CD±SH  => CDl(SẢD)
=> CDXHK mà H K 1 SD => HKl(SCD).
Suy ra: HK  là khoảng cách từ điểm H đến mặt 
phẳng (SCD).
Mặt khác: ABCD là hình vuông canh bằng 

ay/2  => H D  =  —~  và S a b c d  =  2o2.
___  4a3

Vì thể tích của khối chóp S.ABCD là -Ỵ- nên

SH SaĨ cd Xét tam giác SHD vuông tại H với đường cao HK, ta có:

o 4 3
=  3 V s . a b c d  __ 3 °  _

S a b c d  2  o 2
= 2  a.

1  1  1  

HK 2 “  HS2 + HD2

Vậy, khoảng cách từ B  đến mặt phẳng (SCD) lh:d(B\ (SCD)) = 2,— =
Vậy đáp án là ìàB.
* Cách 2: Ta sử dụng phương pháp thể tích.
Ta coi khoảng cách từ điểm B đến mặt phẳng {SCD) ỉà đưòng cao của hình chóp B.SCD,
khi đó: d (B ; (SCD)) = ~ S-5CP.

S s C D

T ' Xỉ _  tr _ 1 TJ- 1 4ữ3 2ữ3ra co: Vq.scd =  Vs.BCD =  =  2 ' “3 “ =  ~3 _ '

Xét tam giác SHD vuông tại H ta có: SD — y/SH '1 + HD2 = JAá2 4- — = —k.
V 2 y2

ViCD±{SAD) = > C D X SD nênSscD  = ị .C D .S D  =  - .  —  .a ự ĩ  = — .
2  2  y 2  2

Suy ra: khoảng cách từ B đến mặt phẳng (SCD) là:

d(B;{SCD)) =
2  3

_  3V b .s c d  _  ' 3 a  _  4a  

S s c d  3a2 3

'Vày đáp ấn là là B.
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Dạng 2: Khoảng cách gỉữa hai đưàng thẳng chéo nhau
Phường pháp giải:

Cho hai đường thẳng chéo nhau a và ỉ>. Ta cần tính khoảng cách giữa hai đường thẳng. •

a) Trưòíng hỢp 1: Nếu avầb  vuông góc với nhau thì ta xác định đoạn vuông góc chung 
AB của hai đường thẳng, từ đó tính độ dài AB.

• Bước 1: Dựng mặt phẳng (P) chứa 6 và vuông góc vói a.
• Bước 2: Xác định giao điểm A = a n  (P).
• Bước 3: Xác đinh điểm B eb  sao cho AB±b.

b) Trường hợp 2: Nếu avằb không vuông góc vói nhau thì ta dựng m ặt phẳng (p) chứa b 
và song song với a. Khi đó: d (a; b) = d (a; (P)).

VÍ D ự 5.29. Cho tứ điện OABC có các cạnh OA, OB, o c  đôi một ưuông góc với nhau và 
OA =  OB = o c  — a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng OA và BC.

B a~3 C S
D.

GIẢI.
Gọi D là trung điểm của BC => UL)±BU. 
VÌOAXOBvKOA±OC=* OA±{OBC) => OAXOD. 
Suy ra: OD là đoạn vuông góc chung của hai đường 
thẳng OA và BC => OD = d(OA\ BC).
Xét tam giác OBC vuông cân tại o  ta có:

at/ 2OD =  ~BC = ịV O B 2 + OC2 = L

Vậy khoảng cách giữa hai đưòng thẳng OA và BC là: 
ay/2

VậyđắpánỉàỉàA.

SA±  (ABCD) và SA  = a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẩngSC ưà BD.

c. a.'J3
2 6 

GIẢI. Kẻ OH±SC (H 6  sơ ).
Ta có: BDXAC và BD±SA => BDX(SAC) => BD±OH.
Suy ra: OH là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng BD và s c  ■ 
Vì ABCD là hình vuông canh a nên AC =  aV2 .
Kẻ AKXSC K  € s c .
Xét tam giác SAC  vuông tại A có:

1

AỈO
1  1  

AS2 + AC2 a2 + 2  a2

3
2 a2

D. a%/3

OH =  d{BD\SC).
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VÍ DỤ 5.31. Cho tứ diện OABC có các cạnh OA,OB, o c  đôi một vuông góc với nhau và 
OA = OB = o c  = a. Gọi ỉ  là trung điểm của BC. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 
AI vàoc.

a
A ĩ B- ĩ c 4 j

1 / 5

_ Ị _  
OH2

1 1 
OA2 + OD2 a2 a2 o2

5 _/ẽ
Vây khoảng cách giữa ÁI và o c  ỉà: .

5

D .5?-
4

GIẢI.
Kẻ /D ỊỊ 0(7 {D e 05).
=> d {ÀlyOC) = d (OỚ; (AD/)) =  d(0; (AO/)).
Kẻ 0# _LAD (ff 6 AD).
Ta có: /£> II ơ ơ  và 0C1.0B  => IDLOB mà 
IDLOA =>■ /ZXL(j40fi) => JĨ?±OíT mà OHLAD 
= > 0 //-L(>4£>/) =ỉ> ơ i í là  khoảng cách từ 0  đến mặt 
phẳng (ADỈ).
Xét tam giác AOD vuông tại o, đường cao OH ta 
có:

Vậy đắp án là ỉầc .

VÍDỤ 5.32. Hình chóp s. ABC D có đáyABCD ỉàhình vuông tâm o  cạnh a. Biết SAI. (ABCD) 
và SA = a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AC và SD.

A. a\/2 B. aVẽ
G

ay/ĩ ay/z
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GIẢỈ.

e DE) và kẻ AH±SK

Kễ DE II AC {B e AB).
Suy ra: d{AC\SD) = d{AC\{SDE)) = 
d(A; (SDÈ)).
Ke AK±DÉ ục 
{H € SK).
Tacó:DÉ±AKvằDELSA^> DEL(SAK) 
=> DE±AH  mà A H lS K  => AH±(SDE) 
=£• AH là khoảng cách từ A đến (SDB),
Ta có: AE II CD và ĐE |Ị AC => AEDC là 
hình bình hành =p- AB = CD =  a.
Xét tam giác AED vuông tại A có:

1
AK2 

=► AK =

_ Ị _  1
ÃẼ2 +  AZ?2

-  —  —  -  2.
a2 a2 a2

a%/2

1
AH2

1 1 
AS2 + Air2

—7» =  ---- ------ .
2

Xét tam giác SAK  vuông tại A có: 

a\ /3
= 9. + 2 = => AH -ăz a a*

~2

Vậy khoảng cách giữa hai đưòng thẳng AC và SD là:
Vậy đắp ấn là là D.

c . BÀI XẬP T ự  LUYỆN

BÀI XẬP 5.17. Cho tứ điện ABCD có AD±{ABC) và AC = AD -  4a, AB = 3a, BC = 5a. 
Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (BCD)?

6a B. Vệạ
VĨ7

c. 1 2 a

ì/34
D. 2\/3a 

. 17

BÀI TẬP 5.18. Cho hình chóp S.ABGD có đáy là hình thoi cạnh a, SA±(ABCD). Gọi M là 
trung điểm BC. Biết SAD  = 120°, SMA  = 45°. Tính khoảng cách từ D đến mp {SBCyt

A.
(ly/ 6 B. aựẽ c. a\/6

2

3 aBÀI XẬP 5.19. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. Biết SD = y ,  hình
chiếu vuông góc của s  trên mp(ABCD) là trang điểm cạnh AB. Tính khoảng cách từ A đến 
mp (SBD).

a\/3 c
£ỉ\/ĩ5 D. <2\/7
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BÀI TẬP 5.20. Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông tại B ,B A  =  3a, BC = 4a, mặt 
phẳng (SBC) vuông góc với mặt đáy (ABC). Biết SB = 2ay/3 và SBC  = 30°. Tính khoảng 
cách từ B đến mp(SAC) theo a.

A av^  B 6av^  c  D a' ^
' 2  * 7 ' 2  ' 4

BÀI TẬP 5.21. Cho hình chóp S.ABC có ABC là tam giác đều cạnh a, SA vuông với (ABC), 
SA = a. Tính khoảng cách giữa AB và SỮ?

. a ự õ ĩ  n  2 a V 2 Ĩ  „  2 a \ / 2 Ĩ  ^  a \ / Ĩ 4A. B. — -—  c. ——— D.7 7 21 7

BÀI TẬP 5.22. Cho hình chóp S.ABG có ABC là tam giác đều cạnh a, SA vuông vổi (ABC), 
góc giữa SB  và đáy bằng 60°. Tính khoảng cách giữa AC và SBĨ

. u\/3 a V 2 Ci-s/ĩs a-ựĩA. B. —T— c. — D.
2 . 2  5 7

BÀI TẬP 5.23. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA vuông góc 
với mặt phẳng (ABCD), góc giữa s c  và mặt phẳng (ABCD) bằng 45°. Tính khoảng cách 
giữa hai đường thẳng SB i AC.

a\/ĨÕ p ai/s _ a\/Ĩ5 a\/ĨÕ
' 10 ' 5 ■ 5

BÀI TẬP 5.24. Cho hình chóp S.ẢBC có đáy là tam giác vuông cân tại A. Mặt bên SBC  là 
tam giác đều canh a và mp (SBC) vuông góc vối đáy. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 
SA, BC.

A Qv/Î  B ^  . g y /s
' 2  ' 6  * 2 ‘ 4

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẢI BÀI TẬP 5.17. Kẻ AK±BC  và AHXDK => AH = d(A\ (BCD)).
T -■ 1 1 _ Ị _ _ _ _ Ị _  J L _  1 _  1 1 1 _  17

a C0: AH2 ~ AD2 + AK2 ~ AD2 + AB2 + AC2 ~  9a2 +  16a2 + 16a2 “  72fl2
^  Í T  _  1 2 ữ—ỉ* Aỉỉ — —t—.

\/34
Đáp án đúng ìàc. □

GIẲỈBÀI TẬP 5.18. Vì AD II BC nên d(D; {SBC)) = d(A; (SBC)).
Kẻ AHLSM  => = d(A; (SBC)).

Ta có: tam giác ABC đều cạnh a => AM  = => SA = => AH =
Đáp án đúng làc. □

GĨẲIRẦITẬP5.19. Kẻ HK±BD  và HE±SK =>HEz= d{H\ (SBD )).

Ta có: HK  = HB. sin KBH  = —-  => HE  =  I  => d{A; (SBD )) = 2d{H] (SBD )) =  —.
Đáp án đúng là B. □
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GIẢIBÀ1 TẬP 5 .20K ẻ HDLAC và HKLSD =$■ HK = d{H; (SÁC)).
Vì BH  = SB. cos SBC  =  3a=»B C  = =* d(B, (SAC)) = 4d(í/; (5AC)).

Ta có: AC =  5a; HC = a =► HD = ^  => => d(5; (SAC)) =5 14 '  ' '  -7 _
Đáp án đúng /à B. □

GIẢI BÀI TẬP 5.21. Vẽ hình bình hành ABCD.
=» d(AỔ; SC) =  d(AB; (5Ơ2?)) =  d(A; (5C£>)).
Kẻ ÀELCD và AHLSÈ  =* i4Ớ = ¿(Á; (SCp)).

Ta có: AB =  và SA =  a => AH = => d{ẠB\ s c ) =
Đáp ấn í?úrcg laA  □

GIẢI BẦI TẬP 5.22. Vẽ hình bình hành ABDC.
. => d(AC; si?) = d(AƠ; (S£i5)) = d(A; (SBD)).

Kẻ ÀK±BD  và i4fr±5Ìr =*■ ÁH =  d (i; ( s s á ị ) .

Ta có: AK = và SA = ai/ã  =► => ¿(ACịSS) =  ^ 5 ? .
2  5 5 _

Đáp án đúng là c. □

GIẦIBÀI TẬP 5.23. Kẻ đường thẳng d đi qua B vá song song với AC.
Kẻ AMLd và AH±SM. => d(AC-, SB ) =  d(AC\ (SMB)) = CÍ(A; (SMB)) =  AH.

Ta có: 5-4 = AC = 2o và AM = -Ị= =► AH = => d{AC\SB) =
v2 5 5

Đáp á« đúng /à D. □

GLỈÍ BÀI TẬP 5.24. Gọi ÍT là trung điểm BCvàkẻ HKLSA  => ÍT/C là đoạn vuông góc chung 
củaB C vàS A
Ta có: AH = !  vkSH  = =i> HK = — ■ => d(BC; SA) = -
Đáp án đúng là D. □
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-CHƯƠNG 6----  -----—-----------
KHốI TRÒN XOAY

r  CHUYÊN ĐỀ 6.1 ------------------------------
Hình nón

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT

1. Điểm o  được gọi là (tình của hình nón,

2. Đường tròn tâm ỉ, bán kính r được gọi là mặt đáy.

3. Độ dài h = Oỉ được gọi ià chiều cao của hình nón.

4. Độ dài đoạn thẳPi;' — ỈM  được gọi là đường sinh của 
hình nón.

5. Diện tích xung quanh của hình nón s xq = TỉTỈ.

6. Thể tích của khối nón tròn xoay là V — i iĩT2h.

7. Giữa r, l, h có mối liên hệ r 2 + /|2 =  ử.

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VÍ DỤ 6.1. Một hình nón có đường sình bằng 2a và thiết diện qua trục ỉà tam giác vuông. 
Tính diện tích xung quanh s  của hình nón và thểtích V của khối nón.

A = 2V W , V  = B. sxq «  v W ,  V =

c. = 2ựiita2, V = D. s xq = ựĩira? , V = Ũ ĩẺ .
0 ố
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GỈẴĩ. Do thiết diện qua trục của hình nón là tam giác vuông nên AO ỈM  vuông cân tại I. Suy
ra h  =  T  = -4=  = aV2 nên 

V2

Sxq = -rr .a V 2 .2 a  = 2V 2TTO2 , V = ị ( a \ / 2 ) 2 .a y /2  = 2V2a3
3 3

Vậy đáp án đúng làc. □

VÍ DỤ 6.2. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a và góc giữa mặt bên và 
đáy bằngG0Ũ, diện tích xung quanh của hình nón đỉnh s  và đáy là hình tròn nội tiếp tam giác 
ABC là.:

,  7Ta2 „  Tỉa2 „  7Ta2 57TÍ12A. —  B. —— c. —— D. ——
6 4 3 6

y/3GIẢI. Goí 0 là tâm đưòng tròn nôi tiếp tam giác ABC. Do AABC  đều canh a nên OM — —0
vối M là trung điểm của AB. Vĩ góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng 60° nên SMO = 60° =>
SM = 2OM = -^= . Do vây, 

v3

„  a\/3 <1 Tra2s xq = 7Ĩ.OM .SM  =

VậyđắpánđúngỉàA . □

c. BÀI XẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 6.1. Gọi l, h, r lần lượt là độ dài đường sinh, chiều cao và bán kính mặt đáy của hình 
nón. Đẳng thức luôn đúng là:

A.l = h B,r = h C .l2 = h? + r2 D. r 2 = h2 + 12

BÀI TẬP 6.2. Gọi ỉ,h ,r  lần lượt là độ dài đường sinh ,chiều cao và bán kính mặt đáy của hinh 
nón.Đẳng thức nào sau đây luôn đứng?

A. I2 = hz + R2 B.Ì = -^ + 4 ĩ c. R2 = h? + ử D. ỉ2 = hr
l Ầ if*

BÀI TẬP 6.3. Gọi z, h, R  lần lượt là độ đài đường s in h ,chiều cao và bán kính mặt đáy của 
hình nón.Diện tích xung quanh s xq của hình nón (W) là:

A. lĩRh B. TĩRL c. 2-k r i  D. 7ĩỉì2h

BÀI TẬP 6.4. Gọi l, h, AÌần lượt là độ dài đường sinh ,chiều cao và bán kính đáy mặt đáy của 
hình nón.Diện tích toàn phần Stp của hình nón (N) là:

A. 7TÌĨÍ +  7tR 2 B. 2iĩRl + 2tĩíử  c . irRl +  2tvR 2 D. tĩRÌl +  TĩR2
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BÀI TẬP 6.5. Gọi ỉ, h, r lần lượt là độ dài đường sình ,chiều cao và bán kính mặt đáy của Mnh 
nón.Thể tích V của hình nón {N) là:

A. ịĩrR2h B.7TÌ?2/i c . iĩB?l D.
3 3

BÀI TẬP 6.6. Cho hình nón có bán kính đáy là 4a chiều cao là 3tt. Diện tích xung quanh của 
hình nón là:

A. 2ŨTTCL2 B. 4Ũ7Ta2 c. 247ro2 D. 12ira2

BÀI TẬP 6.7. Cho hình nón có bán kính đáy là 3o chiều cao là 4a. Thể tích của khối nón là: 

A. 2l7ra3 B. 367ra3 c. 157ra3 D. 127TŨ3

BÀI XẬP 6.8. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có canh đáy bằng a và chiều cao bằng 2a, 
diện tích xang quanh của hình nón đỉnh s  và đáy là hình tròn nội tiếp ABCD là:

A 7ra2 £ 3ĩra2 ĩra2'/ Ĩ7  ^  Tra2y/Ĩ7
' ~2~ 2 ■ 6 ■ 8

BÀI TẬP 6.9. Thiết diện qua trục của hình nón là một tam giác vuông cân có. cạnh huyền 2a. 
Thể tích của khối nón bằng:

Ạ   3  -D 2 7 r ° 3  n ữ 3  3A. Tĩà B. ’ c. —— D. 2na
3 3

BÀI TẬP 6.10. Diện tích toàn phần của hình nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến đưòng 
sinh bằng \/3 và thiết diện qua trục là tam giác đều là:

A. 127r B. 207r c. —  D. —
3 3

BÀI TẬP 6.11. Hình nón có đưòng sinh ỉ , góc giữa đường sinh và mặt phẳng đáy ỉà 30°. Diện 
tích xung quanh của hình nón này là:

A 7ĩựzl2 ^  7Ty/3t2 ^ lĩựĩl“1 ^  7Ty/ỉl2A. -------  ũ. “ 11 Ư,  —
8 6 4 2

BÀI TẬP 6.12. Trong không gian cho tam giác OAB vuông tại o  có OA = 4.,OB = 3. Khi 
quay tam giác vuông OAB quanh cạnh góc vuông OA thì đường gấp khúc OAB tạo thành 
một hình nón ưòn xoay. Diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích cùa khối nón 
lần lượt là:

A. 157T; 24ĩt; 125T A. 15tt; 24tt; 6tt A. 157T; 247T; 147r A. 15n; 24tt; 2n

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BẰỈ TẬP 6.1 . Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 6.2. Đáp án đúng là A. □
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GIẢI BÀI TẬP 6.3. sxq =  7ria.
Đáp án đúng ỉàB. □

GIẢI BÀI TẬP 6.4. Ta có công thức: stp = Sxq + 5'dáy = lĩỉil + nR2.
Đáp án đúng là A □

GIẢIBẦỉ TẬP 6.5. Ta có công thức: vnán = ^nR2h.
Đáp án đúng ỉàA. □

GIẢI BÀI TẬP 6.6. Ta có:

SXIỊ =  1TỈU = lĩAa.l — Aaiĩ \ /h 2 + R2 =  4ữ7T\/9a2 -f- 16a2 — 4d.7T.5a — 20ira2 

Đáp án đúng là A. □

GIẢI BẦI TẬP 6.7.
Vnàn = }-ĩĩR2h = 7̂r9a2.4a = 12ĩra3 ổ ó

Đáp án đúng là D. □

GIẢI BAI TẬP 6.8. o  là giao điểm hai đưồng chéo của hình vuông ABCD. M là trung điểm 
của AB.
Ta dễ có OM = -^ ;S M  = V ò m 2 + s o 2 = ặ  .

„ __ _ a 3tt 3?ra2s xq -  -K.OM.SM -  7T. 2

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 6.9.

R = d]h = a=>v = Ỉ7T R?h = —3 3
Đáp án đủng ỉàc. □

GIẢI BÀI TẬP 6.10. AB là đưồng kính đáy, 0 là trung điểm của AB. Do thiết diện qua trục
là tam giác đều => AB = AS = BS. Gọi H là hình chiếu của o  lên SA => OH = \fị.
OH = OAsin{60°) => OA — 2\SA = AB = 20A = 4

stp = tt.2.4 + ir.22 = 12n
Đáp án đúng làA. □

GIẢI BẦITẬP 6.11.
^  _  „ _  ir.ựsi2

Đáp án đủng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 6.12. Thể tích khối nón: V = ịĩĩR 2h .
Đáp án đúng ỉà A. □
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r  CHUYÊN ĐỂ 6.2
Mặt trụ

A. TÓM TẮT LÝTHUYẾT
A

1. Đưòng tròn tâm A, bán kính r và đường tròn tâm B, 
bán kình T  được gọi là hai đáy của hình trụ.

2. Độ dài l — CD được gọi là đường sinh của hình trụ.

3. Độ dài h = AB được gọi là chiều cao của hình trụ.

4. Diện tích xung quanh của hình trụ s iq — 7Trỉ..

5. Thể tích của khối nón tròn xoay là V -  TĩT2h.

6. Giữa l y h có mối liên hệ h = 1.

h

ơ

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

VÍ DỤ 6.3 [De Minh họa THPTQG 2017). Từ một tấm tôn hình chữ nhật kích thước 50cm X 
240cm, người ta làm các thùng đựng nước hình trụ có chiều cao bằngSOcm, theo hai các sau 
(xem hình minh họa dưới đây):

• Cách 1: Gò tấm tôn ban đầu thành mặt xung quanh của thùng.

• Cách 2: Cắt tấm tôn thành hai tấm bằng nhau, rồi gồ mỗi tấm đó thành mặt xung quanh 
của một thùng.

Kí hiệu V\ là thể tích của thùng gò được theo cách ỉ và Vi là tong thể tích của hai thùng gò
được theo cách 2. Tính tí số V2

GIẢI. Chu vi đáy hình trụ theo cách 1 ià 2irn =  240.
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Chu vi đáy hình trụ theo cách2ỉà27rr2 =  120. Do đó ri =  2r2. Suy ra

Vi =  T ĩrị.h\ V-ì -  2 iĩr ị .h  => y -  =  £ =  2.

Vậy đáp ấn đúng ỉàc . Q

VÍ DỤ 6.4 [Đe Minh họa THPTQG 2017).. Trong không gian cho hình chữ nhật ABCD có 
AB = 1 và AD =  2. Gọi M, N  ỉần lượt ỉà trung điểm AD và BC. Quay hình chữ nhật đó xung 
quanh trục MN, ta được một hình trụ, Tĩnh điện tích toàn phần Stp của hình trụ đó.

A  Stp — 4tt B. Stv = 1% c  Stp = 6ĩt D. Sty — 1Ọ7T

AD _GIAI. Đường sỉrih của hình trụ 1 à í =  AB = 1, bán kính mặt đáy là r = = 1. Do đó diện
tích toàn phần của hình trụ là

Stp — 2irl +  2tĩt =  4ĩr.

Vậy đắp án đúng ỉàA. □

c. BÀI TẬP Tự LUYỆN

BẰI TẬP 6.13. Gọi h, R lần lượt là độ dài chiều cao và bán kính đáy của hình trụ đứng (T). 
Diện tích xung: quarih Sxq của hình trụ (T) là

A. SXq = 2iĩRh  B. Sxq =  lĩR h  c .  SX,J =  ^7ríyi D. S XIỊ — 7rR2h

BÀI TẬP 6.14. Gọi ỉ, h, R lần lượt là độ dài đường sinh, chiều cao và bán kính mặt đáy của 
hình trụ (T). Diện tích toàn phần Stp của hình trụ (T) là

A. Stp — 2-kRỈ +  2’KĨỆ . B. Stv = lĩRh  +  ttR 2

c . Stp = ĩrRl + 2tcR2 D. Stp = n R 2h +  nR 2

BÀI TẬP 6.15. Gọi h, r lần lượt là độ dài chiều cao và bán kính đáy của hình trụ (T). Thể tích 
V của khối trụ {T) là:

A. V =  ị i ỉ ỉửh  B. V =  ị i ĩ ỉửh  c . v  =  47tR3 D. V = nỉửh

BÀI TẬP 6.16. Cho hình trụ đứng có bán kính đáy 5 cm , chiều cao 4 cm.Diện tích toàn phần 
của hình trụ này là:

A. 907r(em2) B. 927T(cm2) c . 947r{cm2) D. 96-7T(cm2)

BÀI TÂP 6.17. Cho hình trụ có bán kính đáy 6 cm , chiều cao 10 cm.Thể tích của hình trụ là: 

A. 32Ũ7r(cm3) B. 36Ũ7r(cm3) c. 3407r(c7Ti3) D. 30Ũ7r(cm3)
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BÀI TẬP 6.18. Hình trụ (T) được sinh ra khi quay hình chữ nhật ABCD quanh cạnh AB. 
Biết AC = 2a\/3 và Ấ c ầ  = 45°. Diện tích toàn phần 3tv của hình trụ (T) là:

A. Stp = 16ĩra2 B. Stp — 8-ĩĩa2 c. s tp = 12 ĩra2 D. s tp = 24na2

BÀI XẬP 6.19. Cho hình trụ đứng có bán kính đáy bằng R và chiều cao bằng Mặt phẳng

(q) song song với trục của hình trụ và cách trục một khoảng bằng y .  Diện tích thiết điện của 

hĩnh trụ vối mặt phlng («) là:
A 3 R 2V Ỉ  _ 2 R 2 V 3  -  3 R 2 V 2  _  2 R 2 ự 2B ^ v _ v _  c ^ _ v _  D _ ~ _ v _

BÀI TẬP 6.20. Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'Ơ  có cạnh bên AA' =  2a. Tam giác ABC  vuông 
tại A có BC = 2a\/3.Thể tích của khối trụ ngoại tìếp khối lâng trụ này là:

A. 6?ra3 B. 4-rra3 c . 2Tra3 D. 87ra3

BÀI TẬP 6.21. Cho hình trụ có bán kính R. AB, CD lần lượt là hai dây cung song song với 
nhau và nằm trên hai đường tròn đáy có cùng độ dài bằng R \/2. Mặt phẳng (ABCD) không 
song song và cũng không chứa trục của hĩnh trụ! Khi đó tứ giác ABCD là hĩnh gì ?

A. Hình chữ nhật B. Hĩnh bình hành c. Hĩnh vuông D. Hình thoi

BÀI TẬP 6.22. Cho hình lãng trụ tam giác đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h. Khi 
đó thể tích của khối ừ ụ  nội tiếp lãng trụ sẽ bằng:

n h a 2 7r / i a 2 2 ĩr h à ỉ  D  ị i r h a ,2

2 3 ■ 9 ' 3

BÀI TẬP 6.23. Thiết diện qua txục của hình trụ (T) là một hình vuông có canh bằng a. Diện 
tích xung quanh s xq của hình trụ (T) là:

A. Tra2 B. ^7ra2 c . 2iĩa2 D. a2
2

BÀI TẬP 6.24. Một hình trụ (T) có điện tích xung quanh bằng Air và thiết diện qua trục của 
hình trụ này là một hình vuông. Diện tích toàn phần của (T) là:

A.87T B. 12tt c. IOtt D. 6tt

BÀI TẬP 6.25. Một hình trụ đứng có bán kính bằng 5 cm và chiều cao bằng 7 cm. cắt khối trụ 
bằng một mặt phẳng song song vởi trục và cách trục 3 cm. Diện tích thiết diện tạo bởi khối 
trụ và mặt phang bằng:

A. 52 cm2 B. 54 ơni2 c. 56 crri2 D. 58 C7rc2
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BÀI TẬP 6.26. Cho hình trụ đứng có bán kính R\ AB\ CD lần lượt là hai dây cung song song 
với nhau nằm ưên hai đưòng tròn, đáy có cùng độ dài là Ry/2. Mặt phẳng (ABCD) không 
song song và cũng không chứa trục của hình t r ụ , góc giữa (ABCD) và mặt đáy bằng 30°. 
Thể tích khối trụ bằng:

A TĩR3\/Q ^  TỉR̂ y/Q ^  7ri?3V3 ^  kR2\/2A. --- ----- D. --- ----------------------------- ~z---  Ư. ---- -----
3 2 6 3

BÀI TẬP 6.27. Một hình trụ có chu vi của đường ưòn đáy 4ĩra, chiều cao G. Thể tích của khối 
ừụ này bằng:

A. 4ĩra3 B. 27ra3 c. Iổ7ra3 D. ~7ra3

BÀI XẬP 6.28. Hình trụ có bán kính đáy bằng 2 V3  và thể tích bằng 24Tĩ. Chiều cao hình trụ 
này bằng:

A. 1 B. 6 C.2V3 D. 2

BÀI TẬP 6.29. Một khối trụ có thể tích bằng 20. Nếu tăng bán kính đường tròn đáy lên hai 
lần thì thể tích của khối trụ mới là:

A. 60 B. 40 c. 80 D. 120

BÀI TẬP 6.30. Một hình trụ có đưòng kính đáy bằng vâi chiều cao của nó. Hỏi nếu thể tích
2

của khối trụ bằng — thì chiều cao của hình trụ là bao nhiêu?7T

A. \/24 B. 2 c. \/2 D. \/Ã

BÀI TẬP 6.31. Cho hình trụ nội tiếp ưong hình lập phương có cạnh bằng X .  Tỷ số thể tích 
của khối trụ và khối lập phương ưên là:

A n TI K _ TT ^  2A. ~ B. ^  c .r -  D. ~
4 2 12 3

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP 6.13. Hình trụ đứng có độ đài đường sinh l = h.
Đáp án đúng ỉàA  □

GIẲỈ BÀI TẬP 6.14. Đáp án đúng là A. n

GIẢI BẦITẦP 6.15. Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢI BÀI TẬP 6.16. Hìrih trụ đứng có Stp = 2irRh + 2irR2.
Đáp án đúng ỉàA  □

GIẢI BÀI TẬP 6.17. Hình trụ có V = TĩR2h.
Đáp án đúng ỉàB. □
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GIẢI BÀI TẬP 6.18. ABCD là hình vuông, h = AB = BC = r = = aVẽ.

Hình trụ có Stp — 2iĩrh + 2-ĩĩr 2,
Đáp án đứng ỉàD. □

GIẢI BẦI TẬP 6.19. Thiết diện là hình chữ nhật có 1 canh, bằng chiều cao h của khối trụ,
canh còn lại là độ dài đây cung của hình tròn bán kính R cách tâm một khoảng bằng --.
Đáp án đúng ỉàA. - □

GIẢI BÀI TẤP 6.20. Mặt đáy của khối trụ ngoại tiếp lăng trụ là đưòng tròn ngoại tiếp tam 
giácABC. Bán kính của đưòngtròn này là R =  = aV3.
Đáp án đúng làA. □

GIẢỈ BÀI TẬP 6.21. 'Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 6.22. Mặt đáy của khối trụ ngoại tiếp lăng trụ là đường tròn ngoại tiếp tam
giác đều ABC. Bán kính của đưòng ưòn này là R = -^=. Đường cao khối tru là h.

v3
Thể tích khối tr ụ : V = 7rR2h,
Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 6.23. Đáp án đúng là A  □

GIẢI BÀI TẬP 6.24. Đáp ấn đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 6.25. Đáp án đúng là c. □

GIẢI BÀI TẬP 6.26. Đường cao khối trụ là h =  Ry/3. tan -  = — ■

Thể tích khối trụ : V = TĩR2h.
Đáp án đúng là A. □

GIĂI BÀI TẬP 6.27. Đáp án đủng là A. □

GIẢI BÀI TẬP 6.28. Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢI BÀI TẬP 6.29. Khối trụ có V =  TĩR2h. Nếu tăng bán kính ỉên 2 ỉần thì thể tích khối trụ 
sẽ tăng lên 4 lần.
Đáp an đúng là c. □

GĨẢIBẦITẨP 6.30. Chu vi đưòng ừòn đấy bằng chiều cao h. Bán lánh R = Thể tích2tt
/i3

v - | '  „
Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 6.31. Bán kính đường tròn đáy của trụ là R — ^ .
Đáp án đúng là A. □
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r  CHUYỂN ĐỀ 6.3
Mặt cầu

A. TÓM TẮT LÝTHƯYẾT
1. Mặt cầu S{0 : R) là tập hợp các 
điểm M thỏa mãn OM = R.

2. OH\ < R  thì (Pi) cắt (5) theo một 
đưòng tròn có bán kính r thỏa man

8. Mặt cẫu (S) có bán kính R, khi đó 
thể tích và diện tích của (5) là

s  =  471-i?2, = --itR3
3

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP

v í  DỤ 6.5. Cho hình chóp S.ABCD có đáyABCD là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với đáy, 
SB = u\fĩ. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD

A .s = T r a 2  „  B.v — Íttíí2 c .v  = 4 i r a 2  D .v = 2wa?

GIẢI. Gọi /  là tâm của đáy ABCD và M  là trung điểm SA. Tâm của khối cầu ngoại tiếp hình 
chóp là o  là giao điểm của mặt phẳng trung trực của SA và đường thẳng qua I  và vuông góc 
với đáy (ABCD).
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3. OH2 = R thì (P2) tiếp xúc (5), (P2 ) 
được gọi là tiếp diện của (5).

4. OH3 > R thì (P3) không cắt (5).

5. OKỵ < R ứủ Aị cắt (s ) theo đây 
cung ẢB thỏa mãn (Pi)
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Do Si4 -L (ABCD) nên OI AM  lập thành một 
hình chữ nhật. Ta có

SA =  ự S B 2 -  AB2 =  V3a2 -  à2 = aV2

nên AM  = ”  = ~{r~' Lai có ABCD là 
2 2

hình vuông nên tâm I  của đáy là giao điểm hai 
đường chéo AC, BD. Do đó

A / = * 4 C = Ĩ #
2 2

Suy ra bán kính hình cầu ngoại tiếp hình chóp:

R = OA =  -ự AM2 +  AI2 = a 

Do vậy diện tích mặt cầu là V = 4irR2 = 4x0*. 

Vậy đắp án đảng là c.

VÍ DU 6.6 {Đe Minh hoa THPTQG 2017). Cho hình chóp S.ABC có ABC ỉà tam giấc đều 
cạnh bằng 1, mặt bên SAB là tam giác đều và nằm trong mặt phẩng vuông góc với đáy. Tính 
thểtích V của khối cầu ngoại tiếp hình chóp đã cho.

A. V = 5x/Ĩ5tt B .v  = bựỉSiĩ c .v  = 4ì/37T D . v = ^
318 " 5 4  27

GIẢI. Gọi ỉ, K  là tâm đưòng ttòn ngoại tiếp hai tam giác ABC  và SAB. Khi đó tâm khối cầu 
ngoại tiếp hình chóp là giao của hai đưòng thẳng qua I  vuông góc vổi (ABC) và đưòng thẳng 
qua K  vuông góc vói (SAB).

Do &SAB đều và [SAB) ± {ABC) nẽn OKĨH  là 
hình chữ nhật với H là trung điểm AB. Mặt khác,

SH = CH=- i / ĩ 2
- ( ĩ M

n ê n SI< = ị s ư  =  ~ , O K  -  Hỉ =  ị c H  = —  
3 , 3 ,  3 6

Suy ra bán kính khối cầu ngoại tiếp hình chóp là

s/Ĩ5

Thể tích khối cầu ỉà ự  _  Ifl-#3 — 5v/̂ 7r
_ 3 54

Vậy đáp án đúng là B.
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c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 6.32. Diện tích của mặt cầu có bán kính R là:

A. 4ĩĩR2 B.2ttR2 C.2ttR3 D. 4ĩrR3

BÀI TẬP 6.33. Thể của hình cầu có bán kính R là:

A. ịĩĩR 3 B. 47TÌĨ3 c. 27ĩB? D. -Tri?3
3 4

BÀI TẬP 6.34. Khi tàng bán kính của hình cầu lên 2 lần thì thể tích hình cầu đó tăng hoặc 
giảm bao nhiêu lần?

A. lãng  8 lần B. lãng 4 lần c. Giẫm 4 lần D. Tang 8 lần

BÀI TẬP 6.35. Cho điểm M thuộc mặt cầu (C) tâm o  bán kính R. Hỏi có bao nhiêu mặt cầu 
với bán kính T < R  tiếp xúc vói m ặt cầu (C) tại điểm M ĩ

A.1 B. 2 c. 3 D. 4

BÀĨ TẬP 6.36. Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác ABC vuông tại A, có SA vuông góc 
vối mặt phẳng {ABC). SA = a; AB = ỉ), AC =  c. Mặt cầu đi qua các đinh A, B, s, c  có bán 
kính r bằng bao nhiêu?

A. 2(a + 3Ò— ^  b / q2 + 2fe2 +  -  C.2ựtf + P + c2 D V a 2 +  fc3 +  c3

BÀI TẬP 6.37. Số mặt cầu chứa một đưòng ưòn cho trước là:

A-1 5.2 c. 3 D.VÔSỐ

BÀI TẬP 6.38. Trong các đa diện sau đây, đa diện nào không luôn luôn nội tiếp được ữong 
một mặt cầu?

A. Tứ diện B. Hình chóp ngũ giác đều

c. Hình hộp chữ nhật D. Chóp tứ giác

BÀI TẬP 6.39. Cho hình trụ có bán kính bằng r. Gọi O; ơ  lần lượt là tâm hai đáy với 0 0 ' = 2r. 
Một mặt cầu (C) tiếp xúc vổi hai đáy của hình trụ tại o  và 0'. Trong các mệnh đề dưói đây 
mệnh đề nào sai?

A. Diện tích mặt cầu bằng diện tích xung quanh của hình trụ.
2

B. Diện tích mặt cầu bằng -  điện tích toàn phần của hình trụ.
o

c. Thể tích khối cầu bằng -  lần thể tích khối trụ.

D. Thể tích khối cầu bằng I  lần thể tích khối trụ.
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BÀI XẬP 6.40. Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào sai ?

A. Bất kì một hình tứ diện nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp.

B. Bất kì một hình chóp đều nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp, 

c. Bất kì một hình hộp nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp.

D. Bất là một hình hộp chữ nhật nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp.

BÀI TẬP 6.41. Một hình nón có bán kính đáy bằng R, đưòng sinh hợp vối đáy một góc 30°. 
Diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình nón này l à :

« 2  r ,  8 t t Ì ? 2  „  1 6 7 T Ì Ĩ 2  „  „  „ 2A. 4iĩR B. — c.  — D.3ttìỉ
Ỉ3 o

BÀI TẬP 6.42. Mệnh đề nào sau đây là đúng ?

A. Tâm mặt cầu ngoại tiếp một hỉnh hộp luôn là giao điểm của 4 đường chéo hình hộp dó.

B. Có ít nhất hai hình trụ không bằng nhau cùng ngoại tiếp một hình cầu.

c. Các đỉnh của một hình chóp tứ giác cùng nằm trên một mặt cầu nào đó.

D. Mặt cầu là mặt được tạo thành khi quay một đường tròn xung quanh một đường kính 
bất kì của n ó .

BÀI TẬP 6.43. Câu nào dưới đây là sai?

A. Hình tròn xoay có ít nhất một trục đối xứng.

B. Mặt cầu có vô số trục đối xứng.

c. Hình trụ có duy nhất một tâm đốì xứng.

D. Mặt cầu có duy nhất một mặt phẳng đối xứng.

BÀI TẬP 6.44. Cho hai mặt cầu (¿>i) tâm Oi, bán kính Ri và {Sỉ) tâm Oa bán kính R2 Rỵ < R-ì 
tiếp xúc ngoài với nhau tại p. Gọi (¿>1 ) là mặt cầu đường kính AB  mà A; B là giao điểm của 
mặt cầu [Sỵ) và (S2) vói đường thẳng 0 i0 2. Mặt phẳng (á) qua p  và vuông góc với OỵOì cắt 
mặt cầu (5) theo một đưòng tròn (C). Hỏi đường tròn (C)có bán kính là bao nhiêu ?

A. ựRiR.2 B.2xZfìvfíã c . \/2R\R'1 D. Đáp án khác.

BÀI TÂP 6.45. Cho hai điểm A; B cố định, phân biệt và điểm M di động sao cho MA = 2MB. 
Tìm quỹ tích các điểm M như vậy.

A. Mặt phẳng B. Đưòng tròn

c. Mặt cầu D. "lắt các phương án đã cho đều sai
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BÀI TẬP 6.46. Cho hình trụ (T) có hai đáy là hai đưdng tròn (0), (ơ') tâm o , ơ  cùng bán 
kính r. Gọi (5) là hình cầu có đưòng kính là 00 '. Nếu (5,)nội tiếp (T) thì hình nón đỉnh O' 
,đáy o  có diện'tích xung quanh bằng:

A. m Ợ Ỉ  B C r r V S  ’ D .2 ^ ^ 5

BÀI TẬP 6.47. Cho mặt cầu (5) tâm o, bán kính R và mặt phẳng (P) có d (0(F)) = R. M là 
một điếm tùy ý thuộc (S). Đường thẳng OM cắt (P) tại N. Hình chiếu của o  trên (P) là 7. 
Nểu ION = 60° thì IN  bằng:

A,3 R B.Rựĩ C.RV2 D . | r

BÀI TẬP 6.48. Ttong m ặt phẳng (a), cho dường ưòn (C) tâm o, bán kính R và đường thẳng
d. tiếp xúc vói (c ) tại /. (S) là mặt cầu khi quay (C) xung quanh đường thẳng OL Nhận định 
hào dưới đây là đúng ?

A. (P) cắt (5) theo một đường tròn B. (P) là tiếp diện của s

c. d (ớ ; (P)) > R D. Tất cả các phương án đã cho đều sai

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẢI BÀI TẬP 6.32. Đáp án đúng ỉàA  □

GIẢI BÀI TẬP 6.33, Đáp ấn đúng là A. □

GIẢI BÀI TẬP 6.34. Đáp án đúng ỉàA  □

GỊẢI BÀI TẬP 6.35. Hai mặt cầu tiếp xúc trong và tiếp xúc ngoài mặt cầu (C).
Đáp án đúng là B. - □

GIẢI BÀI TẬP 6.36. Lấy M  là trung điểm của BC; H là. trung điểm của SA. Ta có

r  = OA = ỰÃÚP + Õ Ĩ Ã = ^ ị  + ( 2 g ± l ỹ  ,  I g .

Đáp án đúng ỉà B. □

GIẢI BÀI TẬP 6.37. Đáp án đủng ỉàD. □

GIẴI BÀI TẬP 6.38. Vì với chóp tứ giác có đáy là một tứ giác không nội tiếp thì sẽ không có 
hình cầu ngoại tiếp tứ giác đó.
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 6.39.
47T .r2 i i r r 2 2

S t p ư ụ  2 i r r 2  4- 2 n r . 2 r  ũ ĩ í r 2  3

Đáp án đúng ỉà B.
□
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GIẢI BẰI TẬP 6.40. Không phải hình hộp nào cũng nội tiếp ưong một mặt cầu. 
Đáp ấn đúng ỉàc. □

Đáp án đúng là c.

GIẢI BẦI TẠP 6.42. Đáp án đúng là D.

□
□

GIẢI BẦI TẬP 6.43. Mọi mặt phẳng di qua tâm của mặt cầu đều là mặt phẳng đối xứng của 
mặt cầu.

GIẢI BÀI TẬP 6.45. Gọi Cy D là những điểm chi ừong và ngoài đoạn AB vdi tỉ số bằng 2 thì 
c, D cố đinh và CMD = 90°. Vậy tập hợp những điểm M là một mặt cầu.

GIẢIBẦI TẬP 6.46. Đáp án là c. Nếu mặt cầu (5) nội tiếp (T) thì đường kính của mặt cầu 
(S) bằng 2V => 0 0 ' = 2r. Do đó đường sinh của hình nón đỉnh O', đáy (O) là r \ /5. Vậy 
SX<J = T\T.T\fh = 7rr2 \ZE.
Đầp án đúng làc. □

GIẢI BÀI TẬP 6.47. AION  vuông tại I  có ĨÔN = 60° nên ỈN  = OI. tan 60° =  Ry/3.
Đáp án đúng là B.

ĐầpấnđúngỉàD.

GIẲIBẦỈ TẬP 6.44. Theo hệ thức lượng ưong tam giác vuông, ta có :

□

R2 = [2R1).{2R2) =*R = 2-ỰRiR-2.

Đáp án đúng là B. □

Đáp án đủng ỉà c. □

□
GIẢI BÀI TẬP 6.48. Ta thấy (P)-LỠ/ tại ỉ  nên (P) là tiếp diện của (5). 
Đáp án đúng ỉà B. □
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rCHƯƠNG 7------------------------------
PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ 

TRONG KHÔNG GIAN

r  CHUYÊN ĐỀ 7.1 ----------------------------------------
\  . ^

Các bài toán vê toạ độ đỉêm và vectơ

A. TÓM TẮT LÝTHƯyẾt
1. Hệ tọa độ trong không gian

Hệ gồm ba trục Ox, Oy, Oz đôi một vuônị* góc với nhau được gọi là hệ trục tọa độ Đề-cấc 
vuông góc Oxyz trong không gian, haỹ đơn gian là hệ tọa độ Oxyz.

— y )  X.

• Gọi i , J , k lân lượt là các vecĩơ đơn vị ưên các trục Ox, Oy, Oz.

• o  được gọi là gốc tọa độ.

• Các mặt phẳng (Oxy), (Oyz), (Ozx) đôi một vuông góc với nhau được gọi là các mặt 
phẫng tọa độ.

2. Tọa độ của vectơ

• Trong không gian Oxyz cho vectơ l ì  với l ĩ  = x~t + ý f  + z~t. Khi đó, bộ ba số {x\ y\ z) 
được gọi là tọa độ của vectơ l ì  đối với hệ tọa độ Oxyz và được kí hiệu là: l ì  — (s; y\ z) 
hoặc U (x;y;z).

• Các biểu thức tọa độ của vectơ:
Chohaivectơũí = (»i;yi;zi) vầŨ2 = (X2\y2\zi) và hằng số fc€K:

• ũỉ =  «2 <=> ^1 = *2 ; V\ = Vỉ ; Zi — 22
• ÍÍ1 ±  ũa =  (x.1 ±  z2; y i ± y 2 ',z i±  Z2 )
•  k u i  =  ( k x \ \  ky i'y  fcz i)

•  Ũ Ĩ | |Ũ 2 < ^ 3 Ắ :G / Ĩ : Ĩ Ĩ Ỉ  =  k ũ 2  o  X i  =  k x  2 ; yi =  k y 2 \  Z \  =  k z 2
•  ŨỊ.ĨĨ2 -  Ịi ĩĩ l . IÍĨ2 I - COS (ũt; 1Ĩ 2 ) =  X 1X 2 +  yiỉ/2 +  Z 1Z 2
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• |ũíl = v « ĩ2 =
ŨỈ.Ũ2 X1X2 + yiĩ/2  + Z1Z2

Ĩ«ĨM«2ỉ y/xị + 2/1+ ZỊ-VXÌ +~yf+z%
•  C O S  ( " U i ;  U 2)  =

•  Ũ Ỉ Ì . Ũ 2  <=* C O S ( « ĩ ; « 2 )  —  u  <=> Ũ 1 . Ũ 2 =  0  ^  X 1 X 2  +  2/ 12/2 +  Z \ Z 2 =  0

3. Tọa độ của điểm

* Trong không gian Oxyz eho điểm M tùy ý với o ử  =  {xm\VM\ 2jvf)- Khi đó, bộ ba số 
(rrA./; ĩ/,vf; zA,f) được gọi là tọa độ của điểm M đối với hệ tọa độ Oxyz và được kí hiệu là;
M {XmWM'i Zm)'

* Các biểu thức tọa độ của điểm:
Cho bốn điềm: A {xA\yA\zÀ)', B c(xc]yc,zc)'> Đ (xD-,yDizỊj).

• ÃỀ = [x-B -  xA;yB -  yA\ ZB -  ZA)

• A B  = y j (XB -  x Af  + {yB -  yAf  +  (zB -  zAf

• N ếuMẰ = k . m  ịk /  1) thì:XM =

• Nểu /  ỉà trưng điểm của *4B tlù: Xi = XA ^  XB-,yj = ^  ; ZỊ = —  ̂  ZB

• Nếu G là ưọng tâm tam giác ABC thì:

__ 2A + XB + xc _  VA + VB +  yc ZA + ZB + *c
x a ---------- - f --------;vc  = ---------------------------------- f ------  ------ f ----------

• Nếu G là trọng tâm tứ diện ABCD thì:

Xjị + XB + Xc + XD _  Va + VB + yc + VD ZA + ZB + 2c + ZdXG = -------------------------]yo = ------------------------- ; 2Ơ = ------------1  ---------

4. Tích có hướng của hai vectơ

* Trong không gian Oxyz cho hai vectơ 1? = (a; b; c) và ~ử = (a'ĩ b‘;c'). Tích cò hướng cùa 
hai vectơ l ì  và !?; được kí hiệu [1?; 1?] hoặc l ì  A ~ử, là một vectơ được xác định bời:

b c  

b ' c '

c  a  

c’ ả

a b 

a' b’

=  [hc! — b’c\ Cũ! — c!a\ atí —  a!b)

* Các tính chất cơ bản*.

• p ;7 ? ]  =0; =

• Véc tơ [1?; 1?] vuông góc vối cả hai vectơ l ì  và ~ử.
. s in ( " i? ;  ~ứ).

• Hai véc tơ ĩ?, ~ử cùng phương l ì  |ị & [ữ\ l?j =  ~đ.
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* Các ứng đụng của tích có hưống:

• Ba vectd l ì ,  ~ử và ứ  đồng phẳng [it; 1?] .ũt = 0.

• Nếu ABCD là hình bình hành thì: Sa BCD =  Ị ỊaỔ; Ă è j I.

Khiđ45ABc = ~ . ị [ ^ ; ^ ] | .

• N ếuA £C ,.D ./rs 'C ,/zy làh ìn h h ộ p th ì: Va b c d .a 'B 'c d ' =  I ỊaỒ ; Ã/3j .AA'

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP
Dang 1: Tìm tọa độ của một vectơ và các yếu tố liên quan

Phương phấp giảỉỉ Sử dụng định nghĩa, khái niệm có liên quan đến vectơ và các biểu thức 
tọa độ.

VÍ DỤ 7.1. Trong không gian Oxyz, cho ba vectơ ~ầ =  (5; 7; 2), 1) = (3; 0; 4), ~è — ( - 6 :1; -1).
Hãy tìm tọa độ của vectơrẰ = 31? -  2  b + ~ể.

A. TẲ = (3; 22; -3 ) B. ĨẰ = (3; -3; 2 2 ) c . rằ = (-3; 3; 22) D.rft — (3; 22; 3)

GIẨI, Sử dụng các biểu thức tọa độ của vectơ, ta có:

VÍ Dự 7.2. Trong không gianOxyz, cho bốn vectơ~ẻ =  (2 ; 1;0), b = (1; — 1-, 2), ~ỉ — (2 ; 2 ; - 1 ) 
ưàlỉ = (3; 7; —7). Hãy biểu diễn vectơ l ì  theo ba vectơ~ẫ, b , ~ể.

3 ~ă = (15; 2 1 ; 6 )
- 2 ~ẽ = ( - 6 ; 0; - 8 ) =*• rrt = ỵứ  -  2~t + ~ề = (3; 22; -3 )

Vậy đáp ấn ỉủA. □

A  ĩ t  — 3"õ̂  —1 6 + 1 ?

c. ~ĩì = 2  "ế -Ị- 3 ỏ +  ~ĩt
B .lì = ~ằ - z t '+ ~ è  

D.~ĩt = 2~ẩ — 3 b +  ~è

GIẢĨ. Giả sử ta có biểu diễn ĩ ì  = m~É + n~b +  p ~ è , khi đó:

l ì  = (2/n + 714- 2p; TO — n + 2p; 2 n — p) = (3; 7; —7)

2

Suy ra: -3 => "ĩ? = 2~ẳ — 3 b +~ử

Vậy đáp án là D. □
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Dạng 2: Tích vô hưởng và các ứng dụng của tích vô hướng
Phương pháp giải: sử  đụng định nghĩa tích vò hướng và biểu thức tọa độ của tích vô hướng.

VÍ DỤ 7.3. Trong không gian Oxyz, cho uectơlì = n ĩ ĩ  +~J + 2~t. Biết |!?| = ựb, khi đó giá 
trị của m bằng?

AO B .ỉ C.2 D.-l

GIẢI. Sử dụng định nghĩa và công thức tính độ dài của một vectơ, ta có: 

l ì  = (m; 1; 2) => jli'l = y/m2 +  l 2 + 22 = \ /m2 +  5.
Khi đó: _____

\~ử\ =  1/5  <=> \ J m2 +  5 = -/5 •o- m2 = 0 m = 0.
Vây đắp ảnỉàA. □

VÍ DỤ 7.4. Trong O x y z ,  cho ba điểm A (1; 0; -2), B (2 : 1 ; —1) và c  (1; —2; 2). Tính độ dài ba 
cạnh AB, BC và CA của tam giác.

A \/Ĩ9; \/3; 1\f% B.V^;VĨ9; 2^5 c. 2a/5; y/Ĩ9\ V3 D. %/3; 2\/5:/Ĩ9

GIẢI. Sử dụng biểu thức tọa độ của điểm, ta có:

Ã è  = (1 ; 1 ; 1 ) , B ồ  =  (-1; -3; 3), ÕẦ = (0; 2; -4 )

Do đó: AB = |ÃỒ| = v/ĩ ĩ + l 2 +  l 2 = Vã

B ơ  =  |b Ổ |  =  ^ ( - l ) 2 +  ( ~ 3 ) 2 +  32 =  V Ĩ9

C/l =  |Ỡ3 | =  \/o2 +  22 +  ( - 4)2 =  1/20 =  2%/5 
Vày đáp án là B. □

VÍ DỤ 7.5. TrongOxyz, cho ba điểm A (—1 ; -2; 3), B (0; 3; “ 1) và c (4; 2:2). Tính Ãê.ÃỒ và 
côsỉn của góc B A C .

A. 23 và B. -27  và — c. 27 1/à — ơ. -23 M2 ——L
6\/35 2Ự35 2 V3 5  6\/35

GLÍÍ. Sử dụng biểu thức tọa độ của tích vô hưóng, ta có:

Ă ề  = (1; 5; -2 ) , ÃÔ =  (5; 4; -1) => = 1.5 +  5.4 + (-2 ) . (-1) = 27.
Theo công thức tính góc giữa hai vectơ, ta có:

CORB A C  = COS (aỒ; Ãổ) = = 27
; / l 2 + 52 +  (-2 )2.a/52 4- 42 +  ( -1 )2 .

_  27 _  9
~  y/3ữ.ự42 ~  2^35

Vạy đap án là c. □
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Dạng 3: U m  tọa độ của điểm đặc biệt
Phương pháp giải: sử dụng công thức và các tính chất hình học đặc biệt để tìm mối quan hệ 
giữa các vectơ, từ đó tìm tọa độ của điểm đặc biệt.

VÍ DỤ 7.6. Trong Oxỵz, cho ba điểm A (1; 0; -2), B (2; 1 ; -1) và c (1 ; -2 ; 2). Tìm tọa độ trung 
điểm M của cạnh ACT và trọng tâm G của tam giác ABC.

A M(l\ —1 ; 0) vàG{4 ; - 1 ; 1 }

C.M (2;-2;0) r â G (4 ;- l ; l)

£. JW(1; —1;0) vàG
\3  3 ’ 3 /

GIẢI. Theo công thức tọa độ của trung điểm và trọng tâm, ta có:

XA + Xc , _  Va + yc _ , ZA + Zc
—---- 2---- = 1;ĩ/m = ----- 2----= ~ l ' zM ~ ----- 2----= 0

VA + VB + yc _  1__   ZA +  ZB +  zc _  1
3 3 ’Z g ~  3 3

VÍ DỤ 7.7. Trong không gian Oxyz, cho ba điểm A (-3; ~ 2 ; 0), 5(3; -3 ; 1), C(5; 0 ; 2 ). Tìm tọa 
độ điểm D sao cho tứ giác ABCD là hình bình hành.

A ữ ( - l ; l ; l )  B..D(2;1;1) C.D {-1; 2-, 1} a  D{1] 1] 1)

GIẢI. Gọi tọa độ D là D {po\yD\ZD)-Khi đó: Ã ê = (6 ; — li 1) v à õ ổ  = (5 -  %D\ -y o ;2  -  Z D ) .  

Theo tính chất hình bình hành, ÃJỖ = D ồ  nên:

5 -  X-D — 6 (XD = -1  

— V d = —  1 => s V d  =  1 =>£>(—1; 1; 1).
2  —  Z Ị )  =  1  \ Z I J  =  1

Vậy đáp án là A. □

c. BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 7.1. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho vectơ l ì  = 2~t +  khi đó tọa độ 
của l ì  đối hệ tọa độ Oxyz là:

A. (2; 1) B. (2;0; 1) c. (2;1;0) D. (1 ;0;2)
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BÀITẦP7.2. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho ba vectơ ~ct =  (2;3;1), b — (1; 1; -1)
và ~ễ = (2 ; 3 ; 0 ). 1 1 1 1 1  tọa độ của vectơ ~ỉ biết ~<ì — i t  + b + ~ửĩ

A. (5; 7; 0} B. (2:3; 1) c. (1;3;1) D .( - 2 ; - l ; l )

BÀI TẬP 7.3. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho vectơ =  (a; Ị ; c), khi đó độ đài của 
l ì  được tính theo công thức nào sau đây?

A. Va + b + c B. a + í» + c c. \/á2 + b2 + c2 D. n2 +  ò2 + c2

BÀI TÂP 7.4. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tích vô hướng của hai vectơ ~ẫ = (cỉi; 0 2 ! »3 ) 
và b = (ỉ>i;í>2 ỉỉ>3 ) được tính theo côngthức nào sau đây?

A. Ul&2 + O2&I + <i3̂ 3 B. £Í1Ỉ>1 + ÍI2&2 + ^3̂ 3

c. (libĩ + 02̂ 3 + fl3&l D. ữi&3 + 0363 +  «2̂ 1

BÀI TẬP 7.5. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai vectơ l ỉ  — ~ f-3  k và ~ĩ? = ~1 + k .
Khi đổ, tích vô hướng của hai vectơ TÌ và l ĩ  là?

A.-3 B.-2 c. 3 D.2

BÀI TẬP 7.6. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho hai vectơ l ì  =  2~3 + m~ề + 3~t và
1? = ~i — lí .  Tim m để tích vô hướng của hai vectơ l ì  và ~ử bằng 2 ?

A.2 B. 3 C.0 D .l

BÀI TẬP 7.7. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai vectơ ~ằ — (1; 1; 2) và ~ẽ = 
(x: 0; 1). Timx > 0 để !"(? + lĩị = s/26?

A. X — 3 B. X — 4 c . x  — —2 D.x = 4

BÀI TẬP 7.8. Trong hệ tọa độ Oxyz, cho hai vectơ o ù  — y f z t  -IcvỈL  ÕÊ = ~j’ — ~k. Tính 
độ dài đoạn thẳng MNỊ

A. 3 B. 4 c. \/3 D. 2

BÀI TẬP 7.9. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho vectơ o ú  = —1ị — . Gọi M' là
đicni (ìối xứng của M  qua gốc tọa độ. Um tọa độ của điểm M"ĩ

A. (I; ;ỉ;0) B. (0; 3; 1) c. (0;1;3) Đ. (1; 3; 0)

BÀI TẠP 7.1 0 . Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hình bình hành ABCD vói A(l; 2; 1), 
//(I; 1 -0 ) và ( ' ( Tì m tọa độ đỉnh-ô?

A. (I; I; I) R. (1:1;3) c. (l;-2 ;-3 ) D. (—1; 1; 1)

210 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 7. PHƯƠNG PHẤP TỌA ĐỘ TRONG KHỐNG GIAN

BÀI TẬP 7.11. Trong hệ tọa độ Oxyz, cho ba vectơ ~ắ = (1; 1 ; 0), ~ẽ =  (-2 ; -2; 0) và ~ỉ = 
( - 1 ; 1; 1). Chọn mệnh đề sai ữong các mệnh đề sau?

A .-Ổ l '?  B. |"ế] =  V2 c. 'É ir ề  D . t  - t  = ?

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẢI BÀI TẬP 7.1. Ta có: ĩ t  = 2.7  + 0-Ỷ + =*■ t? =  (2; 0; 1).
Đáp ẩn đúng làB. □

GIÃI BÀI TẬP 7.2, Ta có: ~ĩ = (2+1  + 2;3 + 1 + 3;1 -  1 + 0) = (5;7;0).
Đáp án đúng là A  □

GIẢI BÀI TẬP 7.3. Ta có: độ đài vectơ ~TỈ là: |1?Ị = \/o 2 4 - b2 + c2.
Đáp án đúhg làc. □

GIẢI BÀI TẬP 7.4. Tích vô hưống của hai vectơ ~ấ và là: ~ầ.~ẽ = aYa-2 + bib2 + Ci c2.
Đáp án đúng lầB. □

GIẢI BÀI TẬP 7,5. Ta có: l ì  = (ũ; 1; -3) và lỷ = (1; 0; 1 ) => .!? = -3 .
Đáp án đúng là A. □

GIẢIBẦI TẬP 7.6. Ta có: i t  =  (3; 2; m) và = (1 ; 0; — 1) =3 - i t . l ì  =  3 — m =  2 =>• m = 1 .
Đáp án đúng ỉàD. □

GIẲIBÀI  TĂP 7.7, Ta có: ~ẩ + ~ẽ =  (s + 1; 1; 3) => |"Ố + = X7 + 2x + l l  — 26 => X = 3 hoặc
X — —5 (loại).
Đáp án đúng là A  □

GIẲIBẦITẬP 7.8. Ta có: M(VỖ); 0; -1  và N{0; 1; -1 ) => MN  = 2.
Đáp án đúng ỉàD. □

GIẢI BÀI TẬP 7.9. Ta có: Aí(0 ; -3 ; - 1  và 0(0; 0; 0 ) là trung điểm M U ’ =* Aí'(0; 3; 1).
Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 7.10. Gọi Diaib-, c) Ã ề  {ữ\-1\-1) -  õ ê  (l ~ ai-b]2 ~ c) => D(U1\Ĩ). 
ĐápánđúkgỉàB. □

GIẢI BÀI TẬP 7.11. Ta có: ~ầ -  ~ề = (3; 3; 0) Ỷ => mệnh đề D sai.
Đáp án đúhg làD. □

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 211



ôn  luyền thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 mon toán spbook.vn

r  CHUYÊN ĐỀ 7.2 V N
Các bài toán vê phương trình mặt câu

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT
1. Phương ứ ình  chính tắc

Trong không gian Oxyz, mặt cầu (S) có tâm /  (a; ò; c) và bán kính R > 0 có phương trình 
chính tắc là:

( x - a ) 2 + ( y - b ỷ  + { z - c f  = R2
2. Phương trình tổng quát

Trong không gian Oxyz, một mặt cầu (5) bất ỉđ có phương trình tổng quát là:
X2 y 2 +  -Ị- 2 a x  +  2 b y  +  2 cz  d  =  0  (ữ 2 +  +  <? — d  >  0 )

Khi đó. tâm /  (-a ; “ 6; -c) và bán lánh R = y/a2 + b2 + c2 -  d.
B. CÁC DẠNG BÀI TẬP
Dạng 1: Cho biết phương trình m ặt cầu, hãy xác dinh tâm  và bán kính của mặt cầu đó 

Phương phấp giải: Biến đổi phương trình đã cho về dạng phương trình chính tắc:

(x -  a)2 + (y -  6)2 + (z -  c}2 = í?.2
VÍ DỤ 7.8. Trong không gian Oxyz, hãy xác định tâm và bán kính của mặt cầu có phương 
trình tổng qu át  sau: X2 + y 2 + 'z2 — Gx 4- 2y — 162 — 26 = 0.

A /(3; —1 ;8 ), R =.10 B. J(-3 ; 1; - 8 ), R =  4^3

c. I ( 3; - 1 ;  8), R  =  4^3 D. / ( - 3; 1; -8 ) , i ỉ  =  10

GIẢI. Phương trình mặt cầu đã cho có thể viết được dưới dạng:

+ y2 +  — 62; + 2y — 16z — 26 = 0

( x -  3) 2 +  (y + l ý  + ( z -  8 ) 2 -  100 = 0

^(x — 3) 2 +  (y + l ) 2 + (z — 8 ) 2 =  102 

Suy ra, măt cầu đã cho có tâm 7(3; -1 ; 8 ) và bán kính R  = 10.
VayđapẩnlàA. □

Dạng 2: Lập phương trình m ặt cầu khỉ biết tâm và bán kính của m ặt cầu đồ 
Phướng pháp giải: sử dụng phương trình chính tắc của mặt cầu.

VÍ DỤ 7.9. Lập phương trình mặt cầu có đường kính A S với A(4; -3 ; 7), J3(2; 1 ; 3).

A ( 2  -  3) 2 + (y + l ) 2 + { z -  5Ý = 6 2 B. (x -  3Ý  + (y + l ) 2 + (* -  5) 2 = 32

c. (a: -  l ) 2 + (y + 2) 2 + ( z -  2)2 = 6 2 D. (x -  l ý  + (y + 2) 2 + (z -  2) 2 = 32

212 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy



spbook.vn CHƯỚNG 7. PHƯƠNG PHẤP TỌA ĐỘ TRONG KHỐNG GIAN

GIẢI. Mặt cầu đường kính AB có tâm là trung điểm I  của đoạn AB và bán kính R = — .
TV, 7 _ f ' x A + Z B  V a + V b  z a  +  z b \ _ { 4  +  2  - 3  +  1 7 +  3^
Ta có: I  = - ^ p - í  = (3; -1; 5).

Mặt khác, AB =  y 'p  -  4) 2 +  (1 + z f  + (3 -  r ) 2 = %/ãẽ = 6  suy ra fl = 3.
VậyđấpãnlàB. n

VÍ DỤ 7.10. Trong không gian Oxyz, lập phương trình mặt cẩu đi qua điểm A(5; -2; 1 ) uà có 
tâm i{2>\ -3;1).

A  (x -  3)2 + [y + 3)2 + ( z -  l ỷ  = 25 B. (a; + 3)2 + {y -  3)2 + {z +  l)2 = 25

c. (x + 3)2 + { y -  3)2 + (z + l) 2 = 5 D. (z -  3)2 + (y + 3)2 4- {z -  l f  =  5

■ GIẢI. Mặt cầu có tâm /  và đi qua điểm A nên bán kính của mặt cầu R — IA.
Do đó,

R  = IA = ì / ( 3 - 5 ) 2 + (-3  + 2)2 +  ( 1 -  l)2 = VE.

Vây phương trình mặt cầu là: ^

(x — 3)2 + (ị/ + 3)2 + (3 — l)2 = 5.

VộyđảpấnỉàD. f n

VÍ DỤ 7.11 . Trong không gian Oxyz; Hãy xác định tâm và bấn kính của mặt cầu đi qua bốn 
điểm /4(1; 0; 0), £?(0; -2; 0), ¿7(0; 0; 4) và gốc tọa độ o.

A / ( 1 ; 2; 3), R = 2 B. J (-l;2 ;4 ), R = v/ĩõ

c  I  Q ;  - 1 ;  2 ) ,  R  =  ^  D. 7( - l ;  y , l ) àR = y /3

GIẢỈ. Phương trình mặt cầu (5) cần tìm có dạng: X2 + y2 + z2 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0. 
Theo giả thiết, ta có:

A € (S) =ỉ> 1 -  2a + d = 0 (1) B  € (5) => 4 + 46 d = 0 (2)

c  € (5) => 16 -  8c+ d = 0 (3} 0 e { s ) = > d  = 0 (4)

Giải hệ phương trình ưên ta có: d = 0, a = b = - 1 , c -  2 .
Suy ra, phương trình mặt cầu (S) cần tìm là: X2 +y2 + z2 -  X+ 2y ~Az = 0.
Phương trình mặt cầu có thể viết dưói dạng:

+ (ỉ/+ l ) 2 + ( z - 2 ) 2 = ặ .

Vậy mặt cầu (5) có tâm I  -1; 2^ và bán kính R = ~Y~- 
Vậy đáp án là c.
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c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 7.12. Tlrong không gian với hệ tọa độ Oxyz, mặt cầu tấm í(l;3;2), bán lánh -R = 4 
có phừơng trình:

A. (x -  l )2 + (y -  3) 2 + {z~  2) 2 =  16 B. {x -  l ) 2 + (y -  3) 2 + {z ~ 2) 2 = 4

c. (x -  1) + (y -  3) + (z -  2) = 16 D. {x -  1) + {y -  3) +  (z -  2) = 4

BÀI TẬP 7.13. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, mặt cầu tâm 1(1] 2; 3), đi qua điểm 
>4(1:1;2) có phương trình:

A. (x -  1 )2 + (y -  l ý  + ( z -  2)2 =  2 B. (x -  1 )2 + (y -  2)2 +  (z -  3)2 = 2

C . ( x - l )  + (y -2 )  +  ( z - 3 )  =  v/2 D. ( ì  -  1) +  (y -  3) + {z -  2) = V ĩ

BÀI TẬP 7.14. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm A(l; 3; 1) và B(3; 1 ; 1 ). Mặt 
cầu đường kính AB có phương ttình:

A. (x -  2Ý + { y -  2} 2 + { z - l ) 2 = V Ĩ B. {x -  3) 2 + (y -  l ) 2 + (z -  l ) 2 = 2

c. (x -  1) + [y -  3) + (z -  1 ) = 2 D. (x -  2) + (y ~ 2 ) + (z -  1) = 2

BÀI TẬP 7.15. 'Drong không gian vổi hệ tọa độ Oxyz, cho bốn điểm A(2; 0; 0), B(l; 2; 1}, 
C (- l; 0; -1) và D(0; 0; 1). ĩlm  tọa độ tâm ĩ  của mặt cầu đi qua bốn điểm này.

 ̂ a í ( i ^ ĩ )  & í ( ỉ : li"5 )  n ' ( - 5 :1:- ẳ )
BÀI TẬP 7.16. Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu (5) : X2 + y2 + z2 -  2x — 
2y~2 = ũ. Chọn phát biểu sai trong các phát biểu sau?

A. Tâm / ( 1 ; 1; 0) và bán kính R — 4 B. Điểm A{ 1; 1 ; 2) thuộc mặt cầu.

c. Điểm 5(1; 2 ; 1 ) nằm trong mặt cầu. D. Điểm C{3; 1; 0) nằm ngoài mặt cầu.

D. LỜI GIẲI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BÀI TẬP 7.12. Phương trình mặt cầu là: (x -  l ) 2 + ( y -  3) 2 + (z~  2) 2 =  16.
Đáp án đúng là A. □

GIẲIBÀỈ TẬP 7,13. Ta CÓ: R = ĨA =  s/%
=> phương trình mặt cầu là: (X -  l ) 2 + (y ~ 2 ) 2 + (z -  3 ) 2 = 2 .
Dấp án đung là B. □

GIẲlBĂỈ TẰP 7.14. Ta có: trung điểm của AB là tâm I (2; 2; 1) và bán kính R =  = V2
=> phương trình mặt cầu là: (x -  2 ) + (y -  2 ) + (z -  ĩ) = 2 .
Đap án đung làD. □
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GIẢI BÀI TẬP 7.15. Phương ttình tổng quát của mặt cầu có dạng: 

X2 + y2 +  z2 + 2ax + 2 by +  2 cz + d = 0. 

Mặt cầu đi qua 4 điểm A, B, c, D nên ta có hệ phương trình:

1
r4a + d + 4 =  0 

2(2 -h 4b -ị- 2c -h d -h 6 — 0 
—2 a — 2 c + d + 2  =  0 

k 2c + d + 1 = 0

6 = -1  
1

c = 2 
d = -2

Suy ra: tâ m /

Đáp án đúng là c.
GIẢI BÀI TẬP 7.16. Ta có: tâm /(1; 1; 0) và bán kính R = 2. 
Khi đó, IC  = 2 => c  thuộc mặt cầu => phát biểu D sai.
Đáp án đúng là D.
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r  CHUYÊN ĐỀ 7.3 ------ -----------------------------------
Các bàỉ toán về phương trình mặt phẳng

A. TÓM TẮT LÝ THƯYẾT
1. Véc ttf pháp tuyến của m ặt phang

* Véc tơ 'ĨỲ ^  l ĩ  là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) nếu giá của nó vuông góc với 
m ặtphẳng(P).

* Chú ý:

• Một mặt phẳng bất lđ có vô số vectơ pháp tuyến.
• Tắt cả các vectd pháp tuyến của cùng một mặt phẳng cùng phương vổi nhau.

2. Phương trình mặt phẳng

* Mặt phẳng (P) đí qua một điểm M [xũ\yo\zo) và nhận 7ỉ  =  (A; B ; C) làm vectơ pháp 
tuyến có phương trình là:

A{on -  Xo) + B  (y -  y0) + C ( z - z n )  — 0

* Một mặt phẳng bất là có phương tĩình  tổng quát là:

Ax + By + Cz 4- D = 0 với điều kiện A2 +  B2 4- c 2 Ỷ 0

Khi đó: vectơ rt = (/4; B\ c ) là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng.

3. Các trưòtag hỢp đăc biêt

* P h ư ơ n g  t r ì n h  c á c  m ặ t  p h ẳ n g  t ọ a  đ ộ  là : (O x y ) :  z  — 0; ( O y z ) : X  =  0 v à  { O z x )  : y  =  0.

* Mặt phẳng (P) không đi qua gốc o  và cắt các trục Ox, Oy, Oz lần lượt tại i4(a; 0; 0),
B(0; ồ; 0), (7(0; 0; c) với abc Ỷ  0 được gọi là m ặt phẳng theo đoạn chắn và có phương 
ưmh là:

-  + l  + z~ = l. 
a  b c

4. Vị trí tương đối của hai m ặt phẳng
Cho hai mặt phẳng (aj) : AĩX +  B-íV + C\Z + Di -  0 và (q2) ■■ A2X + B2y + Ơ2Z + D2 =  0. 

Gọi nị = (y4i; Bi; Ci) và 722 =  (A2; B2] Cì) lần lượt là hai vectơ pháp tuyến của (di) và (<*2 ). 
Khi đo:

* (tti) II (a2) <=> < ^  vổi k làm ôtsố thưc.
[Ui Ỷ

* (í*i) 1  (»2) <=> nị-LŨ2 <=> « 1-^2 =  ì? <=> A1A2 + B1 B2 + C1C2 = Ũ.
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5. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng
Trong không gian Oxyz, khoảng cách từ điểm M  ( x 0 ] y 0 ]Z0) đến mặt phẳng (a) : Ax + 

By + Cz + D = 0 dược tính bỏi công thức:

cỉ(AÍ;(a)) = ỊAxo + Byo + Czq + DI 
-ựẤ2 + B2 + C2

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP
Dạng 1: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng

Phương pháp giải:

* Loại 1. Viết phương trình mặt phẳng (ct) có vectơ pháp tuyến l ì  =  (A\ B\ C) và một
điểm Mịj (a:0; z0) ứiuộc (ũt).

-  P h ư ơ n g  t r ì n h  (q )  c ó  d ạ n g : A  ( x  -  Xo) +  B  ( y  — y (j) +  C { z -  ZQ) — ũ.

-  Khai triển, rút gọn rồi đưa phương trình về dạng tổng quát: Ax + By + Cz + D = 0 
vói D = ~{Ax0 + Byo + Cza).

* Loại 2. Vỉết phương trình mặt phẳiìg (a) đi qua điểm Mo ( t0 ; y0; zữ) và vectơ pháp tuyến 
l ì  song song vói một vectơ a cho trừóc.

-  Chọn vectơ pháp tuyến của (a) sao cho: ĩ ì  |Ị
-  Viết phương trình mặt phẳng (a) theo loại 1.

* Loai 3. Viết phương trình mặt phẳng (a) đi qua điểm Mo (xq ; 2/0 ; zo) và vectơ pháp tuyến 
l i  vuông góc vối hai vectơ ~ắ và b cho trước.

-  Chọn vectơ pháp tuyến của (a) sao cho: l ĩ  II ~ct A ~ề.
“ V iếtphươngttm hm ặtphẳng(o:)theoloạil.

* Loại 4. Viết phương trình mặt phẳng (a) biết vectơ pháp tuyến 7? = (A; B \c ) và một 
điều kiện có liên quan đến mặt phang (độ dài đoạn thẳng, khoảng cách,...).

-  Phương trình (a) có dạng: Ax + By + Cz + D — 0  (1 ).
-  Từ điều kiện của mặt phẳng tìm D.

VÍ DU 7.12 (Đe Minh hoa THPTQG 2017). Trong không gian Oxyz, cho hai điểm >1(0; 1; 1) 
và B(l\ 2; 3). Viết phương ưình mặt phang {a) đi qua A và vuông góc vài AB.

A.x + y + 2z — 3 = ũ B, x + 3y + 4z — 7 =  0

c. X + y  + 2z — 6 = 0 D. X + Zy + Az — 26 =  0

GIẢI. Măt phẳng (a) vuông góc với AD nên vectơ pháp tuyến n ị  của (a) song song với ÃÊ. 
Ta có: Ã ê  =  (1; 1; 2) => ta chọn ĩ ĩỉ ,  =  (1:1; 2). Khi đó, phương trình mặt phẳng (a) là:
1 {x -  0) +  1 (y -  1) +  2 (z -  1) =  0 X  + y + 2z -  3 =  0. ‘ ^
lìạyđápánỉaA . □
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VÍ DỤ 7.13. Trong không gian Oxyz, cho phương trình mặtphẳng(a) :2x + 3 y - 4 z - 2  = 0 
vã điểm v4(0; 2; 0). Viết phương trình mặt phẳng (0 ) đi qua A và song song với (a).

GIẢI. Vĩ mặt phẳng {ft) song song với (tt) nên vectơ pháp tuyến np của (/9) song song với 
vectơ pháp tuyến của (<*).
Ta có: =  (2; 3: -4) => chọn ũp = (2; 3; -4). Suy ra, phương ưình mặt phẳng (P) có dạng:

VÍ DU 7.14. Trong không gian Oxyz, viết phương trình mặtphẳng(a) đi qua điểm M (2; 5; -  7) 
và song song với giá của hai vectơlĩ = (1; —2; 3) và b =  (3; 0; 5).

GIẢI. Ta có: ~ã A b = (-10; 4; 6) = -2(5; -2 ; -3).
Do đó, ta chọn vectơ pháp tuyến của mặtphẳng (a) là: ĩ? — (5; -2 ; —3). Suy ra, phương trình 
mặt phẳng (a) là: 5 (x -  2) -  2 (y -  5) -  3 (z +  7) =  0 5a; -  2y — 3z -  21 =  0.
Vẩy đắp an ỉaA. □

VÍDỤ7.15. Trong không gúinOxyzt viết phương trình mặt phẳng (a) đi qua ba điểm A(2; -1;3), 
£(4;Ò;1) y à c (—10; 5; 3).

A — X — 2y — 2z — 6 =  0 B. — X — 2y — 1z — 5 =  0

c. X + 2y + 2z — 3 = 0 D. X -t- 2y +  2z — 6 = 0

GIẢI. Vì mặt phẳng (ữ) đi qua ba điểm A, 3 , c  nên vectơ pháp tuyến của (a) vuông góc 
với hai vectơ Ã ê  và Ạ Õ . .
Do đó, |ị ~ct — Ã ễ  A ÃÔ = (12; 24; 24) ta chọn =  (1; 2; 2).
Vậy phương trình mặt phẳng (rt) là: 1 {.T -  2) + 2 (y + 1) +2 (z -  3) = 0 ^  X + 2?/ + 2z -  6 = 0. 
VayđấpảnìàD. □

VÍ DỢ 7.16. Trong không gian Oxyz, viết phương trình mặt phẳng (a) song song với mặt 
phẳng (£0: X -  y + 2z - 1  = 0 đồng thời (ữ) cắt các trục Ox, Oy lần lượt tại hai điểm M, N sao 
cho MN = 2\/2.

A . x  — y + 2z — 2 = 0 B . x - y  + 2z + 2=z0

A. + 3y — 4z + 2 =  0

c. 2x + Zy — 4z — 3 = 0

B. 2x + 3y — 4z — 6 = 0 

D. 2x + Zy — 4z — 5 =  ũ

2 (z -  0) + 3 (y -  2) -  4 {z -  0) = 0 

<=> 2x + 3ỵ — 4z — 6 =  0

VâyđấpánỉàB. □

A 5x — 2y — 3z — 21 =  0 B . —5 x  +  2 y  +  3 2  -  2 1  =  0

D. —53: + 2y + 32 + 21 = 0

c. X — y + 2z = 0 D. x ~ y  + 2 z± 2  = 0
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GIẢI. Ta có: (a) II (/3) ũỉt |Ị ũộ = (1; —1; 2) => chọn = (1; ~1; 2). Phương trình mặt
phẳng (a) có dạng: x - y  + 2z + D = ữ.
Theo giả thiết, mặt phẵng (a) cắt hai trục Ox, Oy tại hai điểm Ai, N  suy ra M (—D\0; 0) và 
N{0;D:,0).
Khi đó, MN = 2\Í2 x/D2 ~+ D* = 2Ự2 2D2 = 8 <4* D2 = 4 »  D = ±2.
Vậy đápánlàD. □

VÍDỤ7.17. TrongkhónggianOxyz, viết phương trình mặt phẳng (a) đi qua ba điểm A(l] 0,0), 
B(0;-2;0) vàc(0'Oị —3).

A 6x -  3y -  2z +  6 =  0 B. 6x -  3y -  ĩz  -  1 =  0

c .ôx  — 3y — 2z — 6 —Q D. 6ar — 3ị/ — 2z +  3 =  0

GIẢI. Áp dụng phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn ta được phương trình mặt phẳng 
(a) là: |  +  ^~  +  - ^  = 1 ^ 6 x - 3 y - 2 z - 6  =  Ü.
Vậy đáp á n ĩà c . □

Dạng 2: VỊ trí tương đối của hai m ặt phẳng
Phương pháp giải: sử  dụng diều kiện song song và vuông góc của hai mặt phẳng.

VÍ DỤ 7.18. Xác định giá trị củam đểmặt phẳng(a) : 2x + my + 2 mz “ 9 = 0 vuông góc với 
mặtphẳng(ậ) : 6x -  y — z -  10 = 0.

A m — -4  B, m =  4 c. m = —2 D.m = 7

GIẢI. Ta có: vectơ pháp tuyến của hai mặt phẳng (a) và Q9) lần lượt là = (2; m; 2m) và 
ĩậ  = (6; -1; -1).

Do đó: (a) ±  (0) <=> rĩầ-Ln| ñá-ñ | =  0

VÍ DỤ 7.19. Xác địnk giá trị cảam và n để mặt phẳng (a) : 2x + my + 3z -  5 = 0 song song 
với mặtphẫng (#): nx -  8y -  6 2  + 2  = ũ.

<=> 2.6 + m. (—1) + 2m. (—1) = 0

<=> 12 — 3m  =  0

ro = 4
VậyâápảnlàB. □

A  T)1 — 4; n  =  —1 B.m = —4; n = 4

c. m =  1: n =  —4 - D. m =  4;n = -4

GLÍT. Tacó:
3n =  -12 
~ 6 m = —24 ^

fm = 4 
\ n  =  -4

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 219



Ốn luyện thỉ trắc nghiệm THPT Quốc gia năm 2017 mon toán spboók.vn

VậyđảpánlàD.

Dạng 3: Các bài toán liên quan đến khoảng cách
Phương pháp giải: sử dụng cồng thức tính khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng.

VÍ DỤ 7.20 (Đe Minh họa TtìPTQG 2017). Tính khoảng cách từ điểm >1(1; -2; 3) đến mặt 
phẳĩìg (P) : 3x 4- 4y + 2z + 4 =  0.

,  5 p  5 r  5 n  - V ?A m = -  B. m  — — c. m =  —=  D . m ~
9 29 x/29 3

GIẢI. Ta c ó:d(A; (P)) = = 13.1 + 4. (-2) +2.3+41 =  5
v ^  ; ■ \/32 +  42 +  22 V29 \/29

văy đáp án ìàc . □

VÍ DỤ 7.21. Tính khoảng cách giữa hai mặt phầng song song (a) : X + 2y + 2z + 11 — 0 và 
(0) : X +  2y + 2z + 2 =  0.

A đ — 3 R á = 4 c.d=  5 D. d = 10

Gií/. Ta lấy điểm M(0; 0; -1 ) thuộc mặt phẳng (¡3), khi đó:

d ((a ); m  = d ( M ;  (a)) = + 2*w + :11| = 10 + 2.0 + 2 ^ -1 )  + 11Ị = 9 =
' v "  v V l2 +  22 +  22 ^  3

VSy ítóp ánlàA. □

VÍ DỤ 7.22. Tìm trên trục Oz điểm M cách đều điểm A(2; 3; 4) và mặt phẳng (a) : 2x + 3y + 
z -  17 = 0.

A M(0; 0; —3) RM (3;0;0) GA/(0;0;3) D.M (0;-3;0)

GIẢI. ViM  eO z  nên tọa độ điểm M  có dạng (0; 0; zm).
Ta có, điểm M cách đều điểm A và mặt phẳng (q)

AM = d (M; (<*)) «. \/(0 — 2)2 + (0 — 3)2 + (zm — 4)2 =

\/ l3  + (¿M "  4)2 =

^ 1 3  + (2m - 4 ) 2 = ^ ~ 17)2

O  14 ®2AÍ "í" 29) = ¿Ẳ/ 34Zfof + 289

^  2 /lí =  3 

VSy đáp ản là c.

220 Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kỉều Trung Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 7. PHƯƠNG PHẤP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN

VÍ DỤ 7.23. Viết phương trình mặt phẳng (ữ) song song với mặt phẳng (Ị3) : -X  + z + 1 = 0 
đồng thời khoảng cách từ điểm A(—1; 2; 0) đến mặt phẩng (a) bằng ypi.

A  —X +  z  +  1 =  0 B. —X +  ,z — 3 = 0 c  —X + z — 1 =  0 D. -X  + 2 +  3 = 0

GIẢI. Ta có: (a) |{ Q3) => n% ị| nạ =  (-1;0;1) =^chọnnẳ = (-1;0;1). Phương trình mặt 
phẳng (a) có dạng: -X +  z  4- D  = 0.
Mặt khác, khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (a) bằng \Í2

Vì (a) II (0) nên D Ỷ 1 suy ra D = -3 .
VạyđapảnlàB. □

C.BÀĨ TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 7.17 [Đe Minh họa THPTQG 2017). Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mật 
phẫng ( a ) : 3x -  z + 2 = 0. Véc tơ nào dưới đây là một véc tơ pháp tuyến của (a)?

BÀI TẬP 7.18. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, phướng ưình của mặt phẳng (a) đi qua 
điểm A(l; 1; -1 ) và có vectơ pháp tuyến 7? = (1; 1; 1) là:

BÀI TẬP 7.19. Trong hệ Oxyz,  cho ba điểm A(0\ 0; 6), jB(0; -3 ; 0) và C(6; 0; 0). Phương trinh 
nào sau đây không là phương trình của mặt phẳng (ABC)?

BÀI TẬP 7.20. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm A( 1; 1; 0) và B(3; 1;2). 
Phương ừình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB  là:

BÀI TẬP 7.21. Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, phương trình của mặt phẳng (a) đi qua 
ba điểm A{3; 0; 0), £(~1; 1; 1) ■và C(-3; 1; 2) lấ:

D + l = 2 
D + 1 =  - 2  ^ {

D = 1 
D = -3  ■

A. =

c. 7? =  (3; —1 ;0 )

B. T? =  (3; —1;2) 

D. ĩ? = (3; 0; —1)

A. x + y — z — 2 = 0

c. x  + y - \ - z  — 3 = 0 D. x  + y + z + 2 = Q

A.X — 2y + 2 — 6 = 0

c. a; +  2y+ 2  — 6 =  0

A.x + y — z = 0 B. X  +  z  —  3 =  0

c. x + ỵ -  z +  l =  0 D. X + 1J — z - 2  =  0
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A . 2 x + y  + 2z — 2 — 0 B. X + 2ị/ + 2z — 3 = 0

c. x  + 2y + Z“ 3 = 0 D. X + y  + 2z — 3 =  0

BÀI TẬP 7.22. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm .4(1; 0; 0), S (—1; 1; 0) và mặt 
phẳng (a ): -2x -  y + z + 3 = 0. Phương trình mặt phẳng (/?) đi qua hai điểm A, B và vùông 
góc với mặt phang (a) là:

A. X + 2y + z — 1 = 0 B. x + y + 4 z —1 = 0

c . X + 2y +  42 -  1 =  0 D. X + y + z — 1 =  0

BÀI TẬP 7.23. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (a) : 2x + y + 2z -  1 = 0. 
Phương trình mặt phẳng (0) song song với mặt phẳng (a) và cách (a) một đoạn bằng I  là:

A. 2x +  y  +  22 1 =  0; 2ar y 2z  +  3 =  0 B. +  y  +  2z  + 1  =  Oị 2x +  y  +  2z - 3  =  0

c. 2z + y + 2z + 3 =  0; 2x + y + 2z — 3 =  0 D. 2x + y + 2z — 4 =  0; 2x + y + 2z — 2 = 0

BÀI TẬP 7.24. Cho hai mặt phẳng (dri) :3 : r - ỉ /  +  4ír + 2 = 0và (a2) : 3a; -  y + 4z + 8 = 0. 
Phương trình mặt phẳng (a) song song và cách đều vói hai mặt phẳng (Qi) và (ữ2) là:

A.3a; — y + 4z + 6 = 0 B. 3ar -  y + 4z +  3 =  0

c. 3a: — y + 4z + 4 =  0 D. 3:n — y + 4z + 5 = 0

BÀI TẬP 7.25. Gọi (a) là mặt phẳng đì qua hai điểm .4(0; 1; 1), B(l; -3; -1 ) và song song với 
trục Ox. Khoảng cách từ điểm ơ(0; 2; 2) đến mặt phẳng (ã) là:

A. “  B. -^= c  —  D. \
ự l  ự ĩ

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN
GIẲI BÀI TẬP 7.17. Ta CÓ vectơ pháp tuyến là: rt = (3; 0; -1).
Đáp án đúng là D. □

GIẢI BÀI TẬP 7.18. Phương trình mặt phẳng là:

l(a; — l) +  l ( y  — l) +  l(5: +  l)= 0 '< ^ a :4 -y  + 2 — 1 =  0.

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 7.19. Phương trình mặt phẩng chắn (ABC) là:

5 Z3 *^6 = 1 o x  — 2ỵ+ 2 -  6 =  0.

Dáp án đúng ỉà c.
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GIẢỈBÀI TẬP 7.20. Ta có: trung điểm của AB là M(2; 1; 1) và l ì  = Ăồ = (2; 0; 2).
Suy ra phương trình mặt phẳng trung trực là:

2 ( ® -2 ) + Õ (» -1 )+ 2 ( z - 1 ) = 0 « - 3 :  + « -  3 = 0.
Đáp án đúng ỉàB. □

GIẢỈBĂỈ TẬP 7.21. Ta có: Ãỗ =  (—4; 1; 1); Ã ồ  = (—6; 1; 2) => "ĩ? = Ã è  A ÃÔ -  (1; 2; 2).
Suy ra phương trình mặt phẳng {ABC) là:

1 { x  — 3 )  +  2  ( y  -  0 )  +  2  ( z  — 0 ) =  0  o  X  +  2 y  +  2 z  — 3  =  0.

Đáp án đúng là B. □

GIẢI BÀI TẬP 7.22. Ta có: Ã ồ = (-2; 1; 0) vàs2 = (-2; -1 ; 1) => n? =  Ã ê  A s* =  (1:2; 4). 
Suy ra phương trinh mặt phẳng (jỡ) là:

l { x  — 1) +  2 ( y  -  0 ) +  4 ( z  -  0 )  =  0 <=> X +  2 y  +  4 z  -  1  =  0 .

Đáp án đúng là c. □

GỈẢ1RÀITẬP 7.23. Ta có: A{0; 1; ũ) € (a) v à í£  = (2; 1; 2) => = (2; 1; 2).
Suy ra, phương trình mặt phẳng 09) có dạng: 2ar + y + 2z + D = 0.

3  2
Khoảng cách giữa hai mặt phang (a) và Q9) là ^ nên:

*>iỉ(A;(0)) =  |
Ị2.Ũ + ĩ . l  +  2.0 + DỊ = 2 

^  V22 +  l 2 +  22 _  3
^ |Z ?  + 1Ị =  2

o D  =  l  hoặc £  =  -3 .

Vậy phương trình mặt phẳng (ị3)ỉầ:2x + y + 2z + 1 = ũ hoặc 2 i +  y + 2z -  3 = 0.
Đấp án đúng là B. □

GIẢIRẦITẬP 7.24. Tacó:j4i(0;2;0) e (ai), A2(0;0; -2 ) e (a2) và
nă = íĩ^t = =  (3; -1;4).

Suy ra, phương trình mặt phẳng (a) có dạng: 3x -  y + 4z + D — Q.
Mặt phẳng (tt) cách đều hai mặt phẳng (ữi) và (a2) nên:

<»d(Ai;(a)) = d{Ar,{ce))
Ị3.0 — 2 + 4.0 + D\ =  13.0-0 + 4.(-2) + D\

+ ĩ  ^/32 + ( - l} 2 +  42 

'& \D -2 \ = \D-?,\e>D = b 

Vạy> phương trình mặt phẳng (à) là: 3x -  y + 4z + 5 = 0.
Đấp án đúng là D. □
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GIĂIBÀI TẬP 7.25. Ta có: Ã ê  = (1; -4; -2) và 55Ỉ = ~ỉ = (1; 0; 0).
Suy ra, vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (rĩ) là: = ÃỀ A ~t = (0; —2; 4).
Khi đó, phương trinh mặt phẳng (a) là:

0  ( x  — 0 ) — 2  (ị/ — 1) +  4  ( z  — 1) =  0  —2 y  +  4 z - 2  =  0 ^ j /  — 2 z + l  =  0.

Do đó, khoảng cách từ điểm c  đến mặt phẵng (a) là:

d (C; (o)) = 12 2,~  11 TE'

Đáp án đúng là A □
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r  CHUYÊN ĐỂ 7.4
Các bài toán về phương trình đường thẳng

A. TÓM TĂT LÝ THUYÊT
1 ■ Vecto chỉ phương của đường thẳng

* Vectơ ì? 7̂  1? được gọi là vectơ chỉ phương của dường thẳng d nếu giá của nó song 
song hoặc trùng vói đường thẳng d.

• Một đường thẳng bất ỉđ có vô số vectơ chỉ phương.
• Tất cả các vectơ chỉ phương của cùng một đường thẳng cùng phương với nhau.

2. Phương b ìn h  đường thẳng

* Đường thẳng d đi qua một điểm M  (:Eo;yo; zo) nhận 'ế  = (a; b\ c) làm vectơ chỉ 
phương có phương trình tham số là:

* Đường thẳng d đi qua một điểm M (3:0 ; 3/0 ; 20 ) và nhận l ì  = (a; h; c) làm vectơ chỉ 
phương có phương trình chính tắc là:

3. VỊ trí tưdng đối cùa hai đường thẳng

* Cho đường thẳng d đi qua M, có vectd ch! phương l ì  và đường thẳng d' đi qua M' có 
vectơ chỉ phương lì'.

* Chú ý:

X  =  -Ị- i í t

y = Vo+ bt vói tham số í € R. 
z =  Z ũ  + ct
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* d và ấ  chéo nhau <=> ("ế A TỈ') M M ’ Ỷ 0-
• Đặcbiêt: d±d! <=> l ĩ . l ĩ '  = 0.

* Khi d. và d' cắt nhau, để tìm giao điểm của hai đưòng thẳng, ta xét hệ phương trình sau:

Giải hệ phương trình (1) tòm t hoặc t', từ đó tìm giao điểm của hai đưòng thẳng.

4. VỊ trí tưởng đối giữa đường thẳng và m ặt phẳng

* Cho đường thẳng d đi qua M có vectơ chỉ phương ĩ? và mặt phẳng (or) có vectơ pháp 
tuyến rt.

•  d cắt (a) <=> ĩ ĩ  . l ì  0
• Đặc biệt; d l  (a) l ì  |ị i t  l ì  = k 7? với k là một số thực.

* Khi d và (ơ) cắt nhau, để tìm giao điểm của đường thẳng d và mặt phẳng (íi), tá xét 
phương trình sau:

Ả (3:0 + aí) 4- B  (yo +  bt) + c  (20 + (ĩt) + D = 0 (1 )

Giải phương trình (1) tìm í từ đó tìm tọa độ gỉao điểm của ¿và (a).

5. Tính khoảng cách

* Khoảng cách giữa đường thẳng A và mặt phẳng (a) song song vâi A là:

* Khoảng cách từ một điểm M đến một đưòng thẳng A đi qua điểm A và có vectơ chĩ 
phương là:

* Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau Aj và A2 biết A; đi qua Mi, có vectơ chi 
phương ilỊ và A2 đi qua Mi, có vectơ chỉ phương « 2  là:

X o  +  a t  —  x 'ữ +  a ! i '  

yo  +  bt  ~ y lữ +  b ' t '  (1 )

Z(Ị + ct = z'Q + c't'

d (A; (ct)) = d {M; (q)) VM e a

,1Ìa MẰ\
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B. CẤC DẠNG BẢI TẬP
Dang I: v iết phương trình tham  số và chính tắc của đường thẳng

Phương phấp giải: Xác định tọa độ cùa một điểm M  thuộc d và vectơ chỉ phương i t  của d, 
từ đó viết phương trình đưòng thẳng.

VÍ DỤ 7.24. Trong không gian Óxyz, Viết phương trình tham số và phương trình chính tắc
của đường thẳng A đi qua hai điểm -4(1; 2; 3) và 5(3; 5; 7).

f x  =  l  +  2 t  
. * .37 — 1 y - 2  z  — 3A < y = 2 + 31 và —-— =  ~ — = — —

. z = 3 + 4í

B.
' x  =  2 + l t  

¡, =  3 + 2í
„z — 4 + 3i 
' x  =  l  +  21

c . ( y  = 2 + 3t và í - j - - =
[¿ = 3 +  4/:
( x  =  l  +  2 t  „ „

n . _o  z  X + 1 y + 2 2 + 3D. i y  -  2 + ĩt  và = —~
U  = 3 + 4í

GIẢI. Vì đường thẳng A đi qua hai điểm A, B nên ta có vectơ chi phương 1? của A song song 
với = (2; 3; 4). Do đó, ta chọn it =  (2:3; 4).

{
1  =  1  +  2  í  

y =  2 4- 3 í. 
z =  3 +  4t

Phương trình chính tắc của A là: ~~2 ~~ = ~ 3  ~ = ~ 4

VâyđắpánlàA. □

VI DỤ 7.25. Trong không gừin với hệ tọa độ Oxyz, cho hai mặt phẳng (a) : x + 2 y -  z - l  — 0 
và (p) : 2x + y =  z -  2 = 0. Viết phương trình tham số của đường thẳng A là giao tuyến của 
h a i  m ặ t p h ẳ n g .

Í
:r =  1  +  2 f. ị x  — t  í r .  =  1 +  t  f x  =  t-

y = 2 -t- 3i B. < Ị/ =  1 — t c. < y = 1 + í D. < y = 1 + Ế

2 = 3 + 4í 1.2 = 1 — í z =  1 + í  ̂z = 1 + í

GĨẲỈ. Đưòng thẳng A nằm trên cả hai mặt phẳng (a) và (/?) nên vectơ chỉ phương 1? của 
đường thẳng vuông góc với cả hai vectơ pháp tuyến 7Ĩ̂  vknp. Do đó: X? II ĩĩỉ, A ũp.
Ta có: = (1; 2: -1), np — (2; 1; 1) A n)j — (3; -3; —3) nên ta chọn l ì  = (1; -1; -1).
Mặt khác, ta lẩy một điểm bất kì, ví dụ i4(0; 1; 1) thuộc (ư) n (0) suy ra A e A.

Í x  = t 
y — l — t.

z  =  1  — t
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VÍ DỤ 7.26 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Trong không gian Oxyz, cho điểm A(l; 0; 2) và 
đường thẳng d có phương trình J = —2 ~ ' ^  phương trình đường thẳng A đì qua
A, vuông góc và cắt đường thẩngd.

„ x - 1  y  z — 2 x - 1  y  z - 2
A 1 = 1 = 1  * 1 1  M
r , x - l _ y _ z - 2  p, x  —_1   y  _  z - 2

2 “  2 1 1 - 3  1

G1Ầ1. Gọi B =  A nd=> đường thẳng A chính là đường thẳng AB. Vecto chỉ phương của d là 
ỹ  = (l;ỉ;2). _
Ta có: B 6 d =í" J5 (X + t ; í ; - l  + 2i) =>- Ã ễ = (t;t;2í -  3).
Khi đó, A±d Ã Ì ± t t  Ã ê .ì t  = 0 <£> í + í + 4í -  6 = 0 t = 1 => s  (2; 1; 1).
Suy ra phương trình của đường thẳng A là: — = Y = -  — .
Vậy đáp ấnlầB. □

Dạng 2: Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng
Phương pháp giải: Dùng các điều kiện song song, vuông góc và cắt nhau của hai đường 
thẳng.

{X — 3 — í
y =  2t cắt nhau. Tìm 
z = —l + t

tọa độ giao điểm của hai đường thẳng.

A. (1; -1; 0) B. (2; 2; 0) C (-1 ;0 ;1 ) D .(3 ;0 ;-l)

■ ị z  = 1 + 2t'
GIẢI. Ta có phương trinh tham số của đường thẳng d: < y = — 1 + 1'.

[ z  =  - í '
Í 3 ~ í  =  l + 2í' (1)

Xét hệ phương trình: i  2í = -1  +  í' (2)
( - 1  +  t = - t ’ (3)

f  í  +  2 í '  =  2  f í  =  0
Giải hệ (1) và (2) ta suy ra: < , ^  1  y _  •12Ỉ i — 1 l í  — 1
Thử lại ta thấy í, í' thòa mãn phương trình (3). Do đó, thay t =  0 vào phương trình tham số
của d ta được tọa độ giao điểm là M(3; 0; -1).
Vẫy đáp ấn là D. □

{
1  = 1 + at ịx  = 1 — t'
y = t vàd! : < y = 2 + 2í' cắt nhau.

z  =  - l  +  2 t  =

A a = 0 B. a = 1 c.a = 2 D. a = — 1
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GỈẲỈ. Hai đường .thẳng d và d' cắt nhau khi và .chỉ khi hệ phương ưình sau có nghiệm:

Í1 + at = 1 -  í' (1)
t = 2 + 2i' (2)

- 1  + 2t = 3 -  í' (3)ft = 2
Giải hệ (2) và (3) ta  suy ra: < , _  .

Thay các piá ư ị của t, t' vào phương trình (1) ta được: l + 2a=l<=>a = 0. 
Vậy đáp aniàA,

Dang 3:Xét vị trí tương đối giữa đường thẳng và m ặt phẳng
Phương pháp giải: sử  dụng các diều kiện song song, vuông góc và cắt nhau của đường thẳng 
và mặt phẳng.

s J  J  w  jỊ y  2  z  _ 2
VI DỤ 7.29. Cho phương trình đường thắng A : ------ =  -------=  — — và phương trình mặt
phẳng (a) : mx + 2y + lz + 11 = ũ với m ỉà tham số thực. Tìm 771 đểmặt phẳng (a) song song 
với đường thẳng A .

A m  — ~3 B. m = 2 c.m  — ~1 D.m — l

GIẢI. Theo đề bài ta có: ŨA =  (1; 1; 1) "vànỉ =  (m-, 2; 1).
Vì mặt phẳng (a) song song vối đưòng thẳng A nên:

ũXx.n^ <í=> ũ&.n î =  0 m.l + 2.1 + 1.1 =  0 m = —3.

1ĩậy đáp án ỉàA. □

Ví DỤ 7.30 (Đe Minh họa THPTQG 2017). Trong hệ Oxyz, cho phương trình đường thẳng
• A ; x 10 — y.— -  = z + yà phương trình mătphẳng (a) 10z + 2-y + mz + 11 = Q uớim

5 1 1
ỉà tham số thực. Tìm m đểmặt phẳng (a) vuông góc vôi đường thẳng A.

A m = —2 B. m = 2 c .m =  —52 D. m = 52

GIẢI. Theo đề bài ta có: ŨA =  (5; 1; 1) v à n ỉ = (10; 2;m).
Vì mặt phẳng (q) vuông góc vối đường thẳng A nên:

_A ,1 10 2 mŨA II <=> V-A = k,na •£ > -  =  -  =  — <=>m = 2.
5 1 1

VệỵđắpấnỉàB. □

VÍ DỤ 7.31. Cho đường thẳngd : —2 “  — = ~ ĩ  và mặtphẳng(a) : x + 2y + z - 2 - 0 .
Tìm rọ« độ giao điểm M của d và (a).

AAÍ(3;Õ;1) C.M(1;-1;0) D. M(3; 0; — 1)
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ị x = l + 2 t
GIẢI. Phương trình tham số cửã ưià: < y = -1  + í.

u  = - i  •
Vì M € d, nên tọa độ điểm M có dạng: M{ 1 + '2í; -1  + í; —í).
Thay tọa độ điểm M vào phương trình mặtphẳng (a) ta được:

(1 + 2t) + 2 (-1  + í) + (-f)  -  2 = 0 4 » 3 í- 3  =  0 - » t  = l.

Vậy tọa độ giao điểm của d và (a) là: M(3;0; -1).
Vấy ảấp ấ n ỉà c .  □

VÍ DỤ 7.32. Cho hai điểm A (l;0;3), B(l; 1; 1) và đường thẳngd : - — ~ =  ^~2~ — 
Phương trình mặt phẳng (a) đi qua A, B và sẹngsong với đường thẳng ẩ ỉà:

A . x  + 3y + z  —3 = 0 B . x  + 2y + z — 4 = 0 c. X + y  + z  — 4 = 0 D. 2x + Zy + z — 3 = 0

GIẢI. Theo đề bài, mặt phẳng (a) đi qua A, B và song song với đường thẳng d nên vectơ
pháp tuyến r?„ vuông góc với ~Ằb  và vectđ ch! phương !Ìd. Do đó: TĨ̂  II x ê  A
Ta có: Ă ề  = (0; 1; -2 ) và Ud = (-1; 2; -3) => Ã ề  AŨd = (1; 2; 1) => ta chọn =  (1; 2; 1).
Vậy phương ưình mặt phẳng (ữ) là: :

1 (x- -  1) +  2  ( y  — 0 )  +  1 ( z  — 3)  =  X  +  2 y  +  z  — 4  =  0.

Vậy đắp ấn là B. □

Dang 4: Các bài toán liên quan đến khoảng cách
Phương phấp giải: sử dụng các công thức tính khoảng cách.

VÍ DỤ 7.33. Tính độ dài khoảng cách từ điểm M(l\ 2; X) đến đường thẳng có phương ữình 
^ i + 2 _ y —1 _ 2 + 1

: ĩ  ~ ~ 2 ”  -2

A đ m i ậ  c . d = ĩ £  I X i . Ú
3 2 3 3

GIẢI. Từ giả thiết ta có: đưòng thẳng Á đi qua điểm A(-2; 1; — 1) và có vectơ chỉ phương
ĩ t  = (1;2ịj-2). "
Suy ra: mẦ  = (-3; -1; -2) => ~tì A m Ầ  = (-6; 8; 5).
Theo công thức, khoảng cách từ điểm M đến đưòng thẳng A là:

\s*MẲị v/(-6)2 +82 + 52 5^/5
ẩ(M;A) = I----- — í  = V - ---- ---

22 + (—2)2 3

Vậy đắp án ĩàA. □
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VÍ DỤ 7.34. Cho phương trình mặt phẳng (a) : 3 i -  2y -  z + 5 = 0 và phương trình đường 
thẳng A : x 1 = 4 Chứng minh ă  song song vôi {a) và tính khoảng cách giữa
chúng.

A . d = Ạ =  B . d = - Ẹ =  c. d =  ~ ~  D. đ =  -^L=
V Ũ  \/Ĩ4 v^4 a/Ĩ4

GMÍ Đường thẳng A đi qua điểm M( 1; 7; 3) có vectơ chỉ phương ĩ? -  (2; 1; 4) và mặt phẳng 
(a) có vectơ pháp tuyến 7? = (3; -2; -1).
Viu.TÌ =  2.3 +  1. (—2) + 4. (-1) =  0 và M ệ (a) nên suy ra: A song song với (a).

_  |3 .(- í)  + (-2).7  +  ( - l) .3  + 5ị _  9Mặt khác, ta có: d (A; (a)) =  d (M; (a)) = -—-— 4— =— \...= ----- 1 =
^  + (-2)2 + (-l}2 vũ

VậyđảpánlàD. ' □

VÍ DƯ 7.35. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau:

'X =  1 +  21
A ) -  1 í ' A x - ĩ  y-ị-2 z - 3A i : < y  = - 1 - Í  và &2 : - ị -  = = —{— ■

z  =  1

A  d = ậ  B .d= ?ậ  c . đ = 4  D.d=2 2 3 2
GIẨI. Từ giả thiết suy ra: đưòng thẳng A 1 đi qua điểm Mỵ(l\ -1 ; 1) có vectơ chỉ phương ĩ t  1 -  
(2; —1; 0) và đường thẳng A2 đi qua điểm M2(2; -2; 3) có vectơ chỉ phương =  (-1; 1; 1).- I ;  va auơng mang A2 01 qua cuem M 2 {2 ; ỏ ) ( 
Ta có: ũỉ A Ũ2 =  (“ 1; 2; 1) và M 1 M 2  — (1; —1; 2).
Suy ra khoảng cách giữa hai đường thẳng Ai và A2 là:

J/A A |(ũỉ Aũị).M iM 2| |1. (—1) - I -  (—1). (—2) +2.11 3 ự ẽ
a  ( A i ;  ¿¿2 ) = --------------------------------= ----------1------------  = = —  — —7= — .

K  A «ai yjĩ-l) + ( —2)2 +  l 2 ^  2

VâyđấpánỉàA. □

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN
BÀI TẬP 7.26. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, phương trình tham số của đường thẳng 
A đi qua điểm M(l; 2; 3) và có vectơ chĩ phương l ì  = (3; 2; 1) là:

{
x = z + t fx  = l + 31 t x = l  + Zt rx = l + 3í
y = 2 + 2t B. ị y = 2 + 2t c . ị y  = 2t D. < y =  2 + í

2  = 1 + 3í (z  = 3 + i  \ z  = 3 + t [z  = 3 + í

BÀI TẬP 7.27. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm A(l; 3; 1) và B(3; 2; -  2). 
Phương ưình nào sau đây không phải là phương trình đưòng thẳng A Bĩ

{z = l + 2t f x - 3 - i t  ị x ~ 5  + 2t fx  = 3 + 2t
y = Z - t  B . ịy  = 2 + t c  J  y = 1 -  Ế D. <Ị y =  3 -  í

ã = l - 3 t  U  = -2  + 3Í 1 Z = —5 — 3í u  = l - 3 íLương Đức Trọng-Nguỵên Như Thắng-Kiều Trung Thủy 231
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BẰI TẬP 7.28. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình đưòng thẳng đi qua 
>1(1; 1; -1) và vuông góc với mặt phẳng ( a ) : 3a: -  2y + 2z + 1 — 0? 

r* = i + 3f rx =  i + 3í (x = z + t
A. i y = 1 + 2í B. ị y = 1 -  2í c. ị y =  -2  + t D. ị y = 1 -  2t

[z = -.1 + 2 t [z = -1  + 2t [z = 2 ~ t  u  = -1  + 2í

BÀI TẬP 7.29. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(2; 1; 3) và đường thẳng
J  _ 2 TI — 2 z 5d : ------— -------= Gọi A là đưòng thẳng đi qua A và song song vái d. Phương trình nào

ỉsau đây không là phương trình đường thảng dĩ 
ịx  =  2 +  3í ị x ^ - l  + ũ

A. ì y = \ - \ - t  B. ị y = t
\ z ~ Z  +  t (2: = 2 + 1

BÀI TẬP 7.30. Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho hai mặt p.hẳng (q) : 2x+ y~z-3  — 0 
và (P): X + y + 2 -  1 = 0. Vỉết phương trình chính tắc giao tuyến của hai mặt phang.

* X _ y  — 2  _  Z  +  1 +  * 1 1

■ 2 ”  -3  1 ■ -2  “  -3  “  1
X  -  1  _  y  +  2  _  z  +  1  X  _  y  +  2  _  £  —  1

■ 2 ~ 3 ~  1 ’ 2 ~ —3 ~  —1

BÀI TẬP 7.31. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho điểm w4(0; 2;0) và đường thẳng
ri : —r — = ------ = — — . viết phương trình đường thẳng A đi qua A, vuông góc và cắt
đường thẳng d.

A x ~ l _ y ~ l _ z  D X _ y _ Z — 1
1 1 2 ■ -1  ~  1 ~  2 

X  _ y ~ 2 _ z  n  g ~ 1 =  y  -  z

- 1 1 2  ‘ 1 - 1 - 2

BÀI TẬP 7.32. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình đường thẳng A đi qua

{
x = 3 + i fx  = ă + 2t
y = 1 và cắt d2 : < y = 3 +  ỉ .

z  =  2 — t [ ¡  =  0
' x  =  2 + 1 | 'x =  l - 2 i  f x  =  l  +  2 t

A. 1 y — l -  t B. < y = 2 — í c. \ y = - tt^  =  l + í (.2 = ~2t  { z  =  2t

BÀI TẬP 7.33. Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình đường thẳng vuông

{X  — 3  +  t  (  X  =  3 +  2 t

y=  1 vàd2 :< y  = 3 +  í . 
z =  2 - t  [ ¡  =  0

{
x = 3 - t  ịx  = z + t ịx  = ĩ - t  ị<c = ĩ - t
y = Z - 2 1 B. < y =  3 + 2í c . ị  y = 3 + 2í D J  y = 3 + 2í

z = —t \ z  =  —t \ z  = - t  \ z  = t
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BÀI TẬP 7.34. • Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (a) : X  -  y -  z  = 0 và

{
X  —  2  + 1 ị x  —  1  +  2 1

y = 1 -  '5£ và dỵ : < y — 1 -  t . Viết phương ưình đường thẳng A nằm

z = l - t  [z = t
trong (a) và cắt cả hai đưòng thẳng di và d2.

Í
x  =  3 +  t í x - l  +  2t í x - 2  +  t Ịx = 2 +  2t
y = 0 B. < y =  1 c. < ỉ/ =  1 D J  y = ì

z = x + t [z  = 3í ( ,2  =  l  + t [z  = l + 3í

'BÀI TẬP 7.35. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tính khoảng cách từ điểm M{2\0; 1) đến 

đưòng thẵng A : = 2 = ~Y ~ '

A. \/Ĩ2 B. v/3 C.V2 D.VẽD. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

(
X  =  1 +  3 f  

y =  2 + 2t .  
z — 3 -h t

Đáp án đúng làB. □

GIẢI BÀI TẬP 7.27. Điểm M(3; 3; 1) không thuộc đưòng thẳng AB nên phương trình D không 
là phương trình đường thẳng AB.
Đap ấn đung là D. □

GIẢI BÀI TẬP 7.28. Ta có: 53 =  = (3; -2; 2).

{
X =  1 +  3( 
y  — 1 — 2t . 
z = - 1  +  2Í

Đáp án đúng ỉà B. □

GIẢI BÀI TẬP 7.29. Điểm M( -4; -1; 2) không thuộc đường thẳng d nên phương trình D không 
là phương trình đưòng thẳng d.
Đap án đung ỉà D. □

GIẢI BÀI TẬP 7.30. Ta có: n ị  = (2; 1; —1) vàn^ =  (1; 1; 1) =» l ì  = A ĩĩp = (2; —3; 1).
Điểm j4(0; 2; -1 ) thuộc vào cả 2 mặt phẳng suy ra phương trinh đường thẳng giao tuyến là:
X  y  — 2 z  4-1
2 =  - 3  =  1 ■
Đáp án đúng làA. □

GIẢI BÀI TẬP 7.31. Gọi B — A n <á => B(4 + 3í; 2 + í; —1 + 1).
Ta có: A-Ld => ABẢ-d => Aồl-Uú => Aẻ.ũd — 0 => t = —1,
Suy ra, điểm U(l; 1; -2) => phương trình đưòng thẳng A là: —  = ------—
Đáp án đúng làc. □
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GIẢI BÀI TẬP 7.32. Gọi D = A n d2 => B(3 +  2f; 3 + í; 0).
Ta có: AXcỈ! => A B ld i => Ãề-Lũdt => Ã ề -ũ ỉ  = 0 =*• t  = -1 . Suy ra: £(1;2;0) =» phương

Í x =  2 + t 
y  =  1 - t . 

z  — 1 +  t

Đáp án đúng là A. □

GIẢIBẦ1 TẬP 7.33. Gọi A = Andi vầB = And2 => A (3 +  ti; 1; 2 -  íi) và B (3 + 2í2; 3 + 12; 0). 
Ta có: A là đường thẳng vuông góc chung nên A±di và AJLd2.

Khi đó: ~ÃẾl.ũd. và Ãẳ-Lũữt => ta có hê phương trình: { ** + n <» ( Ị1 *.
¿t\ +  012 = —¡6 ựa = u

GZÁjT SẰí 2ập 7.34. Gọi A = A n  di và £  = A n ¿2 . Vì A nằm trong (a) nên A — dị n  (a) và 
B = d2 n (á).
Ta có: A 6 d\ => A(2 + íi; 1 — 5ti; 1 -  íi) và B £ £Ỉ2 => -5(1 + 2Í2Ị1 -  Í2 ;Í2 )-

GIẢI BÀI TẨP 7.35. Từ phường trình đưòng thẳng A ta có: A(l; 0; 2) € A và ũ t  = (1; 2; 1). 
Khi đó: ~M~Ằ = (-1;0; 1) =► MẮAŨẨ =  (-2 ;2 ;-2 ).
Suy ra, khoảng cách từ điểm M  đến đường thẳng A là:

□

Khi đó, A và D cùng thuôc mãt phăng (q) nên ta có: < ’ "
■ 1 Ễ2 = u{

□

Đáp án đúng là c. □
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^  CHUYẾN ĐỀ 7.5 -------------- ------------------------------------
Gấc bàỉ toán tổng hợp

A. TÓM TẮT LÝTHƯYẾT
1. Vỉ trí tương đối giữa đường thẳng, mặt phang với măt cầu

* Cho mặt cầu (5) có tâm /, bán kính R và đường thẳng A:

• (S) và A không cắt nhau nếu d(I]A) > R.
• (S) tiếp xúc với A tại H nếu d(/; A) — R. Khi đó, H được gọi là tiếp điểm và là hình 

chiếu vuông góc của I trên A. Đưòng thẳng A được gọi là tiếp tuyến của mặt cầu.
• (s ) cắt A tại hai điểm phân biệt A, B nếu d(I\ A) < R. Khi đó:

AB = 2 -  ư2 (/; A)

* Cho mặt cầu (S) có tâm I, bán kính R và mặt phẳng («):

• (S) và (a) không cắt nhau nếu dự-, (P)) > R.
• (s ) tiếp xúc vối (a) tại H nếu d (/; (P)) = R. Khi đó, H được gọi là tiếp điểm và là 

hình chiếu vuông góc của ỉ  trên (a). Mặt phẳng (tt) được gọi là tiếp diện.
• (5) cắt (a) theo thiết diện là một đưòng tròn {c ) nếu d ự: (P)) < R. Khi đó, đường 

ưòn (c ) có tâm 3- là hình chiếu vuông góc của ỉ  trên (a) và bán kính

T = x/R2 -  u 2 = Ựr 2 -  d? ( ũ ỵ f )

2. Môt số bài toán tìm  điểm đăc biêt

* Tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M  xuống mặt phẳng (a) được xác 
định lihư sau:

• Viết phương trình đưòng thẳng A di qua M  và vuông góc với mặt phẳng (a).
• Xác đinh tọa độ giao điểm H của A và (a).

* Tọa độ điểm M' đối xứng vói điểm M qua mặt phlng (a) được xác định như sau:

• xảc định tọa độ điểm H ỉà hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng (a).
• Xác định tọa độ điểm M' sao cho H là trưng điểm M M '.

* Tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M xuống đưòng thẳng A được xác 
định như sau:

• Gọi tọa độ điểm H được tham số theo phương trình đường thẳng A.
• Từ điều kiện MH vuông góc với A tìm H.
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* Tọa độ điểm M' đối xứng vãi điểm M  qua đường thẳng A được xác định như sau:

• Xác định tọa độ điểm H  là hình chiếu vuông góc của điểm M xuống đường thắng 
A.

• Xác định tọa độ điểm Aí' sao cho H là trung điểm M M '.

B. CÁC DẠNG BÀI TẬP
VÍ Dự 7.36. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình mặt cầu tâm /(1; 2; -3) 
tiếp xúc với mặt phẳng ( ti) : 2x + 2y — z -  3 = 0.

A. {x + 1Ý  + (y -  2Ý  + (z -  3)2 =  4 B. (x -  l)2 + (y -  2)2 + (z + 3)2 = 16

c. (x -  l)2 + (y -  2ý  +  (* +  3)2 = 4 D. (x -  l)2 +  (y -  2)2 +  (z + 3)2 = 2

GIÂI. Vì mặt phẳng (q) tiếp xúc với mặt cầu (5) nên:

y  22 + 22 + (—1) V9

Suy ra, phương trình mặt cầu (5) là: (x -  l)2 + (y — 2)2 +  (z + 3)2 =  4.
Vayđapãnỉàc. □

VÍ D ự  7.37. Cho điểm 7(1-, —2; 3) và đường thẳng A : —2 ~* =  ~  ỵ ■ Viết phươngrr H-1 _  y — 2 _  z + 3

trình mặt cầu tâm I và tiếp xúc với đường thẳng à..

A (x + l)2 + (y -  2)2 +  {z + 3)2 = 50 B. {x -  l)2 + (y +  2)2 + ( 2  -  3)2 =  50

c. (x -  l)2 + (y + 2)2 + (* -  3)2 = VEÕ D. {x + ĩ)2 + ( y -  2)2 + (* +  3)2 = n/BÕ

GLỈ/. Ta có: đường thẳng A đi qua điểm (—1; 2; -3) và có vectơ chỉ phương 1? =  (2; 1; -1) 
=* MĨ = (2; -4; 6) =► M Ĩ A tí =  (-2; 14; 10).
Vì đưồng thẳng A tiếp xúc vói mặt cầu (5) nên:

l« l ^ 2 2 + l 2 +  (-1 )2 ^

’Vầy phương trình, mặt cầu (5) là: ( t  — l)2 +  (y + 2)2 + (z -  3)2 = 50.
Vạy đáp ấn là B. □

VÍ DỤ 7.38. Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm 7(4; 1; 6) và cắt đường thẳng có phương 
trình A : —2~~ = ~ 2 ~  1  âiểm A, B sao cho AB = 6.

A. ( x  -  4)2 + {y -  l ) 2 + {z~  6)2 =  18 B. (x + 4)2 + {y + \ ỷ  + (z + 6)2 = 18

c. (x + 4)2 +  (y + l)2 + (z + 6)2 =  12 D. (x -  4)2 + (y -  l)2 + ( z -  6)2 =  12

236 Lương Đức Trọng-Ngưyễn NhưThắng-Kiều Trung Thủy



spbookvn CHƯƠNG 7. PHƯƠNG PHẤP TỌA ĐỘ TRONG KHỐNG GIAN

GIẢI. Gọi H là hình chiếu vuông góc của ỉ  trên đường thẳng A =ỉ> H là trung điểm. AD. 
Đưòng thẳng A đi qua M (-5; 7; 0) và l ì  = (2; -2; 1)
=> ĨÃỈ = (9; “ 6; 6) => M Ì A l ì  — (6; 3; -6)

ịÃrĨAìH Je2 + 32 + (-6)2 ựsĩ 
= > d ( I ] A ) =  1 =  v , = -J=- =  3.

K Ĩ  ự 22 + (—2)2 +  l 2 ^

Xét tam giác IAH  vuông tại H, theo định lý Pitago ta có:

M 2 =  AH2 +  IH 2 => R2 = ^  +  d2 (/; A) => H + d? (/; A) =  ỷ Ị  + 32 = VĨ8.

Vậy phương trình mặt cầu (5) là: (a; -  4)2 + (y -  l)2 + (z — 6)2 = 18.
VạyđápấnlầA. □

VÍ DỤ 7.39 [Đe Minh họa THPTQG 2017). Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt 
cầu (5) có tâm 7(2; 1; 1) và mặtphẳng(P) : 2x + y + 2z + 2 — 0. Biết mặt phẳng (p ) cắt mặt 
cầu (s ) theo giao tuyến là một đường tròn có bán kính bằng L Viết phương trình mặt cầu (5).

A (x +  2)z + (y + l)2 + {z + l)2 = 8 B. (x + 2)2 + (y + l)2 +  (z + l)2 — 10

c. {x -  2)2 + ( y -  1 f  + ( z -  l)2 =  8 D .{x -  2)3 + {y~ l)2 + ( z -  l)2 = 10

GIẢI. Gọi J  là hình chiếu vuông góc của I  trên mặt phẳng (P) => J là  tâm của đường tròn. 
Xét một điểm A bất ki thuộ c đường tròn. Khi đó, tam giác IJA  vuông tại J, theo định lý Pitago 
ta có:

ỈA2 = AJ2 + IJ 2 =>R2 = r2 +d2 (/;(F)) ^  R =  ựr* + d2 ự](P) =  ^ l 2 + 32 = yĩũ. 

Vây phương ưình mặt cầu (5) là: (x -  2)2 + (y -  l)2 + (z — l)2 =  10.
Vạyđấp ảnlàĐ. □

VÍ Dự 7.40 {D-2014). Cho mặtphẳng(P) : 6x + Zy — 2z — 1 = 0 và mặt cầu. (S) : X1 4* y2 + 
z2 -  6 2  — 4y -  2z — 11 = 0. Chứng minh rằng mật phẳng(p) cắt mặt cầu (S) theo giao tuyến 
là một đường tròn (ơ). Tim tọa độ tâm của (c).

. . p ! )

GIẢI. Theo giả thiết, mặt cầu (5) có tâm 1(3; 2; 1) và bán kính R = b.
Vì d, (/; (P)) = Ị6-3 +  3-2 ^2.1 l| _  71 _  3  < ^  ngn  mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (5) theo 

ựô2 + 32 +  (-2 )2 v49
giao tuyến là một đưòng ưòn (C).
Gọi J  là hình chiếu vuông góc của I  ữên mặt phẳng (P) J  là tâm của đưòng tròn (C).
Ta có, I J X  (p ) ĩ ĩ  II ĩ ĩp  =  (6:3; —2) => ta chọn UỊJ =  (6; 3; —2).

{ì  =  3  +  6 t  

y = 2 + 3í. 
z = 1 -  2t
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Khi đó, tọa độ của J  có dạng (3 + 6í; 2 + 31\ 1 -  2í). Thay tọa độ của J  vào phương trình mặt 
phẳng (P) ta có:

6 (3 + 6t) + 3 (2 + 3£) — 2 (1 — 2í) — 1 — 0 <=> 49í +  21 =  0 4=> í = “  => J .

VÍ DỤ 7.41 (THPTQG-2016). Cho ba điểm A(3', 2; -2), B( 1; 0; 1) và C{2;-1:3). Tim tọa độ 
điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm A trên đường thẳng BC.

GIẢI. Ta có, B ổ  =  (1; - ĩ ;  2) =>■ ta chọn ubc =  (1; ” 1; 2).
ị x  = 1 +  í

Phương trình tham số của đưòng thẳng BC là: < y =  ~ t
= 1 +  2í

Suy ra, tọa độ điểm H có dạng (1 + 1; - í ;  1 + 2f) =}■ Â è  = (t -  2; - t  -  2; 2f + 3).
Vì AH1BC  nên ta có:

Ãể.Ẽd = 0 ^  (í -  2) -  (-Í -  2) + 2 (2í + 3) = 0 6í + 6 = 0 í = -1  => H (0; 1; -1).

vậyâấpảniàc. □

VÍ DỤ 7.42 {B-2013). Cho điểm >1(3; 5; 0) và mặtphẳng (p ) : 2x + 3y -  z -  7 = 0 . Tìm tọa độ 
điểm B đối xứng của A qua (P ) .

AB(1;1;2) B. £ ( - ! ;  -1; 2) c. 5(0; 1; -1 ) D. B(l ',0 ;- l)

GIẢI. Gọi A là đường thẳng đi qua A và vuông góc vối (P) ^  B thuộc A và trung điểm M 
của AB thuộc (P).
Ta có, A-L (P) =£• Ũ/H II ũp — (2;3; —1) => ta chọn ŨA =  (2; 3;— 1).

Í' a: — 3 +  2 f 
y  =  5 +  3 í .

c . BÀI TẬP T ự  LUYỆN

BÀI TẬP 7.36. Cho các điểm A(l; -2; 1), £(2; 1; 3) và mặt phẳng ( P ) : X  -  y + 2z -  3 = 0. Tim 
tọa độ giao điểm M của đường thẳng AB vổi mặt phẳng (P).

Vậy đáp án làA. □

A H{0; 1; 1) B. H(0; -1 ; -1) c. H(0; 1; -1 ) D.H( 1;0;-1)

Khi đó, tọa độ của B có dạng (3 + 2t; 5 + 3í; - í )  =>• M Ị 3 + ỉ;

VÌM e (p) nên: 2 (3+  0  + 3 -  ( y )  "  7 = 0 ^  1 = ” 2 ^  B í_1; -1; 2) •
VậyđầpánỉàB. □

A. Aí(0:5; 1) B. M{0; -5; -1) c. M(0; - 1 ; -5) D. M(0; 5; -1)
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BÀI TẬP 7.37. Cho phương trình mặt phẳng (P) : 2x + y — 2z — 1 = 0 và phương trình đường 
thẳng d : = -  3 ~--Viết phương trình mặt phẳng chứa d và vuông góc với (P ) .

A. X — 8y +  5z + 13 =  0 B, X — Sy ~ 5z +  13 =  0

c . X + 8y +  5z — 13 =  0 D. X + 8y +  5z -f 13 =  0

BÀI TẬP 7.38. Cho đường thẳng d : —g— = -  = “  và hai điểm A{2; 1; 0), B {-2; 3; 2). viết 

phương trình mặt cầu đi qua A, B và có tâm thuộc đường thẳng d.

A . { x  + l)2 -b (y + l)2 + ( z -  2)2 = 17 B. (2: -  l)2 + (y -  l)2 + (z -  2)2 = 17

c. (X — l)2 + (y — l)2 + (z +  2)2 =  17 D. (x +  l)2 + (y +  l)2 + (z + 2)2 = 17

BÀI TẬP 7.39. Cho mặt phẳng (P) : 2x + y -  2z + 10 = 0 và điểm ỉ (2; 1; 3). Viết phương trình 
mật cầu tâm 1 và cắt {p ) theo một đường tròn có bán lánh bằng 4.

A. (x -  2)2 + ( y -  ĩ ) 2 + { z -  3)2 =  16 B. (x +  2)2 +  {y +  l ) 2 + (2 +  3)2 = 25

c. (x -  2)2 + ( y -  l ỹ  + {z~  3)2 = 25 D. (x + 2)2 +  (y + l)2 + (z + 3)2 = 16

BÀI TẬP 7.40. Cho điểm A(l; 2; 3) và đường thẳng d : — -  = ——-.V iế t phương trình

đưbng thẳng A đi qua điểm A , vuông góc vối đường thẳng d và cắt trục Ox.

(x = l + 2t |’a: = l  +  l t  ra  » 1 + 2 1 ị x = l - 2 t
y = 2 + 2í B. I y = 2 +  2t c. i  y = 2 + 3í D. I y = 2 -  2t

z = 3 + 3i U  = 3 + 3í U  = 3 + 3í U  = 3 + 3í

BÀI TẬP 7-41. Cho điểm i4(Q; 0; -2) và đường thẳng A : —2 ~  = ^ 3  2 =  z 2 3 ' Viết phương 
trình mặt cầu tâm A, cắt A tại hai điểm B và c  sao cho BC = 8.

A. z2 +  y2 +  (z + 2)2 =  49 B. X2 +  y2 + (z -  2)2 =  25

c. X2 + y 2 + (z -  2)2 = 49 D. X2 + y 2 + (z + 2)2 = 25

BÀI TẬP-7.42. Cho mặt phẳng (p) : X + y + z -  3 = Ovà ( ộ ) : X -  y + z -  1 = 0 . Viết phưòng 
ừình mặt phẳng (iĩ) vuông góc vỏi (P) và (Q) sao cho khoảng cách từ o  đến (fí) bằng 2.

A. — z  4- 2\Í2 = 0 B. X — z — =  0 c . x  — z ±  2\pi  =  0 D. X — £ = 0

{X = 3 + t
y = t và A3 r ĩ - ~  = y 1 = Ệ, Xác định 
z — t

tọa độ điểm M thuộc A! sao cho khoảng cách từ M đến A2 bằng 1.
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A. M(—4; -1; -1 ) hoặc Aí(7; 4; 4) B. M(4; 1; 1) hoặc M(7; 4; 4)

c. M( 1; 1; 4) hoặc A/(4; 4; 7) D. M(4; 1; 1) hoặc A í(-7; -4 ; -4 )

BÀI TẬP 7.44. Cho mặt phẳng (P) : 2x -  2y -  z -  4 = 0 và mặt cầu (S) : a:2 4- y2 + z2 ~ 2x -  
4y -  Qz -11  =  0. Biết rằng mặt phẳng (P) cắt mật cầu (S) theo giao tuyến là một đưòng tròn. 
Xac định tọa độ tâm và ban lanh đường ứòn đó.

A. J(2;0;0),r = 4 B. J(l; -1:0),r = 4 c. J(3;0; 2),r = 4 D. J(3;0;2),r = 5

D. LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN

GIẢI BẦỈ TẬP 7.36. Phương trình đưòng thẳng AB là:

X  — 1 +  t

y =  —2 +  3t ^  M  (1 +  í; —2 -f- 3t; 1 +  2í ) .
2 =  1 +  2 í

Y l M  € (p) nên (1 +  0  -  ( - 2  + 3 í)+ 2(1  +  2 í) -  3 =  0 <=> í =  - 1  => M (0 ;-5 ;- 1 ).
Đáp án đúng lầ B. □

GIẢI BÀI TẬP 7.37. Từ giả thiết ta có: M{ 2; 0; -3) e d và t3  =  (1; -2; 3); =  (2; 1; -2) =»
= ũ d  A 7i(f>) = (1; 8; 5).

Suy ra phương trình mặt phẳng (a) là: X + &y + 5z +13 = 0.
Dấp án đúngỉà D. □

GIẨỈBẦI TẬP 7.38. Ta có: tâm ỉ  G d => Ỉ(1 +2t;t\-2t).
Do A, B € (S) => IA = IA  =ỉ» t = -1 .
Suy ra phương ưình mặt cầu là: (rc + l)2 + {y + l)2 + (z -  2)2 =  17.
Dấp án đúng là A. □

GIẢI BẦI TẬP 7.39. Gọi H là hình chiếu vuông góc của I  trên (P) =$■ H  là tâm đưòng tròn
giao tuyến của (p) và (s ).
Ta có: IH = d[I\ (p)) =  3 =ỉ> R = \/32 +  42 = 5.
Suy ra, phương ừình mặt cầu là: (x -  2)2 + (y — l)2 + ( z -  3)2 = 25.
Đấp án đúng lấc. □

GỈẢ1 BÀI TẬP 7.40. Gọí B =  (P) n  Ox =» Á chính là đưòng thẳng AB.
Ta có: B € Ox => £?(ỉ>;0;0). Thay tọa độ của B vào phương trình (P) 2b + 2 = 0 =>
2?(-l;0;0).

fx  = 1 + 2Í
Suy ra phương ưlnh A là: í y = 2 + 2 í.

U - 3  + 3Í
Đáp án đúng ỉàD. □
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GIẢI BẰI TẬP 7.41. Theo công thức tính khoảng cách từ một điểm đến một đường thẫng ta 
có: d{A] A) *= 3.
Khi đó, bán kính mặt cầu là R — 5.
Suy ra phương trình mặt cầu là: X2 + y2 +  (z + 2)2 = 25.

GIẢI BÀI TẬP 7.42. Ta có: ũp = (1; 1; 1) ỸĨỆ = (1; -1 ; 1) n ị  = nệ  A ŨỆ = (2; 0; -2).
Suy ra phương trình mặt phẳng (/ỉ) có dạng: X -  z + D = 0.
Ta có: ¿(0; (/ỉ)) =  2 => D = ±2^2.
Đáp án đung ỉa c.
GIẲIBẦITẬP 7.43. Ta có: A(2; 1 ; 0) 6 A2 và = (2; 1 ; 2).
Điểm M  e Aỵ => M (3 + í; t: í) => Ã Ể  = (1 + 1; í -  1; t) => ÃÃỈ A = (i -  2; -2 ; - í  +  3).
Suy ra khoảng cách từ điểm M  đến đường thẳng A2 là;

Suy ra ta có hai điểm Aí(4; 1; 1) hoặc M(7; 4; 4).
Đấp án đúng là B.

GIẢI BÀI TẬP 7.44. Từ phương trình mặt cầu ta có: tâm /(1; 2; 3) và bán kính R = 5 . 
Gọi J  là tâm đường ưòn giao tuyến và r  là bán kính của đường ưòn đó.
Khi đó, IJ  là khoảng cách từ 7 đến mặt phẳng (P) => ĨJ  =  3 => r  = yf R2 -  IJ 2 = 4. 
Mặt khác, ĨJ1{P) => ũ u  = 71(F) -  (2; -2; -1 )

{
X  =  1 + 2 1

y = 2 - 2t. 
z  = 3 — í

Do đó, tọa độ của 3 có dạng ./(1 + 2í; 2 -  2í; 3 -  t). Vì J  € (P) => í =  1 => J{3; 0; 2),

Đấp án đúng là D. □

4* 2íz -  lOi + 17 = 9 ị  '  "Vt =  4

Đáp án đứng là c. □
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-CHƯƠNG 8------ 7 — 7 ------------  
MỘT Số ĐỀ th i mẫu

ĐỂSỘ1
(Thời gian lầm bài: 90 phút, không kểthờỉgùin phát đề) 

Câu 1. Hàm số nào sau đây có đồ thị như hình vẽ

A. y  — - X 4 + 4x2 4- 1
ĩy 

/  Aỵ  1 \
B. y — X4 + x i — 3 3 1 1 

1 1 1 \

c . y  = —XA +  2x2 +  3
i Ị r 1 t Ị
ỉ 1 ỉ

D . y  = —X4 -  2x2 -ỳ- 3 Ị-l 0 1  Ị'

Câu 2. Tím khẳng định SAI:
A. Đồ thị hàm sốy — xz nhận gốc tọa độ o  làm tâm đối xứng.

B. ĐỒ thi hàm số y = ~— - có tâm đối xứng.
X  +  1

c. Đồ thị hàm số y = X 4  -  2x2 nhận trục tung làm trục đối xứng. 

D. Đồ thị hàm số y = l^ l nhận trục hoành làm trục đối xứng. 
Câu 3. Hàm số nào có bảng biến thiên sau đây?

X —0 0  í +00

y 1 + +

+00 1
y

1 —o c
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«  2 x  X  _   'X  1  . ^   2  X  1  X  + - 1
A.7J = ------— B. y  = -----   c .y  = -------- D. V = ——

X — 2 J x + 2 y x + 2 y X — 2

Câu 4. ĐỒ thị hàm số nào ưong các hàm số dưới đây không có tiệm cận ngang ?

A 2 x +  1 R 1 r  3z ~  1 n  x2 ~  x +  1
X 2  —  1  2 x  +  1  V a ; 2  +  1  ’ X  +  1

Câu 5. Hàm số nào sau đây không có cực ưị?

A. / ( x) =  X3 — 3.T2 +  1 B. f{%) = 2x4 — X2 -ỉ- 3
O /y . J _  ■[ 1

C- /  (z) = 3~T2 . n /(* ) = 2s + i - l

_  I 4Câu 6. Số tiếp tuyến của đồ thị hàm số'y = —  -  X2 + 3x song song với đường thẳng có 
phương trình y = 3x + 1 ìà:

A. 0 B. 2 c. 1 D. 3

Câu 7. Giá trị Ión nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm $ốy = smx — cos2 X -  -  là:

A „  _  3 _  3 _2 _ 4A.maxy = -,m iny  = — -  B. maxT/ = -,m iny = - -
£» 4 0 0

„ 1 3  _c. maxy =  — ̂ ĩm n y  — — ̂  D. Kết quả khác

câú 8. Cắt từ một tấm bìa hình tròn tâm o  bán kính 10 an  theo một góc X (tính theo radian). 
Sau đó dán hai đoạn thẳng OA và OB lại ta được một hình nón. Tim X để thể tích hlnh nón 
thu được là lớn nhẩt

spbook.vn____________________________ CHƯƠNG 8, MỘT s ố  đỀ THIMẪU

A.x —2n 2y/2ir c.x~ D. X  =
2\/6n

Câu 9. Um điều Ịđện của m để hàm sốy=  mx 1 đồng biến trên khoảng (0; 2)?

c. — 1  < m < 0 D. —1 < m < 1
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Câu 10. Um m để đồ thị hàm số y -  {x + 2) (ora - 2 x+m) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt:

A. m < lv à z  = 3 B. Không tồn tại ro

c - ™ * 1 n \ ú - s

câu 11. Tim tất cả các giá trị của tham số m thì hàm sốy — -  g2 3 + 2ar2 + {m -  l)x -  1 đồng 

biến trên khoảng có độ dài lỡn nhất bằng 3?
3 3

A. Đáp án khác B. m > c. m > ~3 D. m = - 74 4

Câu 12. Nếu logI2 18 = a thì log2 3 bằng

A . 1 ^ 5  B . Ẹ ^ Ị
Ũ — 2 a — 2 2a -  2 a — 2

Câu 13. Nếu log2 3 =  a, log2 5 = thì log2 V0I3  bằng

A. a -  b — 1 B. i ( a  —fc —1) c. 2(a— ỉ)— 1) D. a + ồ —1

Câu 14. lập  xác định của hàm số y  = logi (1 -  2x + X2) là

A. (0; +oc) B. [ũ; +00) c .(0;+oo)\{l} D.(l;+oo)

X “I" Ổ  ̂ 'Câu 15. Đạo hàm của hàm so y = — ——- băngẽ* -  e- “

A-y, =  B.y' =  e* +  e"*

c  = (er '_ V * )2  D- y' = _  e-*)2

Câu 16. Giá trị nhỏ nhất của hàm sấy = x(2 -  In x) trên [2; 3] là

A. Đáp số khác B. e c. 1 D. 4 -  2 ln2

Câu 17. Cho hàm số y = X -  ln{rE + 1). Khẳng định nào sau đây đúng

A. Hàm số có tập xác định làR \  {1}

B. Hàm số nghịch biến trên (—1; + 00) 

c. Hàm số đồng biến trên (-1; + 0 0 )

D. Hàm số đồng biến trên (0; + 0 0 ), nghịch biến trên (~1;0)

Câu 18. Phương trình 9* -  3.3* + 2 = 0 có nghiệm là Xi, X2 với Xi < x2- Khi đó A = 2xi + 3^2 
có giá trị là

A. 1  B. 4 log3 2 c . 3 ỉog3 2  D. 3
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Câu 19. Tập righìệm của bất phương trình 6** 7x+12 > 1 là

A. (—oo;3) B. (4;+oo)

c. (3; 4) D. (—oo; 3) u (4; +oo)

Câu 20. SỐ nghiệm âm của phương trình 1 + logx + 2 5 = log5(x -f- 2) là

A.0 B. 1  c. 2 D.3

Câu 21, Một người gửi gói tiết kiệm linh hoạt của ngân hàng cho con với số tiền là 500 triệu 
đồng với lãi suất 7%/nãm. Biết rằng người đó không lấy lãi hàng năm theo định kỳ sổ tiết 
kiệm. Hỏi sau 18 năm, số tiền người đó nhận về là bao nhiêu, biết rằng theo định kỳ hàng 
năm số tiền lãi sẽ nhập vào tiền gốc và được tính cho năm tiếp theo

A. 1.689.966.000 đồng B. 2.689.966.000 đồng

c. 3.689.966.000 đồng D. 4.689.966.000 đồng

Cẫu22. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai?

A- j  [Ĩĩ[^) + Ỉ2{x)]ỉlx = Ị  fi{x)dx + J  h{z)dx.

B. Nếu F{x) và G[x) đều là nguyên hàm của hàm số f(x) thì F(x) -  G(x) là hằng số. 

c. F(x)  = X là một nguyên hàm của f ( x )  = 2ựx.

. D. F(x) = X2 là một nguyên hàm của f(x) = 2x.

Câu 23. Um nguyên hàm J  4- dx

A. SỉnỊaíl — + c  B. — 5 ln \x\ + + c

c. —51n|j:|--- '/x5 + ơ D. 5ln| xị + —\/x5 + C
5 5

Câu 24. Tính ỉ  = J  x s j X 2 + 1 dx

A. 1 - 4  ° B C. I = h ậ  D. I = Ĩ
3 3 3 3

Câu 25. Tính tích phân I  — [  (x + 2) cos 2xdx
Jo

A.0 _ B . - ì  C . Ì  D . i

Câu 26. Vặn tốc của một vật chuyển động là u(í) = 3ỉ2 + 5 mỊs. Quãng đường vật đó đi được 
từ giây thứ 4 đến giây thứ 10 là

A. 36 m B. 252 TO c. 1200 m D. 966 m
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Câu 27. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bối đồ thị hàm số y  = X2 - 2 x  và đồ thị y  = - X 2 -ha;.

4  8
câu  28. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bỗi đồ thị 
y — 2x -  X2 và y  =  0 quanh trục Ox

A —  B.Ỉ5I c .5 ĩ  D , -
15 16 6 5

Câu 29. Môđun của số phức z = 5 4- 2i -  (1 +  ị)3

A. 7 B. 3 c. 5 D.2

Câu 30. Số phức z thỏa mãn hệ thức z -  (2 + 3i)z = 1 -  9i là

A. z — ~3 — i B. z = — 2 — i c. 2  = 2 — 1  T).z — 2 + ị

Câu 31. Có bao nhiêu số phức thỏa mãn z2 = \zị2 4- ĩ.

A. 0 B. 1  c. 3 D. 2

Câu 32. Gọi Zi và Zi là hai nghiệm của phương trình 2z2 + ự ĩz  + 7 =  0. Khi đó zị + zị bằng 

A. 11 B. 23 c. 13 D. 15

Câu 33. Gọi AvkD  thứ tự là điểm biểu diễn các số phức z =  z + 2i và w = 2 + 3i. 11111 mệnh 
đề đúng trong các mệnh đề sau

A. A và B đối xứng nhau qua gốc tọa độ

B. A và B đối xứng nhau qua Ox

C .AvkB  đối xứng nhau qua Oy

Đ . A v ằ B  dối xứng nhau qua đường thẳng X = y.

Câu 34. Tìm biểu diễn của tập hợp các số phức 2  thỏa mãn ị —-— I = 1 là.

A. Đường tròn tâm /(1; 2), bán kính r = 1 • B. Đưàng thẳng X -  5y -  6 = 0

c. Đưòng thẳng 2x — 6ỹ -  12 =  0 D. Đưàng thẳng X — 3y -  6 = 0

Câu 35. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có AB -  a, AD = aVz. Biết góc giữa 
đưòng thẳng A 'c  và mật phẳng (ABCD) là 60°. Tĩnh thể tích V của hình hôp chữ nhât
ADCD.A'Drơ ữ .

A.v = a3 B. v  = 3a? c . v  = 2a? D. V = 6a3
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Câu 36. Cho khối chóp S.ABC có SAX(ABC), đáy ABC là tam giác vuông tại D, AB = a, 
AC = u\/3, SB -  «\/5. Tính thể tích khối chóp S.ABC.

. a3\/2 3aa\/6 a3\/6 a3\/Ĩ5C . ^  D . ^ p

Câu 37. Tứ diện ABCD có các cạnh BA, BC, BD đôi một vuông góc với nhau: BA = 3a, 
BC = BD — 2a. Gọi M, N  là trung điểm của AB và AD. Tính thể tích V của khối chóp
C.BDNM

A .F = 8a3 C .V = ^ -  D .v  — u20 ¿t

câu  38. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật. Biết SA L (ABCD), s c  
\ * 1  . . .  4 „  '

hợp với mặt phang (ABCD) một góc a với tana = ị , AD = 2a và BC = 4a. Tính khoang
cách dtừD  đến mặt phẳng (SBC).

. , 9a „ , 12a _ , 3a ^  , aA- d = — B. d = c. d = -7 - D. ả = ^
5 5 5 5

Câu 39. Tứ diện đều cạnh a có 1 đỉnh trùng với đỉnh của bình nón tròn xoay, còn 3 đỉnh còn 
lại của tứ diện nằm trên đường tròn đáy của hình nón. Khi đó, diện tích xung quanh của hình 
iión tròn xoáy là:

A. ira2VZ B. -Ậ=7ra2 c. ^7ra2 D. \-iĩ0?y/2
V 3 3 2

câu  40. Một cốc nước có dạng hình trụ đựng nước có chiều cao 12 cm, đường kính dáy 4 cm, 
lượng nưỏc trong cốc cao 10 cm. Thả vào cốc nưóc 4 viên bi có cùng đường kính 2 cm. Hỏi 
nước dâng cao cách mép cốc bao nhiêu xăng' ti- mét? ( Làm tròn sau dấu phẩy 2 chữ số thập 
phân)

A. 0,33 cm B. 0,67 cm c. 0,75 a n  D. 0,25 cm

Câu 41. Cho lăng ưự tam giác đều ABC.DEP có cạnh đáy bằng a . Các mặt bên Là hình chữ 
nhật có diện tích bằng 2a3.Thể tích của khối trụ ngoại tiếp lăng trụ là:

A. T̂Trt3 B. c. 7̂Tíi3 D. 7T(7.:i

Câu 42. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA  vuông góc với đáy, 
SB — a\/z. Tính thể tích V mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD

, „  2ĩra3 _ 7ra3 _ 4tto3 _  •>A. V = ~ ~  B. V = c. V = - y -  D. V -  Tra3

Câu 43. TVong hệ tọa, độ Oxyz, cho tam giác ABC với A(3; 1;0), B{2;0;2) và trọng tâm 

G -1; ^ . Tìm tọa độ đỉnhơ?

A .(l;-2 ;1) B. (-2 ;-2 ; 1) c. (-4;-4;0) D. (2; -2; 3)
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Câu 44. Cho ,4(1; -1-, 2), B(3; 0; 3) và M (-3; 1-, 2). Viết phương trình mặt phẳng (P) qua M và 
vuông góc với ÀB.

A. {p) : X + 2y — 4z -  9 =  0 B. (P) :2 i  + y + £ +  3 =  0

c. (p ) : X — y + 2z = 0 D. (P) : 3s + 3z + 3 =  0

Câu 45. Cho Àí(l; -2 ; 0), yv(~3; 4; 2) và mặt phẳng (P) : 2x +  2y +  z -  7 = 0. Tính khoảng 
cách d từ trung điểm của M N  tói (P).

A. đ = 2 B. d =  3 c. d = 1 D. đ = ị
0

Câu 46. Cho >1(2; 1; 1), B{3; 2; 2) và mặt phẳng (P) : X + 2y ~ 5z -  3 =  0. Viết phương trình 
mặt phẳng (Q) qua A, B và vuông góc vối (P).

A. (Ọ) : X +  2y — 5z + 1 = 0 B. (Q) :x + 2y — 52+ 3 =  0

c. (ộ) : 7x — 6y — z — 3 = 0 D. (Q) : 7x — 6y — z — 7 =  0

Câu 47. Cho -¿4(1; 1; 1), B(3; 5; 2), C(3:1 -  3). Lập phưdng trình đường thẳng d đi qua gốc o  
và vuông góc với mặt phẳng (ABC).

A = B . đ : ^  = JL = ±
8 -5  4 13 -9  10

z — 1 V« 
3 ^ . Lập

c .d  * = 4  U d  * x  = £
20 -18 15 1 - 5  4

Câu48. Cho hai đường thẳng ¿ 1  : —y — = y~~. =  - — - , ¿ 2  ; ĩ ~ ~  = - — - = —  

phương trình đưòng thằng A cắt di, (¿2 và Ox tại A, B, c  sao cho B là trung điểm AC.

A. A : = ỈLỊÌ = = ^  =
8 - 3 - 4  8 -3  - 4

c. A : — = —  = —  D.A , X- ^ 1  = Ĩ ± ±  = Z- ± 1
8 -3 -4 8 -3 -4

Câu 49. Cho i4(—1; 3; 2), 5(1; -1; 4). Viết phương trình mặt eầu đường kính AB.

A. (5) : z2 + (y -  l)2 + (z -  3)2 = 6

B. (5) : {x + l)2 + (y -  3)2 + [z -  2)2 = 24

c. (5) : (.T -  l)2 +  (y + l)2 + ( z - 4 ) 2 = 24

D. (5)-. (i + 1)2 + v2 +  ( 2 -2 ) 2 =  9

Câu 50. Cho các mặt phẳng (Pi) : 2x -  y -  z -  2 -  0, (P2) : X -  2y + 2  + 2 = 0, (P3) :
■X + y  -  2z + 2 = 0 và (Q) : z  + y  + z  =  0. Có bao nhiêu mặt cầu có tâm nằm trên (Q) và tiếp
xúc với cả ba mặt phẳng (Pi), (p2), (P3)

A. Có 1 mặt cầu B. Có 4 mặt cầu c. Có 7 mặt cầu D. Có vô số mặt cầu
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ĐE số  2
(Thời gian làm bài: 90 phút, không kểthời gian phất đề)

Câu 1. Hàm số nào sau đây có đồ thị như hình vẽ

X  —  2A. y =

B. y = 

c .y  =

D , y  =

X  +  1 
—X

X  4-1 
x + 2
ãr+T

X

X  +  1

Câu 2. Cho hàm /  có đạo hàm cấp hai tại ar0. Tun phát biểu đúng?

A. Xo  là điểm cực đại của hàm số thì f(x) đạt giá tri lớn nhất bằng 2/(;r<i).

B. Xo là điểm cực dại của hàm số thì f'{x) đổi dấu từ dương sang âm khi qua Xo-

c. XỊI là điểm cực đại của hàm số thì f ( x o) =  0 và f ' ( x o) < 0.

D. Xo là điểm cực đại của hàm số thì f(xo) — 0 và f “(xo) > 0.

Câu 3. Cho hàm số y = f(x) có bảng biến thiên như sau:

Tìm khẳng định SAI trong các khẳng đinh sau:

A. Hàm số không có giá trị lớn nhất.

B. Hàm số không có~giá trị nhỏ nhất, 

c. Hàm số đạt giá ưị nhỏ nhất tại 1.

D. Hàm số đạt cực tiểu tại 1.
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Câu 4. Hàm số nào sau đây đồng biến trên R?

A. y  = —X3 + X2 — 5x + 6 B. 7/ = —X4 + X + 2

c .y  — X4 -  Ax2 + 3 D. y — X3 + 2x2 + 2 x ~ l

Câu 5. Tọa độ điểm cực đại của đồ thị hàm số y = + 6x2 -  8x + 1 là:

A. M(~2; 24) B. AT(—2; 25) C.P(7;3) D. Q (l;-6)

48 ACâu 6. Hàm sôy = x* + -ỷ  đạt giá tn  nhỏ nhât ftên (0; +oo) băng:

A. y =  49 B. y =  20 . c. y = 4 D. y =  0

Câu 7. Tung độ giao điểm của đồ thị y — xz -  2x2 -  X  +  1 với đưòng thẳng y =  1 — 2x là:

A.o B.1 c. 1 và —1 D. 0 và —1

Câu 8. Tìm tất cả các giá ừ ị thực của tham số m để hàm số y  = X2 — 3(m +  1 )2:2 -  9.-C -  m có 
hai điểm cực trị X \ , X2 thỏa mãn điều kiện x ị + x ĩ  = 10?

A. m =  — 2 hoặc m = 0 

c.m  = 2

B. m = 0 hoặc m =  2 

D. m =  0

Câu 9. Trong các tiếp tuyến của đồ thị hàm s ấ y  — - x z -  12x + 4 có một tìếp tuyến có hệ sổ 
góc lớn nhất. Phương trình tiếp tuyến đó là:

A. y  = — I2x + 4 B. y = 12ar — 4 c.y= —12x — 4 D. y = 12x + 4

Câu 10. Cho hình cầu tâm o  bán kính R. = IOcttĩ. Trong các hình trụ nội tiếp đường tròn, 
hình trụ có thể tích lớn nhất có chiều cao h  là bao nhiêu?

\

A .h -
2Rự3

B .h  = R ự 3 C .h = R D. h = Ry/ 3
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Câu 11. Với điêu kiện nào của tham số m thì đồ thị hàm số y  =  —x 4 +  2m 2x 2 +  bm — 4 có ba 
điểm cực trị tạo thành một tam giác đều?

A.m. — v̂ 3 B.771 — ±-^3 c. ra — —V3 D.m  = ázV3

Câu 12. Tập xác định của hàm số y  — logI _2 X là

A. (1; oo) \  {2} B. (2; +oo) c. (1; +oo) D. (0; +oo)

Câu 13. Đạo hàm của hàm số y = (X2 -  2x + 2)ex là

A. y' = X2e-x B. y — — 2xex

c. ị/  = (2x — 2)ex D. y' — ( ì3 — X2 + 2x) ex

Câu 14. Giá trị lớn nhất của hàm so y =  ———-  trên [0; 2] là

A.1 B . ị  c. 2 D .^ệ5 2

câu  15. Nếu log2 5 =  u thi log4 1250 bằng

A. — +  2a B. 4o “ 1 c, 4ũ + 1  D. — + o

Câu 16. Nếu log30 3 = o và log3ũ 5 =  b thì log30 1350 bằng

A. 2a — b “  1 B. 2ũ — 6 + 1  C- 2ữ + b +  1 D. ũ -Ị- 2b ”h 1

câu  17. Cho a > 0, b > 0 thỏa mãn a2 +  9b2 = 10aò. Khẳng định nào sau đây đúng

A. log(a +  36) = log a + log b. B. log(a + 1) 4- log ò = 1.
n OI f , 1 (. a +  36 Iogü + log6c. 2 log(a + 36) =  log a + log b. D. log —- — -- ------- ị ------ .

Câu 18. Tìm m dể phương trình ü)* -  m.3x + 1  = 0 có hai nghiệm phân biệt 

A.771 > 2 hoặc m < -2  B. 77Ỉ > 2

c. —2 < m < 2 D. 771 < —2

Câu 19. Nghiệm của phương trình log4(x- + 12). log2 X = 1 là 

A. X = — 3 B. X = 4

c . X — -3 ,  X = 4 ... D. Đáp án khác

Câu20. Tạp nghiệm của bất phương trình logi (log2(2 -  I 2)) > Olà

A. (—1; 1) u (2; +oo) B. (-1; 1) c. Đáp án khác D. (-1; 0) u (0; 1)

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 251



ôn  lưyên thi trắc nghiêm THPT Quốc gia năm 2017 môn toán spbook.vn

Câu 21. Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 8,4%/năm và lãi hàng năm được nhập vào vốn,
. hỏi sau bao nhiêu năm ngưòi đó thu được gấp đôi số tiền ban đầu?

A. 6 năm B. 7 năm c. 8 năm D. 9 năm

Câu 22. Cho /(x) là hàm số chẵn và liên tục trên R thoả mãn Ị  f(x)dx =  2. lĩn h

I = ỉ  Ị(x)dx
J 0

A. /  — 2 K I  = 1 c  , /  = ỉ  D. ỉ  —
2 4

í 2 X  — 1 í.Câu 23. Giả sử rằng / -------- dx = aln5 + 61n3 vói a, b là các số hữu tỉ. Tính a + b
* Jữ x2 + 4x + 3

A .-1  B. 5 C .-5  D.1

Câu 24. 11111 nguyên hàm Ị (1 + sina:)2dx.

3 1 3 1
A. - 2  + 2 cos X — — sin 2x -f* c  ' B. -X — 2 COS X +  -7 sin 2x + c

2 4 2 4
3 1 3 1

C . - X  — 2 cos X — -  sin2x + c  D. Z-X + 2 COS X + -- sin 2x + c2 4 2 4

Câu 25. lĩn h  J = f 1 x2e2*dx
J 0

— 1 -1-1 _ 1
A. /  = —— i  = C . / = ^  D.7 =  i4 4 4 4

Câu 26. Khẳng định nào $au đây đúng?
>■10

A. Nếu w'(t) là tốc độ tăng ữưỏng cân nặng/nãm của một đứa trẻ thì /  w’(t)dt là độ 

chênh lệch cân nặng giữa đứa ftẻ 5 tuổi và 10 tuổi.

B. Nếu dầu rò rỉ từ 1 cái thùng vối tốc độ r(t) tính bằng ga Iông/phút tại thời gian t, thì
/•120

/ r(t)dt biểu thị lượng ga lông dầu rò rĩ trong 2 giờ đầu tiên.
J 0

c. Nếu T'(í) là tốc độ tiêu thụ đầu của thế giái, ừong đó í được tính theo năm, bắt đầu tại
V r17t = 0 vào ngày 1 tháng 1 năm 2000 và r(i) được tính băng thùng/năm thì /  r(t)dt

Jữ
biểu thị số lượng thùng dầu tiêu thụ từ ngày ĩ tháng 1 năm 2000 đến ngày 1 tháng 1 
năm 2017.

D. Cả A, B, c  đều đúng.

252 Lương Đức Trọng-NguyễnNhưThắng-Kỉều Thing Thủy



spbook.vn CHƯƠNG 8. MỘT SỐ ĐE THI MẤU

Câu 27. Tính diện tích hình phẳng giới hạnbỏi các đường congy  -  X2 + 2x v ầ y  =  X + Q

A 95 p 265 125 _ 65
A . f .  B . í ^ .  C' X '  6

Câu 28. Cho hình phẳng (ÍT) giói hạn bõỉ Oxvầy = \ J l - x 1. Tính thể tích khối tròn xoay 
khi quay (H) quanh Ox

3 _ 4 3 2A -ỹ r  B .ỳ r  c . ỹ r  D .= *

2(1 _J_ >
câu  29. Cho số phức z thỏa mãn (2 + i)z +  -^7— ~  =  7 + Si. Tìm môđun của số phức

1 +  i
w  =  z +  ì  +  1

A.3 B. 4 c. 5 D. 6

Câu 30. Số phức z thỏa mãn hệ thức z + 2z = 3 -  i có phần ảo bằng

A. —-  B. -  C .-1  D. 1
3 3

Câu 31. Gọi Zi v ầ z 2 là hai nghiệm của phương trình z2 + 2z +  4 =  0. Khi đó |ziị2 4- |z2|2 bằng 

A. 2 B. 6 c. 8 D. 4

Câu 32. Điểm biểu diễn của số phức z = 2" 3’ ^

Câu 33. Cho số phức z = l+bi. Khi b thay đổi tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường 
cố định nào.

A. Đưòng thẳng y -  6 = 0 B. Đường thẳng X -  1 =  0

c. Đường thằng bx + y -  1 = 0 D. Đường thẳng re -  y -  ò = 0

Câu 34. Cho số phức 2  thỏa mãn \z + 3i\< \z+ 2 - iị. Tập hợp các điểm biểu diễn của z là 

A. Nửa mặt phẳng cho bởi X — y -  1 < 0 B. Nửa mặt phẳng cho bởi X — y  -  1 > 0

c. Đường tròn tâm jf(—1; 3) bán kính r  — 2 D. Đường thẳng rc — y -  1 =  0 ■

Câu 35. Cho khối chóp S.ABCD có ABCD là hlnh vuông cạnh 3o. Tam giác SAB cân tại s  
và nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Tính thể tích khối chóp S.ABCD biết góc giữa 
s c  và (ABCD) bằng 60°.

A. 18a3\/3 B. C.9a3\/3 D. 18o3\/Ĩ5
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Câu 36. Cho khối lăng trụ đứng ABC.A'B'Ơ  có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A , canh 
BC = a\!2. Tính thể tích khối lăng trụ ABC.A'B'Ơ  biết A 'c  tạo với mặt đáy một góc 60°.

A B. 3a3v/3 c. D. 6a3\/ã

Câu 37. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, SA -  ay/2. Gọi M, N, p
lần lượt là trung điểm của SA, SB  và CD. Tính thể tích tứ diện AMNP.

A a3\/2 n a3V3 ^  a3\/ẽ  ^  a3\/6
36 * 18 48 ' 12

Câu38. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông canh a, mặt bên SAB  là tam giác đều 
và nằm ưong mặt phẳng vuông góc vối đáy. Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SCD)?

a\J21 ay/ 21 a\/2Ĩ ay/ 21
A. —-—  B. —-—  c. —■=— D. —-—

3 14 7 21

Câu 39. Cho hình trụ đứng có bán kính đáy R, chiều cao trụ là iìV 2. Diện tích toàn phần và 
thể tích của khối trụ đã cho là:

A. 27r(\/2 +  l ) i ĩ2; lĩR3 B. 7r(V2 4- l ) i ỉ2; TĩR3

c . 7t(\/2  +  1)-R2; 7TÍỈ3 \/2 D^TrtVÌă +  l ) # 2; * ^ 3^

Câu 40. Một hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác đều. Gọi Vi; Vá lần lượt là thể
tích của khối cầu ngoại tiếp và nội tiếp khối nón trên -Khi đó tỉ số bằng:Vì

A.8 B. 6 c. 4 D. 2

Câu 41. Cho lãng trụ đứng ABC.AỈB'Ơ  có đáy là tam giác đều canh o ,mặt bên là các hình 
vuông. Diện tích toàn phần của hình trụ ngoại tiếp khối lăng trụ là:

A.47ra2 B . ^ ^ ( v /3 +  l) c . 27R12 D.

câu  42. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Tính thể tích V của khối cầu tiếp xúc vứi tất 
cả các cạnh của tứ diện ABCD

B. v = ^ e !  c v = t Ễ Ế .
8 24 ‘ 9 24

Câu 43. Trong khôngj|ian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai vectơ ~ct = (2; 1; 1) và ~ề = (3; -1; 2). 
Tìm tọa độ của vectơ 6 thỏa mãn biểu thức: 2 b -  ~ắ + z~è =  7??

*(-H) ‘T-hT) «(4 *4 )
câu  44. Trong không gian vổi hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(l; 1; 1) và mặt phẳng (á) : 2x + 
2y + z + 1 = 0. Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (ừ) là:

A. 2 B. 3 c. 4 D. 5
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Câu 45. Trong không gian vối hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(0; 0; 2) và hai mặt phẳng (ữi) : 
x - y  + 3 =  0và (a2) : y - z  + 3 = 0. Phương trình mặt phẳng (a) đi qua điểm A và vuông góc 
với hai mặt phẳng (<*i) và (a2) Ià:

A. x + y + z — 2 = ữ B. x + y + 2 z - 4  = 0

C.x — 2y + z — 2 = 0 D. 2x + y + z — 2 =  0

Câu 46. Vỉết phương trình đưòng thẳng đi qua điểm .4(1; 3j 1), vuông góc vởi đưòng thẳng 
d : —"  =  - —— =  - — -  và song song với mặt phẳng (ct) : 2x - y  ~ 3 = 0.

ra: =  1 +  31 rx  = l - 3 1 Ị'x =  l + 31 f x = l - 3 t
A. < y — 3 + 6í B. < y = 3 -  6í c. < ĩf =  3 + 6Í D. < y =  3 +  6t

=  1 + 5í = 1 — 5Ế (,£ =  1 — 5í [z  =  l  + 5t

Câu 47. Cho hai đưỡng thẳng di : x t  8 — = Z'_ ỵ ‘’ d-2 : a 7 3 = ^ 2 1 =  —g—■ Việt

phương trình mặt phẳng (P) chứa di và song song vối ¿2 .

A. (Q) : X + 2y — z  — 10 =  0 B. (Q) : 7x + 2y + 3z — 26 = 0

c. (.P) : 4x — 5y — 6z +  41 = 0 D. (Q) : a; — 2y — 3 + 10 = 0

Câu 48. Cho Aí(2; 1; 0) và d : —2 ~~~ =  --y 1 = -—ị- Viết phưdng trình đưòng thẳng A đi qua 

M, cắt và vuông góc vâi đường thẳng d.

A . A - . ^ ỉ . = ^ 1  = Ị  B . A : ^  = ^  = 41 - 1 1  1 - 4 - 2
C . A : ^  =  ^ i  =  ?  D . A : ^ i  = ^ ị i  = T1 2 4 1 2 4

Câu 49. Cho ĩ(2; —5; 6) và mặt phẳng (P) : X -  2y + 2z + 3 = 0. Viết phương trình mặt cầu 
(S) có tâm ỉ  và tiếp xúc với (P)

A. (s ) : (x -  2)2 +  (ỉ, +  5)2 + ( z -  6)2 =  81

B. (5) : (x -  2)2 + (y +  5)2 + {z~  6)2 = 9 

c . {$) : (x -  2)2 +  (y +  5)2 + {z-  6)2 =  27

D. (S) : (* -  2)2 + (y + 5)2 + (* -  6)2 = y

Câu 50. Cho các điểm j4(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1) và (Q) : X + y + z =  0. Có bao nhiêu mặt 
cầu có tâm nằm trên (Q) và tiếp xúc với cả ba đưòng thẳng AB, BC, CA

A. Có 1 mặt cầu ■' B. Có 4 mặt cầu

c. Có 7 mặt cầu D. Có vô số mặt cầu

spboohvn______________________________________ CHƯƠNG 8. MỘT s ố  dỀ t h i  MẴư

Lương Đức Trọng-Nguyễn Như Thắng-Kiều Trung Thủy 255



On luyện thi trăc nghiệm THPT Quôc gia năm 2017 môn toán spbook.vn

ĐÁP ÁN
Đ Ề l

Câu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Đáp án c D D D c B D D c D D 'A B A c D A

Câu 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

Đáp án c D B A c D B A D B A A c c B D c

Câu 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Đáp án D A c B B 6 A c c B A D A D A 6

Đ E 2

Câu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Đáp án B B c D B B c A A A B A A B A c D

Câu 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

Đáp án A D D D B A c A D c B c D c B B B

Câu 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Đáp án B c c c A A B B c A A c c B B B
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