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Cấc em học sinh thân mến ĩ %
Nếu các em là thí sinh sắp bước vào kỳ thi THPT quốc gia hoặc các kỳ Ệ  

có môn Toán thi theo hình thức trắc righiệm và đang gặp khó khăn với môn Toậ’ 
thì bộ sách này sẽ giúp các em giải quyết được các khó khăn đó. 1'

Hiện nay, trong hầu hết các kỳ thi lớn, môn Toán đã chuyển từ hình thức tj ; 
tự luận sang thi trắc nghiệm (như kỳ thi THPT quốc gia). Việc chuyển qua hìệ. 
thức thì trắc nghiệm đối với môn Toán khiến các em học sinh gặp khó khăn, I 
lắng khi trong^suốt quá trình trước đố các em đã và đang học theo hướng tự luậ)g 
Nhàm giứp các em giải quyết được khó khăn đó, chúng tôi đã biên soạn bộ sá(f 
ôn luyện Toán trắc nghiệm, bộ sách gồm 3 cuốn:

Cuổn ỉ: Phưong pháp tu* duy giải nhanh Toán trắc nghiệm -  lớp 12, gồịi
các phương pháp giải nhanh và các chuyên đề trong chương trình kiến thức lớp 12. f

Cuốn 2; Phương pháp tư  duy giải nhanh Toán trắc nghiệm -  lóp 10 í  j
lóp 11, gồm các phương pháp tư duy giải nhanh và các chuyên đề kiến thức tro| " 
chương ưình lớp 10 và lớp 1L "ị I

Cuốn 3: Tuyển tập đề thi và phưcmg pháp giải nhanh Toán trắc nghỉệịgi
bao gồm bộ đề thi được biên soạn theo cấu trúc đề thi THPT quốc gia và đề tị r; 
mở rộng hơn có két hợp kiến thức lớp 10, 11 cùng các hướng dẫn giải thệ  ̂
phương pháp tư đuy gỉài nhanh. 1 ỉ

Cuốn Phương phấp tư  duy giải nhanh Toán trắc nghiệm -  lớp 12 đưỊ-í
cau trúc thành các phần như sau: I Ị

•Phần 1: Đề minh họa THPT quôc gia 2017 môn Toán có lờỉ giải chi tệ a 
và phân tích cấu trúc đề thi. ■ ■ ■ ậă

• Phần 2: Phương pháp tư duy giải nhanh Toán trắc nghiệp và áp dụng Vù * 
các chuyên đề kiến thức lởp ỉ 2. ; * ị Ẹ

Cuốn sách gồm khoảng 1000 bài tập trắc nghiệm Toán có đáp án và hướng dí e
giải theo từng chuyên đề giúp các em học sinh có môi trường để luyện tập. í

X f r ‘ & 1 ^.Dù đã có nhiêu cô găng, đày công biên soạn nhưng cuôn sách khó tráií c
được hết thiếu sót, rất mong nhận được sự góp ỷ của các thầy cô giáo, các em hc
sinh và bạn đọc để cuốn sách được hoàn thiện hơn trong lần tái bản.

Chúc các em học tốt và thành công! i
Tác À• ỉ



í

T rả i  n g h iệm  c ủ a  học s in h  về các p h ư o tig  p h á p  tư  d u y  g iả i n h a n h

4  Từ năm 2015, thầy Nguyễn Bá Tuấn đã nghiên cứu và đưa ra nhiều phương 
' t| pháp tư duy giải nhanh cho Toán ưác nghiệm được hàng nghìn học sinh biết 
‘ọ | đến qua các viđeo bài giảng, các đề thi thử Toán trẳc nghiệm. Cảm nhận chung 

I  của các em về các phương pháp tư duy giải nhanh Toán đố là: đơn giản, đỗ hiểu, 
> vận dụng hiệu quả, phù hợp cho mọi đối tượng học sinh. Hàng nghìn học sinh 
lìĩl đã ấp dụng thành công trong các kỳ thi có môn Toán thi trăc nghiệm từ năm 
1 1 2015 đến nay.
jậ)ỗ Thị Ninh (Tân sinh viên ĐH Khoa học Xã hội vấNhân văn — ĐH Quốc gia Hà Nội)

[ Những bài giảng, những phương pháp tư duy giải nhanh cho Toán trắc nghiệm 
í cùa thầy Tuấn thật tuyệt vời. Em là một học sinh khối c, học Toán rất kém,, từ 

»°ĩc khi biết tới thầy, em đã học theo các phương pháp tu duy của thầy, nó giúp em 
I  thấy yêu môn Toán hơn. Thầy là người đã truyền động lực cho em. Nhờ các 

) f  phương pháp giải nhanh, các đề thì thử và cả sự vui tính của thầy trong cách 
'0 | giảng, em đã đạt được kết quả như mong muốn và đẽ vào khoá Báo chí của 

1 trường Đại học Khoa học Xã hội và Nhân văn.
ỉệĩguyễn Đức Thiện (Sinh viên ĐH Cồng nghệ - ĐH Quốc gia Hà Nội)
ĩ ,

Là một học sinh học khá môn Toán nhưng khỉ ỉàm đê Toán trãc nghiệm em vân
ị chưa làm chủ được thời gian. Nhưng từ khỉ học các bài giảng về phưong pháp
ỵ tu duy giải nhanh của thầy, em đã cải thiện được rất nhiều. Từ cấc phương
f  pháp tư duy của thầy, em cũng đã học cách gặp các bàị toán đều cổ gắng tìm tòi
1 hưỏng làm nhanh hơn, thầy đã dạy em không chi kiến thức mà còn ỉà cách tư

tị duy toán học, phương pháp tiếp cận vẩn đề sao cho nhanh và hiệu quả nhất.
)ặng Hùng (khoa Y dược — ĐH Quốc gia Hà Nội) 

về ■ ' . Ằ ..
I Em cảm ơn thây rât nhiêu, nhờ những phương pháp tư duy của thây đã giúp
}  em giải nhanh hơn, cũng giúp em cổ tâm thế chủ động tìm kiếm thêm các
I  phương pháp mới. Cùng từ các đề thi thử thầy soạn cững đã giúp em rèn ỉuyện
1 tốt hơn, làm quen vởì các đề thi Toán trắc nghiệm. Thầy đã truyền cảm hứng

cho em trong môn Toán. Cảm ơn thầy rẩi nhỉềuĩ
hệ • *
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H Ư Ớ N G  D Ẫ N  S ử  D Ụ N G  S Á C H  1

Bộ sách ồn luyện Toán trắc nghiệm gồm 3 cuốn, trong đó 2 cuốn: Phirc 
phấp tư  duy giải nhanh Toán trẳc nghiệm lớp 22 và Phương pháp tư  duy gỉ í 
nhanh Toán trắc nghiệm ỉớp ỈỠỊ lớp 11 bao quát nội dung kiến thức môn Toả| 
THPT quốc gỉa để phục vụ cho các bạn ôn tập. Các bạn ôn thi THPT quốc gịỊ  ̂
năm 2017 chỉ cần tập trung vào cuốn lớp 12 vì cấu trúc đề thi chỉ tập trung vãi 
lớp 12, sang nãm 2018 thì cần nắm chắc cả kiến thức lớp 11 và từ năm 2019 ị  
toàn bộ kiến thức Toán THPT nên ôn cả 2 cuốn. Đối với các bạn ôn các kỳ tịp 
khác, cần chú ý cấu trúc của đề thi để có định hướng và kế hoạch ôn luyện tệ 
nhất. Cuốn Tuyển tập đề thì và phương pháp gịảỉ nhanh Toán trắc nghiệm bé 
gồm các đề thi trắc nghiệm được biên soạn theo cấu trúc đề THPT quốc gia và 4 
thi mở rộng kèm theo đáp án và hướng dẫn giải theo các phương pháp tư duy giệ: 
nhanh giúp các cm rèn kỹ năng làm bài và phương pháp tư duy giải các bài tậ| 
trắc nghiệm, quen đần với cách làm đề trắc nghiệm. ọ

X X -  • -. íMột số lun ý đế sử dụng hiệu quả bộ sách: I

1, Đọc và học các phương pháp tirduy. Kể cả chưa học tới các phần kiến thụf
4  *  - I V  • A 4 _____-s I__________ - r £  1 _  __ _  1 /  _  . 1 _ tỵ 9 *đó thì việc đọc và bọc trước các phương pháp tư duy cũng sẽ giúp các

' ^ ~ ' _ . _ _ ___ _ 9  _■

3. Ghi chú, ghi chép Ị đánh dấu các mục, phấn mà các em thây cân ghi nhớ. I
4. Khi cổ khó khăn hoặc vướng mắc, các em có thể: I

• Hỏi giáo viên trên lớp; I
• Trao đổi với bạn bè để tăng hiệu quả của việc học; ^
® Trao đổi trực tiếp với tác giả cuốn sách là thầy Nguyễn Bá Tuấn qua các kênh:

Email: batuantoan@gmail.com
Facebook: https;/7www.facebook.corn/NguyenBaTuan.gvToan
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PHẦN MỘT
m

ĐE THI MINH HỌA THPT QUỐC GIA
- VÀ PHẮN TÍCH CẤU TRÚC ĐỀ THI
!£•' '■ ‘ . • 
j Giải đề minh họa THPT quốc gia 2017 môn Toán theo 
I  p h ư ơ n g  p h á p  g iả i n h a n h  cNguồn đê: Bộ Giáo dục và Đào tạo)

H f  , . A ■____ '
ịleâu 1: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số 
! được liệt kê ỏ* bốn phương án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào?
I  A. y - - x 2+ x - 1' "  3  1 ' 1

f  c. y = X4 — X2 +1
f-v ' 1 ' ■ , ’| j  >; Hướng dẫn gỉải
Cách 1: Nhìn vào đồ thị có ngay a >0 nên loại A, B.

Đồ thị đã cho là đồ thị hàm bậc 3 nên chọn đáp án D.
ịcách 2:
!  Đồ thị hàm sô ờ hình bên có hai điểm cực trị và 
Ẹ lim y = —©o; lim y = +«5
I  • JC-*— X —

I  A Sai vì đây là đồ thị hàm bậc hai chì có một điểm cực trị 
I  c Sai vì đồ thị hàm trùng phương nhận Oy iàm trục đối xứng 
ị B Sai do lim y = -co, hệ sổ a < 0. ;

B. y  =  — 4* 3* +1

D , y  — X3 —3 x  +  l

V

ị  X

/ °

I  Đáp án: D.
|c â u  2: Cho hàm số y = f ( x )  có lỉm /  (*) =■ Ị và ìim / ( * )  = - l  . Khẳng định

I nào sau đây là khẳng định đúng? •
I A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cặn ngang
1 B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang
Ị c. Đố thị hắm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y =1 và

ị D, Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng X = 1 và
- . . : ,

www.facebook.com/Qroups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
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Hướng dẫn giải 
+) lim f ( x )  = 1 => y  = 1 là một đường tiệm cận ngang

-e—*-Kw

+) lim f ( x )  — “ 1 y — “ 1 là một đường tiệm cận ngang. Đáp án: c.
X -+ —■»

câu  3: Hàm số y = 2x4 + 1 đồng biến trên khoảng nào?

A. - ~ ; - ± B. (ữ,+e°)

Hướng dẫn giải

c. í - ị ;+ ~ D. (—«;0) I  ;■Ỉỉ. 1
f cí

Ta có: ý  — &x2 > 0 <=> x > 0 . .
Do đó hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (0; +oo)
Đáp án: B.

Câu 4: Cho hàm số y — / ( j t )  xác định, liên tục trên R và có bảng biến thiên:

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng?
A. Hàm số có đúng một cực trị
B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1
c. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng —1 
D. Hàm số đạt cực đại tại X == 0 và đạt cực tiểu tại X =1

Hướng dẫn giải 
Đáp án A: Sai v ì  hàm số có hai G ự c  trị 
Đáp án B: Sai vì hàm số có giá trị cực tiểu bằng - 1  
Đáp án C: Sai vì hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên 
Đáp án D: Đúng 
Đáp án: D.

Câu 5: Tìm giá trị cực đại ỵCĐ của hàm số y = x3 —3x + 2.

A .  y CĐ = 4  ^C Đ  = 1  c - = °  D - y CĐ = - 1

RÌ
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Hướng dẫn giải 
x — —l^> y = 4

Ta có y = 3x -  3 = 0 <=>
*  =  1 = >  y  =  0

Vậy gỉá trị cực đại của hàm số bằng 4 [hàm bậc 3 có giá trị cực đại lớn hơn
.V t * __giá trị cực tiểu).

' Đáp án: A.

Câu 6: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y  = x  trên đoan [2;4] là:

19
A. min y -  6 B. min y = —2 c. min ỵ = -3  D. rain y s= —

[fc4] .[Ml [a;4] [2-A] 3

Hướng dẫn giải
Cách 1: Do xét trên [2;4] nên dễ thấy y > 0 từ  đó loại B, c. Còn lại A và D thử 

thấy x=3 thì y=6, Đáp án: A. (có thể dùng máy tính Casio để tìm x)
m , X2— 2x—3 [** = —l(loai) , r ,Cách 2: Ta có: V  ----——=— = 0 <£=> [đo ta xét trên đoan Í2;4l 1

(Jt-1)2 [x = 3

Hàm số liên tục trên đoạn [2;4] và ta có y (2) =7; y (3) = 6; 7 (4 ) = — ,

Đáp án: A.
Câu 7: Biết rằng đường thằng y = -2x+ 2  cắt đồ thị hàm số y = JC3 + x + 2 tại

điểm duy nhất, ký hiệu (*0; y0) là toạ độ của điểm đó. Giá trị của ỵQ là
A. y0 = 4  B. =0  c. = 2 D. y0 ——1

Hướng đẫn giải 
Phương trình hoành độ giao điểm:
—2^ + 2 = X3 -hX + 2 *3 -+-3̂  — 0 <=> x = 0=> y = 2 , Đáp án: c.

Câu 8; Tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 
ỵ = Xa + 2mx2 +1 có 3 điểm cực trị tạo thành tam giác vuông cân là:

A. m = -— \= . B. m = — 1 c. m = —r= D. m — 1
- ÍỈ9 ĨỈ9

Hướng dẫn giải 
x = 0

Cách 1 : Ta có: y = 4* + 4-rnx = 0 <=>
X 2 = —  ra

Điều kiện hàm số có 3 điểm cực trị —,m > 0 (có thể nhìn nhanh để hàm số bậc 4 
trùng phương có 3 cực trị thì a.b<0] <=> m < 0 => Ta loại đáp án c, D [*)

9
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Khi đó tọa độ 3 điểm cực trị là A(0;1); B ( J —m;—m2 +1); c ( -4 —m\- m2 +1) i  
Ta thấy AB = AC nên tam giác ABC luôn cân tại A. i s

Yêu cầu bài toán <=> ABA c  — 0 <=> m + m4 — 0 «=> ^ , loại m = ồ
1 ■ ' W

Hướng khác: Từ (*) Đến đây chì còn đáp án A họặc B đúng, Thay ĨÌĨ = ~ l  ta có |  
tọa độ 3 điểm A(0;1); C(—1;0}, thấy thỏa mãn tam giác ABC vuông cân I
nên chọn đáp án Ẹ (nếu không thỏa mãn ta sẽ chọn A). I

Cách 2: Ta có công thức dạng tổng quát của đồ thị hàm số y = X4 + bx2 + c •
có 3 điểm cực trị khi b<0. Nếu đồ thị hàm số có 3 đỉểm cực trị thì 3 điểm !  ;

cc ì bcực trị đó tạo thành tam giác cân với góc ở đỉnh là a  thì tan — = J —— :. I
2* I 'Ằt

Đáp án: B. I
Câu 9: Tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số ị

x + l , y = •" CÓ 2 tiệm cận ngang ìà
-yjmx2+ 1 ■

A. Không có giá trị thực nào của m thỏa mãn yêu cầu đề bài.
B, m < 0  c. m — 0 .D, m > 0

Hướng dẫn giải
Cách 1 : Khi m = 0 ta có y  = x+1 thì đồ thị hàm sổ không có tiệm cận => Loại 

Khi m > 0 tã có:
V   ̂ ^

__________ x + ì , ,  . *  1 1 A rlim — —7==== — = lim —, ủ=  = ™=r => y= — là một tiệm cận ngang
A .w -1 1 m  Vm V »

;c2

- ị  - , — 7= là một tiệm cận ngang
\lm x2 +1 / " 1 Vm Vm

Khỉ m < 0: Đồ thị hàm số không có tíệm cận. , V - sv
Đáp án: D.

Cách 2: m  = 1 tháy vào rồi dùng máy tính Casio tìm tiệm cận ngang sẽ thấy có 2 
tỉệm cận ngang là y = 1 và y = —i . Đáp án: D .: : 1
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câu 10: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm, Ngườỉ ta cắt ở  bốn góc của 
tấm nhôm đó bốn hình vuông bằríg nhau, mỗi hỉnh vuồng có cạnh bằng (cm), 
rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được một cáỉ hộp không nắp. 
Tìm X  để hộp nhận được có thể tích iớn nhất

■  u  C Ĩ Ễ E : .... r  •
A. x  = 6 B. X = 3 c. X = 2 D. X -  4

Hướng dẫn giải 
Cách 1: Gọi X Ccm) là cạnh hình vuông bị cắt (0 < X < 6)

Có:V = y =  x ( 1 2 - 2 x ) 2 = 4 x ( 3 6 - \ 2 x  + X 1)

y'=  12x2- 96*+ 144 = 0«=* x =
x = 6(loại)

Cách 2:

V  = x ( l 2 - 2 x ) 2 =  - A x . ( l 2 - 2 ; c ) . ( l 2 - - - - 2 j c ) < - ^ 4 * +  1 2 ~ 2j‘: + l 2 ~ 2 * j  =128

V = 128 4x = 12 -  2x <=} X = 2max

Cách 3: Thử trực tiếp các đáp án để tính V. Sau độ chọn đáp án ứng vói V lớn nhất 
Đáp án: c.

Câu l í :  Tất cả giá trị thực của tham $ố m sao cho hàm số y -  —an — ^ đồng 

biến trên khoảng 1 0;— 1.
V 4

A. m<i0 hoặc 1 ^ m < 2 B. m <ồ
c. ì< m < 2  D. m > 2

Hướng dẫn giỏi

Đặt t = tan* (t €(0;1J). Do tan* là hàm đồng biến trềrL n^n àẽ thoả

f — 2mãn đề bàí tưo-ng đương với y(t) — ------ đồng biến trên (0;1)
t —m ■



♦

Để hàm y[t) đồĩ m < ^
ỉnỂ (0;1)

Có thể dùng Table đế khảo sát. Đáp án: A,
Câu 12 í Giải phương trình log4 ( x - i )  = 3

A. x  = 63 B. x  — 65 c. X  = í

2 — m > 0

m < 0 
2 > m> 1

D. x — 82
Hướng dẫn giải

Điều kiện: X —1>0<=>X >1
Phương trình trử  thành x —l = 43 <r=> X = 65 (thỏa mãn). Đáp án: B. 

Câu 13: Đạo hàm của hàm số y - 13* là:

Ta có ;y' =s (13*)' = 13* In 13. [Có thể dùng máy tính Casio tính đạo hàm tại điểm 
để loại đáp án]. Đáp án: B.

Câu 14: Giải bất phương trình log2 (3.X - 1) > 3.

Hướng dẫn giải
Cách 1: BPT <=>3* — 1 > 8 <í=> JC > 3. Đáp án: A.
Cách 2: Hàm số là đồng biến nên nghiệm có dạng X > a nên loại B, c, Thử giá 

trị thuộc tập ử đáp án A mà không thuộc đáp án D thấy thỏa mãn nên chọn A. 
Câu 15: Tập xác định D của hàm số y — log2 (X2 — 2 x -3 )  là

A. £> = (-<*>;- l ] u  [3;-K») B. D = [—1; 3]

c. ơ  = (-oo;-l)u(3;-Hx>) D. D « ( - ì ;3 )

A. y '  =  x. 13*“1 Bi y '  = 13x*lnl3 c. y ' e*  13

Hướng dẫn giải

A, x> 3 1B. — < X < 3 
3

G X < 3 10D. X > —  
3

Hướng dẫn giải
0 |~;c > 3 _ '

a: — 2x—3 > 0 <=> Do đổ, tập xác định cửa hàm số là
Jt< -1 F • ■

D = l) ^j(3;-fro),
Đáp án: c

12
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câu 16: Cho hàm số f ( x )  = 2*.7X\  Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai?
A. f ( x )  < 1 <=> x + x2 log27 <0 B. /  (x) < 1 xln2-h X2 In7 < 0

c. /  (*) < 1 <=> *log7 2 + X2 < 0 D. /  (*) < 1 <=£ 1 + ^log2 7 < 0
Hướng dấn giải

'■Cách 1: Với /  (*) < 1, ta có

2*.7*2 < 1 <=> log2 (2*.7*2) < log21 = 0 <=> log2 2X + log2 7*2 < 0 «=> X 4- X2 !og2 7 < 0

2J‘.7*1 < 1 <=> In (2J,.7*1) < In 1 = 0 <=> In 2' + In 7X* < 0 *=> X ln 2 + *2 In 7 < 0

l * y  < 1 o  log, {t .V*) < log7 1 = 0<=> log, 2X + log, V 1 <ữ<±>xlog7 2 + X2 <0 ■

nên khẳng định 
X + X2 log2 7 < 0  <=> (1 + X log2 7)<0<=>1 + JC log2 7 < 0 là sai.

2: Dùng phương pháp ước lượng.
Cách 3: Dùng phương pháp điểm biên.

Đáp án: D.
Câu 17: Cho các số thực dương a,b, với ứ ^ l .  Khẳng định nào sau đây là 

khẳng định đúng?

A. logo, (ab) = ìlo g „  ố B. logoỉ (ứi>) = 2 + 21ogd ố

c. loga* (<zfe) = ìlog„ b D. logaí (ab) = ị  + |log„ ồ

Hướng dãn giải

Ta có: logal (ab) = I  (loga «ỉ») = i (log„ a + log„ b) = i  ilog„ b .

Cách khác: Có thể lấy a = 2, b = 1 và thử đáp án, Chú ý dùng phưong pháp 
Tổng quát hóa  để việc thử được tối ưu. Đáp án: D.

Câu 18: Đạo hàm của hàm sổ y =* —7-  bằng:

A . 1 —2(jc + i)ln2 ĩ + 2 (s  + l)ln2
2U 2U ■

1 — 2 ( x  +  l ) l n 2  , 1 +  2 ( *  +  l ) l n 2
*“ y -  4** . u . y -



í

Hướng dẫn giải
«  n. - + .(^  + 1)'-4' - ( a:+ 1).(4*)' 4jr~ (x  + l).4Mn4
Cdc/ỉ 1: Ta có y = ——  ----------------—-----1—— -  —— ——4:---------

■ l  4 ' J (4*)2 (4 ')2

1 —{jc +  l ) . l n 4  1 — 2 ( x  +  l ) l n 2  n  = -------— -------» ------------------- . Đáp án: A.

Cách 2 Do y = — nên y ' xuất hiện dấu trừ  ở tử, ta loại B, D* Mầu của y '
V

không thể có dạng 4*z nên ta loại c. Đáp án: A.
Cách 3: Dùng máy tính Casio.
Câu 19: Đặt a ẹ= log2 3 và b -  log5 3. Hãy biểu diễn 1 ogổ 45 theo a vằ b

A 1 +  2 a l - 2 a hA. log6 45 = ' ~ B. log6 45 = ------ —— -
ab + b ab

n 1 + r» 1  ̂ Ae 2a2—2abc, log645 = -  —  D. log645 =
<3Ơ ab + b

Hướng dẫn giải 
Cách 1: Biến đổi và đùng các công thức cơ bản và công thức

•• j = _ _ L _ SS 1
°g(«4)c log  ̂(ab) logt a + iogc a

Biến đổi ta được đáp án c  
Cách 2\ Dùng máy tính log2 3 —> A (Shift + STO+Ạ); log5 3 -> B (Shift + STO+B} 

Sau đó thử vào 4 đáp án A, B, c, D.
Cách 3: Ước lượng: log6 45 > log6 36 = 2

Nhận xét các đáp án để chọn đáp án G.
Câu 20: Cho hai số thực a và b, với 1 < a < b .

Khẳng định nào dưới đây đúng?
A, logữ b < 1 < log* a B. i < logtì b < log  ̂a
c. logử a < logứ ¿< 1  D. ìogb à < 1 < lo gab

Hướng dẫn giải . ■
Cách 1:

1 <a<b=> loga b > 1 => \ogb a< 1 
+) A :loga b < 1 =i> loại
-h)B:\ogb a >logH b :=> loại. ' ,
+) c : logơ ¿7 < 1 =̂> loại

14
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I Cách 2: <3 = 2; ¿7=3 => Tính logẾ a\ logữ/> => Nhận xét

I ‘ floga b > Iog_ a <=> log, b> \
I  Cách 3: Ta có b > a > 1 <í=> ị <=> logố a < 1 < log ố .

1 ỉogb b > logẾ a «=> 1 > log  ̂a
| ;7j> Đáp án: D.
I  Câu 21: Ông A vay ngắn hạn ngân hàng 100 triệu đồng, vói lãi suất 12%/năm. 

Ồng muốn hoàn nợ cho ngân hàng theo cách: Sau đúng một tháng kể từ 
ngày vay, ông bắt đầu hoàn nợ; hai lần hoàn nợ liên tiếp cách nhau đúng 
một tháng, số tiền hoàn nự ở mỗi ỉần là như nhau và trầ hết tiền nợ sau 

I đúng 3 tháng kể từ ngày vay. Hỏi, theo cách đó, số tiền mà ồng A sẽ phảỉ trả
t • 1 __ A 1» '  ị .  __ Sí ■ J V __7 \  IV 1____ 1 . * o  o  * __»cho ngân hàng trong mỗi lần hoàn nợ là bao nhiêu? Biết rằng, lãi suất ngân 

hàng không thay đổi trong thừỉ gian ông A hoàn nợ.

1  A. „ , . M i 5 Ì ( M ệuá6„g) B.m. - M Í - ( , r l ệuaS„g,
1' . 3 eJ (1,01)*-1 ■

„ 100.1,03 _ 120.(1,12) JS Ac. m = -----------(triệu đong) D. m  ----- ^ —— [triệu đong)

Hướng dẫn giải 
ệ. p = 100 triệu, 12%/năm => 1%/tháng, r -  0,01, rp = 1.
I ' Giả sử các tháng là:

01/03 -fS2ĩ£L_> 1 /0 4 ^ -— ► Lãi rp; m = mì +rp
• Trả gốc => Còn nợp — n\

01/ 04— » 1/05^— ►Lãi rQ?*ra, ] -------- — m = m2 + r (p -m 1)
Trả gốc m2 Còn Ĩ1Ợ p — mx—m2....... .

01/05—— » 1/06 ► Lăi rp  — Mị—m2 m -  771̂ + r(p ’~mĩ — ỉĩhỵ)
Trả nốt gốc WĨ3 ”  p —

Theo đề
=>mL + rP~m 2 + r(P--mỉ}=$>m2 =mJ(l + r); w?3 =7^2(14-r) — «^(1 + r)2

. . r , ■ rp (1 + r)3ÌTL -f 7Mj + m, = p => ra, = -—■ ■ — m -ìĩL +rp~ rp. —-—
; ( l + r ) ? - l  " : ( l  +  r ) 3 - l

Đáp án: B.
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Câu 22: Công thức tính thể tích V của khối tròn xoay được tạo ra khi quay i : 
hình thang cong, giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f ( x ) ĩ trục Ox và hai]

•- ■ •

đường thẳng x = af x  = b (a <b), xung quanh trục Ox là:
b b Ệí

A. V = ĩ ĩ ị  f 2 (x)dx. B. V = Ị  f 2 [x)ảx.
a a
b b

c. V = f  {x)cbc> D. V = j|/(x)|£fc.
a a

Hướng đẫn giải
Nhử công thửc (hiểu công thức được lập nên từ  gốc là tính tổng vô hạn 
diện tích các hình tròn)
Có thể nhớ điểm mấu chốt là trong công thức có ĨT, f 2 (x) loại B, c, D.
Đáp án: A.

Câu 23: Nguyên hàm của hàm sổ f ( x )  = y /ĩx —ĩ  là;

ỉv.-. .ii ■'
■í ■ ■ *• 
I  
%■ 
Ề'

.Ỵi Ị ' 
■ỉ .

%
Ế

A. f /  (x)dx  =—(2* —1)a/2ằ'—1 + c. 1
3 Ẹ -

B. ị f ( x ) d x  = - ( 2 x - l ) \ ! 2 x - l + c .
* ' ' 3

c. Ị  f  (x)dx —  ——y ỉ l x - ĩ  + c.

D. I  /  [x)dx  = — \l2x — 1 + c  
/2t

t2+ ì

Hướng dẫn giải I
ỉx =J >j2x — ldx. I

ẳ
I  = J t d ị ~ ^ -  j  = Ị  t2dt = — + C = - { 2 x - \ )  \ f ĩ x - 1 + c. I
5) = 3 =>B ■ . 1

I

Cách 1: Ta có: /  = J /  {x) dx =Ị -J2x ~ ìdx.
Đặt

•n/2^-1 =t X
2

Cách 2: F 'A u  = 5 ;/(5 ) = 3=^ 5  
Đáp án: B.

Câu 24: Một ô tô đạng chạy với vận tốc 10 m /s thì người lái đạp phanh; từ  thời I 
điểm đó, ô tô chuyển động chậm dần đều với vận tốc v(f) = -5 í + 10 fm /s],|
trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây; kể từ  lục bắt đầu đạp phanh. .1 
Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ồ tô còn đì chuyển bao nhiêu mét? I 
A, 0,2 m B. 2 m c. 10 m p. 20 m



' VỶ7.
■||.yy, Hướng dẫn giải

v  =  1 0  =  —5 í  +  1 0  = >  tị — 0 j  =  0  — ‘—5 t  +  1 0  ^ĩ> =  2

Ặ ;./ . 2
5(r)=f|(-5í+10)|dí=10

■ yỆỆ--ị.‘. ■
tách khác: Ta có công thửc V2 - v 02 = ( trong đó C7 là gia tổc, v0 ỉà vận tốc

đầu ở  đây là bằng 10 m/s, V ià vận tốc lúc sau, là quãng đường đì được). 
Trong bài do chuyển động chậm dần đềư nên a < 0 lấy a  từ  công thức của V, 

a  = -  5 m /s2. 
pj||.: Đáp án: c.

I Cầu 25: Tích phân J cos3 JCSÌT1 xdx là: 

l t f  A. ỉ = - -* * .  B. i = - ĩ ĩ \  c. /  =0.I I I A. /  = - ~ ĩ c \  B. /  = -ÍT4. c. / = 0.

Ị  Hướng dẫn giải
' X _4 71{*■ . ị , _  , - I* 1 , / V c o s  JC _ị' Cách 1: Ta có /  = J — cos xd (cos x) = ----- —  ■. = 0.

0 4 to
% Cách 2: Bấm máy tính Casio và vận dụng tổ hợp các phím để so sánh ổáp án 
!§■ nhanh nhất
I  Cách 3: Đặt t = cos X  đưa về công thức đặc biệt có tích phân bằng 0. 
p / Đ á p á n : C

Câu 26: Tích phân /  = ịxlnxdx bằng
“  1 ‘ v  -  ■ ■

ỷ-.

I &>
ụ.- ' •

A. /  = —
2

B. / = ez +ĩ c. / ez+ l D. /  = e * - \
2 *4

Hướng dơn giải

=  ̂  ■ ' "  .F:'y- .... í “ = lnJC -  1 ‘r _ _ é l *2 e _ « 2+ lL Cách lĩ  Đặt < =>< „ =ỳ ỉ = ——— — — ịx  =---- - = ---- —.
■ị:, - ‘ [dv = xdx X 2 , 2 '  2 4 ị 4

■ V ~ 2}■■■■. .
\ Cách 2: e2 « 7,3; /  *» 2,... (bấm máy), từ đó thấy chỉ có c thỏa mãn để có thể

lớn hơn 2. ’
ị :  Đáp án: c.
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Câu 27: Diện tích hình phẳng giới hạn bửi đồ thi hàm số y == X3 —X và đồ thị |Ịệ  
hàm số ỵ=  X “  X2 ỉ à ¡11
A 37 9 r  81 n  iq  pA. —  B. — c. — D. 13 ifffi

12 4 12
Hướng dẫn giải

x  =  0

x~  X2 = X* — X <=> X3 + X2 — 2x = 0 x  = \
X  — —.

0 l syy
s  = | l  (x3 +x2 -2 x )  \dx + jl (x3 + x2 - 2 x ) \ - —  (bấm máy)

-2 0 12
Đáp án: A. m

Câu 28: Kí hiệu (//) là hình phẳng giói hạn bửi đồ thị hàm số ỵ = (x — l)ex,
trục tung và trục hoành. Thể tích V của khối tròn xoay thư được khi quay Ị 
hình (//) xung quanh trục ỡxlà

x  =  - 2  § 5

A. V = 4 -  2e B. V -  <Ạ-2€)7V c  V = <?2 -  5 D .V = (e2-5)7T I;'
Hướng dẫn giải 'lH

2 (x - ĩ)e x = 0 * * x  = l W

s  “ Ị\2(x - ĩ)ex\dx = (ez - 5 ) x  • | ;

Đáp án: D. ' ' I
Câu 29: Cho số phức z — 3 - 2 L Giá trí phần thực và phần ảo của số phức z là I

A. Phần thực bằng —3 và phần ảo bằng —2i. r |
B. Phần thực bẳng —3 và phần ảo bằng —2. I
c. Phần thực bẳng 3 và phần ảo bằng 2L I
D. Phần thức bằng 3 và phần ảo bằng —2, ịịp
Đáp án: D. %

Câu 30: Cho hai số phức Zị — 1+T và z2 ==2 —3L Môđun của số phức Zj + z2 là
A- |zx +z2 | = VĨ3. B. jZị +^1 = ^ .
e- (^ + ^1=1. D. |zj + z2| = 5.

Hướng dẫn giải 
Zị + z2. - 3  — 2ì =s>Ịzj + z2|-a /Ĩ3
Có thể dùng máy tính Casio khi máy cho mồđun là số thập phân thì bình 
phương lên để biết nó là căn của số nào.
Đáp án: A.

18
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leâu  31: Cho số phức z thỏa mãn (l+ ĩ)z = 3-z. Hỏi điểm biểu diễn của z là
I điểm nào trong các điểm M,N, P,Q ở hình bến?
¡ ||J  A. Điểm p. B« Điểm Q.
ị  G. Điểm M. D„ Điểm N.

Hướng dẫn giải
(3 - i) ( l - i )

V

A' r  .  1 
1 
1

------ T A/
1
1

i
1

1
1
1 :|J

-1 Ị a
ĩ

i Ị

p i - A

11
------ 1 ọ

. 2
ị' (có thể dùng máy tính Casio để tìm z)

| |g f )á p  án: B.
í Câu 32: Cho số phức z - 2  + 5ì. Giá trị số phức w -  ìz + ĩ  là
I Ị  a. H* = 7 — 3i. B. w = —3—3i.
ị c. w — 3 + 7i. D. w = —7 —lL
r /-V Hướng dân giải
■ Ta có w — i(2 + 50 + (2*-5f) = “ 3 — 3ỉ 
: Đáp án: B.

Icâu  33: Kí hiệu zv z2, z3, z4 Iàbốn nghiệm phức của phương trình
É '" ; . _4 2 _  A *T-A’____T’ ____I _ I t I _ I , I _ I . I _ 111t e . *  s -  12 = °- Tổng T =s| z, 1 + ỉ z21 + 1 z31 + 1 llà 
| | | a . T  = 4 B. T = 2 -S
| :  c . r  = 4 + 2 ^3  D. T = 2 + 2-j3

Hướng dẫn giải

Đặt t  = z2 t 2 - t - 1 2  =  0 = >  t  3
t = 4

píbTa có: I 2, M z2 l;l z31=1 £41 
ềp Trường hợp 1: z2 = 4 =>i Zj N z2 1= 2

Trường hợp 2: z2 -  -3  ¿3 J=ũ4 >/3

■:.ỉ Đáp án: c.
‘Câu 34: Cho số phức z thỏa mãn Iz\ = 4, Biết rằng tập hợp các điểm biểu diễn

Ị các số phức w =(3 + 4z)z+ ị là một đường tròn. Bán kính r của đường 
tròn đó bằng:
A. r==4 B .r  = 5 - c. r = 20 D .r  = 22
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Hướng dẫn giải
\z  1=4; w=(3+4i)z + i
<=» Ịw-i| = I (3+4i)z 1= 5.4=20

Tập hợp điểm biểu diễn số phức w là đường tròn tâm I( 0 ;1 ); r =20. I 
Đáp án; c. ậ;

Câu 35: Tính thể tích V của khối lập phương ABCD.A'B 'C 'D \ biết
A C '~ aS .

A .v  = a \  = c. y  = 3 S a \  D. V - ~ a 3.
. 4 3 Í1

Hướng dẫn giỏi
Ta có đường chéo của hình hộp chữ nhật 3 kích thước là x,y,z*

AC' — + z = 'I ĩã > mà x = ỵ = z=>x = a
^  -  „3

c. V = a*-J2. D. V = —
3 ](

Hướng dãn giải vị:

K = iV ĩa .a 2= ^  . . I
3 3 I

Đáp án: D,
Câu 37: Cho tứ  diện ABCD có các cạnh AB.AC  và AD đôi một vuông gói 

với nhau; AB = 6a,AC - l a  và AD=4a. Gọi M ,N ,P  tương ứng là trung' 
điểm các cạnh BC,CD,BD. Thể tích V của tứ diện AMNP là

A. V = —a3. B. V =14as, c. V =—  a \  Vi.V = l a \
2 3

Hướng dẫn giải
Cho ữ=l.

VẠBCD=i I i
4 4 2 3

Đáp án: D,
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1 câu 38: Cho hình chóp tứ  giác SABCD có đáy ĩà hình vuông cạnh bằng V ỉa .
Tam giác SAD cân tại s  và mặt bên vuông góc với mặt phẳng đáy.

;■ Biết thể tích khối chóp S.ABCD bằng - ữ \  Tính khoảng cách h từ B đến
K * ■ 3

mặt phắng (SCD).
2 4A h - —a B. h =—a
3 3

rc. h = — a 
3

D. h = — a 
4

Hướng đẫn giải 
ì3— => SH -  2aỊcáchU  v AECD= isH .(V 2 )2 =

|  í  Đặt hệ trục Oxyz\

!  S(0;0;2); D ( - > / 2 ; - J = - ; 0 ) ;  a ^ 2 ; ~ = - ; 0 )  ■ B ( V 2 ; ^ - ; 0 )

l[SD;SC],SBI
l[SD;SC]l

I I ' Trong đó: SD = ( - V 2 ; ^ ; - 2 ) ; S C  = W ^;— ;-2);SB = (V2;— ;-2 )
2 2 2

l l  [SD.SC] = (0 ; - 4 n/2;2) => = 8 = 4-
11 l[SD,SC]l 6 3
Cac/z 2: Gọi H là trung điểm AD khi đó có SH là đường cao của chóp S.ABCD

3Vy c     „ __  __ 
V 2 )  - \ ™  ■ 2 - J ĩ

SH =Z1 ±*SCD = i g l -  2a=>SD = J s i ỉ 2 +f AD
ABCD

Có: ả {fi,(5CD)) = 2d ,(5C£I)) = 2 SH'HD = 2.
Sĩ)

2a.

72
2 _ 4g 

_3ứ 3
Vã

Đáp án: B,
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A. l = a. B. I = a-JĨ. Q.l = a S .
Hướng dẫn giải

Ta có: BC — VAtì2 + AC2 - 2 a . Khỉ quay tam giác ABC quanh trục AÉ, 
đường sinh của hình nón là đoan BC do đó / = 2a 
Đáp á n : D.

Câu 40: Từ một tấm tôn hình chữ nhật kích thước 50 cm X 240 cm, ngưừỉ ta! 
làm các thùng đựng nước hình trụ có chiều cao bằng 50 cm, theo hai cách satỊ 
[xem hình minh họa dướá đây).

Cách 1: Gò tấm tôn ban đầu thành mặt xung quanh của thùng.
Cách 2: cắt tấm tôn ban đầu thầnh hai tấm bằng nhau, rồi gò mỗi tấm đói 

thành mặt xung quanh của một thùng.
Kí hiệu là thể tích của thùng gò được theo cách 1 và V2 là tổng thể tíclậ

___  y
của hai thùng gò được theo Cách 2. Tính tỉ số —

V*

V 1A >  = -
K2 2 C & - 2

V* V,
D. — = 4

Hướng dẫn giải

Do chiều cao của các thùng là như nhau nên tỉ số “  bằng tỉ số tổng diện?
V 2

tích đáy thùng I
c 1 c 2 c 1 V ss = TT R2 = 1T ----r  = --- =>-*- = = 4 => — -  —— = 2 ĩ

A  ***£ A  C1 /^2  T /  o  r  pAk 1 4x s2 c; v2 2S2

Đáp án: c.
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:

p  câu 41: Trong không gian, cho hình chữ nhậtABCD có AB = 1 và AD = 2. 
ị|.; Gọi M, N lần lượt là trưng điểm của AD và BC, Quay hình chữ nhật đó xung 

q u a n h  trục MN, ta được một hình trụ. Tính diện tích toàn phần Stp của hình

Ỳ  '- trụ đó
H !  A. = 4 *  • B .S lp= 2 x  C .Slp= 6 x
vp’!i' Hướng dẫn giải
■ Hình trụ  có diện tích đáy S: =7T, có diện tích xung quanh là

_ BCU m  Sxg=AB, 2 ĩ t . ^ -  = 2 x

D, = ĩồ x

w  -

g | .  Vậy Síp =■ 2S: + SX1Ị = Ak

J Đáp án: A. .
Câu 42: Cho hình chóp SABC  có đáy ABC là tam giác đều cạnh bằng 1, mặt

• ■ kAv, C ^ D U  ^  m X f n l i Ẵ » / r i n . A n ^  nrÁs* X +. V,U:bên SAB là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với m ặt phẳngDen la Lciỉii giau uuu va.nam Li ung mạt pnaxig vuuiig gu 
" đáy, Thể tích V của khổi cầu ngoại tiếp hình chóp đã cho là
ỵ&: ■ — * -

A. v  = 5VĨ5^ 
18

B. V = 5 jĨ5 x c. V
27

D. v  = $7V
54

$ị- Hướng đẫn giải
Gọi G là tâm  đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, Gf là tâm đường tròn 

. ngoại tiếp tam giác SAB. Dựng đưÒTLg thẳng d, ử  lần lượt qua G, G" và song 
song vớí Sỉỉ, CH, hai đường d và ứ’ cắt nhau tại L Khi đó I chính là tâm mặt 
cầư ngoại tiếp cần tìm.
Dễ có:

ỈG = - S H ,  AG  = — SH, S H =  —  
3 3 2

R = \J A G 2 +ỈG 2

I ~ S H

=> V =z. 'n 
3

Đáp án: B.

+ 

V

( \  Y-S H  =
,3  J

VĨ5

V ĩ5 Ỵ _ 5 > /Ĩ5 * ‘
6 54/

X £
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câu  43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng :ị
( p ) : 3 x -  Z + 2 = Q. véctơ nào dưới đây là một véctơ pháp tuyến của [P)?

A. ^  = ( - l ;0 ; - l )  B. ^  = (3 ;- l;2 )  I
c, ^  = (3;-l;0) D. ñ¡ = (3;0;-l) I
Đáp án: D. I

Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu
(S): (x + 1)2+ ( j  —2)2+ (^ “ 1)2 =9 

Tọa độ tâm / và tính bán kính R của [5) là I
A. /(—1;2;1) và/? = 3. B. /( l; -2 ; - l)v à  R = 3. I

c. /( - l;2 ; l)  và /? = 9. D. 7(1;—2;—1)và R=  9.
rễ

Hướng dẫn gíảỉ I
Phương trình tổng quát của mặt cầu tâm /  (a; b\ c ), bán kính R có dạng I

($ ) : (x -a )2+ (y - b )2 + { z - c f  = R2 I
Vậy (S):(x+1)2 + ịy — 2)2 + (z —l)2 =9 có tâm 7 (-l;2 ;l) ,Â  = 3
Đáp án: A. ị

Câu 45: Trong không gian vớỉ hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng I
(p ) : 3x + 4y + 2z + 4 = 0 và điểm A( 1;—2; 3). Khoảng cách d từ 4  đến (P) là: I

. , 5  „  5 r  5 _ A _ s  I
A .  d  — — B .  d  ——  c .  a  =  — D . a  — ——

9 29 V29 3
Hướng dẫn giải I

, , |3.1 + 4 (-2 ) + 2.3 + 4| 5 I
d(AẨP))  = J------=  --  1 = -¡= = . Đáp án: c.

v32 + 42 + 2 V29
Câu 46: Trong không gian vói hệ tọa độ öxyz, cho đường thẳng A có phương trình: í

* ” 1 0  _  y  — 2  _  Z +  2  
_ _ _ _ _ _  _ _

xét mặt phẳng (p ) : 10;c-!-2;y+ mz + l l = 0, m là tham số thực. Tất cả các giá
trị của ìĩi để m ặt phẳng (P) vuông góc với đường thẳng A là
A. m = —2 B. ra — 2 C. m "  —52 D. m -  52
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: ị-ii • ,

■ky- ị ■' ■ ■'$■■ ■:
jỊ> £ " Hướng dẫn giải
1’ Để (i3) vu ỏng góc với đường thẳng À thì véctơ pháp tuyến của (P) phải

5 1 1i'-':' cùng phương với véctơ chỉ phương của A ta có: — = — <=ỳ m = 2
■m - ° A u 1 10 2 m
I  Ị Đáp án: B.
câu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm ^4(0;1;13 và 

‘ B[ 1;2;3). Viết phương trình của mặt phẳng (P) đi qua A và vuông góc với 
đường thẳng AB
A. jc+y + 2 z -3  = 0 B. X +y + 2 z -  6 = 0

I  c, x + 3 y  + 4 z - 7  = 0 D. X + 3 y  + 4 z ~  26 =0
t  Hướng dẫn giải
ịcảch 1\ Ta có ÃB = (l;l;2)
I . Vậy mặt phẳng (P] đi qua A và vuông góc với đường thẳng AB ỉà: 
ỉ l(*"-0) + l ( y ~ l) + 2(z — l) = 0 hay x+ ỵ + 2 z ~ 3 = 0.
I Cách 2: Thay tọa độ điểm A vào các đáp án thì chỉ đáp án A là thỏa mãn. 
ỉ Cách 3\ Tìm véctơ AB từ đó có véctơ pháp tuyến của [P] nên loại đáp án c, D. 
I Sau đó thay tọa độ điểm A vào đáp án A hoặc B là thấy đáp án A thỏa mãn.
I  Đáp án: A.
I Câu 48: Trong không gian với hệ tọa độ 0xyz, cho mặt cầu (5] có tâm 1(2; X; 1)

- và mặt phẳng (p ):2x+  y + 2z + 2 - 0 .  Biết mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (5}
theo giao tuyến là một đường tròn có bán kính bằng 1.
Viết phương trình của mặt cầu [5).
A. (jc+2)2+(;y + l)2+ (z + l)2=8 B. (*.+ 2)2■+(>+ 1)1+(z + l)2 =10

1  c. ( x —2)* +  (}>—l ) 2 + ( z —1)* = 8  D. ( j c - 2 ) 2 + ( > - 1 ) 2 + { z - 1 ) 2 = 1 0

b; /;••• Hướng dẫn giải
Dễ dàng ta loại được A, B vì không nhận I làm tâm.
Ta có bán kính mặt cầu R = ^jr2 + d2 ( / ,(p ))  trong đó r bán kính đường

tròn, ú? ( / ,(p ) )  .là khoảng cách từ  tâm Ị đến mặt phẳng (P]
ỉ ỉ \\ |2.2 + l + 2.1 + 2 9 „

• d ( l ,  (/>)) = , ' = 4 ^  = 3
>■(: v ’> V2  +12 + 23 &

=>R = y/ì + 9 -^ ĨÕ .
Đáp án: D.
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Câu 49: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyzf cho điểm j4(1;0;2) và đư< 

thẳng d có phương trình ——- = — = .

Viết phương trình đường thẳng A đi qua i4, vuông góc và cắt ư. 
A. A :l l Ấ ~ y = Ỉ Z l  B. A: = 2A, A: 

c. A:

X —1 _ y _ z ~ 2
!_T ~ _ 1 ~ " l
x - l  _ J  _  z — 2 

“  2  ”

1 1 -1

2 2 1 1 - 3  1
Hướng dẫn giải

Nhận thấy tất cả các phương án khi thay tọa độ điểm A đều thỏa mãn. 
Tỉếp đến xét tính vuong góc ta loại được đáp án A, c.
Xét tính cắt nhau

íx  = l+ t'
Có phương án B: Ả : ——- = — -  -- —

6 1 1 - 1

d : x - ì  _ y z + l

y = t' ( íe R )  
z = 2 - t '  

x — \ + t
ỵ = t ( í e ẵ )  
z = —1 + 2/

Để xét tính cắt nhau ta xét hệ sau có nghiệm hay không
ì  + í “ l + í' 
t = t'
- ì  + 2ĩ = 2 - t '

Nhận thấy hệ trên có nghiệm. Đáp án: B,
Câu 50: Trong ichông gian vơi hệ tọa độ Oxyz, cho bốn điểm:

■4(1;-2; 0), fl(0 ;-l;l) , c(2;1;-1) và ơ(3;l;4)
Hỏỉ có tất cả bao nhiêu mặt phẳng cách đều bốn điểm đó?
A. 1 mặt phang B. 4 mặt phằng
c. 7 mặt phắng D. Có vô số mạt phẳng

Hướngdỗngiải 
Kiểm tra 4 điểm A, B, c, D xem có đồng phẳng hay không?
Có ÂB = H ;1;1),Ã C  = (1;3;-1),ÃD = (2;3;4)

Xét AB^ AC, AD = -24 & 0 vậy 4 điểm A, B, c, D không đồng phẳng,
r  ó  U oi 1 r\ n -í w\ Xí* hVlXnrr +-1-. Ẳ « Vn íí n  rỉrt U n í 1A.

loại này)
Có 7 mặt phẳng thỏa mãn đề. Đáp án: c.
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PHẮN TÍCH CẤU TRÚC ĐỀ THI
Theo phương án thi THPT quốc gia năm 2017 được Bộ Giáo dục và Đào tạo 
công bố: Năm 2017, nội dụng thi nằm trong Chương trình lửp 12 THPT; 
năm 2018, nội dung thi nằm trong Chương trình lớp 11 và lớp 12 THPT; từ 
năm 2019 trử  đi, nội dung thi nằm trong Chương trình cấp THPT.
Theo đề minh họa do Bộ Giáo dục và Đào tạo công bố, năm 2017 cấu trúc 
cfê thi được phân bổ như sau:

Nội dung kiến thức Số câu
1. Hàm số và các bài toán liên quan 11
2. Mũ và logarit 10
3. Nguyên hàm -  Tích phân 7
4. SỐ phức 6
5. Hlnh học không gian 4
6. Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 4
7. Hình học tọa độ Oxyz 8
Tổng 50

Cụ thể:
f : 1. Hàm số và các bài toán liên quan 
Ế |Ịg ồ m llc â u )

Các dạng câu hỏi về:
1? Đồ thị hàm; tiệm cận 
Ệ: Tính đơn điệu 
!  Cực trị 

n  GTLN -  GTNN 
Tương giao

2. Mũ và ỉogarit (gồm có 10 câu)
Ệ  Tính đạo hàm: Tìm tập xác định 
§-' Biểu thức Iogarìt 
ĩ - Phương trình, bất phương trình 
Ệị lôgarit; Bất phương trình mũ 
:Ệ  Bài toán lãi kép
3, Nguyên hàm -  Tích phân (7 câu)

!> Lý thuyết; Nguyên hàm; Tích phân 
;> ứng dụng tích phân

1

4. số  phức ( 6 câu)
- Dạng đại số của số phức
- Dạng hình học gồm 2 câu
- Giải phương trình số phức
5. Hình học không gian (4 câu)
- Câu hỏi về lý thuyết về khối đa diện
“ Dạng câu hỏĩ về tính thể tích [khối lập 

phương, khối chóp, tử diện, lăng trụ)
- Khoảng cách từ  1 điểm đến 1 mặt
6. Mặt cầu, mặt trụ, mặt rión (4 câu)
- Câu hoi có tính liên hệ thực tế
- Thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp
7. Hình học tọa độ Oxyz (8 cãu) 
Gồm các kiến thức về mặt phằng, 
đường thẳng, mặt cầu khoảng cách 
quen thuộc mà mỗi học sinh bất kì nắm 
chắc kiến thức cơ bản có thể giải được



Ị

PHẦN HAI

PHƯƠNG PHÁP T ư  DUY GIẢI NHANH 
TOÁN TRẮC NGHIỆM

Chương I. LÝ THUYẾT CHUNG VỀ GIẢI NHANH
TOÁN TRẮC NGHIỆM*

Bài 1. Kỹ năng bấm máy tính giải Toán trắc nghiệm

1. Phím  CALC
Chức năng (CALC) là tính giá trị của một biểu thức 

Ví d ụ  1. Giải phương trình:
sin 4x 4* sin 2x = cos 4x + cos 2x

A.

c.

x =  —  +  2ỈC7T 
2
K k7ĩ

X — ——

K íX — 4 - k l t
2
71 k7i
12 3

(*€ Z) B. (ke  Z)

(k e  Z) D.
X — kTT

7T _ k7T (k e  Z)
X  =

12

Hướng dẫn giải 
Cách Ị ĩ sỉn 4x  + sm 2* = cos 4x + cơs 2x 

<=> sin 3jc = ccv 3jccơjt

cos X — 0
sin3x  = cơj3jí:

=-— + &#■
2

kĩu
X  4 -——

12 3

.Đáp án: c.

Cách 2 ;
(Chủ ỷ: Trong các bài toán chứạ hàm lượng giầc với các đáp án ở đợn vị 
radian thì cần chuyến về hệ radian trước khỉ nhập hàm,)
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^VỊ.Thử đáp án — + -̂ 2- trước vì từ phương tình ta thấy có tình huống:
1SISP 12 3
Ệ 1 = sinb nên ta nghĩ đến a + & = — bx — -~ <?=} x = —~.
ỊÊỆỆỆỹ-’ 2 2 12

phím CALC gán giá trị X = — ta thấy phương trình thỏa mãn.
12 ‘

tục gán giá trị X = — +— thấy phương trình thỏa mãn. Đáp án: c

A • li Ví + tan X — Vl + sin X i ýí dụ 2. Giá trị limy = - ----------- ^ ---------  là:Ệ * x-*ữ ỵ3
iiS S l?  1 - • ■

• A. - B. — c. 4• 2
;S 8 r - V  ' tíương ơũĩì gỉởĩ
I  ' Nhập biểu thức rồi dùng phím CALC gán các giá trị xấp xỉ 0 cho X [như 

XM3.001; x=0.000í„,.)
ỆMw 'j
W'i

CALCì ề: 
ì ỵ  %

-,Ị ịặí:
. Cụ thê ta có các thao tác nhập trên Casio như sau: 

U’ Ta được kết quả
,:ềặA. .
ậị:.i ỉ ■;>:V‘ .
I" X- •; UHr.'

ựl + tan (X ) ~ yỊĨ+sm (X )
= 0,001

ỉ ■ Vậy giới hạn là 0,25 = — . Đáp án: A.
4

I Chú ý : Trong nhiều bài toán nếu ta chọn giá trị X không khéo sẽ dẫn tới hiện 
tương tràn số cho kết quả không chính xác.
Như bài trên nếu cho X < 0-0001 thì sẽ được kết quả là 0.
Bởi vậy, nếu nghi ngừ đáp án, ta nên thử nhiều giá trị X kháq nhau, 

ị Ví dụ 3. Cho m ặtphẳng (a ):2 x  + 3y + 2 + 1 = 0. M ặtphẳngnào sau đây vuông
góc với mặt (a)

A. 2x—3 ỵ - Z + 1 = 0 B. x+ y  — 5z + 6 = 0
c* 3x —ỵ-\-2z~0  Đ. X  — y — Z + 1 = 0

29



ị ịĩ

Hướng dẫn giải
Ta có 2 mặt phẳng vuông góc với nhau khi tích vô hướng của 2 véctơ pháp 
tuyến bằng 0. Để tránh phải tính toán nhiều ta dùng chức năng phím CALC 
như sau:
Ta có = (2;3;l)nhập biểu thức 2A + 3B + C &i£->A = 2 ,B = -3 ,C  = - ì
(A, B, c là tọa độ tương ứng của các véctơ pháp tuyến trong đáp án A) đưựcị 
kết quả 14. Ệ
Tiếp tục nhấn CALC và chọn A -1 , B = 1, c  = -5  ( là tọa độ tương ứng của 
các véctư pháp tuyến trong đáp án B) được kết quả 0. Đáp án: B.

2. Phím SHIFT+ CALC (SOLVE)
Chức năng (SOLVE=SHIFT+CALCJ là tìm nghiệm của phương trình bất kì 
trong một lân cận của X đã chỉ ra.
Như chúng ta đã biết, phím MODE 5 giúp tìm nghiệm của phương trình bậcf
2, bậc 3 và hệ phương trình 2 ẩn, 3 ẩn. Với ưu điếm quét toàn bộ các| 
nghiệm của phương trình dạng bậc 2, bậc 3. Nhưng nó có 1 nhược điểm) 
lớn đó là với các loại phương trình vô tĩ thì không giải được.
Bửỉ vậy, phím SOLVE giúp ta tìm 1 nghiệm hoặc xét sự tồn tại nghiệm của 
1 phương trình bất kỳ.

Ví dụ 1. Giao điểm M của đường thắng cđ ) - • =  -T- -  = ĩ ỉ - t l  và

( P ) :2 x -4 y -3 z  = ~~8 là:
r

A. M 5;-3 ;|ì B. M(l;l;2) c. M(7;-l;-7) 

Hướng dẫn giải

D. M(5;3;2)

Phương trình dạng tham số của đường thẳng (d ):
x = 4 + t 
ỵ = 5~2t. 

5 í~ l
z =

Vậy giao điếm ]à nghiệm của hệ

JC = 4 + / 
y = 5 -2 ĩ  

5í—1
z 2
2x—4 y - 3 z - —8
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J Thay 3 phương trình đầu vào phương trình cuối ta đưực

: m ị;' 2(r + 4) —4(5 —20“-3.~—  ̂+ 8 = 0
• '2*

Vậy thao tác chuyển d về dạng tham số rồi nhập vào máy biểu thức sau 

ì ; p 2(X*4 ) - 4 ( 5 - 2X )-3 . — + 8 " và ấn [SHIFT SOLVE], giá trị khỏi đàu

r| §x~0; với X chính là ẩn t. Ta đưpc kết quả _____
cửa • 17'
LiCX+4J-4C.!Í:ã ? ĨÃ l1

f g ,  , ; J . .  I E S P -  i ỉ  .
; %vậy x = l = > í  = l=> M(5; 3; 2). Đáp án: D. 

phím MODE 7
Chức năng MODE 7 ỉà tạo bảng gỉá trị của 1 hàm số y -  f { x ) -  Từ bảng giá

TI Ị 'f  trị đó ta quan sát, từ  đó:
- Tìm nghiệm phương trình khi các đáp án cách nhau 1 khoảng không đối; 

ỹ ị  - Dự đoán tính đơn điệu của hàm số;
; Tính giói hạn;
u.f - Dự đoán được min, max hàm số nếu có.
Ví dụ 1. Nghiệm cửa phương trình sin JC + COS a; = cos2 là:

! I ! à .O  B. — C.ĨC D. —
® w 2 . . .  2

Hướng dẫn giải

; Nhận thấy các đáp án đều cách nhau 1 khoảng không đổi là ^  dẫn đến việc
ị ' ’* • • . 
i'; 'tạo bảng khá thuận lựỉ.

; Ị |íT a  nhấn MODE 7 nhập hàm /  ( X ) = sin ( X ) + COS (X  ) -  (cos ( X  ))2 
!;§; Chọn giá trị khởi đầu START: 0 (là giá trị nhỏ nhất trong các đáp án)

I  Chọn giá trị cuối END: — ■ giá trị lớn nhất trong các đáp án
Ị g r  ' • 2
j I  ị Bưửc nhảy STEP là “  (khoảng cách nhỏ nhất giữa các đáp án)

: ]% '? ■  . . . . . .Ta đưực bảng giá trị



usnçnÉIlMIS

jaF CK)
0I -ẻ

Wa-th

Quan sát thấy giá trị / ( * )  = 0 chỉ tại X  =0 
X  = 0. Đáp án: A.

Ví du 2. Giới han của hàm số lim - - —- • là...
™  4 X—l

"lí-i 

ĩ •• J

nghiệm của/(* )= ( )  Ệí;
• •••1' -*■ 
Mr'if-.H •ỈL 

■ P

Hướng dẫn giải •$;
3X + 4X IS

Nếu ta dùng chức năng của phím CALC thì nhập hàm — -----CALC rồỉ gấá
4x~ l  •,§!

giá trị của X là 1 số khá lớn như X = 200* Khi đó máy báo MATH ERRO|;--
đây là 1 nhược điểm của Casio khi máy tính phải xử lý các dữ liệu số to đỊỊp
tới hiện tượng tràn số máy không tính toán được. Như vậy ta cần chọn gi|; 
trị của X phù hợp trong phạm vi máy tính có thể tình được.
Với tính năng của MODE 7 ta sẽ xử lý nhẹ nhàng bài toán này như sau

MODE 7 nhập hàm f [ x ) 3X 4-4* 
4 * - l

chọn giá trị khởi đầu START: 100 (do giới hạn khi 'x---- H>oo)
chọn giá trị cuối END: 200 
bước nhảy STEP: 20 
Ta được bảng giá trị

-ụ ỵụ-r. ■>rki*r • 0 • •-V MMH ■ í.‘ : ta
1 : : H

■ÉTOÏT
F CK)

-  [
■ ■ ....

■; lí
K

ĩ E0 1
2

V7 3
1 so 

k IMP
ì

: .W. 1
"• ' ' **• 'J * . • •' .ĩ s

B
i Bũ 

■■RÏÏI
ERROK
EFïROB' ■ . : Sý/ • - Kị ■ "4 iO O ’■ -t 2 0 0

3X 4- 4X
Quan sát thẩy giá trị / ( x )  = ltạ i X  =100,120,140,160 lim------ — = 1

Đáp án: 1.
Nhện xét: Như vậy nếu sử dụng chức năng phím CALC thì nên gán X có g i 
trị < 160, khi đó máy tính sẽ cho ta đáp án.

Ví dụ  3. Hệ số của X 26 trong khai triển nhị thức
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} trong Khai triẽn băng bb lã:
r  A. 210 B. 126 c  252 D. 330
m  ■ Hướng dẫn giải
Ịcđch 1:

Trước hết ta cần phải tìm n dựa vào dữ kiện tổng ba hệ số của ba hạng tử 
Ị đầu tiên trong khai triển bằng 56 <=> c°n + c \  4- c l  = 56
I I  m ode 7 nhập hàm f{x} = xco + XCÌ + XC2-5 6
% START: 3 
*1 END: 13 

I STEP: 1
Ta được bảng giá trị:

•Cửa sổ bật

ỉ 2 
8

ị ■Lti-iiỉ ■

K 9■rT
; > IISvv-r-

0
Fíib ■ 1D5lĩ

Mtth*■- ■ .* ■>*--" 

•1 0 • 7

ị ệ Ệ  i f

, ■ • m ề __—
ặ  ta thấy X  = 10=^ / ( J f )  — 0=^ /í = 10
• + Để xác định hệ số của X26

Vói cách thông thười
; + Để xác định hệ số của X

Vói cách thông thường ta cần tìm k thỏa mãn
Jk 1 -  X* <=> I k -4 (1 0 - /t)  =■ 26,4(10—k)

Giải phương trình trên ta đưực k -  6 
I Vậy hệ số của JC26 là Cịo = 210. Đáp án: A, 
§Ịch2ĩ  .

-v

ÍẨ f  1 Y° 10 1
r Để xác định hệ số của X26 trong khai triển JC7 + --5- =22  ̂ 10 -*7* ~ 4(Ìo-ãV

V. X )  Jt«0 X i
Ta gán cho Jt = 10

ị Dùng bảng TABLE nhập hàm 107*—4w-kỳ’ c^° ^ chạy tù' 0 đến 10 với bước
I 1-0* *

nhảy 1
r v  l - A ____ jT jtw ',------------------------- , ỉ  4. « '  .1 X 7 #  ì



Khi đó ta được bảng giá trị:
,|Ị^;vg - íp o ĩiv  ■ . p . . • Ị

ỉỉ^vS • I no 1 5 ị:_ Ễ
i*ị• & H W  ỊnnSG ' n

t ì ' : ÃỄ -¿1;;:-.. .••>•' • , 6  1
Nhận thấy tại X  =6 thì / ( x )  = 1026 với cách gán X = 10 thì / ( X )  = 102Ề

tương ứng với X26. 11tương ứng với X26.
Như vậy k = 6 => hệ số cần tìm là Cio = 210.

4. Tính tích phân
* Hàm chứa #/ơ trị tuyệt đối:

Lưu ý: Để ấn giá trị tuyệt đối ta 
dùng phím Shift + Hyp ( hàm Abs ) 
Ví dụ: Cho tích phân

/  — J (ịjt 1| — \x — 2ị)dx 
1

Giá trị của /= ...

Ta được kết quả trên Casio như sau:
: vo M*tK Mú?

1 : 1 x + l  1 —! X—*21 d x
• • 'v '

*Hàm có mũ bậc cao: 
Ví dụ: Cho tích phân

M
M998 + *6đx
•Ị1998 + X2 

Hắy tìm khẳng định đúng 
A. /  < 1

c. / > 1

B . / >1998 I  
1 1

D. /  < —-— ề  
1998 ft

Ta được kết quả trên  Casio như sau:|
’ •' '■ ■ ~  ■ “  ; T  r ' u ĩ « l .  Â. ' i ầ

■ .  9 9 8 + X ^  
í  i 9 9 8 + 2 < 2 _ _  _  4 :

1.007900026

i ị

5. Giải phưo-ng trình bậc 3 và hệ phương trình thuần nỊiất [2 ẩn, 3 ẩn) 
a) P hương trinh bộc ba (MOĐE +S, 4)
Ví d ụ  1. Giá trị của m để đồ thị hàm số y = X3 -  3x2 + 3mx + 3m + 4 tiếp xúc VỊ \ 

trục hoành là f  ̂■
A. m = —3 hoặc m — 0 B. m = 3 hoặc m — —1
c. m e M D. m = 1 hoặc m = ±3

Hướng dẫn giải v . .
Để đồ thị hàm số ỵ = f  (jc) tiếp xúc với một đường thẳng d : y -  ax + b

Thì phương trình f { x )  = ax+b phải có nghiệm bội. :>
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I  ; j: Vận dụng lý thuyết đó ta sẽ thử các giá trị của m trong các Ịựa chọn để tìm 
Ệ§| đáp án:
I  Quan sát chọn các giá trị m xuất hiện nhiều nhất trong các đáp án, ở đây có 2 giá

trị m = — 3 xuất hiện ờ đáp án A và D, m = 3 xuẫt hiện ở đáp án B và D.
ộ Ề Ị  Vói m = — 3 ta có 3-X2—3.3JC —3,3+ 4 = 0<=> x = 5,x = —l là nghiệm,

chứng tỏ 1 trong 2 nghiệm là nghiệm kép. Chọn đáp án A hoặc D. 
ị r-, Với m = 3 ta có X2 — 3x2 + 3.3.*+3.3 + 4 = 0 <=>.*: = 1, * = 2 ± 3/ là nghiệm, 

suy ra phương trình không có nghiệm kép. Loại đáp án D.
Đáp án: A.

. I  Giải hệ phirưng trình
Hệ bậc nhắt 2 ổn (MODE+5,1)

Ví du 2. Cho cấp số công {ưn} thỏa man: I 3 1 giá tri của là
[UZ+UA- 10 0

A. 20 B. 29 c. 19 D. 11
Hướng dẫn giải

Đặt d là công sai của dãy số trên ta có Ư2 = + d ; U3 = u : 4- 2d\ơ 4 = ưị + 3d
[ 3ƠJ +2d = 7

hệ < * =>d = 2,ư ỉ =1=>ƯW =19. Đáp án c.
Hy a  -I- J =  I U

Hệ bậc nhất 3 ẩn cMODE+52)
Ví dụ 3: Đồ thị hàm số y = X3 + ax2 + bx + c đi qua 3 điểm

A (0 ;l) ,ổ (l;-l) , c ( - i ;3 )  thì phương trình của hàm số là:
A.y= *3+4x + l B. y = X3 + 2x2 — 1
c.y  = *3+3JC-1 . D. y = *3 — 3x + 1

Hướng dẫn giải
ị J Thay lần Iưựt tọa độ các điểm A, B, c vào hàm số ta được hệ
1' c = * ' • ' ■ . _ 

ứ + ¿7 + c = -2  bằng cách bấm máy ta được <2 = 0, b = -3, c = 1.
a - b  + c = 4

Đáp án: D.
6. Tính toán véct<y

Một thực tế cho thấy việc tính toán các phép tính bằng véctơ đặc biệt trong 
không gian Oxyz dễ ỉàm các bạn tính toán saỉ. Nên vối chức năng trong



■K
MODE 8 và SHIFT 5 sẽ giúp việc tính tọán véctơ như tính tích có hướng! §: 
tích vô hướng hay độ dàỉ véctơ trở  nên dễ dàng và có kết quả chính xác. 
MODE B mặn hình có hiển thỉ l:VctA? 2:VctB? 3:VctC? thì khi chọn véctqte 
đầu tiên tạ nên nhập là VctA (bằng cách ¿ẩm 1) hiến thị:

1:3 2:2 ’ 'Ệẫ
1:3: ỉủ véc tơ trong không gian Oxyz .
2:2: Ỉàỵệctơ trong hình tọa độ phổng Oxy '¡HI

Nếu làm phép tính véctơ trong không gian thì ta bấm 1 và nhập các giá trị!'ỉ' 
hoặrih độ, tụng độ, cao độ cho véctơ A. f c
Sạụ khỉ nhập véctơ A thi bấm SHIFT 5{ VECTOR) 2 [DATA) để vào nhậj§§ 
véetợ B (VctB). Nhập thêtTỊ véctơ c thì lạrn tương tự, • ặỆị
s,ạuLị fehi nhập hết các véctợ cần nhập thì bấm AC. 'i f !
Gáọ phép toári trên, véctcr bằng phím SHIFT 5 nó hiện ra DIM, VctA, VctB, Vctcfó 
DOT, DATA, VctAns ’

Phép cộng vécẾơỉ ta bấm SHIFT 5 3:VctA rồỉ bấm + rồi SHIFT 5 rồi bấm 
4:VctẸ. Màn hình sẽ hiện thị: ỊỆỆ

VctA+VctB ' 1 Ị ’
bấm =. là ra kết quả, đá là VctẬns. i p

Phép trừ vécCơ: tựợrtgtự phệp eộng véetơ. ị | J
Nhân vồ hướng véctơ: Muốrx nhân vô hướng VctA và VctB thì nhấn

SHIFT S 3:VctỊẬ SHIFT 57:pOT SHỊFT 5 4-VctB, Màn hình sẽ hiện thị: -Ệ\
VctA-Vc^ẸVctA VetB - ' ' . . -M ị
bấm = là ra kết quả, đó là một số. 1|;--

Nhân có hựớng, véctơ: Muốn nhân có hựợng VctA và VctẸị ta thực hiện thao tác sau:| V 
SHIFT 5 3;VctA Cbãm dấu iihân} SHỈFT 5 4:VctB. Màn hình hiện thị:
VctAxVctB ■ ì p
bấm -  là; ra Kết quả và tự động; được gán chovéetơ VctAns.
VctAns thay đổi khi kết qụạ của, phép tính véetơ (có kểt quả lạ véctơ) thay đổiệ 
T; ính toán vái VctAps, cũụg n&ự với VclẠvà VctB:fray VctC), -|

Đậcịàậ.củạ I
SHIFT HOT SHIFT 5 3:VetA )màn hình, hiển tM: Abs bấm phím = ra kết quả, I

Tính góc cửa 2 véctơ: Ta đã biết công thức tính góc của 2 véetơ là: ỆỆ
aỊb—i.

a • h

Bấm SHIFT COS í( SHIFT 5 3:VetA SHIFT s 7:DOT? SHIFT s 4:VctB J: 
CỄSHIPT H¥P SHĨfT 5 3ĩVctẠ ) X ị s m m  SM ìm  5 4:VctB »)*
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. 70
i>. —  (đvtt) 

6

rif;

l i i r đ ụ  1. Cho tử  diện ABCĐ biết A { ỉ;3 ;l), 5 (4 ;l;-2 ) , c(6 ;3 ;7), Z>(l;-2;2). 
Thể tích của tứ  diện ÀBCD là:

Ế ®  A. 140(đvtt) B. 70[đvtt)

’ Hướng dẫn giải
,ỵ '■ Ta đã biết công thữc sau: VABCD \[AB, AC].AD (*)
Wiw?'’- 6'
' | § |  Gán ÃB(2;-2;-3) choVctA; Gán ÃC(4;0;6) choVctB; Gán AD(-1;-5;1) cho 

' VctA
w  ' , 70Kểt quả ra là — . Đáp án: c,

^ V í  dụ 2, Cho các điểm A (-1 ;2;0), B (-3;;2)> c  (l;2;3)
ị  .: a. Tìm khoảng cách giữá ổA vồ ồc

Tính khoảng cách từ B đến đường thắng OA.
. Hướng dart giải

Ề  \ i ẽ Á m ã S ị  26
a. d (OA, BC) = —- __: _  ■— = -f—— «

[OA.BC] I VI05

Ị§: . ịoAX>BÌ 2ựlổ
i f ;  b. đ ( B ,  OA)  ss 1 - j-=  - I  =

® ■ l[a4] 5
I ví dụ 3. Cho hai mặt phẳng (or): J l y  + Z — 4 = 0; (/?): JC+ y y fĩ — z = 0. Góc
I tạo bởi (a)  và (/?) ỉà
I  ■ A. 30° B. 45° c. 60° D. 90°ịí. /*. d. <40 L. ou u. yu
ri' Hướng dẫri giải

MỞVctAgán (l;->/2;lJ, mửVctB gán Biểu thức hiện lên màn

I hình có dạngcos"11(VctAýctB: (Abs(VctA) Abs(VctB))|
I pr Kết quả là 60°. Đáp án: c.

7. Tính toán  sô  phửc
Để thực hiên các thao tác tỉnh toán các số phức tã nhấn MODÉ 2 để vào 
môi trường phức. SHIFT 2 cho ta 4 lựa chọn
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Trong đó: J p
1: arg ỉ argument cửa số phức 1 Ï
2 : conjg: số phức liên hợp
3: Chuyển về dạng lượng giác của số phức 'Mị
4: Chuyển về dạng đợi số của số phức t ó
Tùy vào những yêu cầu bài toán mà ta sử dụng các công cụ tính toán khác nhaulịl 
Ngoài làm việc trong môi trường phức (MODE 2] thì ta có thể tính toáiỆệ 
trực tiếp qua 2 phím: I p
Poì: tìm môđun và argument của í  số phức z  ifg
Rec: để tính căn bậc n của 1 số phức z  IỊÉ

Ví dụ 1. Tìm môđun và argument của số phửc z = 3+4ỉ* Ị|§
Được kết quả: 'Ềặ

’’ -Mmj j
; r-5 » ỡ-53.130102► ũ

Chú ý môđun và argument bên trên sẽ được máy tính tự  động lưu vào biếỉiQ 
X và y. • . * m
Bởi vậy sử dụng các công thức Maỉvre về dạng lượng giác lượng giác trongỊ 
số phức ta dễ dàng tính được căn bậc n của số phức z — 3+4i /  nhờ chức l !  
năng của phím Rec Ệ l

Ì ầ Ể C t ^ , Ỵ Ỉ 2 ) Ẹ ; ^ â .  l l

Như vậy căn bậc 2 của z = 3+4íĩầ Z = 2 + L

Ví du 2. Số phức z = + 1 cos 17 rá  dang đai s 5  Ịà;
cos28° +isin 28ơ

A. 1+i B. 1 - i

0. 70710678m Ê &  ì
Đáp án: D.



•;ịỳ
Ví d ụ  3. Cho Zf r z 2 là hai nghiệm của phưor 

Ụiị Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau:

H ! a . z f+  zỉ = “ 10 + 28ỉ I

¡Éc. z?+z| = 106- 46Í
l i -
1 «  T ìm  n ơ h ì Ể m  7  '7.

3 .  Cho z í t z 2 lầ hai nghiệm của phương trình  X 2 + 2(1+0*H-5 ~10ĩ = 0 ,

z, z„ 6ố + 8í*
25z2 Z[

D* z 2z f  + z lz ỉ  =  — 3 0 + 1 0 ỉ  

Hướng dãn giải
K-; Tìm nghiệm ^ ,z 2 

^ 1 +  Tính VÃ
j l | ẹ ử  A = (r + 1)2 —5 +10? = —5 + 12/

dụng chửc năng Pol để tìm mô đun và argum ent của A

P ol(-5 í12)
m  ■ ■

r=13,ỡ=U2.6198^
Sử dụng chửc năng Rec để tính căn bậc n của A

f§ y  ' Ị"" ■: p í r B — T-ĩĂỉẸrir^
i R à c ( . M ĩ Y ị Z ) Ệ

ệị: n
Vậy phương trình có hai nghiệm ĩà

&  Zị = — (l4-ĩ) + 2-ỉ-3/ —í + 2 i  và z 2 = —(l + ì) —(2 + 3i) — —3 —4ỉ
Ta gản ^ A, z2 —» i?
Khi đó ta tính từng đáp án 

ị | A. Zị + zị = —10 + 28i được kết quả đúng.
ị  I CMplK-. 0  ~ —

:ự,  -

í s í ’ CMPIX-. ' ữ . M*th A 

- 1 0 + 2 8 Ỉ



z2 66 + 8ỉ' i$ggB. — + — = — ——
z2 25 • *II

Ị;CMPIX -• . • B - ■ ■ Mktli A ;=

+ A •' .../ r ệẵ:Hầề :":■§! &  66 ■ s - V ®
_  2 5 x -  ̂ I p

Vậy đáp án này sai. Đáp án B. , . ỆỆ

Bặi 2. Phương pháp tư duy loại trừ Ệl
Phương pháp này có thể dùng cho mọi dạng bài. Đưa ra các tiêu chí để 
bớt hai phương án trong lần đầu (có thể lần đầu loại 3 phương án] và loạả j 
bớt 1 phương án cho lần thứ 2. Khi đó ta còn lại phương án cần tìm hoặỆr 
tìm được phương án cần tìm sau 2 lần thực hiện tư duy loại trừ. pỊg

Ví dụ 1. Phương trình mặt phẳng (P) đối xứng với mặt phẳng [R):
5x — 2y + l z  + 2 = 0 qua mặt phẳng 0xz là: Ệ.
A. -5x  + 2 y - 7 z - 2  = ồ B. 5 * - 2 y - 7 z - 2  = 0 Ề
c. 5X 4* 2y + 7 z + 2 = 0 D. —5x — 2ỵ — 7z + 2 = 0

Hướng dẫn giải
Cách ỉàìĩì thông thường: Ệv-

- Tìm giao tuyến d giữa mặt (R) với mặt (Oxz).
- Lấy 1 điểm bất kì M thuộc (R), xác định điểm đốí xứng qua mặt (0xz||

của M qua(Oxz) là MJ. Ị|ề
- Khi đó mặt phẳng qua M' và chứa d là mặt đối xứng cần tìm. I

Cách gỉỏi nhạnh: §v
- Nhận thấy 1 điểm .. bất kỳ khi lấy đối xứng qua mặt (Oxz) thì được điển|

M ’ (x;~y; .Ta Ịậy điểm M(0;1;0)=> Điểm đối xứng là M '(0  ; - l  ;0). I

- Thay M ’ (0 ;—1; 0) vào các đáp án thì chĩ có đáp án B và c thỏa mãn.

- Tiếptụctalấy Ịđỉềm khác )v(l;0-l)=>  Đỉểm đối xứng là Â 5(1 ;0 1).

- Thay AT(Ị;0;~l) vào các đáp án thì chỉ có đáp c thỏa mãn.
Đáp án: c.
Vậy đ ể  giả i quyết nhanh bài toán này ta cần biết:



S ö ö
• 1 điểm M (x; y; z) bất kỳ khi ỉấy đối xứng qua m ặt (Oxz) thì được điểm

■K'® / A

■ • I  điềm M  (x\ y; z) bất kỳ khi ỉấy đối xứng qua m ặt (Oỳz) thì được điểm

i p l  xứn^ ỉá ^  (~Xì y '
I-Í Cách chọn điểm thuận Ịọ
Ề,;V. .thành phân tọa độ chứa
11VÍ dụ 2. Phương trình mặt phắng (ỠT) qua giao tuyến của hai m ặt phẳng 
p É Ị  (ccx) : x ~ 2 y  + ĩ2z + 3 = 0 ,(a 2):x  + 3 y —7 z —2 — 0 đồng thời vuông góc với 
§111 mặt phẳng (/?) : 2 x+ y+ 5 z*-1 = Q là 
ß *  A. x + 8 y - 6 z - 7  = 0 B. 3x + 4 y - 2 z - l - 0
pỊ-^C. 3 * - y + 17z + 4 = 0 D. 2x + 6 y - 2 z - l  =0
B Ệ  Hướng dẫn giải
!  Mặt phẳng(ôr) xác định bởi 2 yếu tố qua giao tuyến d và vuông góc vớỉ mặt 
ÉỆl phằng iß )  : 2 x+ y+ 5 z - 1 “  0
f  ; Việc xét tính vuông góc giữa 2 mặt phẳng khá đễ dàng, ta chỉ cần xét tích vô 
ỊÍ;V hướng của 2 VTPT đế lựa chọn các đáp án thỏa mãn yếu tố vuông góc. 
llÿL oai đáp án A và c vì không vuông góc với (ß ). 
p i  Giao tuyến của hai mặt phẳng (tífj): *-2y4-12z + 3 = 0 
| |  ( a 2) ; x + 3 y —7z — 2 = 0 có dạng hệ.
I Ä  ị x ~ 2 y  +  1 2 z  +  3  =  0  „  ,  . ,  .
I f  d : ị  ta lẫy 1 điểm thuộc giao tuyến, M  ( - l;l;0 )là  điểm
Mị [x-f 3 j — 7z — 2 — 0
Ệ | thỏa mãn hệ.

| | |  Thay tọa độ M  (—1;1;0) vào các đáp án B và D ta thấy B thỏa mãn nên chọn
I I  Đáp án: B.

a x z — -~ x + 2  ( x > 0 )  

(x<0)

S"-V 2 r\ /
% a x --------- x  +  2  (.

| í í  dụ 3. Cho hàm số / ( x )  = 2
'Ệ;_. (a + x),e~bx
ïV Tìm a> b để hàm số có đạo hàm tại X  = 0.I
W
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1 1 2 ' _ 1
A. a — 2,/? — “  B. ớ =  —2,b = —— c. a = l,b = — D. a — 2,b = —-

3 3 3 3
Hướng dẫn giải

Để hàm số có đạo hàm tại X =  0 thì hàm số phải liên tục tại X — 0 
hay lim f ( x )  — lim /O )  <=> a = 2 (loạỉ B, C]jc->0+ *-»(T
Để tìm ra cụ thể b thì ta tính đạo hàm bên trái cho bằng đạo hàm bên phải Ế

b = \ -a b  b — \ -  2h ^  b .
3

Đáp án: A.
Ví dụ  4. Giải bất phương trình: (2x — Ì)yj2x—1 + 4x2 + 4x < 3

A. 2 2 B.
_x>3 L 2 ‘11

c. Vô nghiệm D. Đáp án khác l l
Hướng dẫn giải n

1 wThay x  = — vào bất phương trình ta thấy thỏa mãn, suy ra loại đáp án B và c 1;
2 • ®

n
Tiếp tục chọn X sao cho V2x -  1 là số chính phưcmg và không thuộc đáp án A .Ệc 

Thay x — \ thì bất phương trình không thỏa mãn vậy loại A. Ệl
Đáp án: D, • n

Một cách khác: Éậ

Từ điều kiện X  >
2 \4x2+ 4 x -3 > 0

=> (2x - \ ) 4 2 x —ỉ + 4x2 + 4.X <3 
(2x—Yí^ỊĨx — ỉ + 4-x2 +4x —3 < 0

<=> <(2x — 1) V2x—ĩ  = 0 1
^ ^  X  —

4x H- 4jc — 3 = 0 2

nên bất phương trình có nghiệm duy nhất X  = 0,5. Đáp án: D.
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■K'v,v:ìị.

; i  W ộ
1ÌÌf'<Ịụ 5. Cho tam giác ABC có 4(0;4), £(-3;0)> C(10;4), gọi M là chân đường 
l& h â n  giác trong của A. Tọa độ của M là:

B. c. D. 3 3

á Hướng dẫn giải
; ỊlỆChỉ có A, B thỏa mãn thuộc phương trình đường thẳng BC: 4* -  13;y -f 12 = 0 
jp |$ fặ t  khác, ta có thể vẽ hình ưửc lượng thấy rằng đáp án B nằm ngoàỉ đoạn 
^tetịiẳngBC.
|S  Đáp án: A.
|§i|d;ụ 6. Đường tròn có tâm ở trên đường thằng 2x “  y 4-1 = 0 và đi qua 
| | f | Ị  điểm M  (1; 2) và N (2; 3) có phương trình là:

y * 2 Ì  ' 2
B. (*-l)2+(y-3)2 =1

| |;C . (x+2)2+ (y -3 Ỹ  =16 D. (jt + 2)2 +{y + ĩ f  = 25
Ệ ,  Hướng dẫu giải
IỆ Thay tọa độ tâm từ  các đáp án vào đường thẳng 2 x -  ỵ +1 = 0 =e> đáp án B 
¿1 và D thỏa mãn.
IQ th a y  tọa độ M vào đáp án B, D. Đáp án: B.
ị'ỹỉ dụ 7. Cho sao cho X  — ỵ — z >3 . Giá trị của min F “  X 2 + 4 y2 + z2 là

A. 4
• 5,1," .

■ 'ị "V-' *
1" Ảp dụng BĐT Bunhiacopxki
f e j \ .  1

B. 8 c  2
Hướng dẫn giải

D.10

(x* + 4 ^  + ^ ) ( l+ — + 1 )> U -  y - ì ỷ  =>{x2 + 4 / + z 2)> 4 ,
4

| g  Đáp án: A.
|-ị;' Với những bạn không biết cách áp dụng BĐT Bunhiacopxki thì ta có thể sử 

dụng cách loại trừ  bằng việc chọn bộ (X; y\z) thỏa mãn điều kiện:

Chọn bộ (1;—l;- l)  F = 6=>loại đáp ánB, D .
Khi đó việc chọn 1 trong 2 đáp án còn lại cũng làm tăng xác suất chọn đáp 

g án đúng.
Ví dụ 8. Cho AABC với /4(2; 2) và đường cao xuất phát từ  B, c có phương
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trình 9x — 3y — 4 = 0, x  + y  — 2 — 0, Phương trình đường cao kẻ từ đỉnh:Ệ§ 
của tam giác là: ’ v|Ị
A+ 5x~'7ỵ±4 = Q B. I x  — 5y — 4 = 0 ®
c. 5x + l y ~  24 = 0 D. 7x + 5 y + 2.4 = 0

Hướng dẫn giởi H l
Cách ìoạỉ trừ: Do phương trình đường cao kẻ từ  đỉnh A => loại Đ, do tọa độ II 

không thuộc 7* + 5)> + 24 = 0 . Tìm tọa độ trực tâm H là nghiệm cửa li!
Í *  — 3y _4 = Q  ̂ Ịclp

z=> H \ —\— chỉ có phương trình 5 x—7y + 4 = Q đi qua m
x+ y  — 2 = 0 \6  6 )  IỊ-

Đáp án: A. ;É1
1!v í dụ  9. Cho hàm số y có đồ thị [CJ. Tiếp tuyến của

2 0 -1 )
M  (0; —2) cắt hai đường tiệm cận của (c )  tại A và B. Tọa độ của A và B làM  (U; —2) căt hai aườngt 

A.

c. í í - l ;- Ì l , Bí | ; - | ì

B. A -1 ;t  ,5  5;-=-
2)

D. A {ĩ;-2 ), B (-S;2).
I
!

Hướng dẫn giải m
A, B phải thuộc đồ thị 2 đường tiệm cận của đồ thị là X  -  2y = 2 và X  = 1 nêĩỉl
loại các đáp án A, B, D Đáp án; c,



Iplflsài 3. Phương pháp tư duy đặc biệt hóa -  tổng quát hóa

hai cách tổng quát hóa là tổng quát hóa đề bài và tổng quát hóa đáp án. 
ẸSế-ớì những bài toán có đáp án rất tinh vi thì phương pháp này tỏ  ra rất hiệu 
rff^qua, ta cãn vận dụng linh hoạt phương pháp: này cùng với máy tính Casio 
J lg  vặ một số phương pháp khác để tăng tính ưu việt.

B H p foagr hóa

plỊỆrịữig nhiều bài toán phức tạp, việc lợi dụng đưa bài toán đó về trường 
:;|ằỉ;hộp đặc biệt giúp việc giải quyết bài toán trử nên đơn giản và đễ dàng hơn. 
litertụ ĩ- Tịnh tiến đồ thị hàm sổ y -  X3 — 3x lên 2 đơn vị theo chiều dương của 
Â iụ c -O y  ta đựợc đồ thị hàm số nào du!Ới đây?
S Ệ ?  = - (* - 2)3 « 3(x-2 )  B. ỵ = x*-3x+ 2
t e  c, y = --X3 + 3-* Đ, y = (x+2ý  — 3(;e + 2)
ỆỆậệị- Hướng dẫn giải
Ị̂ V/Chợn điểm 0(0;0) thuộc đò thị, tịnh tiến lên trên 2 đơn vị tức là điểm 

;|üfö*2). phải thuộc đồ thị mới thấy A, B thỏa mãn.
IptlWS - -■ ; ■ ■
I . Tiếp tục chọn điểm (l;-2 )  tịnh tiến đưực điếm (.1; 0) thì chỉ có phương án B

| |h à  hàm số ;y == *3 -  3* + 2 
tefeáp án: B.
ỆỆịTỔng quát: Cho hàm y = f { x )  khi đó

1' + Nếu tịnh tiêh đò thị theo chiều dương Oy ĩà a đơn vị thì ta được đồ thị hàm

I I? # :? = /{ * )+ « ;
Neu tịnh tiến đò thị ngược chiều dương Oy là a đơn vị thì ta được đò thị ’

Ỷ h à m  s ố  y  =  f { x ) - — a ;
p ĩ  . ' :
1®:+ Nếu tịnh tiến đồ thị theo chiều đương Ox là a đơn vị thì tà được đo thị hàm 
I  số y — f  (x+a);

I  + Nếu tịnh tiến đò thị ngược chiều dương Ox là a đơn vị thì ta được đồ thị 
t  hàm số y = /  ị x —à)i



i

Ví dụ  2. Cho họ đường thẳng (dm): ( l—m2)x+2mỵ + m2 — 4m + l = 0.
• ’Ị®

Khi tham số m thay đối, (tí?írt) luôn tiếp xúc với một đường tròn c cố định|pị 
c có phương trình là;
A. ( x - l ) 2-f / = 1  B. x 2 + ( y - l ) 2 =1
c. x2+ ( y - 2 ý  =1 D. (x + l)2 + ỵ 2 -1

Hướng dẫn giải
Nhận xét: Cả 4 đáp ári đều có R = 1 nên d ự \d )  = 1 với I là tâm đường 
Đặc biệt hóa: Cho m ~ 0, khi đó phương trình d là * + 1 = 0 
Khi đó ta xét khoảng cách từ tâm I của đường tròn trong 4 đáp án.
Nếu khoảng cách đó không bằng 1 thì ta loại.
Với đường tròn (x —V)2 + y2 -1  => / (l;0) => d (/,£?) = |l + l| = 2 7* 1

Vớỉ đường tròn X2 + (y - ì )2 ” l=> /(0 ;l)^>Ê ?(/,í/) = |0 + l| = l 

Với đường tròn X2 + ( y - 2 ) 2 =1 => 7(0;2) d ự . d )  = |0 + l| = 1 

Với đường tròn (*+ l)2 + ỵ 2 = 1=> / ( —1;0) => d { ỉ,d )  = |—l + l| = 0 ^  1 
Như vậy ta loại đáp án A, D,
Tiếp tục cho m — 1, khi đó phương trình d là: y -1  = 0 
Vớỉ đường tròn x2 + (ỵ —l)2 = l= > /(0 ;l)= > ế/(/,e /) s= |l-l| = 0 ^ 1  => loạiBpll 
Đáp án: c.

Lưu ý: Vói điểm M(x0jyo) thỉ khoảng cách từ  M đến 2 đường thắng sau
(At) : x + a = 0 => d(Af ,At) = \xồ +a\

(.Aĩ ) : y  + b = 0=>d{M,A2) = \y0 + b\
> 1 

Ví dụ 3. Đạo hàm cấp n của hàm số y = —— là:

n\ nỉ
1—X

c. y* - (« + !)! D. yn (n + 1)!
( X - 1 Ỵ  '  ( x - i y t+ì ( x - i y

Hướng dãn giải
Nếu làm trực tiếp bài toán này thì nó sẽ rất khó khăn, nhưng dựa vào

đáp án ta chỉ cần xét đạo hàm cấp 1: y ' — — í—— (*)
Ư (1-*)

Thay n — ì vào 4 đáp án để xem đáp án nào trùng với (*) ta được ngay
Đáp án: B,
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Chứ ý; Nếu thay n = 1 mà có nhiều đáp án thỏa mãn thì ta tiếp tục xét đạo 
hàm cấp 2 rồi thay n = 2 khi đó sẽ loại bớt được các đáp án.

Ví dụ 4. Giá trị của a, b, cđể f{ x )  =ax2 +bx + c có đạo hàm f ' ( x )  thỏa mãn
f ( x )  + (x~  1 )/ '(*) = 3x2 là:
A. ữ = b=^c = l B. a = b = ĩ ; c — —ĩ
c. a = — 1; b = c ~  1 D. a — b — c = —l

Hiró-ng dẫn giải 
T hayx = l ta  có: /(1) = 3 = a + b + c
Đáp án: A (vì có a + b + c = 3
Nếu làm khó hơn bài toán bằng cách thay đáp án D thành D. a = & = 2, c = -1 
thì sau khi thay X = 1 sẽ còn 2 đáp án A, D.
Khỉ đó ta sẽ thay ngược lại đề bài để tìm được đáp án đúng 
Với a - b  = c = 1 tacó  f ( x )  = x2 + x + l= > f'(x )~ 2 x + l  
Đáp án: A.

(fr+l)?r

ví dụ 5. Cho tích phân /n = I  N . Giá trị của ĩn theo n là:
ñít

A. /„ = 2 ( - i r +l B. /„ = 2(-l)"-‘

c  /„ = 2 ( - i r  D. / n =2(—1)
Hướng dẫn giải 

Tính được ĩn == — cos;e|^+1)jr = — cos[(n + l)7r] + cos(n7r)

Thay n — 0 thì /0 = -cos;r+cos(0;r) = 1 + 1 = 2 . Loại A, B 

Thay n = l thì ĩ0 = —cos(2jr) + cos(#) = —1 — 1 = —2, Loại D 
Đáp án: c.

Ví dụ 6. Cho hình chóp S.ABC có AB, /ICđôi một vuông góc. Gọi M nằm 
trong m ặt phangiSÆC). Gọi diyd2>d3 là khoảng cách từ  M đến các mặt 

phẳng (AfiC),(iSAB)t(,SAC). Khi đó
dị ¿ 2  d* 1 cỉ 1 ¿¡?-3
SA AC AB 2 SA AC AB

~ d .  d2 d- d, d0 d , 1c, + —êr + -p- = l D. -~~!r  + --2- + --2- = _
¿ c  A# SA AC ¿ 5  SA 2
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Hướng dẫn giảiI I 14 Lf i iy Uu/Z y  lịA I V)«
Đặc biệt hóa, ta cho điểm M trùng với s (vì M có thể ]à bất cứ điểm nào 
trong mặt phằng khi đó d2 = dy = 0, *fj=AS thay vào các đáp án 'tạ
.*  rỉ  J. f ,  D  , 7 5/4 0 0 _thay đáp án B thỏa mãn + — T + —-  = 1.

SA AC AB
Đáp án: B.

II. TỔNG QUẤT HÓA

mỆề1

■ầ

Đặc điểm bài toán có thể dùng được phương pháp tổng quát hóa;
- Khi đề bài dạng các đáp án có cấu trúc tương tự  nhau. Qua cấu trúc đó ta I

tổng quát hóa đáp án.
- Đôi khỉ ta còn tổng quát hỏa đề bài để suy ra dạng của nó.

4

Ví dụ lĩ Tích phân /  = J e ^ d x  có giá trị bằng:
0

A o  / „ 2  , V r» * 2  , 1 JH.

¡BII
Đ. 2(e2 + 1). I I

■ ỉ W •;
A. 2(e"-fe) B. 2e +1 €, 2e(e + 2)

Hướng dẫn giải
Thông thường ta sẽ‘ đùng máy tính Casio tính tính phân ỉ, rồi so kết quả vóề 
các đáp án bên dưới. Vửi cách iàm này ta nên dùng 2 máy tính, một máy để 
tính tích phân, máy còn lại dùng tính các đáp án đữa vẽ dạng số thập phân 
để SĐ sánh kết quả gần nhất.

Ta có /  = f è ^ d x  « 16,778 I I
ì  w_ Ị |

Cách 1: Có 2(e2+ể)® 10,107 J 2e2+1« 15^778; 2e(e+2) « 25,65; ¡ I
2(e2 +1) ss 16,778 • 1 I I■ ■ . . ■ . ' 'MM
Đáp án: D. “ ’’ J 1

Cách 2: Thấy đạng tổng quát của đáp. án là 2 (e2 + X ) f t
Nhập biểu thức 2 (e2 + X ) vào máy tính và nhấn phím CÀLC, khi máy hỏi X“? Ép 
thì lần lượt thay X bằng 2e, 1) 4e, 2... và xem tại giá trị nào của X cho ra 
giá trị biểu thức ở mỗi đáp số bằng /. Với cảch này sẽ giúp tã thao tác; n  
nhanh hơn, khi đò đáp án, Nó sẽ rất hữu ích đặc biệt là trong các bài toán II  
có đáp án cồng kềnh và cấu trúc tưcmg.tự nhau. ị i l



JS i
p,mcu 3. Viet lai cac dap an 

' 2e2 + 2c B. 2eJ +1 Ci 2e + 4cSjgg^fli z-ti -r .¿c z,c -i- i  Vrf« "t hc

jfe  Nhan thay cac dap &n deu chira 2e2 khi do ta tinh
l lS r 1 ' 4

e ^ r f x -  2e2

0. 2e2 4- 2

Neu ket qua khong la so dep tren thi se la A hoac C. Khi do ta tinh tiep —
J R ' ’ ' ' e

¡̂r;. Neu ra ket qu£ 2 thi chon A, neu ra ket qua la 4 thi chon C,
■ ___i~&*-_____ x

Cura so bit v- ; . . - - - -v ;

1 jfilte
y •

f W a p  in : D.
•J plt-du 2. Cho tam giac ABC co /4(-5;6), Z?(-4;-l), C(4;3). Tam /  cua du*ong 
■fe tron ngoai tiep tam giac co toa do la:
¡ M k  /(1;3) B. 7(“ 1;3)
•7 Kii'-li'j’ V:! ,

1 |§|£r Hw&rtg dan giai
tl-Tam dircmg tron ngoai tiep thoa man 1 A - I B - I C , Goi I  (*; ;y) ta co
iffe
SSS'.i: »ii TTll t  i- \ 2  . / y- \ 3  / J \ 2  / -iZ4 =75 <=> (x+5) + ( y - 6 j  = (jc+ 4) +(;y+ 1)'

m i,- (x + 5)2 + ( y - 6 ) 3 -(.x + 4)2 —(y + l)2 =0
pSh£*: tf *g l  Neu I la tam dimng tron ngoai tiep tam giac thi cac toa do cua no phai thoa 

I t e  man phirong trinh tren, b6i vay ta chi can thir toa do c&a I trong cac dap an
' /  .1. 1 % «r, . X. «... 1 .*

D. / ( —1;—3)

CALC

| p  Thay cac bo [X, Y] bang toa do I & moi dap an, thay v6i / (—1;3) thi 
| p | t - l  + 5)2 4- (3 -  6)2 -  (-1 ■+ 4)2 -  (3 ■+1)2 = 0 
I p^Dap an: B*
r jChhy: Neu co tren 2 dap an thoa man ta can phai thiet lap them moi quan
I | |  quan h§,
f e ; M2 = 1C2 hoac IB2 = IC2 de chon du,o,c dap an cuoi cung,

■■
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Ví d ụ  3. Phương trình tỉếp tuyến của (C ): (jc — 3)2 + (y  + 4)9 =169 tại 

A(8;—16) thuộc (C) là:
A. 5x4-12^ — 232 = 0 B. 5x~-12;y + 232 = 0
c. 5x + 12y+ 232 = 0 D. 5 x -1 2 y -2 3 2  = 0

Hướng dẫn giải
Cách lĩ  Thay tọa độ A(8;—16) vào 4 đáp án loại những đáp án không thỏa 

mãn ỉà các đáp án A, B, c. Vậy, chọn đáp án D.
Nếu có nhiều đáp án thỏa mãn ta xét thêm yếu tố IA vuông góc với tiếp 
tuyến ở cách 2.

Cách 2: Cho véctcr IA vuông góc với tiếp tuyến (vói 7 (3; -4 ) là tâm đường tròn 

Cách 3: Sử dụng tính chất d ự , đ )  = R — 13.
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i
Bài 4. Tư duy truy hồi

H':'ỈTrong các bài toán như tìm tập xác định, tập giá trị, tìm min -  max với các 
íầp án dược cho đưửỉ dạng khoảng, đoạn. Ta sẽ mất khá nhiều thời gian vói 
lững cách giải thông thường, bửi vậy bằng việc lợi dụng các đầu mút của mỗi 

jjioảng, đoạn ta có thể tìm được đáp án một cách nhanh chóng và dễ dàng hcm.

fòdụ 1. Hàm số y = ̂ x —x 1 có tập giá trị là:
ite  r- <-1

B. [0;l] c.

Hướng dẫn giải

D. [0;2]

V  1 < l ĩ ^ l  

+ 4 V 4 2

s u y  : n ự ư u y  uuit yiut

m Ệhỉàm  thông thường: Việc tìm tập giá trị vói các hàm liên tục, thồng 
lỆ lhường ta đi tỉm min -  max của hàm. 

xác định: £> = [0;l]

| | f e ễ  có y = yjx—x2 > 0, V re  D

ị|if>áp án: c. 
ịệụhg tư  duy truy hồi:
§  ,Từ các đáp án ta chọn các đầu mứt của các đoạn và sắp xếp chúng theo thứ
ĩfỊ|E • ' 1 1
Ip tự  tăng dần 0 —> — —>—

§p|?
p í a  sẽ xét xem đầu mút nào sẽ thuộc tập giá trị (Một đầu mút a thuộc tập
f|fpf r-— —
ll^giá trị khi và chỉ khi phương trình \ jx —x2 -  a <=* x — x 2 = a2 có nghiệm 
¡ffíthuộc tập xác định)*

rP r .  _  2  ,1, ,  1 ' » . __k ___. /  , __» ,  V l í  ______________________________________________________________________________________________________________ 1 ỊHgTa sẽ thử lần lượt từ  giá trị từ  lớn đến nhỏ
n  Với a -  2, dùng máy tính Casio bấm MODE 5 3 (giải phương trình bậc 2]
SSL 1- x  + 4 = 0------> vồ nghiệm
Ịy Với a - 1, dùng máy tính Casio bấm MODE 5 3 (giải phương trình bậc 2)
I  X 2 — X  + 1 =  0------ » vô nghiệm
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Đáp án: c. ..
Cách khác: dùng chức năng bảng TABLE ta nhập hàm ^¡x — x z vợi START||Ì 

END:1, STEP: 0.1 11
Khi đó quan sát bảng giá trị:________ __  ^ 8

^■7
£ . Oa i Ị Ị t ạ i  . - - hl3 3.2 5. ũ •■■■' V.■ ị ị

s^-rA' ¿jụlj Ẽ & r ^ ỉJ J * 'r ữ  '¿ ¿ iàM iữ ã iuà  tv-ĩì:1 ặ S ũ ị . ịA . ̂

,  ,  . „  1

QỊF<ỉhũ
0.3 ũ. Ũ

MMh
Cửa 50 bật : : -

w M0.6

FÍKỈ0,1*030
z .5-5D-uiâi

kí>th

ữ . 5

Dễ dàng dự đoán min = 0, max = —. ‘ú

. .  ấĐáp án c.
Ví dụ 2. Hàm số y  = yfx—1 + 2y/3 — x có tập giá trị là:

A. [V ỉ; >/5 ] B. [>/2;2V5] c. [2>/2;3] D. [VĨ-.VĨÕ'
Hướng dẫn giải

Với cách thông thường ta đi tìm min “ max trên khoảng tập xác định [l; 3]

ĩ

2>/x — l V 3 - x
0 <=> 2\/x — \ — \/3~-x = 0 n

Dùng Casio nhập hàm — 1 — *J3~—X — $HỈFT+CALC’X 1 <l> X — —

7ta tìm được nghiệm X = —

Tính y  (1) =  2 V2 , y  (3 ) =  V2 , y  —* — VTÕ raỉVĩ V =  V2 , m a x ; y  =  -\/ĩ()
w  v  ̂5 y  ỈĨ.31 [1.3]

Đáp án: D.
Dùng tư duy truy hòi:ng tư duy truy hồi: %

Từ các đáp án ta chọn các đầu mút của các đoạn và sắp xếp chúng theo thỉ® 
tự  tăng dằn ......

-Jĩ -> y ỉĩ -> 2 V2  -» 3 -> a/ĨÕ -> 2^/5



■ạ sẽ xét xem đầu mút nào sẽ thuộc tập giá trị (1 đầu mút a thuộc tập giá 
I khi và chỉ khi phưong trình a — yjx-1+ 2V3 —X có nghiệm thuộc tập xác định). 

>a sẽ thử lần lượt từ  gỉ á trị từ  lơn đến nhỏ 
):ùng Casio nhập hàm - J x - 1 -f- 2y/3-x - a
xyi a = 2->/5 ta có phương trìnhy ị x - ì  + 2V3 -X  “ 2V5 = 0 vô nghiệm 

ỆỊ[ỘÌ a = \ỈĨÕ ta có phương trình V ã - l  + 2> /3 -*—Vũ) = 0 có nghiệm

I I  Đáp án: D.ppter 2
H Ị | |ụ  3. Hàm số y = e * +x có tập giá trị là:
3nflấtaE*?*£:= — _ *  f  .— —

B. \Q\ife c. (o;v q
Hướng dân giải

ịĨỂách làm thông thường 

p § |ỏ  y' = {-2x + l ) e - ^ ‘
/  1 » 1 . .V . . .  *

= 0 * = 1

5 —» t
2 —so

X' + 0 -

y.

D. (0;VT)

jgĐápán:B.
Ệng tư duy truy hòỉ: Ta sáp xếp theo thứ tự tăng dần các đâu mút

n  Do biên trái của các đáp án là 0 nên ta sắp xểp biên phải theo chiều giảm
%ĩ:: 1 1 
I ^[ẽ = e2 —> yfẽ = e4

¡¡¡I 1 1 _ 2 1
111 Với e2 ta được e2 = e x *x <=ỳ--=z~-x2 +x phương trình này vô nghiệm. Ta

HỆloạỉ đáp án c, D.
Với X  = 0 ta được 0 = e~x*+x (vô nghiệm] nên loại A.
Đáp án; B.



Ị

Chú ý: Nếu khi ta thay vào mà tấ t cả phương trình đều vô nghiệm lúc nỉ 
chưa thể kết luận được gì và phải chuyển về giới hạn để tìm cận trên và Cc 
dưới của hàm số.

Ví dụ  4. Cho hàm sổ y = X3 — (m +1)X2 “ ( 2 m2 — 3m 4- 2 ) x+ 2m(2 m - 1) I 

Gỉá trị của m để hàm số đồng biến trên [2 * +00) là:

A, m  < 5 B. - 2 <m< c. m > 2

Hướng dẫn giải 
Ta có: y  1 = 3x2 — 2 (m +1} A' — (2m2 — 3m + 2 )

Để hàm số đồng biến trên  [2;+00) thì y*> 0, v*<= [2;+00)
Với cách thông thường sẽ phải xét
3xz ~-2(m + l ) x  — ị2m2 —3m-f 2) > 0, Vxe [2 ;+00) rnất nhiều thời gian.

Dùng tư  duy truy hòi:
3 3Sắp xếp các đầu m út đáp án: —2  —> —"  —> — —> 2  —> 5

Với giá trị nào của m làm cho phương trình y* = 0 vô nghiệm hoặc GÓ ' I g

nghiệm < 2  thì giá trị m đó sẽ thỏa mãn (do y’ có hệ sổ củax2 là 3 > 0 nêí|g |
V !> V

nếu y’ = 0 có nghiệm xì, (:*• l < x2) thì y ’ > 0 <=>

y * > 0»\ f x € [2 ; +00) thì x2 <2)

x > x 2
X <1 Xị

___Ạ ____-X- S\*vậy đê

đấu của y'

Với m — —2 CÓ ỵ' = 0 3x2 + 2x — ỉ6  = 0 <=>

đáp án c, D,

Với J77 = 5có_y' = 0<=> 3x2 — 12x —37 = 0 <=> 

Đáp án: B.

H----1-------------------
x2 z

a: = 2
3 ------> thỏa mãn, loại

X = ——
3

V3

X — 2 + —= > 2
>/3

-=> không thỏa mỉ
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í ít . ’ •

3
-"í Các ban có thể thử với m -  để thêm phần chầc chắn
í&xiựĩ'K ỉ «

có m — , y' = 0<=> 3^2 + ̂  + l l  = 0<=> 
2

-> thỏa mãn.

D. 2 và 6
Hướng dẫn giải

L 3

«  dụ 5- trị nhỏ nhất, lửn nhất của hàm số y -  J x  —6x là:
I À. 0 và 9 B. 1 và 3 c. 0 và 3

b R"
n  Tập xác định: D = (-oo;0]U[6;+o°)

Ta có nếu a là giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số thì điều kiện cần là
p lỹr-------

h |Ị w X2 -  6x = a có nghiệm thuộc tập xác định.

¡ ||f  Xét phương trìnha/*2“ 6x -0<=>.x = 0, x - 6  vậy 0 là gỉá trị nhỏ nhất của 
| | | |  hàrn số.

¡¡Ệxét phương trình Vx2“ 6x = 9 * = 3±3VĨÕ £ D, vậy 9 không là giá trị lớn
|gy> nhất của hàm số,
Ip l Đáp án: c.
¡§§í dụ 6. GTNN và GTLN của hàm s ố / ( x )  = h ?  -12** +18X-10 trên đoạn

B. 1 Và 3 c. -10 và 8 D. 1 và 8
Hướng dẫn giải 

ỊHp: Phương trình f ( x )  = -10 &  2xi —l2x1 + 18* —10 = —10

J K  <=> JC —0,jc = 3e [0;4]=>—10 là GTNN

ịí|Ịr  Phương trình /( jc )  = 8<=> 2x*-l2x2 + 18* —1 0 -8

<=» ;t «4 ,4£  [0;4] =>8 không là GTLN

|: Đáp án: A.
mM} dụ 7. Giá trị của X đế tại đó hàm sổy  - x 3~* 3x2-9 * +  28 đạt GTNN trên 

«  [0;4] là:
R  a . 1 B. 3 c. 2 D.4

55



•Agp

Hướng dẫn giải
Dùng máy tính Casio nhập hàm X 3 - 3 X 2 — 9X  + 28— —!LC »
Ta gán X bởi các giá trị mà đáp án đã cho, chọn đáp án tương ứng với X lH
GTNN

X=1-------- »17 X =3->1
x = 2 ---------- >6 X = 4->8

Chọn đáp án B ứng với X  =3*
Đáp án: B.

Ví dụ 8. Tập xác định của hàm số y  — ■\jlogx (x3 4-1) logjt+1 x —2 là:
A. Z> = [2;+oo) B.D=[l;+oo) C.D = [0;1] D,D  = R

Hướng dẫn giải
Dùng tư duy truy hòi:

Sắp xếp các đầu m út đáp án: 0 —»1 —» 2
Ta có điều kiện xác định của hàm logarỉt log^ y, là X  > 0, y > 0, X  *  ] .

Dễ thấy với x=0,jc = lth ì l o g ^ 3 -hl) không xác định. Loại đáp án B , c, tàị 
Đáp án: A.

BÀI TẬP T ự  LUYỆN

1, Hàm số y =
V »

có tập xác định là:

B, D — (3; 5]

li
c. D = [“ 1;5]\{3} D. D = [-l;5)|

1000
2. Nểu 0 < X  < 1 thì giá trị cực đại của hàm y  —

A. 4 B, 9 c. 25
3. Bất phương trình \ogx Iog9 (3 * —9 ) < 1 có nghiệm là:

A. X  < log310 B. X  > logj 10 c. X  > log310

4. Bất phương trình 3X ~4 + ịx2 ~4)3X~2 > 1 có nghiệm là :

A, D — [2, +00) B, D = (— 2]
c. D = (—co;— 2]^J[2;+ 00)  D. D = [—2;2]
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B. (— l]i_>(0;+°°) 

D. [-l;+oo)\{0}

im số có TXĐ là: •

i p p i  (-°°;-l)u[0;+oo)

I g p í - 1;0]
ỆỆ Hàm số y = 5 cos 2*— 12sin 2x có tập giá trị là:

I I A .  [-12:5] B. [-5; 12] c. [-13:12]
ĩ i S  ^  '■
7 , Hàm số y = coslx  nghịch biến trên đoạn:

c. [0\x]'Ểấ A. B . * ¥
, _ cot#của hàm so y = ...J  -  là:

y s i n  .*

,k e z ,k  > 0
ìirr.ii •

B. Các khoảng k —\kn  ,k e  '£,k

m c. Các khoảng (k2jĩ,fr + /c27r),/cG z  
u  D. Các khoảng (2k, 2k + 1), k e z

• --- .___
>9. Bất phương trình yjx2 -2 x  >1—;“¡9. Bất phương trình \Ịx2 —2x > 1—* có nghiệm là:
11 À .  * > ( )V ỹy

ĐÁP ÁN
c. x> 2

1 . c 3 .C  |4 , c  I 5.A Ị 6.D ^1 7. Ấ

D. [“ 13; 13]

D. \-7 C \k \

D. 0< x <2.

2» B 8. c 9. B
JT* iit-ÌPL̂v,1

m  Chú ý: Bàỉ 3. c, hướng dẫn: Thử với X bằng 3 giá tri
X  =  log310, X  >  log310, X  <  Jog310.

1
Mắ ’ ■

Bài 5. Phương pháp tir duy ước lưựng
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L LÝ THUYẾT
Phương pháp tư  duy ước lượng có tác dụng lớn đối vơi loại bài toán tíriilp 
giá trị, so sánh giá trị trong các phần như tích phân, lượng giác, giá trị mm-mađ|f 
hình học Oxyz, hình học Oxy và hình không gian. Đôi khi có sự biến đổi kễ|K  
hợp với ước lượng, Nếu dùng được phương pháp này thì sẽ làm bài TắẾm 
nhanh vì chỉ thực hiện các phép biến đổi nhẹ nhàng hoặc thậm chí khôrif 
cần đặt bứt. - I

_jy . '11
Ví dụ  1. Cho (C ): y — ■—....  (m ^  ơ ). Đường thẳng n à o  sau đây không là truc

x  + m
đối xửng của đồ thị hàm số trên:

*  1_ A. V — ——X
3

I
o 1_ 2 mD. V=A' + — 1
3 I

B. y — x-^2- c. y — 2x + l

Hướng dẫn giải
Ước lượng; Trục đối xứng của hàm phân thức là đường phân gỉác của u m

2 đường tiệm cận. Mà (C) có 2 đường tiệm cận là y  =  m và *  =  - m  n ê® !
đường phân giác phải có VTPT là (l;l) hoặc (l;—l) . Vậy đường y = 2x+ÌÊặỉ
không là trục đổỉ xứng của đồ thị,
Đáp án: c

Ví dụ  2. Cho hàm số y  = JV3 + X2 —' 2x +1
x + l

. số điểm trên đồ thị hàm số mà tọa đipll

của chúng đều thuộc z *  là: 
A. 2 B. 3 c. 4 D. 0

Hướng dẫn giải
Cách thông thường: Với những hàm số phân thức có bậc của tử  lớn hơn bậc

cửa mẫu thì để tìm tọa độ nguyên ta cần thực hiện phép chia đa thứ '
X* + X2 — 2x +1 2  ̂ 3V ” -------------------- = X2- 2  + — -

* + 1 x  + 1
khi đó để y£Z<=> (jc+1) thuộc ư (3 ) = {—3;—1; 1; 3}.
Với Jt 4-1 = 1 =r>x — OệỀ ------>]oạí
Với x4-1~3=>x = 2=í> y — 3------> nhận
Với x + l= - l^ >  x = —2=> y = - l ------> nhận
Với x + ì=  —3=>x = —4= ỷỵ = ì3 ------> nhận

Ề

Vậy có 3 điểm thỏa mãn, Đáp án: B.

liS
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ÎWÊMï . .'ị PỀẾnữ ước lượng: Với cách này ta không cần phải chia đa thức cụ thế, chĩ cần
I  ¡ » t e  ' a^ iilib iấ t khí chia đa thức thì y sẽ có dạng y khỉ đó để y nguyên thì
V* I P ^  x + ̂
H lỊ|*h ì (x + l ) e  Ï-Ffa), do 1 luôn là ước ư (a )  khi đó có x + l  = 1 => x = 0,
I  B £ -V*. J ____ ~ -,3 . ^,2 ri I 1 __ n  4-U5 Im Av,  Í-.A nrrUì’Am  IA

,!Yr-
P®p í X2 — 38§í dụ 3p Cho đường cong y = —— - (c )  . Tập hợp các giá trị của m để đường
Wm£y. x + 2
« t h ẳ n g  d : y  = -2m  cắt đường cong tại 2 điểm phân biệt: 

m e  (-oo;2)u(3;-h») B ,m e  (1;2) ■B. m e  (1;2) ■
D. m e  (—t»;l)u(3;+oo) 

Hướng dẫrt giả ỉ

Sộ À. m € ( - 00; 2) u  (3; +00)
Ị Ị g p r
■ K  c. m e  (-°°;3)n mMiKC
i K i :

'Cách thông thường; Xét phương trình hoành độ giao điểm
s§f: 2
fcv—-----   “2m <=> X2 - 3  = -2 m x - 4m X2 4- 2mx + 4m - 3  -  0(*)

x + 2
p  Để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt thì phương trình (*) phải có 2 nghiệm 

» á c - 2  
IR S  íA* = m 2 — 4m + 3 > 0

5 <=»x<l ,x>3
( - 2 ) + 2m (-2 ) + 4m -  3 *  0

¡ B b á p  án; D.
%ng ước lượng: Dựa vào dạng đồ thị thì khi m tiến đến 

|í vô cùng thì đường thẳng d luôn cắt đồ thị tạí 2 điểm 
m phân biệt (đồ thị chỉ cần hình dung không cần phảiM,'  ̂ _ _
SrS * 4» 1 1 * , • ^ 1 • 4 ; . t  %-* />^  xác định chi tiết}, ỉoại đáp án B, c.

I ‘ậ  Còn A, D thì thử m bằng 1 giá trị thuộc A nhưng không thuộc D dùng Casio 
ị | |  tìm nghiệm
ị X2 - 3  + 2m (x + 2) = 0,ấnm áyvớigiátrị m = 1,5 ửiấy vô nghiệm, ỉoại đáp án A
1 m í :I  Đáp án: D.
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Ví dụ 4. Cho In = J x ne Xdx, n e  N * . Hệ thức đúng là:
0

A- !n+1= n In

B. In+1= - ±  + (n + l)In

Ta thấy nếu đáp án A, c, D đúng thì n+1 -* ,A

c - ! n + l  = ( n  +  1 ) 1 „

D' h+r = ( n - l ) I n 

Hướng dẫn giải

sẽ là số nguyên [vì n là số tự  nhiên) 'Ệ

Vậy ta thử  thay tại 11 = 1, bấm máy 3 lần tính I17 I2, — và thấy —
li Iị

nguyên nên loại A, c, D.
_ 1 _ ' P

Vậy đáp án đúng là B (cẩn thận hơn nữa: Thử lại thấy I2 = — “  + 2It là đứng} P
e Ặ

Ví dụ 5. Số cặp điểm A, B trên đồ thị hàm số y = X3 +3x2 + 3 x - lm à  tiếp tuyếỊ 
tại hai đỉểm đó vuông góc với nhau:
A. Vỏ số cặp B. 1 cặp c. Không tồn tại D. 2 cặp

Hướng dẫn giải ;$
Dựa vào dạng đồ thị ta có kết luận cần chú ý sau
+ Vớỉ hàm bậc 3 khi y ' = 0 có 2 nghiệm phân biệt thì tồn tại vô số cặp đỉể
(A, B) mà tiếp tuyến tại 2 điểm đó vuông góc với nhau. ỳ
+ Với hàm bậc 3 khỉ y ' = 0 có nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì không tồn t |
vô cặp điểm. (A, B) mà tiếp tuyến tại 2 đĩểm đó vuông góc vửỉ nhau.
<r r  /  I 1 t  ã'  . - A J ■ A -» A A. — / \ 2Với lý thuyết trên  ta có y  ’ = 3x2+ ÓX + 3 = 0 <=* 3(x + l)  = 0  .

=> y ’ = 0 có nghiệm kép, Đáp án: c.

Ví dụ 6, Cho 2x + 3y = 10. Giá trị lớn nhất của p  = x2y 3 là:
A. 32 Đ. 55 c. 28

Hướng dẫn giải
2^ 125 ầƯớc ỉượng: Cho X=xy = 2 thì F = 32 và cho 2x = 3y = 5 thì p = — .**2 

thấy max p > 32. Loại đáp án c, D,

D. 29

' V?



10-3X |x 3 — 55, sử dụng chức năng CALCùng Casio nhập hàm f (x )  = í

®m nghiệm.
j § | f : 10
ĩéhủý: 0 < y < —  thấy không có nghiệm trong khoảng đó==>max F = 32. 

3 •ẬC !. .: ■

Ip án: Ap

, 10—2x . „  2f  10—2xkhác: Ta có y = — - —  => p  = X
p ỉ '■ 3t e  • ■

\3

• .1 v  V ^  /

Ệtân thấy các phương án đều là số tự  nhiên nên max p thưừng đạt được 
ặi X cũng là số tự  nhiên. Lợi dụng điều đó ta lập bảng TABLE

IHIÍíhận thấy các phương án đều là số t 
¡¡¡ÌiạT X cũng là số tự  nhiên. Lợi dụng điề

Ạ; v' r  __ \ 3

W m ,  W v \ _ v i f  10 -2 X  V „« i ơ i  f (x ) = X ---- , START: 1,
¡¡¡p:. V 3 J
g ỉ í h i  đó quan sát các giá trị trong bảng

ỊỊỊỆy- p
1®ỀV I ■ttỂỂTi I□
»:-/ 3 • ¡ Hi

, START: 1, END: 20, STEP: 1

0 M.\th

I Bm ÚEg
7 11 ẩiỊ-ail

7. Cho tam giác ABC có A(2; 3), B(0;1), C(6;— 1). Tọa độ điểm nào sau 

IU đây là chân đường phân giác ngoài hạ từ  đỉnh A xuống BC?

B. (-6; 3) c. {—5;—2) D.

SPđây là chỉ

¡ 1  H )
1 PúVÃ' Hướng dẫn giải
Jy Gọi D là chân đường phân giác ngoài hạ từ  A xuống BC. Khi vẽ tọa độ A, B, c 
p> trên trục tọa độ ta thấy D chỉ có thể nằm ở góc phần tư  thứ 2, với tung độ 

đương và hoành độ ấm.



cân tại A, khi đó phân giác ngoài góc A sẽ song song với Ox => y = y = 3 :!Đ A  ị
Đáp án: B. j

7  X6 + 1  _ ’ 1Ví du  8. Cho tích phân I = í —;— - d x . Với moi m thỏa mãn 0 < m  < 1 thì giá tri 1:1
¿X +1 • ’í

A. I > 0 B. I < m  c. I > m  D. I < 1 1

b
Định lý 1 = J f  (x )dx  mà

a

X2 +1
B. I < m c. I > m

Hướng dẫn giải
f(x) > M 

) [ trên đoan a;b 
f (x) < m  L J

I > M ( b - a )
(b > a )

I < m ( b - a )

V6 4- 1 "lỵ6 1 1
Ta có ——-  < 1, Vxe (0 ;l) => J —— < l . ( m - o )  = m . Đáp án: B.

■ X "4” 1 Q X + 1
2 ispVí dụ  9. Tìm số nghiệm của phương trình sinx = — với điều klệnỆỊ
3 mẾ

x e  

A- 2

TZ IItc
v ~

-ỉ~|

B. 3 c. 4 D. 5
Hướng dẫn giải IU

2 l pTa có số nghiệm phương trình sinx = — chính là số giao điểm của 2 đồ th ị - ,*
3 -HÉ

y  = — và y = sin X 
3

6 2
ỊP-'¿4Ị



đặt khác xe n 1Ĩ7C 
3 ;1 ~

¿Lvừa đủ 2 chu kì, nên đường thẳng y = — sẽ cắt

ặirix tạỉ 4 điểm 
áp án: c.

/i khácĩ Sử dung bảng TABLE nhâp hàm f (x) = sinX- —
ỊP • 3
ới S T A R T E N D : — , STEP: -

I  3 3 3
f;a quan sát số lần mà giá trị f(x ) đổi dấu đó chính ỉà số nghiệm của 
hương trình.

JTụ 10. Cho mặt cầu (S) tâm l(0 ;-l;ũ ) giao với mặt phẳng
^  Ị —

(p ): X + 2y + z = 4 theo đường tròn có bán kính bằng V3 . Điểm nào sau 
lầy thuộc (S)?

|ị ,  (0 ;-l;3 ) B. (l;l;0 ) €. (2;0;l) D. (-l;0 ;-2 )
Hướng dẫn giải

é điếm M thuộc (S) thì IM > d(l,(p)) = \Ỉ6 . Thử các đáp án ta thấy chỉ có 

đỉểm M(0;~*l;3) là thỏa mãn, Đáp án:A.

BÀI TẬP T ự  LUYỆN

r n ư ơ n g c n n n  i o g 2 x  +  z i o g 7 x - z - i o g 2 x . i o g 7 X =  u  c o n g n i ẹ r r

1 x = 2 |"x=l |~x = 4
J A. B. c  D
V? Lx = ̂  Ị_x = 6 ịx  = 7
Phương trình 3.34“ + 2.3íxWi*‘IĨ ~9'JĨĨĨ-i = 0 có nghiệm là:

f  e r 3 r  -_ 5 ■ x = — 7
A. * 2  B. 2 c. x 2 D.

íí 1 X = 1X — 1 X = — x - 2  ■ L
> - ' 2 L9?" *" r * , * _ - rmi ■> '

Nghiệm phương trình xz + X +12VxTĨ — 36 = 0 là giá trị thuộc khoảng: 
A. (-3,-0) B. (-1; 2) c. (2; 4) D. (3; 5)



4, Bất phương trình 

A.

 ̂ i-Vx — l — V3x"“ 2 < 0 có nghiệm là:

X > 3 
x< 2

V4x + 1 

B. 2 < X < 3 D. 1 < X < 2

i  ; íậi ■mỈĨST

5. Bất phương trình logT (4* 4-4) > 10^(2  x+ -3 .2 X) có nghiệm là:

ỉ.
4x+ 2 x -4

2  2  _A. X€ [2;+00) B. xe [2;5] c. xe (1;5] D. xe (-to; 3 | | | |

6. Bất phương trình

A.

X—1
<2 có nghiệm là:

" 1 3 " [-3 ^ r i
/ B. —;1 c. —;1 D.

2 4 _4/ J L2 J

X > 1 

X < —
11

í 2x = y 4- y — 1 
7. Hề phương trình < có nghiêm là:

[2y = x +x —1

A.

í l-> /3
X — ...... -—

1 - &
X — ■■■■ -—

_ 1 - S
2<

-1+ V ã
[y=

B. < 2
1+S

ly 2

c. • 2
1 -V s

ly -  2

D,

L

1 — V5
2 I

2  i

8. Để hệ
2 x - 3 y « l  

8x t-4y = m
có vô số nghiệm thì m có giá trị là:

A,-1

9. Gọi (xQ;y0) là nghiệm của hệ

_ 4 4Đ. - -  c.
l i

*b + ;y0 bằng:
A. 1 B.5

3 3
ị x 2 — y2 = 3
|lo g 2 (x + 2y) -  log2 (x -  y) = 2

c. 10

D. 1

Khí đó

D. 25
ĐÁP ÁN

1.C 2. B 3. c 4. D 5.A 6. c 7.C 8.B 9. B 1í

SI
Ỵ -
1



. ữ r  ' ■ Bài 6. Tổng hựp công thức s giây 

T Ỷ  SỐ THỂ TÍCH
hg thức 1.1. Cho hình lâng trụ tam giác A B C A ^ C ' có thể tích là V, khi đó

m ĩ  B.2V • c. —— D. —
‘Ệ Ê  2 3 4 3

Hướng dân giỏi
4 Theo công thức 1.1, chọn đáp án: D.

dụ 2. Khối hộp ABCD.A'B'C'D' có thể tích V. Khi đó, thể tích khối tứ  diện 
|g |cB 'D 'bang
l ỵ  V 3V n 2VA« —- c. tJ.
pV; 3 2 4 3
1 Ị|? ; Hướng dỗ rì gi ải

iEí

.•V

Nhận thấy;

A C B ’D' V ABCD.A'B'C,D' AA'B'D' V C C ’B'D' V B ‘ABC V D'ADC
l.L 1 „  1 „  1 .. 1V - —V—*V——V——V =—V.
6 6 6 6 *3

Đáp án: A.
ng í/ĩirc 2.2. CTỉơ chóp S.ABC. Trên 3 đường thẳng SA,SB,SC Ịậy ba điểm
A , B. c khi đó:



Ví đụ 3, Cho tứ  diện ABCD. Gọi ET và C' lần lượt là trungđiểm AB và AC. Tỉ sõ | 
thể tích cửa khối tứ diện AB'C'D và ABCD bằng:

1 _ 1 1
A .-Ì  B, 4  c . i  D. ^¡¡11

2 * 4  6 -6*1 n
Hướng dẫn giải ' í  8

f__- ___. __, ,  , ^AB C‘D _ AT3'-AC .AD 1 1 n 1 /■ ệJỆ fp
Áp dụng công thức 1.2 ta có - . y ~  = - T r ri rn ~ 0 • 0 = -7-ĐỂP án: 1

ABCD A d . A L . A U  A £. %

Ví dụ 4. Gọi V là thể tích hình chóp S.ABCD. Lấy AJ trên SA sao cho J§ p

5 A '= ÌS A . Mặt phẳng qua A’ và song song đầy hình chóp cắt SB, sc, SD

C’, Ư . Thể tích hình chóp S.A'B'C’D' bằng:

A . Ị3
B. —

9
c,

27
Hướng dẫn giải

Do mặt.(A'B,C'D') //(ABCD)
. SB' SC' SD' SA 1

nen SB ”  s c  -  5D "  SA 3 
Các bạn chú ý công thức 1.2 chỉ đúng cho chóp có 
đáy là tam giác. Nên ta không thể áp dụng cho 
chóp S.ABCD. Bửi vậy 1 cách khôn ngoan ta chia 
chóp S.ABCD thành 2 chóp đáy là tam giác S.ABC và S.ACD 
Ta có:

J

V - V  + VS.ABCD S.ABC VS.ACD

VS.A.B,C. SA' SB' SC' 1 1 1  1
VS.ABC

VS.A'D'C' _

SA ' SB ’ s c  3 ■ 3 ■ 3 27

SA' SD' SC' 1 1 1  1

V, V.S.ABC
S.A'8'C-

V.S.ADC S A ’ S D 'S C  3 3 3 27

V

—  => V

27

V_  S.ADC
S-A’D'C' 27

V = v  + v  -  T S.ABC
VS,A'8'C’D’ S.A'B'C' T  vS.A'DkC’

Đáp án: c.
27

 ̂ ^S,ADC _  ̂ S.ABCP _  V.
27 27 27



Hg-': •

) 1 ^ d ụ  5. Cho lăng trụ tam giác A B C A ^ C ’. Mặt phẳng đi qua A,B và trung 
ìf|điểm M của cạnh CC' chia lăng trụ thành hai phần. Tỉ số thể tích hai 
Hphẳn đó bằng:
i g l ặ i  
Ẹầ ó

íimMX Hướrtg dẫn giải
p l  Do M là trung điểm c ơ  
mỊ-Sử dụng công thức 1.1 và 1.2 ta có

2

B. -
5

c. -
4

D. -
3

1 V r 'MVC'.ABC „ ± M.ABC _ ^  iV1
3 ' VLT J  C.ABC

. . . = ^ v

crc 2
1V = — V.M.ABC £ LT

-M P Ỉ/MC'ABB'A

I I L _ V ạ b c_ = i
Kầi,:, V 5ỉBI ' MC’ABB'A‘ J

;Đáp án: B.
í dụ 6. Cho lăng trụ tam giác A B C .A ^C ' có thế tích V. Gọi M là trung
.■■■■*» _____—11 mì Aĩ  . f  1 IV t  t  f  > r  1 T-1 T~1 I 1 I 1 ^Ế điểm cạnh cc*. Thể tích hình chóp M.ABB'A’ bằng: 

j g  ^  “ V _ 2V
&  - - -„ m  2V _ V _ - .I B i « » -7-  B. c. •=-!-

I g K ?  .5 2 ' 3
Hướng dẫn giải

i P Ị-Ta có do CC' / / (ABB'A')
'aịEỆSỈii-ịĩ?.

V = V = V + v  = —V-HSễÈểỄx M.ABB A' C.ABB’A* VC.ABB' T  VC.AA B' n v
ÌB8sỉ-;
|p Ì |Đ áp  án: c.
I  p  CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN HÌNH CHÓP 
I |!ặ Chóp có đáy là tam  giác đều
I M Cho chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạn

D. V

1 1 2= v =v +v =—v + —V=“ VC.ABB”A* C.ABB' VC.AAB' 3 3 3

ị Cho chóp S.ARC cổ đáy ABC là tam giác đều cạnh a, thể tích ỉò V 
1* Cho SA = SB = SC = b.
iỊịSr ■ . - _
'l- Nêu a=b (tứ diện đều ) thì tứ diện có chiều cao h — ——— và thể tích V = ~

3 . 12p ' ■ ^

/- /VấL/ thì tứ diện có chiều cao h = Jb2-  — và thể tích V - Ỉ —IẴ
!■_________  V 3 12
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a3* Cho cạnh bên hợp với đáy góc a thì V = tan OL— „ 

Cho mặt phẵng bên hợp với đáy góc p thì V = tarip.U Í Í U  MIVCV u t . f i  ỉ t v ị s  V  V  t ¿ 7  ^  ̂  ị j  v —  * - Íí? H 1

24 ']%! p
Ví dụ 7. Một khối tứ  diện đều có cạnh bằng a thì thể tích của nó bằng bao nhiêũỊil

A B Ể J Ĩ  c D a3V3 9
12 12 4

Hướng dẫn giải
Ị—

CÓ chiều cao của tứ  diên đều canh a là —
3
a2>/3Diện tích đáy là tam giác đều cạnh a: s = ——Diện tích đáy lã tam gỉãc aẽu cạnh a: b = ---- — /

4 ■ s
/r 3 p

Vậy thể tích của tứ  diện đều là V -  — — , Đáp án: B. :á

Ị 'HI
Ví dụ 8, Một hình tứ  diện đều có chiều cao b ằ n g ----thì thể tích của nó bằng:|

. ỵ ẵ  _ Vã • V2  n  Ể ,  - ■ 1A. —— B. — - c. D. — - nB. —  C . Ể
12 12 4

Hướng dỗrỉ giải

Có chiều cao của tứ  diện đều cạnh a là -a-—  => a = 1
3

Vậy thể tích của tứ  diện đều là V = — ■. Đáp án: A.

-"E
•■ỊỈSI

?!¡.Mĩ-.'ẳỉ
m - -.,1

12 1  
Ví dụ 9. Một khối chóp, đáy tam giác đều có ba mặt bên là tam giác Vuông câĩỊ 

Cạnh đáy của nó bằng a thì thể tích của nó bằng:

A. —
6

c, a ò*sỊĨ

Hướng đẫn giải
12

D. a3>/2
24

Khi chóp có 3 mặt bên là tam giác vuông cân, cạnh đáy là a => cạnh bên =

• ’ ĩiH 
:í

=4rl"■ r* ĩ.% ị

^  v =
12

2. Chóp có đáy  là h ình  vuồng

68
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g

pft cho hình chóp S.ABCD cố đáy ABCD có đáy íà hình vuông cạnh ơ, thể tích là V
¡¡¡K ĩ • »2 t_
ÉỊỆ;,*7Vểw vuông góc với đáy, SA=b thì V = ——-
il®®--. 3

2 Ị r
ẾÊÊĨNếu các cạnh bên có sổ đo bằng b thì V = —  ̂  b2- ^ —Wmm 3 V 2
ff|Ệặ/Vố/ ¿hóp đều, canh bên hợp với mặt đáy góc ß ử/ĩ? v  = t a n ß . - ^

3v2
a3

IgỆặVểu chóp đều, mặt bên hợp với đáy góc ß thì V = tan ß*—
6

Vldụ 10. Một khối chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và tam giác
iiflÿ 'y-i.*A / —1 A _______m l  ÿ  1 /  -1 T T_l_ A1; _ 1 /  _ i /  I  4>

12
ggrjo,. . Hướng dart giai
¡¡¡¡Có AC = a\¡2.
i p l  • AP
¡¡flop là chóp đều nên SA = s c ,  tam giác SAC vuông=> SA = s c  = —7=- = a 
111 —  ' , ^  
|ậ ;Á p  dụng công thức V = —  .Jb2 SS ~.^Ịel2~-—  = a- -̂ . Đáp án: A.

§|íl. MẶT CẦU, MẶT TRỤ, MẶT NÓN
ỆỊvMặt cầu
a) Vị tr í tương đôi g iữ a  m ặt câu và m ặt phẳng

“fe c h o  mặt cầu S(0;R] và mặt phẳng (P), gọi d là khoảng cách từ 0 tớỉ fP] và 
p H  là hinh chiếu của 0 trôn (F) cóf
|§ |^ )  đ<R mp (PJ cắt mặt cầu S(0;R) theo gỉao tuyến là đường tròn nằm trên
Épi(P) và có tâm là H, bán kính r-  y¡R2- d 2

d=R thì mp [P) cắt mặt cầu tại một điểm duy nhất 
1ỊI'-**) d<R thì mp(P) không cắt mặt cầu 
B pCông thức
Hi' Măt cầu bán kính R có dien tích: X = 4Ä*/?2



Mặt trụ  I
m gthức  ' . •:%
’ +)Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay có bán kính r, độ dạ| 
đường sinh là 1: £ = 2ĩĩrl 31ní . 75?-;

+}Thể tích của khối trụ tròn xoay có diện tích đáy là B vầ chiều cao h:

3. Mặt nón Vi
+) Diện tích xung quanh của hình nón: s  =Trrl {trong đó 1 là độ dài đưửn
sinh, r là bán kính đường tròn đáy)

+) Thể tích khối nón có chiều cao h, diện tích đáy là B: V - — Bh

BÀI TẬP T ự  LUYỆN

1. Khổi lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích bằng V. Khi đó thế tích khối 
chóp A.BCCB' bằng:

A, 2V B. — 
3

c. —
2

D. 3V
3 3 2 4

2. Hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C có thể tích bằng V, Khi đó, tứ  diện 
ABA'C' có thể tích bằng: '-1

A. 2V B. 4V c. V
3

V D. — 
4

3, Cho hình nón (H) có chiều cao h, đường sinh tạo vớỉ đáỵ một góc 60° 
Thể tích khối cầu nội tiếp (H):

A. —7th3 
9

2 nB. — Tth 
9

2c. — 7Th 
81

4 ,D« — 7ĩh 
81 'tầ

4. Cho khốỉ chóp ABCD.A'B'C?D\ Mặt phắng đi qua A,B và trung điểm cạnh 1 
Bpc  chia lăng trụ thành hai phần. Tỉ số thể tích hai phần đó bằng:

ĩ>



¿f§¡|Gho khối chóp S.ABCD có thể tích V và có đáy ABCD là hình bình hành, 
|p | | |ịế u  M là trung điểm SB thì thể tích tứ  diện ABCM bằng:
WỀÊ; 2V V 2V _ VmÊSÊ' 4 r- B. — c  D. —-
B U '  5 4 3 2
íị’ ¿, Cho khối chóp tứ' giác S.ABCD có thể tích V. Gọi A B c  D 1 lần lượt là
¡f^ irung  điểm các cạnh AB, BC, CD, DA. Thể tích khối chóp S.A’B'C 'D* bằng:
B p -  V V V V
H B t — B' C. — D. 4Mg?. 2 3 4 8
l ^ c h o  hình lăng trụ  tam giác ABC-A^B'C’, M  là trung điểm cạnh A TA. Mặt 
llisphẳrig (MBC) chia hình lăng trụ thành hai phần có tỉ số thế tích bằng:
K  1 - 3  - - 2m m .  -  B. — c. 1  D. -
R S  2 4 ' : 3I I I  tho khối chóp đáy tam giác đều cạnh a và có cạnh bên lầ SA = SB = s c  = aVỖ. 
t||ỆTỈiể tích của khối chóp bằng:
K  a * Æ  a 3V ã - a*V2 „  a 3V ãl l r A . -----— B. -—-— c . -----— D .---- 7—
Ü L  6 ,  6 12 . 12
|Ị||C ho hình chóp tam  giác đều có cạnh đáy a và SA = aV2 thì thể tích V của 
flphinh chóp bằng:M'rV _
K  a*>/5 „  a3Vs „  a3 Vã „  a3 VÊ

D i * - - v#t " U b ——

B T , : 6„  ; , .  ,12 12 4ỊỊ|r. Cho hình chóp tam gỉác đều có cạnh đáy bằng a và cạnh bên tạo với mặt 
| | |đ á y  góc 60°. Thề tích của hình chóp đó bằng:
Ề ị ^ i Ạ  B . W I  C W |  „ ¿ ß
i t  4 • 6 12 '10
lỊíl^Cho hình chóp tứ  giác đều có cạnh đáy bằng a và cạnh bên tạo với mặt
Hl;đáy góc 30°. Thể tích khối chóp đó bằng:

| * . M -  B.ỂẠ c ± ệ  D.Ï‘-Æ
Ịg  4 36 12 10
p2, Cho hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng a và cạnh bên tạo với mặt 
| |  đáy góc 45°. Thể tích khối chóp đó bằng:
 ̂ 3 Ịĩỹ 3 3 •*



*

13. Cho hình chóp S.ABC tam giác đều có cạnh đáy bằng a và mặt bên (SEC
tạo với mặt đáy góc 60°. Thể tích của khối chóp đó bằng:
\ a3V3 Đ a3V3 „  a3Vã „  a3V5 fDa Ui —

4 6 24 10 p
14. Cho hình chóp tam gỉác đều có cạnh đáy bằng a và mặt bên (SAC] tạo VỚỊÍ

mặt đáy góc 45°, Thể tích khối chóp đó bằng:

. a :i J ĩ  a5 _ &>-ỉĩ _  a3V ã ầA| “  * Di Mi Ui
4 24 12 10 .iỊ

15. Cho hình chóp S.ABC tam giác đều, cạnh đáy bằng 2a, ((SAB),(ABC))=30pi 
Thể tích khối chóp đó bằng:

A. a ■V2 . B. lV§ c. s/3 D. ' S
:p
ặ
:ầ

16. Một khối chóp S.ABCD có thể tích V. Thể tích khối lăng trụ có đáy li 
ABCD và một cạnh bên là SA bằng:

A, 2V B, 2V c. 3V D. 3V
3 4

17. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình tứ  điện đều cạnh a bằng:

A. lVỗ B, iVe c. D. 1^3
,:. ù

• ^ ■'* 
18. Cho hình chóp SABC có đường cao SA = 2a , đáy ABC là tam giác đều ;|Ị  

cạnh a. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng:

A. B. 2a>/3 c. 2aVĨ D. aV3 ế
ỏ ỏ ỏ à m

19. Cho hình chóp SABC có tất cả các cạnh đều bằng a. Mặt cầu ngoại tiếp n  
hình chóp đó có bán kính bằng:

Ai a B. a \JĨ c. D. i%Ỉ3
2 2 

20. Mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh a có bán kính bằng:

A. aV3 6. a c. a^3 D. 2aVÌ

'Ếm
i

ụ•s?.
:ẫ|
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0 hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy là 
2 . Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng:

p „  aVã „ aVã _  2av5
Hí. •

B. c. D.
mr. 2 3 3
"ho tử diện đều ABCD có cạnh a. Gọi AH là đường cao của tứ  diện và s
.trung điểm đoạn thẳng AH . Mặt cầu đi qua bốn điểm S,B,C,Đ có bán 
nhbằng:

B. I-Vã [Vó D. lVóĩă-^3
2 4 3

Cho hình lập phương ABCD.A,B 'C ,D' có tâm o và có cạnh bằng a. 
ấn kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp O.ABCD có bán kính bằng:

ỀỉẨỀ.
Ể '  4

B. c. D. —
4W' z  4

ỆCho tứ diện đều cạnh a. Khoảng cách từ  tằm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
'ị mặt phẳng đi qua một mặt của tử diện bằng:

iVó
12

ho tứ diện đều cạnh a, Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
’ đường thẳng chứa một cạnh của tứ  diện bằng:
a v i

■ -• _ B. a c. a D.
2 4 2 4

Một tứ diện đều nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của tứ  diện đó bằng:
2%/6R B. c. Vốr D. 2 V3 R

3 3 2 3
Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của hình lập 

phương đó bằng: ' V
VãR 2V3R VậR V ãi

3 ' 3  6 ' 4
Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ tâm 

mặt cầu tới mặt phẳng chửa một mặt của hình lập phương bằng:
S r  „  V3R „ _  V3RB. c. D.
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29. Số mặt cầu chứa một đường tròn cho trưó c là: .||
A. 0 B, 1 C.2 D.VÔSỐ . 1

30. Một hình hộp chữ nhật nội tiếp mặt cầu và có ba kích thưức là a, b, c.
Khi đó bán kính r của m ặt cầu là: 1

ị y ja 2 +b2 + c2 B. J a 2+b2 + c2 .. I

c. ^ í ^ + ^  + c2) D. V3(«2+ử2+ c 2)
31. Tứ đỉện SABC có SA, SB, sc đôi một vuông góc vời nhau trong đó SA = a j  

SB = b; sc  = c. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp tử  diện:
2(ữ + & + c) 1 Ị 2 , , 2"— — ------- B. -7VỔ + cA.

c. 2^ỉa2 + b2 +c2 D. sja2 +b2 + c2 I
32. Mặt cầu tiếp xúc với các cạnh của tứ  diện đều ABCD cạnh a có bán kính:

A_ạV 2 ^  D .2«V 2 1
2 4 I

33. Một hình cầu có thể tích —K ngoại tiếp một hình lập phương. Thế tích 'H

hình lập phương đó là: ; . Ị !
. 8 ^ 3  „ 8  „ _  /f ' 1

34. Tứ diện ABCD có AB = CD “ c, AC -  BD = b, AD = BC = a. Diện tích mặt cầứf 
ngoại tiếp tứ  dỉện ABCD là:

A. — (a2+b2 + cz) 
3

B. — (a2+b2+ c2) 
2

c. 7T(a2+b2+ c2) D. 2 Ttịa2 +b2 + c2)
35. Bán kính m ặt cầu ngoại tiếp hình tứ  diện đều cạnh a bằng:

A, aVó
B, a^¡6

c.
a

D.
a

3 . 4 4 2
36. Cho hình chóp SABC  có đường cao SA ~ 2a , đáy /4/?C là tam giác 

cạnh a. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng:

1

Iiii

A. a-yj3
B.

2 &V3

3
c, 2 &V2

D.
a

■M
M
I
31



L0 hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Mặt cầu ngoại tiếp 
chóp đó có bán kính bằng:

B. a\J2 c. D. aV3
2 2 

Mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh a có bán kính bằng:
„  ứ>/3 aV3 2ayß

n/3 il - y 1 C. —p  D.

Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy là 
V2  . Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng:

A. aV3 B. V3 c. D,

'Cho tứ diện đều ABCD có cạnh a . Gọi A/7 là đường cao của tứ  diện và s 
Strung điểm đoạn thẳng A H . Mặt cầu đi qua bốn điềm S ,B ,C tD có bán 
tih bằng:

A . a S  B . 2Ậ  C .— D, Vó

Cho hình lập phương ABCD .A'B 'C 'D ' có tâm o  và có cạnh bằng a . Bán 
lih m ặt cầu ngoại tiếp hình chóp O.ABCD có bán kính bằng:

A. a4 i B. aV2 c. «V2 D. 3 a

Cho tứ  diện đều cạnh a . Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ  điện 
'1 mặt phẳng đi qua một mặt của tứ  diện bằng:

aVó 3 a
’;■■■ 12 4 • 4 2
Cho tứ  diện đều cạnh ớ . Khoảng cách từ  tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ  diện 

tời đường thẳng chứa một cạnh của tứ  diện bằng:
| A_ w r  ạ é  C'Ọ Ệ _  D W 2

!"■ 2 • 4  2 4
Một tứ  diện đều nội tiếp m ặt cãu bán kính R thì cạnh của tứ  diện đó bằng:

■■■« 2 ^ 6 *  „  S r  „ 4 1 r  „  2 /3 / ÍA. : ■ B. -:- r -  C. -L—  D. —



45. Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của hình lập % 
phương đó bằng:

A. B. 2V3R c. 4 ĨR D.
pĩ Ví í

3 3 " 6 4
46. Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ  tâm i  

mặt cầu tớỉ mặt phẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng:

A. S r B. *JĨR c. S r
2 3 4 6

47. Một tứ  diện đều cạnh a nội tiếp một khối nón. Thể tích khối nón: n

:ách từ  tâm 1 
ìng: . n

o . ề ẵ  I  
6

A. -^TCa 
27.

„  VổB, -—-Tra. 
27

c. — 7Ta: 
9

n  V* :D. ——ĩưa 
9

48. Cho tam giác đều ABC cạnh a quay xung quanh đường cao AH tạo nên I 
một hình nón. Diện tích xung quanh hình nón đó:

A. Tĩa B. 2 ^ 1 2 „  3 _ 2c. -7 #« D.
2 4 JHLH i

49. Cho một hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh a khi quay qụanh ttiộtpi 
đường cao. Một mặt G ầ u  có diện tích bằng diện tích toàn phần của hình ¡1 
nón thì có bán kính là:

A. a*J2 B. a~j2 a-s!3 D. a\l?> 
4 -■ ■ - ' ■ * 3

50, Cho một hình nón sinh bởi một tam giác đều cạnh a khì quay quanh một I
đương cao. Một khối cầu có thể tích bằng thể tích của khối nón thì có bán
kính bạng: • Ậ

c aỊjĩ& _ ạ j ĩ
2

51. Cho hình nón có đường sinh bằng đường kính đáy và bằng 2. Bán kính 
m ặt cầu ngoại tiếp hình nón đó là:

A. V3 B. 2 V3 c. D. 2V3
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ỷ .- ỉ  - -

ỵĩ-ịỹỳ'-W’-

•Ịyịột tứ  diện đều cạnh ạ có một đỉnh trùng với đỉnh của hỉnh nón, ba đỉnh 
| ịí lại nằm trên đường tròn đáy của hình nón. Dỉện tích xung quanh của 
» n ó n :

■
Ệbịcà2yỉỉ B. —7ĩa2\Ỉ3 c. —ĩra1̂ 2 D. 7zả'^3

3 3
Èho hình chóp tứ  giác đều có cạnh đáy bằng a, cạnh bên tạo với mặt đáy
0h 60°. Diện tích toàn phần của hình nón ngoại tiếp hình chóp:
¡aẾầii • o _¡ 3* 2' ■ - aif§

TỊ 2Đ .----a
4

r  n  3;ĩr 2c. —  a D. ——a
6 8

ĐÁP ÁN
Ẽtr Ạ • 2. c 3. A 4. B 5. B 6. D 7.C 8. A 9.B 10. c
IpB:; 12. B 13. c 14. B 15. c 16, c 17. B r  18. B 19, c 20. B
2Ĩ.B 22. c 23. D 24. A 25. D 26. A 27. B 28. B 29. D 30. A
É*B 32. B 33. A 34. B 35. B 36. B 37. c 38. B 39. B 40, c

42. A 43. D 44. A 45. B 46. B 47, B 48. c 49. D 50. A
i iỊ> 52. B 53. A

=sỹ'

ri-ĩ'Kí—

ỆẬị ' ■
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‘ I.. ị ĩM ĩăề
Bài 7. Phương pháp tir duy dùng điểm thuận lçri và điểm biêỉ| 

I. T ư  DUY DÙNG ĐIẾM BIÊN
HT ư  duy p h ư ơ n g  pháp! Tư duy dùng điểm biên là tư  duy dùng các điểm II 

dầu m út các đoạn ở đáp án hoặc đề bài. Với những bài mà đáp án hoặc cf* 
có dạng khoảng hoặc nửa khoảng thì chúng ta dùng với điểm biên là điề] 
rấ t gần các đầu m út [sai lệch một lượng rất nhỏ) có thể coi nó thay thế cKo 
đĩểm biên.

Ví dụ 1, Cho y = —3x + l(C) với giá trị nào của a thỉ phương trình
4x3 - 3 x  + l = 4a3 -3 a  + í có nghiệm đơn duy nhất

B. a< 0 c.
a < 0 
a > 2

D.
a < — 1 
a > 1

Hướng dân giải • r.Ịn
Cách 1; Lập bảng biển thiên của hàm / ( í )  = 4í3 — 3¿ + 1 (C) rồi dựa vào đó x | l

các khoảng giá trị của a thỏa mãn đề. ;§!
Cách 2: Vơi đề bàỉ mà tại đầu mút "biên" không có dấu bằng ta có thể thử bằiỉ|| 

một giá trị rấ t gần biên đó. Ví dụ ỏ’ đáp án A ta thay a = 2,1 rồi dùng màÿ| 
tính cầm tay gỉải phương trình bậc 3 để xem phương trình có thỏa mãn đ|fI
«  1  «  A . m  .  V A  /  » /  A  /  r  \  1 *  mhay không. Tương tự  như vậy với các đáp án còn lạ i 
Đáp án: D.

Ví dụ 2. Cho logj (logtì 

A.

X 2 -ì-X

JC + 4
) < 0 có nghiệm là:

-5  < x < -4 4 < X  < 5 —4 <  X  < — 3
B. G

x>&
D.

X  > 6 X  <  — ó

3 < X  < 4 M
n

x < - %  1IU-íes
X 2 + XTưcmg tư  ví du 1 ta nhâp hàm log1 (ỉog6----------) trong máy tính cầm tá j|

“ X  4- 4 '.  «H
rồi dùng phím CALC để thử  giá trị theo các đáp án.
Đáp án: c.

Ví dụ  3. Cho hàm số 3? ”  —X4 + 2mx2 + m +.3.
Tìm m để hàm số nghịch biến trên (1; 2) ?

lis®¡8

A. 0 < m < 1 B. m < 4 c D* m<  1
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1
Cr̂ -V

m Ệ i

1

wệ:-r . _
¡p ft ' Hướng dân giải
Iể/ỉ y 1 = “ 4*3 + -  0 với mọi X thuộc (1;2) từ  đó ta có thể rút sang một bên
H i lập bảng biến thiên của hàm g(x). Từ đó nhận xét được giá trị của 772.
I ll  Z' Thử m = 4 [loại) nên ỉoạỉ B, c. Thử m =“  1 thấy thỏa mãn nên loại A. 
i§ |p  án: D.
ầấtv nlĩV nÌTivm ttĩPM THĨĨÂM I ÍYI

I

án: D,
DUY DÙNG ĐIỂM THUẬN LỢI

ỈTtr duy p h ư ơ n g  pháp: Đốỉ với những bài toán chứa tham số và yêu cầu 
Ịẹt một tính chất chung thì ta có thể cho tham số một giá trị thích hựp để 
xxa bài toán về trường hợp cụ thể. Đối với rất nhiều bài toán (có tham số 
ọặc không có tham số] thì việc dùng điều kiện cần để loại dần đáp án là 

vợiột phương án rấ t hiệu quả, Chúng ta không trực tiếp tìm ra đáp số nhưng 
'chúng ta sẽ loại 3 đáp án để có đáp số cần tìm, Đó là một trong những 
phương pháp tư  duy đặc trưng để giải toán trắc nghiệm.
dụ 1, Cho y — X* — 6x2 -h mx +1, tìm m để hằm số đồng biến trên (0; +30) ?

m — 0 B. m < 12 c. m > 12 D. m > 0
Hướng dẫn giải

ch 1: y ' = 3x2 — \2x + m > 0 <=> m > —3x2 + \2x với mọi X thuộc (0;+°o) nên ta
ỉập bảng biến thiên của -3 x2 +12x rồi nhận xét giá trị của Ì7Ĩ.

Ịch 2: Có thể làm fC03 = 1; f(l) = m — 2; f(l) > f(0) nên m > 3. Tức là ta dựa 
^ỷào định nghĩa với X tăng thì y  phải tăng.

án: c.
vào định nghĩa với X tăng thì y  phải tăng.

|i)ẩp án: c.
p |ụ  2. Cho y = -2 x 3-3 (2 a  + l)A'2 —6a(a-f l)x + 2 có cực trị tại xỉ;x2 thì giá 

|ịrị của |jKj—JC2| bằng:
;A. \xx—x2\—a B. |jct — x2\ = 1 c. \xv — x2\ — 2 D- |jcs —x2\ = a — 1

a
Ệ thể cho a = 0 thay vào hàm số ta được: 
ị y  = —2xi —3x2 +2  => y  ‘ = -6 x 2 — 6x —  0 <=> X  = ơ;x = —1 nên 1*, — JC21 = 1 

í^Ibấb án: B.
3x + 3

| | |P '  = —  2x —3x +2=>ỵ =  —6x — 6x — 0 <=> X  =  0;X  =  -

ẫ ịbáp án: B.
fe■ * ' ■ y/1 o_J_í
ỉdụ 3. Nghiệm của bất phương trình lo g 1.. . ..... .

1 |a. 1 ẩ X < 2 B. 2 < X < 3 c. 1 < X < 3Ei&:

> 0  là:

D, 0 < X < 3



Cách ĩ :
Hướng dẫn giải

+ Điều kiện

+ Khỉ đó log

X  + 3 > 0 <=> x>  0

>0

< 1  X 2 — 3x + 3 < X, 'X2—3 x 4 - 3 . .  - X2—3x + 3ìo g l ------- — ---> log1 1 <̂ >---------------------- —-------
3 x  3 x

<=> X 2 - 4 x  + 3 < 0 1 < X < 3
+ Kết hợp với điều kiện ta được nghiệm 1 < X < 3

Cách 2: Thử các đáp án bằng chức năng CALC, nhập hàm Iogĩ X2 - 3 x  + 3

3

Ta sập xếp đáp án với biên theo thứ  tự  tăng dần 0 —»1 —» 2 —ỳ 3 
Ta sẽ thử  với đáp án có biên nhỏ nhất

Ta có với X = 0,1 logTOA2- 3.0 ,l + 3 
0,1

< 0 không thỏa mãn, loại D.

1* -  3 1 + 3
Ta có vớỉ X = 1 log-ị---- —------= 0 thỏa mãn, loạỉ B,

Để loại A, c ta thử  X = 3 đưực lo g 1 3,3 + 3 = 0 , loại A.

Đáp án: c.
Ví dụ 4  (Cầu 16 đề minh họa TtìPT quốc giã).

Cho hàm số f (x} = 2X.7X. Khẳng định nào sau đây là sai?
A. f (x) < 1 X  + X 2log2 7 < 0
B, f(x) < 1 <=£ xln2 + x2log7 <0 
c. f ( x ) < l  <=> xlog72 + x2 <0 
D. f ( x ) < l  <=£ l  + xlog7 2 <0

Hướng dẫn gỉ ả ỉ
Dùng điểm biên. Dễ có X = 0 là nghiệm của phương trình nên để xảy ra b«, 
phương trình  thì sẽ có nghiệm rấ t sát 0 bên trái hoặc bên phải. Thấy ngẩ| 
với X tiến tới 0 thì không thỏa mãn đáp án D trong khi đó. X » 0 sẽ lầ f 
nghiệm của bất phương trình đầu.
Đap án: D.
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\ S'(Câu 17 đê minh họa THPT quốc gia). Cho các số thực dương a,b  với 
]ýt 1. Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng?

|ỉog„*(ab) = ì l o g 0b 

l lo g  t, (ab) = 2 + 21og,b 

- Ị lo g a!(ab) = ỉ l o g ab

| l o g aỉ( a b ) = i  + | l o g ab 

^  Hướng dẫn giải
ọ b = 1 ta dễ dàng tìm được chỉ có đáp án D thỏa mãn công thức. Có thế
0 thêm  a = 2 rồi dùng Casio. Đáp án: D.

'lặụ 6. (Câu 10 đe minh họa TtìPT quốc giữ), cho hai số thực a và b, với
Ịt < a < b. Khẳng định nào dướỉ đây là khẳng định đúng?
-  logab < l< lo g ba B. 1 < logab < logba

ỉogba < lo g ab < l  D. logb a < l < l o g ab
3. Hướng dẫn giải

Tương tự  như  trên ta cho b = 4; ạ = 2 tức cho h -  a2 [a,b thỏa mãn đề).



CHươNG Iỉ. Tư DUY GIẢI NHANH PHẦN HÀM SÔ 
VÀ CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN

Bài 1. Hàm số và tính chất

I. LÝ THUYẾT
1. Tập xác đ ịn h  của hàm số

Cho hàm số y = f (x ). Tập xác định (hay còn đưực gọi là miền xác định)

D của hàm số y =  f (x)là tập hợp các gỉá trị của biến số X sao cho biểu 

f (x)có nghĩa.
Tập xác định của 1 số hàm thường gặp:

“  : điều kiện B & 0 \[Ã  : điều kiện A > 0
B

•'fil

• -it® 
tu

thi j

A
Vb

: điều kiện B > 0 logA B : điều kiện A > 0 ,B > 0 rA ^ l

Ví dụ  1« Miền xác định của hàm số y  =

A. (2; 4)

C. [2; 4]

x2- l
4~-

log3(x2- 4 )
B. (-<»;—2 )u ( - l ;2 )

D. (2 ;4 ]\ |V 5 ) 

Hướng dẫn giải

X 2 +  3x + 4

Cách 1: Ta có miền xác định của hàm số là tập hợp tất cả các giá trị của X 
thỏa mần

X2 —4 > 0 íX > 2,X < —2 r2 < X  < 4
i —X2 + 3x + 4>0<=£<“ l < x < 4  < ị~ <=> ị

Iog3(x2 — 4) 0 x2- 4 ^ 1

Vậy miền xác định của hàm số là: (2 ,4 j\ỊV s Ị
V m~l¡ p  1 1  __  ___ I  *  I  A  ,  1  __ 4  • ¡Jff 1  I  ACách 2: Sử dụng kĩ thuật chọn điểm biên

Thay X  = 2 vào hàm số thì thấy log3(x2 —4) = log3 0 là không xác định, 
đáp án c,
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42 -1  /---------------X = 4 vào hàm số được y = - -  —----- + V-42 + 3.4 + 4 => X = 4r  . V JT l o g s ( 4 2 _ 4 )

Ịựĩi trong miền xác định.
ỉíian sát chỉ thấy đáp án D có chứa X = 4. Đáp án: D. 

ập giá trị của hàm số

UỊo hàm số y = f(x ). Tập giá trị hàm số y = f (x)là tập hợp tất cả các giá

I  có thể cỏ của f (x).
%úý: Thông thường ta đánh giá được giá trị hàm số về dạng a < y < b, khi 
(0 tập giá trị của hàm sổ là [a ;b j.

ịụ 1. Miền giá trị của hàm số y = X2 + X + 3 là:

II [3;-H») B. [2;+00) c.
....

ĩrẾ£ ' , Xlập Hướng dân giải
wh 1: Tập xác định: D = R

i*'". jr ___ 2  i n  ___ 2 nfa có y = x +x + 3 = x + 2 .7 X4 - + -  = 
w  J 2 4 4

ÌẾÍ:'

IX— ;4-oo 
2

D. 1 1---;+co
.4 ,

l i  11_ 11x+ -f + — > —
2 )  4 4

11ựậy tập giá trị của hàm số đã cho là — ; +00 .
ịẬ) ■ /í
mi] L* /
ịch 2: Do để y0 thuộc tập giá trị thì tồn tại xữ e D : y0 = x02 + XG + 3 ,

Jar'đó ta có:
Ịxẻt các ỵ0 ià đầu mút trong từng đáp án và sử dụng giải phương trình bậc 

[ bằng Casio (MODE 5 3) .
j e t  đáp án Acó y0 = 3=>3 = x02 + x0 + 3<=^x0 ~ -4, xữ ~ 0 e  D
ixét đáp án B có y0 = 2 ==> 2 = x02 + x0 + 3 vô nghiệm vậy loại B

¡ life  - ■ 11 11 . 
ệỆ$ẻt đáp ánCcó y 0 = — => — = x02 +x0 4*3 có tồn tại nghiệm thuộc TXĐ.
IIỊiiỊvv' 2 2

B |íẻ t  đáp án D có y ’ = —  => — = x„2 +x„ +3 <=> xn2 +x„ + — = 0 <» x = - —mì, 4 4 0 0 0 0 4 2
Ịg thuộc TXĐ,
ffi.Như vậy A, B, D đều thỏa mãn. Nên ta sẽ chọn đáp án có*yn nhô nhất.
¡¡¡¡Đáp án: D.mm--:



BÀI TẬP T ự  LUYỆN

2 -7 x  + 121. Tập xác định của hàm số y = At— 2
V X — 2x — 3

A , ( —oo* 3 )  kJ [ 4 ;  + oo)

C. —2) [4 ; -H*3 )

+ log2 ( |x |-2 )  là;

B„ (—oo;—2) u  (3;+oo) 

D. Một kết quả khác

2. Miền xác đính của hàm số y = —V í-X ^ “í— -§— —------7 là:
2 x (x 2-100)

A. (-oo; 0 )u (0  ; 2]

c. [ -2, 0)u (0 ; 2 ]

3. Hàm số y  = ^4* + 8^( } — 52 có tập xác định là:

B, [ 3 ;0 )u (0 ;-3 ]  

D. [ -3 ;0 ]u [0 ;3 ]

A. Ị^0/+oo) B. [ l /+co) D. [3,+°°)

4. Chọn kết luận đúng. Hàm số y = ỉog(3x2 -  4jc + 5 ) có tập gỉá trị là:

A. 1 1°log 3  ;+°°

12

B.

D.

11i° g y ;+ ° o  

l o g + 0 0

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN
1. Đáp án: c.

Lập trục xét dấu cho từng biểu thửc sau đó lấy giao.
2« Đáp án: c. : , :

Chú ý mẫu khác 0
3. Đáp án: D.

Đặt t = 2x ' Có thế nhập hàm trong dấu căn rồi dùng CALC để thử  các giá 
thuộc đáp án này mà không thuộc đáp án kia để loại dần. Áp đụng cả ( 
các câu trên.

4. Đáp án: B. log(3*2-4 * + 5 )  = lo g [3 (x --)2 + — ]> log —
3 3 3



ife 
i?;- 
& ị t ; 
mj:
n

Bài 2. Hàm số và Đạo hàm'
LÝ THUYẾT

J  Các quy tắc tính đạo hàm
H /  (u ± v ) ' = u '±  v '

I p /  (cu)' = cu ' [c là hằng số] 4 /  I ■
K  V
ỊỆVBảng đạo hàm  các hàm  số sơ  cấp CO' bản
| j | /  (c )’ = 0 fc là hằng số) 2 / (>

I ?/. (s*n x )1 “  cos x 4 / íc

Ë 5/ (tanx)' 1

2 / (u v )’ = u 'v  + uv ' 

4 /  f ï ï u v - u v
V

2 / (xn) ’ = nxn_1 

4 / (cosx)1 = “ SÌnx

6 / (co tx )’ =

8 / (e*)’ = ex 

10/ (inx)' = —

1.7/ (a*)' = axIna

Ế l /  (log, x)' = —p—
PẼ x lna
W. (  ■ ^
I ^  I _̂_________

I  l ( ax + b )nJ (ax+ b)n+1
Ị  CÁC DẠNG BÀI TẬP
fl. Đạo hàm  và biểu thức đạo hàm
Ệ dụ 3. Cho hàm số y = e$inx .
If  Biểu thức rút gọn của K = y ’cosx —y s i n x - y ” là :
P'A. cosx. esinx B. 2esinx c. 0
¡K  Hướng dẫn giỏi
Ệch 1 ĩ
i f e r1 = (sin x) ' e5inx = COS xesinx

p y "  = (cosx)'eslnx+ cosx(e8inx) '= -s in x e sinI<+cos2xesinx 
P  K = y tcosx—y s ỉn x —y"

&= cos2 X.esînx ~ esinx s in x - ( —sinxesiT1x + COS2 xesinx) =0
I ch khác: Lấy 1 giá trị bất kỳ của X như X = 0 ; Khi đó ta có 
; y = l , y ’ = l , y ” = l '

I K = l.c o s0 —l.s in 0 “ l  = 0.

D. 1
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w:ề
2. Tính đạo hàm  tạ i m ột điểm g j

Để tính đạơ hàm tại 1 điềm ngoài cách sử dụng các công thức đạo hàm '31
cơ bản thì ta có thể sử dụng Casio tính đạo hàm tại điểm X — x0 thông qujf

d Ị ■>! • ' Wchức nằng của } m
í i v  v • 7 ix= ^dx _____

Ví dụ 1. Hàm số y = t f îx  + 2 có đạo hàm f '(2) u
i  W

A. 0 B. 2 C. -  D. - ĩ m
4 . 3Hướng dẫn giải ; | |

Bấm SHIFT + J —ỉ ) |  rồi nhập hàm cần tính đạo hàm và giá tifj
LI Ằ

cần tính đạo hàm tạỉ điểm. ' 8
Khi đó ta được kết quả 8

0  MMb A Æ s

& ( 3J 3 X Ĩ2 ) Ị x =z  1

0 . 2 5
BÀI TẬP T ự  LUYẸN

1. Cho hàm số y = xex. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào sai?
A. y ' = y + e x 
c. y"' = y + 3ex

2. Đạo hàm của y = (x2 + lỴ là:

B. y M = y + 2e: 
D. y ' ^ y ^ y '

M

A. y r = ln (x 2 4- 1 ) 4- 2x:
X +1

c. y ' = (x2+l)* ln (x 2+ l)

3. Đạo hàm của hàm y  — cos2x là:

A. y ’ = 2 cos 2x + K

c. y ' = 2 s in

V

r
• /

2x + K

B. y ' =  (x 2 + l ) ’

D. y* = (x2 + l ) X

B. y ' = 2cos(2x-f 7c) 

D. y ' = 2 sin (2x  + 7c)

ln (x 2 + 1 ) 2x:

ln (x 2 + l)  + 2x

X - h l

2

X s + 1

: anI



2!

10 hặm cap 2 của hàm y = — là:
X

21 « »_2!
■y = - 3  B-y = 2 c-y =

X  X  X

1
ạo hàm cap 2 của hàm y —-------

X 2 +3x + 2
2x2 — 6x + 5

2!D. y" = 4

là:
W-0
i.i■~:rr

;& y" =

y

(x2 + 3x + 2) 

2x2 - 6 x - 5

B. y" = 2x7' +6x + 5

(x2+ 3 x + 2)

’ho £(x) = X5 . Đạo hàm f ’(1) bằng:

D. y" =

( x 2 + 3x + 2)2 

2x2 -f6x-f5 .

(x2+ 3 x + 2)

* -  13A. 6,25 B, 6,75 c. y

Cho hàm SỐ y  =  ̂ j— — -  . Đạo hàm f ’(0) bằng:

A. - i  B. yfĩ c . ệệ ìỉĩ 8
Ề. _ in ')Cho hàm số f(x) = ln  sin2x . Đao hàm í' — bằng:
I  ’
A. 1 B. 2 c. 3
Cho hàm số f (x) = tanx . Giá trị của f'(0) là:
A. -1 B. 1 C.2

. Cho hàm số f(x) = XK.7CX. Đạo hàm của f '(1) bằng:

A. 7c(l + ln2) B. 7t(TC-f-lri7E) c. 7tln7t

Cho f(x) = log2(x2 + 1). Đạo hàm của f'(l) bằng:

1

D. 6

D. 2ị/4

ln.2
B. l  + ln2 c. 2

D. 4 

D. - 2

D. K2 In % 

D. 4 In2



12. Hàm số y = f (x) = -- Ĵ-T. Tính đạo hàm của hàm số tại X = 0 ? - ; í

A. f '(0 ) = —1 B. f '(0 ) = l  c. f '(0 ) = 0 D. Kết quả khác ẩ

ĐÁP ÁN VÀ HưỚNG DẪN GIẢI

l.A 2. B 3. A 4. D 5.D 6. B 7. A 8. B 9. B 10. i
11. A 12. B

1. Đáp án : D.
y '= e x+xe*; y ” = 2e*+xex; y'" = 3ex+ xex

2, Đáp án: B.

Ta có: In y  = x ln (x 2 + l)=> (ln y )' = £x ln(x2 + l)J

\ 2x
y

<=> — = ln (x 2 + l)  + x.
X +1

2x

 ̂o TỊ 2x + —
2

X +1
y ' = (x2+ l)  ^ ln (x2+l)-í

3. Đáp án: A,

Có y/ = -2 s in 2 x  = 2cos

4. Đáp án: D.
r '  1 _  2a y . - ± ~ y . ±

5. Đáp án: D.

_ 2x + 3 ^ ( x + 3x + 2) — (2x + 3) ^ 2x2+6x + 5

y ”  X2 + 3 x  +  2  ỵ ~  ( x 2 + 3 x  +  2 ) 2 ~ ( x 2 + 3 x  +  2 ) 2

6. Đáp án: B.

Dùng Casio ta có — (x5\/x^)
dx

7. Đáp án: A.

“ 6 , 7 5
x=ĩ

■MaI/Ỉ.ÌKỄC



■tíý: Khỉ đáp số lẻ ta cần đổi các đáp án ra số thập phân để so khớp kết
3i,gần nhất. Có thể sử dụng 2 máy tính, một máy bấm đạo hàm và một 

bấm đổi ra số thập phân của các đáp án. Ngoài ra, ta bấm ra  giá trị của 
phân rồi gán cho A sau đó nhập A-X roi dùng CALC thay X bằng các giá 

ử đáp án.
p án: B. Sử dụng Casio 
p án: B. Sử dụng Casio.

;Jáp án: B. Sử dụng Casio, 
ppap án: A. Sử dụng Casio.
§t)ập án: B. sử  dụng Casio.SIS*.* .



Bài 3. Tính đơn đỉệu
I. LỶ THUYẾT

Cho hàm số y = f (x), tồn tại đạo hàm trên  khoảng (a ;b ) - .p

Hàm số ỵ = f(x ) đồng biến trên(a,b ) y 1 (x) £ 0 ,V xe (a,b) đồng thời n
' . . .  . -ỊSs

f '(x )  = 0 tại m ột số hữu hạn điểm e (a,b).

Hàm số y  = f (x) nghịch biến trên (a,b) «=» y '(x ) < 0 ,V xg (a,b) đồng th c || 
f '(x )  = 0 tại m ột số hữu hạn điểm € (a,b).

I-I. CÁC DẠNG BÀI TẬP
1. Dạng 1: Khảo sá t tính  đcrn đ iệu của hàm  sổ

1

Ví dụ 1. Khoảng nghịch biến của hàm số y = —X3 — X2 -f 1 là:
3

A. (0;2) B. (-1)2) c. (—1 ; 0)
Hướng dẫn giải

Tập xác định; D = M
X — 0

y ' = x2-2 x ; y ' = 0 «  X2- 2 x  = 0 <=>

Bảng biến thiên

D.(0;3)

X — oo 0 2 -}-oo

y' + 0 — 0 +

1 ^y
^  1 ^3

biến thiên để tránh íàm mắt thời gian.
Khi tính với hàm số bậc 3 có y ' = 0 ra được 2 nghiệm Xị < x2 
Nếu hệ số a cửa hàm bậc 3 dương thì suy ra hàm số nghịch biến trên 
khoảng (^1;jc2)và hàm số đồng biến trên các khoảng (“ ỡ0;jc1) >(^2 ;+00) I  
Nếu hệ số a của hàm bậc 3 âm thì suy ra hàm số đồng biến trên khoảng n  
(xì;x2)và hàm số nghịch biến trên các khoảng (—oo;jc1), (^2»+°°) i
Như bài toán trên  ta khi tính được y -()<=> X  ~ 0,x -  2, nhìn thấy hệ số I  

I
a  = ~> 0= > ;y '<0«= >0< .x<  2. Đáp án: A.
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X  — 2idụ 2. Hàm số y -  ——— đồng biến trên:
M ĩ  *+1
§1 \  f .

p ịR \{ - l}  B. <-oo;-l)U(-l;+o°)
è?" 1
¡¡Ị* c—oo;0) Đ* (—<x>;~ 1)

Hướng dẫn giải

ẹmgm- M u - 1/
( ■ K - C — SO)

I B f e ráp xác định: Z) = IR\{—1}
ỈB ẼIÍ
8 SSfetlS -*•'. 
l i l i l í  :

y  =
u + iý

>0,V;cể D
ịự:.;

Ệyậy hàm số đồng biến trên các khoảng (-°a;-i) và (-1;+K>). Đáp án: D.

I  đụ 3, Cho hàm sô' y = x3 —5x2 + l x —A. Biết khoảng nghịch biến của hàm số
tefe
¡ỷcó dạng (a\b). Khi đó max (b -a )  là:

m í 3m -
M  '4 
Ê /  •

B. 3 c. -■
3

D. 4

py:,, Hướng dẫn giải
Ị'Với cách cho đề bàỉ như vậy ta cần phổỉ chỉ ra khoảng rộng nhất mà hàm số 
-'nghịch biến

¡fe a  có y' = 3x2-IỒX + 7 => y' = 0 <=> X ~ \,x =  —
....¡¡P • • 1 3
I » ' '  (
Ép?;£=> Hàm số nghịch biến trong khoảng 1; —
| w ị i  V 3)

ppáp án: c.
|t)ạn g  2: Tìm giá trị của tham  số để hàm  đơn điệu trên  khoảng xác định
\ Cách làm chung 

Ị.Bước 1: Tìm khoảng xác định; ..
ỂBước 2: Xây dựng điều kiện để dấu của y '> Q (y '> Q ,ỵ '< ồ ,ỵ '< 0)  trên

®  khoảng xác định.
llpBước 3: Giải điều kiện trên tìm m.
|ỹ í dụ 1, Cho hàm số y = X* —mx2 +;t+5, Giá trị của m để hàm số đồng biến trên M

H a .  73 <m< 2 B.-V5 < m< V3 c. —V3 <m<2  D. 0 <m< 2
bKv*" ■ '
11  91

1; — I, vậy rnax {/?-«) = — — ! =
3 . 3

fí':í
.W?,
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Hướng dãn giải 
Cách 1 \Ta có y ' = 3x2—2mx+l

Hàm số đồng biển trên R « A '  = m2—3<0<=> -V 3  < m < \/3 
Đáp án: B.
Cách 2: Thử giá trị của m ờ các biên để loại dần đáp án,

Ví dụ 2. Cho hàm số sau: y = f ( x )  = x3 —3(a~~l)x2 + 3a(a -  l);c + l. Trong các 
mệnh đề sau, m ệnh đề saỉ là:
A. Hàm số luôn đồng biến với Va > 2
B. Hàm số luôn có cực đại, cực tiếu với Va < —2
c. Hàm số nghịch biển trong khoảng (0;1) với 0 < a < 1

D. Tồn tại a để hàm số không có cực trị
Hướng dẫn giải

Với dạng toán này nếu ta làm trực tiếp theo cách tự  luận sẽ mất nhiều thời 
Bởi vậy ta nên dựa vào đáp án thử các giá trị để loại
Chọn a = 2 ta được y = X3 — 3x2 4- 6x 4-1 y ' = 3x2 — 6x + 6 > 0, Vx hàm
luôn đồng biến. Suy ra dự đoán đáp án A là đúng.
Chọn a — —3 ta  CÓ3' = +12x2+36^c + l=> y ' = 3x2 4-24x-f36=> y ' = 0
có 2 nghiệm phân biệt, suy ra hàm số luôn có cực đại cực tiểu, vậy dự đ 
B đứng

Chọn <2 = 0,5 ta  có y  = x 2 + —X2 ——x + ỵ ' = 3x2 + 3x—— y ' — 0 d
2 4  '  4

máy tính Casio bấm thấy có 2 nghiệm không thuộc khoảng(0;l) =>hàm 

không nghịch biến trong khoảng (0; 1) => Đáp án: c.

3, Dạng 3: Tìm giá trị của tham số để hàm đơn điệu trên khoảng (a;b)

Cách làm chung
Bước 1: Tính đạo hàm y \

Bước 2: Xây dựng điều kiện để dấu của y '< 0 )  trên

khoảng (a\b);

Bước 3. Giải điều kiện trên  tìm m.
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¡¡§ù 1- Cho hàm số: y = X3 - mx2 +X+5. Giá trị của m để hàm số nghịch biến 
|§©ngkhòảng (1;2)
■»5?; - 13
m m (i B. m> 13 r >11 c. m > —

5
D. m> 13

Ipg.; hường aan giúi
l l /r i ;  Ta có y ' = 3x2 — 2ỉwc+1 để hàm số nghịch biến trong khoảng (l;2) thì 

tf||s= 3x2 — 2mx +1 < 0, V* e (1; 2}

• /ì

m - 3 > 0

¿11  ÍA '>0 m -^ ịm 2- 3 . ịmS-v/5,r
J 5-------- —------ < 1 <=> -Ị

3 [6 ắ m + v
s i * , ; m + 4 m2- 3. 2 í ---------------
m  - 3
ifp 5 -¿67? 2; Để hàm số nghịch biển trong khoảng (1;2) thì
i i v  y ’ = 3*2 -  2mx +1 < 0/V* e (l; 2)

■ 2  •
i l t  <=> < m v*€ (1;2)
KỈ”. 2x

3*2 + 1 ^ \ _ 3x2 +1<^>Max--------<m,

»Ị > - J ĩ  . 13
____ -  <=> m > —

6< w  + vm2- 3  4

[1.2] 2x 2x
, ị i  a  c o

- .

Ệ ' 0 0 B ^ Ệ ± l ỳ  = Ẽ ỉ l z Ẫ =i>g '(x )=0<=i>6x2- 2  = 0<&x = ±-j=íẼ[l;2]
áSÓỈÍ', V /  -

Ễ  í / 0\ _ 1 3 _ k ->13

SỄ’-_ 13 13 13ch 3: Ta thử lần các giá trị m ~ — = = — vào hàm số
f§i . 6 5 4
gả*3 — nvc1 + Jc-f-5 và xét sự nghịch biến trong khoảng (1; 2] để tìm ra đáp án. 
SL « 1 H V x + 3 m -l  ' ■’ . __ í
■ÌB* — + * -h 5 và xét sự nghwềíi *
^dụ 2. Cho hàm số y = x
45?" . X—m
Sn nửa đoạn là:
te  1 1
$ Ạ. — < ra < 3 B. m > —
Ễ,, 4 4-í ĩ'

(1). Giá trị m để hàm số (1) nghịch biến

c. 0< /n < 3 1D. < m < 3
• 4
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Hướng dẫn giải

TXĐ: R\{m}, y ' = 1 — 4 m

(x  — tn)2
Để hàm số nghịch biến trên[3,+co), ta phải có:

y '< 0  Vxe[3,+°o) f i_ 4 m < 0  m > ±  1 n
ì  , - s V <=> V <=> ì  4  <=>—• <  m  <  3 . ' «

m  <  3 ( m £  [3 ,4 -0 0 ])  I m  < 3  4  1 1l v K m<  3 •;:̂ Ị
(m <3 để đảm bảo hàm số nghịch biến tại mọi điểm trên [3,+co), ví dụ: khỉỊỆ 
m -  4 => điều kiện xác định X  khác 4 hàm sổ không thể nghịch bỉến tại 4}Ệ

1 . ■ ;iJS
Mặt khác, ta thấy với m -  — thì y ' = 0 trên toàn bộ tập xác định

=> m  = “  không thoả mãn điều kiện,

1

■ 55,*

'r

V ậy— < m < 3 .
4 1 8

BÀI TẬP T ự  LUYỆN m ị» ■ * • ^gg |
1. Cho hàm số _y = /  (x) — X4 - ỈĨLX2 -f 3 (trong đó m là tham số). Khẳng định 11Ị

nào dưói đây là sai? Jg |nào dưói đây là sai?
A. V m e l ,  hàm số không đơn điệu trên R
B. 3m e R để hàm số đồng biến trên (0;+oo)

c. Bm e  IR để hàm số nghịch biến trên khoảng (—oo;0)
D, Cả ba đáp án trên đều sai

2. Trong các hàm số sau, hàm số nghịch biến trong khoảng (1; 5) là

J,rg«'ỉm
ssr

c>£•

A. ỵ — — x ĩ — 3x2 +5x+2  
3

r  __ 1c. ỵ — x+ —
X

B. y = x —2
X  + * - + - 1

D. y — X 2 -  2x + 5
■M

3. Cho hàm số y  = X  — JC + 1
, . Khẳng định đúng là:

X  +  X  -+■ 1

A. Hàm số đồng biến trên R
B. Hàm số nghịch biến trên IR
c  Hàm số đồng biến trên khoảng (—1;1)
D. Hàm số đồng biến trên khoảng (-°o ;-l)

m
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m
Hh X Hh 1hàm số: y = ------- ----- . Trong các mênh đề sau, mênh đề sai là:

m.■ x+1
^  Hàm sổ đồng biến ( -00; -2), (0; +00)
Ệnàm số nghịch biến (-2 ;-l) , (-1*0)
¿ Hàm số đồng biến ( -00;-2) u  (0; +00) 

p, Hàm số nghịch biến trên khoảng ( -2 ;- l)pỊỊẸiị *■)
Ịầm số: y = /(jc ) = xìnx  đồng biến trong các khoảng nào sau đây: 

¡1(0,+ 00) B. (—00,0 ) c. (0,e‘')  D. (1,-H»)

■ ' €̂ X — €x +1 _ỉchọ hàm số y = —r-----—— . Trên khoảng nào sau đây thì hàm số không
| p ’'- e +ex +l
đơn điệu:

§p(0;+~) B. (-~>;0) c  (1;2007) D. (-1;1)
Ịjiá trị của X để y ' > 0 biết y = ln(x4 — 2x2 + 3)
;;Ạ. x > 0 v l < x < 2  B. JC <0vl<^:<2
| c - 1 < jc< 0 v ^>1 D. 0 < ^ < 1 v j <-1

1số y — X--2X+3 đồng biến trên khoảng:

m m - l  l;+<~) B. (~oo;l) c. (~l;+oo) D. (-oo;-J)
i | l  Trong các hàm số sau đây, hàm số nghịch biến trên (0;?r) là: 

p ■ A . y =  s inx 4- cosx +  2 X B . ỵ  — lo g ^  X
spÊ‘(r
|lte . y = n~* D. y = cosx-f X
¡¡^Cho hàm số sau y -  f ( x )  = JC3 “ 3(a -  ])x2 + 3 a (a -l)x  +1. Trong các mệnh
Ễ đề sau, mệnh đề sai là:
Ị i  A. Hàm số luồn luôn đồng biến với a > 2 
H'B. Hàm số luôn luôn có cực đại, cực tiểu với a < —2 ' * * ■ *
IỆịC. Hàm sổ nghịch biến trong khoảng (0;l) với 0 < a < 1 
Ẽ  D. Hàm số luôn luôn đồng biến trên tập với 1 < a < 2

ti. Giá trị của m để ỵ=  ^ ■ là hàm số đồng biến trên R :

n  A. m  =  0
jc‘ — Jt + 1

B. ra ^ o c. m > 0  D. Một kết quả khác
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12. Cho hàm số y -  —X3 +3mx2' + 3(1—2m)x — 1 (1). Giá trị của m để hàm số ịị&
nghịch biến trên  tập xác định: -39
a7 1 B. 0 C. -1 D. 2 II

ỵỵị _  Ị  *\
13. Cho hàm số y = I -■ \x3 + mx2 + (3m — 2)x (1). Giá trị của m thì hàm so

(1) luôn đồng biến: : Ị§

1

'
A.

2
B. 1 < m < 2 C. m > 1 D- m>  0

14. Cho hàm số: y = X 3 +3x2 +(m +ỉ) x  + 4m. Giá trị của m để hàm số nghịchll 
biến trên (—1; 1) là:
A. m  = 10 B. m — —10 c. m ~ 2  D. m — 5

■§111
A. m -  IU  K . w = —IU m = 'Z u ,  ra = ;> ' l i

15. Cho hàm số y  = Ỉ?ĨX+ ■ _ Giá trị của m để y nghịch biến trên (-oo; 1) là: í i p
x + m ’ jfS|

Al m > \  B. m < l c  —2 < m < — 1 D. ĐápánkháỆỈ
16. Cho hàm sổ ỵ ~ x *  —3(a — ĩ)x2+3a(a — 2 )x + 4 . Để hàm số này đồng biến HI

trên các đoạn [—2;—1] và [l;2j thì giá trị của a thỏa mãn: |||Ị
I. aầ:4  II. a <—2 III. ¿3 = 1 " l g

Kết luận nào đúng: 11?
A. 1,11 B .II,II c  1,111 D. 1,1!,Ill §§

__ 3 fil
17. Để hàm số y —- ^ -  + (<2 - l ) * 2+ (<2 + 3)* —4 đồng biến trong khoảng (0; 3)§§

3 11 
1 r r i -Ti l”»"ì n  f ì n n  / ' I ,n  t-V io T v i r * / í  o  1 Ằ 1 i íH ithì giá trị cần tim của tham số a là: 

A. a > —3 r  ->12c. « > —
7

D, ß < -3
-Si

r. o 12B. —3< a < ~
7

18. Cho hàm số y = .*3 — 3(2m+l)x2 + (l2m + 5 )x+ 2
Để hàm số đồng biến trên khoảng (2;+00). Giá trị cần tìm của tham  số m làfl
- —1 _ ^ 1 . 1 ^ -1 A. —7= < m < —f== B. m > — c. m < —7= D. m <

V 16  V Ĩ6  2  n/6 1 2  m i

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN

ư  £ 1 1  iạ g * i

5,- m ị  *   • ĩ?̂31
1? l í lirggj

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN M'_______ _ _____ _______ _______________  ïaâîl
I.D  2, A 3.D 4. c r  5. D 6. D 7. c 8 B 9.C I 10 1 1
I I .  c 12. A 13. B 14. B 15. B 16. D 17. c 18, p ________
1. Đáp án: A đúng, 1 hàm trùng phương thì không thể đơn điệu trên  ]R. Ị 

Thật vậy, có y ' = 4x3 — 2m* = 2^(2jũ:2 -m )  suy ra yJ là hàm bậc 3 nên khônggl
tồn tại m e  M để hàm số đồng biến [hoặc nghịch biến) trên R .
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ỆậẸ c đúng. Chọn m = 0 => hàm số đồng biến trên (0;+oo), nghịch biến trên
■Ep|oảng (-°°;0)
K p ậ p  án: D.
ầÊỆẳ y' = x 2 —6x+5=> y ’ <0 <ĩ=> X 2 — 6;c + 5 < 0 < = > l< ^< 5 .Đ áp  án: A. 
wặếlưuý: Với các bài toán cần phải xét đến từng đáp án thì ta nên chọn đáp án 
¡¡¡|fổ dạng hàm quen thuộc, de tính toán trước để xử lý.
B Ễ t : .  2x _  2 (x2+ x + l)-2 x {2 x + l)  2x2- 2
H Ê l ?  X 2 +  JC + 1  = > y  ~  {  1 Ỉ Ý  ~  í  2 X ỸH E ||' ' * (x  + *+1] (x  + jc+ lj

| | l l> v'<0<=» 2jc2- 2  <0<=>- !< * :£  1
K Ị/ạyhàm  số đồng biến trên các khoảng ( - 00;—l],[l;+oo), nghịch biến trên [—1; 1] 
I p p á r K D .

+ X  4* 1 2 ,x 2 — 2  + 2 - f x H “ l  Ị •. 2w=— TTT—=----- -TTTT--- — = 2 (x -l)+ —
2

Ì f ; F -----------:—  = ---------- :------- :------------=  Z ( X - 1 )  + ------- - 4-1
Jt + 1 x~\~l x + l

- => y ' - 2 -  2
(x + i)

y'>0<=> 2
(x +  ì)

=>y'< 0 e * - 2 < x < 0
án: c.

>0<=>{jc-hl)2>l<=»x< —2,x>  0

trên

l i k  2ex| i - =  -------—-----= 1----------------
e +e*+l e2x +ex +ì

y  =

SỊy^Ví. y  —  V  V t t  A  ¿Lm u  y \— V* A  V /

gpặy trên những khoảng nào chứa 0 thì hàm số không đơn điệu. 
>áp án: D,

97

2ex 1(ế2* + £* + 1 )\-{2e **+e*)12«" 2e?f -2e* 2e*| > f.
1( 2x . _JC<̂2 + e ■+ 1)I2 1[e2jí + ex + í]r  1(eÍJt +Ể* + 1 )
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7, Ta có y * = 4x - 4 x y'>0<=> 4x — 4x
>  0  <=> 4 jc3 — 4 ; t  >  0  [* ]

— 2x2 + 3 w  JK4 — 2jc2 + 3
Đển đây ta có 2 cách xử lý 4x3 -  4.X > 0 

Cớc/ỉ í :  4x3 *-4x > 0 <=> 4x(^c —1)(x + l) > 0 ta thử 1 giá trị X = 2thì thấy thỏi

mãn nên 4x(;c-l)(;t + l) > 0 <í=> — 1 < X < 0 v ^  > 1
Chú ý dấu của hàm bậc 3 sẽ đan dấu giữa các khoảng nghiệm -:Ệ

Cách 2: Từ các đáp án ta chọn các gìá trị của X thử vào (*) đế tìm đáp án đú 
Thử với X  = 0,001 vào (*) thấy không thỏa mãn => loại đáp án A, D 
Thử với x = 2 vào (*) thấy thỏa mãn => Đáp án: c.

8. Ta có y' = (2x — 2).ex 2- 2 x +3

.2 j r - 4 * + 6
ỵ ' >0 <=ỳ 2x — 2 < 0 <=> JC < 1.

e
9. Đổi'với bài này thì ta có thể đễ dàng nhìn ra đáp án đúng ỉà c nhưng y 

dạng này, ta hay dùng tính năng TABLE để khảo sát tính biến thiên của n  
đáp án. l l
Nếu khảo sát hàm lượng giác ta nên để ở chế độ Radian ( Shift + Mode + 4|
Bước 1: Nhấn MODE 7 3
Bước 2: Nhập hàm cần khảo sát. Nhấn "="
Bước 3: Start? -  Nhập gỉá trị khửỉ đầu, ở bài này là 0, sau đó nhấn "=” Ặ
[Nhấn hai lần phím "=” đối với máy Fx570VN hoặc VINACAL 570ES P luJf 
Bước 4: End? -  Nhập giá trị kết thúc, ở bài này nhập 71

7ĨBước 5: Step? -  Nhập bước nhảy của giá trị, thường thường là —
12

Sau đó sự biến thiên được thể hiện qua cột f(X) 
a Maih 

FCX)
Ị li

Math

0.1053u i i i i

a
alệạÍỊM 1»ĨĨE5 ầlịùũầ 

1 .3 0 8 9 9 6 9 3 9

m
FC«J \ ÚBB

Ị. B3gs ỊỊ.S96E ■%HmỆ 5-ẽaũfi _ 
2 .0 9 4 3 9 5 1 0 ;

Ta thấy giá trị tăng dần chứng tỏ hàm số đồng biến trong (0 ;^), Loại A J
Tương tự  với các đáp án còn lại. $

10. Chọn a = 2 ta được y = x2 — 3 -h <5jc -t-1 => y * = 3^2— 6;e-f-6 > 0, Vx hầ
số luôn đồng biến. Vậy dự đoán A là đúng. -4,
Chọn a = —3 ta có y = X 3 4 - \2x2 + 3ÓX+1 y ' = 3x2 4 -  24;t-t-36 =>y'=-0  luô|
có 2 nghiệm phân biệt, Suy ra hàm số luôn có cực đại cực tiểu. Vậy dự đo£ 
B đúng.
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fev' 3 3 3hon ớ — 0,5 ta có y =  X +  — X2 ~ —x  + \ => v' =  3x2 + 3x—— => y ' = 0 đùng
l ĩ  2 4 4
|sio bấrn thấy có 1 nghỉệm thuộc khoảng (0;l) hàm số không nghịch

liến trong khoảng(0;l). 
ất đáp án D. Có

y ' - 3 x 2—6(a — ỉ)x + 3a2-3a^>  >>'>0<=>ÀT = —9cỉ + 9<0<=> a>  1. 
m số luôn đồng biến với a > 1. 

íp án: D*
/Cách thông thường: đế xét tính đồng biến ta cần tính đạo hàm 
% 3m(x + l)2 (x2 — jr + l ) “ 7tt(A; + l)3 (2x—\)
ị' = ----------------------- ———J-------------- —, nhận thấy y' rất cồng kềnh
ệr {x2~ x + l )
ên ta chọn cách thử đáp án

rớ\ m = 0 dễ thấy y = 0 =í> loại A. Còn 3 phương án ta chọn giá trị m thuộc 
mà không thuộc c

I'

—3(-£ + 1)2(x~—.X + ĩ) + (x +1) (2.-XT— l)
!họn m = -  1 ta có /  = ------------ i--------- " —ĩ------— ------- -

{x2- x  + ì f
lùng Casio bấm ta được phương trình y 1 = 0 <=> X  = —1;* = 2 khi có 2 
ghiệm Ý  sẽ đổi dấu trên các khoảng xác định nên không đồng biến trên 

=> loại B
ói những bài cồng kềnh thì thường sẽ có đáp án cụ thế 

ả năng chọn đáp án c là rất cao. Khi đó ta nên chọn c ngay khi loại 2 đáp 
A, B.

TXĐ: D - R
a có y ' = — 3x2 4-6mx+3(1 — 2ni)
ể hàm số(l) nghịch biến trên .tập xác định ta phải có y ' < 0 với Vjc 

<=> —3x2 + 6nvc+3(1 — 2ra) <, 0, Vx .
<=> X2 —2/wc+2m—l >0, V*

<=$ A = 4(m — l)2 < 0 (m—l)2 = 0<=> m = 1. Đáp án: A.
ị* y' = (m—l)x 2 +  2nvc-f3/71—2
‘ Để hàm số (1) luôn đồng biến thì ta phảỉ có y ' ;> 0 v * .

Sỗ
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Ị
+) Nếu ra—1 = 0 <=> m  =  1 thì y ' = 2;c + l đồi dấu k h i  X  q u a  ——, suy r a  hà

S Ố (1) k h ô n g  t h ể  l u ô n  đ ồ n g  b i ế n .

+] Nếu m — 1 ^  0 <=» m ^1  thì 
m —1 > 0
À  — — 8 m 2 4 -  20m —8 <  0

<=> 1 <  m  <  2

14. Thử lần lượt từng giá trị vào hàm số rồì dùng TABLE khảo sát hàm tro 
khoảng (—1;1) i step -  0,1 thì chỉ có m = —10 là thỏa mãn hàm số nghịch biếố

m 2 — 4  2 < m <  215. Có ;y = --------- - => ^ 1 < 0
(x + m ) |_m < — 1 ( (jc+m) 0)

16. Có jv' =  3^2—6 (a—l)x+3a(ö —2)
Yêu cầu bàỉ toán <=> 3x2 — 6{a — l)x  + 3a(a — 2) > 0 V*€ [—2;—l] và [l; 2]

<=> —2  <  m  < — 1

<í=> A '-9 = ^

3(fl-l) + 3
V  =  ---------------- — ------------- =  ¿ Ị

*2 =
3 (0 -1 )-3 = a — 2

Hàm số đồng biến trên (—oo; a -2 )  và (ỡ;+oo)
Thử lần lượt các đáp án 1, ỈI, III thấy đều thỏa mãn đề bài.
Đáp án: B,

17. Cách 1: Ta có y ' — ~x2 + 2(a —l)x + a + 3. Hàm số đồng biến (0;3) khi và Ị 
khỉ y 1 > 0tV xe  (0;3) '

—X2 4 - 2(a —  1) 4- a + 3 > 0,V*e (0;3)

<=> a > X  + 2x—3

a>  max

2jc-hl 
X 2 +2jc — 3

2x +1

,V xe  (0;3)

. VxE [0;3]

Khảo sát hàm sổ f ( x )  = — + ——- ,x e  [0;3] ta thấy max f ( x )  = —  ...
2je 4-1 7 't

12 _ IVây ữ > —  , Đáp án: c. $-
7

Cức/ĩ 2; Thử lần lượt me {-2;3;-4}, dùng tính năng TABLE để loại các Ệ 
đáp án A, B, D, f

n



ị  cách 1: ỵ ' = 3x2—6(2m-\-l)x+12m-h5 = m(—ì2x + l2) + 3x2 -6x4-5 
VÊể-  ̂ 3jc2-6 x  + 5m> 0,v*e (2;-Ko)»m< ,V*e (2;+oo)
W |  12(*-1)

■ 3x2—6x4-5 _ 5 5« l ả o  sát hàm SỐ / (* )  = —— (2;+°o) ta thấy f{x )>  —  = > m < ~  
• j |p p v  1 2 ( ^ —1) 1 2  12

ỊỆỆịch 2: Thử những số thuộc những khoảng trong đáp án rồi dùng TABLE
« l ả o  sát X trong khoảng (2;10), Step = 1.
lịTĨĩử lần lượt m = 0,3 thấy thỏa mãn. Loại A, B, c.



Bài 4. Tiệm cận J
I. LÝ THUYẾT I
1. Định nghĩa ?!
a. Tiệm  cận đử ng  ■ - n

Đường thẳng X = x0 được gọi là tiệm cận dứng của đồ thị hàm số y = f (x)H

nếu ít nhẩt m ột trong các điều kiện sau thỏa mãn: 'H
limf(x) = +oo; limf(x) = -oo; lìmf(x) = +cw; limf(x) = - 0 3  .

X™>XQ+ x“ >*0+ X—>x0-

b. Tiệm cận ngang
■$ẵ

Cho hàm số y = í (x) xác định trên một khoảng vô hạn. n
* * *

Đường thẳng y = y0 được gọi ỉà tiệm cận ngang của đồ thi hàm số nếu ít n
nhất một trong các điều kiện sau thỏa mãn: n

Iimf(x) = y0; lim f(x) = y 0. 1
X—»+oo X— ỉ*o

2. Các trường h ợ p  cụ thể !

Hàm số bậc nhất trên bậc nhất (hàm nhất biến) y = -ax-j~k /an __ km  _£ Q\ í
J mx + n  I

+TXĐ: D = K \ | ——1; I

TCĐ: lim y  = 00 => (d ): x = —— ; TCN: lim y  = — (d) :y = —  I
 ̂ TỊ m  X —>00 m m

3- Tính chất đặc biệt về tiệm cận f§
* * ■ ■ -"1*53

^ Ib vilra
+ Tâm đối xứng của hàm số y — ------- là giao điếm hai đường tiêm cân có fi

cx + d ■ w
d a} Mtọa độ I ---- • 11

V c n
+ Giao điểm của đồ thị với đường phân giác góc tạo bởi hai tiệm cận là hai i  
điểm có khoảng cách ngắn nhất trên hai nhánh đồ thị).
+ Tiếp tuyến tại điểm M bất kì trên đồ thị cắt hai đường tiệm cận tại A và B Js
f K Ĩ  ♦**-» I n  A n  r Á  A  l n  f  V I I  r t  /T  i 4 ì  A TU í^ isthì ta luôn có M là trung điểm AB. 
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•V . 2 x - li, Tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = ——-  là;

:y = 2, X = 2 B. y = 2, X = 2
y  = -  2 ,  X = 2 D. y = -2 , X = 2

Hướng dẫn giải
: x = -2  vì lim /O )  = -oo, lim /(* )  = 4*00; TCN: y = 2 vì lim /00 = 2JC->2+ jc->2" JC“*±«>

;>.p á n : c.

jị2, Số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = * + là:

Ệ  B. 2 c. 3 D. 4
J | Hướng dẫn giải
TXĐ : D = M \ {0; 2} nên ta xét các giới hạn tại 0, 2 để tìm tiệm cận ngang. 
f :  X 3 -I- 2í t : lim y = lim —7—-—  = -oo => X = 0 là tiệm cận đứng,X--XT x-»ơ+ X — 2x

x3+2lim y = limX->2* —i’5+
=  +oo ==> X = 2 ì à  tiệm cận đứng.

*-« *-»2+ X2 -  2x
ch ỉờm nhanh:
thấy đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số có dạng: x = a, thông 
‘ờng với a là nghiệm của phương trình X2 -2 x  -  0 a = 0/ a = 2.

2 *
'n thấy, với X = 0 —> y có dạng — => X = 0 là tiệm cận đửng

10X = 2 —> y có dạng — X = 2 là tiệm cận đứng.

p án: B.
*m cận liên quan đến tham số

1. Giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y —
. mx2 -2 x  + 5 , „CÓ tiệm cận

( x - l )
mg đi qua điểm A (2 ;-2)là:

s 0 B. 1
tìướng dẫn giải

mx2 — 2x + 5

C.-2 D. 2

= m , Nên tiệm cận ngang của đồ thị hàm số là y = m ,0 lim
(x -  l)x

là tiệm cận ngang đi qua điểm A (2;-2) => m = -2 .



n
■ :"a.

Ví dụ 2. Đưừng tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số
( n 2 —  l ) x ~ 3  - ' v ■ • M

Ỵ “ -------—-------Cắt nhau tại điểm A (—1;3) khi tham  số n nhận giá trị Ểj
x + 1 ■ ' ••11

trong tập: l !
A. 0 B. {2} c. {-2} D. {-2;2} 'H

Hường aan giái 3jỊ
Đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị cắt nhau tại điểm í ă
A ( - l ;3 )  suy raTCĐ: x = - l  vàTCN: y  = 3 - J |

31
Chú ý  về điều kiện tồn tại tiệm cận y = —x+k là: ad ^  bc, với bài toán nàỹỊ|

cx -ỉ“ d
ta có điều kiện là 
n 2 - 1  ^  -3  điều này luôn đúng với mọi n.

(n2—l ) x - 3  2 o m=> lim ------- — ----= 3 <=> n — 1 = 3 <=> n — ±2 . M
X  + 1  ¿ 1 1

Đáp án: D, J ||
Cách khác: Ta nhập biểu thức lim —-  —> C ALC , gán A là các giá 8

X +1 yl||
trị trong các phương án, X bằng 1 số to như x=100000» Nếu phương án nàpÃ 
ra kết quâ 3 thì đó ỉà phương án đúng. 4 |i

1, Cho hàm  số y =

BÀI TẬP T ự  LUYỆN
5m x2 -  8 m x + 2

đúng.
kp T ự  LUYỆN l l

với m là tham  số. Với mọi giá tri của m f§ 

ờng tiệm cận của đồ thị hàm số đã cho là:fl
7x — 3 ■

tập hợp các giao điểm của hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số đã cho là : l |
_ r lísẩsi

5m  41. w
A. 0  B. Đường thẳng y  = ——  X  4— - m  u

3 ^
c  Đường thẳng X  = 3 D, Đường thẳng X  — “ .

—X — 3 —X *■“ 72. Cho hai hàm số y -   ----- và y = ----- —. Tập hợp các giá tri của tham 3
7 X 4- m  —4 J x + 5 F

số m để  hai đường tiệm cận của hai đồ thì đó trùng  nhau là:

. A. ± -  B. ± —  c. 0 D .± 3 Ỉ
2 5 • c
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ia^ho  hàm số y  = —:-—9-------- vơi m là tham số, Đồ thị hàm số đã cho
B p l  X  -2 m x  + l
%Ễ|hôiig có tiệm cận đứng khi m bằng:

isR-
B. m  = ~1*XữỊ\ j •: *é

K m  =  l

“llíTâm đổi xứng của đồ thị hàm số y

Ề i H ; 2 )  "  * 'SỉioH •; •

c. -1  < m < 1 

2 x - l

D.
m  > 1  

m < -1

B. 1(2;-1)
X  —  1

±1 (Q  là:x-f 1
c. 1(1;-2) Đ- I{—2;1)

Ipgho hàm số y = 1 . Trục dối xứng của đồ thị hàm sổ là:
x + 3

B. X + y — —2
X—y = —4 
X + y  -  —2 •

x + y - 0  
x - y  = 2

WÊễ:m x = - y

mi:- 2ÍX-1)
ô] cho hàm sổ y = —------(C). Tìm trên hai nhánh của (C ] hai điểm A, B sao
H E  x + 1
K h o  AB ngắn nhất. Hai điểm A, B lần lượt là: 
m . (1; 0), (-3; 4) B. (-1; 0), (3; 4)

w ầ  (1;0),(3;4)
¡11- 2x - 1|Ého hàm số y
Kỉ-

D. (-l;0M -3;4)

(C)ITiếp tuyến tại điểm M (0;-1) cắt hai đưòng

^ p ìệ m  cận tại hai điểm: 
K .  (1; 2), (—1; -4)
ỴỀ L  (1;-2)’(1;4)

B. (-1;2),(-1;4) 
D. (—1; —2),(1;4)

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI

m m * D 2. D 3. c 4, A 5. c 6. A 7.A
Bi ■ 3
gýới mọi m ta luôn có tiệm cận đứng X  =  —

- *

Ỗi Có thể là trùng. 2 đường TCĐ hoặc 2 đường TCN.
KỊP!;** ^
pĐ iều  kiện tồn tại tiệm cận của y  ---- —r------ là:
K  ‘ ' x + m  - 4  -
m r - l . ( m 2 -4.) ^  -3  m ^ ± v /

i  Khi đó dễ thấy 3 đồ thị hàm số đã trùng tiệm cận ngang với nhau
ỊrÉỖ:v
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Ta chỉ cần tìm điều kiện để cho 2 TCĐ trùng nhau <=ì> in 2 - 4  = 5 <̂=> m  = ±3 II
3. Không có tiệm cận đứng khi — 2mx + l > 0 , \fx

<r> A 1 = m2 — 1 < 0 <=> — 1 < m < r
4. Ta có TCĐ :X = —1 , TCN :y  = 2 ^ l ( - l ; 2 )

Tính chất: Tâm đổi xứng của hàm số y = ax + k là giao điểm hai đường
cx + d  • ?' j

tỉệm cận.
5. Ta có TCĐ: X = -3 , TCN : y = 1.

Phương trình đường phân gỉác của góc tạo bửi hai tiệm cận trẽn là
x - y  = -4

n¿kỉ

Ü

IB

x + 3| = |y - l |  

Tính chất: Trục đối xứng của hàm số y =

X + y  = —2 
ax + b là hai đường phân giác
cx -f d

của các cặp góc tạo bởi hai đường tiệm cận.
6. Ta có TCĐ: X = — i  ,TCN:y = 2.

Phương trình đường phân giác của góc tạo bởi hai tiệm cận trên là

|x + lỊ = |y -2 | =̂> ị y  \ ^  . Ta tìm giao điểm của d 17đ ? với đồ thi. lỄ  
1 1 1 1 |x + y « l  (d2) * 1 2  • 1 1
Tính chất: Giao điểm của đồ thị với đường phân giác góc tạo bởi hai tiệm §¡1 
cận là hai điểm có khoảng cách ngắn nhất trên hai nhánh đồ thị.

7. Từ tính chất trên  ta sẽ dùng phương pháp thử đáp án. - J p
Thấy phương án A thỏa mãn tọa độ M là trung điểm của ( l ;2 ) ,( - l;-4 )  § 1

Tính chất: Tiếp tuyến tại điếm M bất kì trên đồ thị cắt hai đường tiệm cậnJ j |  

tại A và B thì ta luôn có M là trung điểm AB.



ặu hàm số £ có đạo hàm tại x0 và đạt cực trị tại điểm đó thì f Xxo) “  0 - 
Ịiúýỉ Hàm SỐ  f có thể đạt cực trị tại những điểm mà tại đó không cố đạo hàm. 
iềU kiện đủ để hàm  số có cực trị

%\ỉ 1: Giả sử hàm số f liên tục trên khoảng (a;b) chứa điểm x0 và có đạo

_____ âm sang dưong khi xđi qua x0 thì f (x) đạt cực tiểu

3 m x0-
Ềlỉếu f'(x) đối d ấ u  từ dưcmg sang â m  khi X đi q u a  x 0 thì f (x) đạt cực đại

J i t  °'
¿ffiiih lí 2: Giả sử  hàm số f có đạo hàm trên khoảng (a;b) chứa điểm x0 >

= 0 và có đạo hàm cấp hai khác 0 tại điểm xữ.
^ | i u  f"(x0)< O th ìf (x) đạt cực đại tại x0,
M ế u f n(xD)> 0 th ì£ (x )  đạt cực tiểu tại x0.

trị hàm  đa th ứ c  bậc 3: y = f  (x) = ax* + bx2 + cx + d ia *  o)

lỉặĐạohàm: y ' = f'(x ) = 3axz 4-2bx-hc 
m Ệ ều  kiện tồn tại cực trị
|f i |a tn  số có cực trị <=> y = f (x) có cực đại và cực tiểu 
|fe=> f i x )  -  0 có 2 nghiệm phân biệt 
J P ^  A* ”  b2 *“ 3ac > 0
ầểỆ&ể'hàm số không có cực trị <̂> A' = b2 -  3ac < 0 )
ỊỊjkhỉ đó hàm số đạt cực trị tại xa,x 2 (x, < x2) là nghiệm của f i x )  =0
jp ể u  hê số a > 0 thì hàm số đat cưc đaỉ tai X, , đat cưc tiểu tai X.Jgg ■ ' * ■ 1 ' ¿
J¡ Nếu hệ số a < 0 thì hàm số đạt cực đại tại x2, đạt cực tiểu tại X1 
pDường thẳng đi qua cực đại, cực tiểu có phương trình



2. Cực tr ị h àm  đ a  th ứ c  bậc 4: y = ax4 + b x 2 + c (a ^  o)

y '  = 4ax3 + 2bx = 2x(2aX2 4- b), đặt g(x) = 2ax2 + b 

+ Để hàm có CĐ, CT thì 2ax2 + b = 0 có 2 nghiệm phân b iệt khác 0

+ Để hàm số có CĐ, CT thoả mãn điều kiện cho trước 
Cách giải thông thường (sẽ m ất nhiều thời gian)

- Điều kiện có CĐ, CT
- Sử dụng định lý Viét, dấu tam thức bậc 2 ...trong từng bài toán cụ
- Với dạng toán này cách làm nhanh ta thường dựa vào các đáp án 
ngược lại...

3. Các dạng  to á n
a. Dạng toán 1. Tìm cực trị của hàm số

Phựơng pháp:
- Tính ý ,  tìm các giá trị X làm cho y ' = 0 hoặc y' không xác định
- Sử dụng định lý 1, hoặc định lý 2 để xác định cực trị 
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+ Hàm trùng phương chỉ có 3 cực trị hoặc có 1 cực trị. 
+ Để hàm số không có CĐ, CT <=> y ' — 0 không đồi dấu

+ Để hàm số có 1 CĐ, 2 CT «=> < , có 3 nghiêm phân biêt.
[y (x) = 0

+ Để hàm số có 2 CĐ, 1 CT <==> < có 3 nghiêm phân biêt.
ly (x ) = 0 .

+ Để hàm số chỉ có CT mà không có CĐ
a > 0

có 1 nghiệm <=* < g(x) = 0 vô nghiệm

g(0H>
+ Để hàm số chĩ có CĐ mà không có CT:

a < 0
có 1 nghiệm <=> g(x) -  0 vô nghỉệm

ig(0)=o



1. Cho hàm  số  y  = {x + l)(x  — 2)2
■Cực trị hàm  số trên  là: 
fX = 0y X = -1  B. x = 0,x = 2 c. x = l , x  = 2 D. X = 0/ X = 1
V Số cực trị của hàm  số là:
ip  B. 1 c. 2 D. 3
? Khoảng cách giữa hai điểm cực trị của hàm  số là:
" W o  B, 2 c  .4 D. 5 V2

Gọi XJ,X2 (x^ < x2 ) là 2 cực tri của hàm  số khi đó giá trị Xj — 2x2 là:

-4  B. 0 C.4 D. 2
Hướng dấn giải

■ = (x —2)2 + 2 (x  + l ) ( x - 2 )  = 3 x (x “ 2) vậy hàm  số có 2 cực trị là
== 0 ,x  = 2; X — 0 - * y  = 4 ;x  = 2 —>y = 0

ly  khoảng cách giữa 2 điểm cực trị ỉà O — 2 ) 2 + ( 4  — o)2 = 2 V s.

2 (Cđi/ 4 -  đề minh họa THPT quốc gia 2017). Cho hàm  số y — f ( x ) xác 
nh, liên tục trên  R  và có bảng biến thiên:

lẳng định đúng là:
Hàm số có đúng m ột cực trị.
Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1.
Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng -1 .

.  Hàm số đạt cực đ ạ t tại X =  0 và đạ t cực tiểu tạ i X =  1 .

Hướng dẫn giải 
sai vì hàm số có hai cực trị. #
saỉ vì hàm  số có giá trị cực tiểu bằng -1. 

c sai vì hàm  số không có giá trị lớn nhất và giá tr ị nhỏ nhấ t trên  R . 
đúng 

áp án: D.



câu 3 (Câu 5 -  đề minh họa THPT quốc gia 2017), Giá trị cực đại ycyt của hàrỊỊ 
số y = X 3 — 3x 4-2 ĩà: '.ji

3̂CĐ — ^ ĈE) = 1 yCĐ ”  0 ĈĐ “
Hướng dẫn giải . ’ j | |

*■ '31 *-l -» • » JF\m ù-mTa CÓ y ’ = 3x2 — 3= > y’ =  0<=>x=ì±l* Với hàm bậc 3 có hệ số của X

thì hàm số đạt cực đại tại X = -1 [nghiệm bé của y * = 0 )

ĈB = y ( - ! )  = 4 • Đáp án: A. ®
b. Dạng 2. Tìm điều kiện cửa tham số  liên quan đến cực trị
Ví dụ 1. Tìm m để hàm số y  = X3 + mx 4- 2 đạt cực tiểu tại X = 1.

A. irí = — 1 B. m 5= - 2  c. m = 1 D. m  = —3
Hướng dẫn giải 

Do hàm số đạt cực tiểu tại X  = 1 nên ta thử  trường hựp
f'(x0) = f ( l )  = 0 f m + 3 = 0
f"(xfl) = f II( l ) > 0 ^ |6 . 1 > 0  ,

Khi m  = -3  ta có: y =  x3- 3 x  + 2 = > y ' = 3x2—3 = 0<=>x2 = 1 »  x = ± l. . I l l  
Xét dấu y  ta dễ có hàm số đạt cực tiểu tại X = 1. !| S
Vậy với m  = —3 thì thỏa mãn điều kiện bài toán.
Chú ý khi đề cho các phương án chỉ chứa 1 giá trị của m như trên thì ta c ó j l  
thể chọn D sau khi giải điều kiện /  '(*) 5= 0 , mà không cần thử lại giá trị m. 8

1Ví đụ 2. Biết rằng hàm số f(x) = — X 3 -  X 2 + mx + m 2 có giá trị cưc đạL
3

■ ' Mế-vSeSs
w

"HL
D. m > 3  ™

Khẳng định đúng là:
A. m > 2 B. m < 1 C. m  > 3

Hướng dẫn giải ... ,™

Thử các giá trị với m  = 0 ta thấy f(x) = —X3 - X 2 =>frịx) = 0 <=> X 2 ” 2 ^ = ( Ị |h

luôn có 2 nghiệm phân biệt nên ỉuôn có cực đại và cực tiểu. Đáp án: B.
Nếu đề cho các đáp án chặt hơn, thì ta lựa chọn thêm giá trị m phù hợp đ ể f | |  
loại như:
A„ m  < 3 B. m  < 1 C. m  > —1 D- m  > 3
Do m  = 0 thảo mãn nên loại D

110



r," .1 

1

I

1®. 1 
lộn m = 1 khi đó ta có f(x) = — X3 - x 2-fx + l=>f'(x)-0<í=ỉ>x2- 2 x  + l  = 0

1 hàm số chỉ có 1 cực tiểu => m “  1 không thỏa mãn» 
m p án: B.
fu 3 (Câu 8 -  trích đề minh họa THPT quốc gÍQ 2017). Tìm tất cả các giá 
:ị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số y = x4+2m x2+ l có 
tđiểm cực trị tạo thành một tam giác vuông cân.

m = B, m = -1 c. m = D. m = 1

it

£; ĨÍ9 ..............  ”  ĨÍ9
Hướng dẫn giải

lử đáp án ta sẽ ưu tiên thử các giá trị nghiệm trước, khi đó được đáp án 
íng là B.

1 14. Cho hàm số y = — X3 -  — m x2 + (m2 — 3)x . Gíá trị của m để hàm số có cực
3 2

ti, cực tiểu đồng thời xCĐ/xCTlà độ dài các cạnh góc vuông của một tam

ác vuông có độ dài cạnh huyền bằng J — là:

m =
ĨỈ9

B. m -  -1 c. m -
ĨỈ9

D. m =
2

■ 
w

Hướng dẫn giải 
y ' = X2 -  mx + m 2 — 3

||j||H àm  số có cực đại, cực tiếu <=> phương trình y ' = 0 X2 -  mx + m 2 - 3 - 0  

K § có hai nghiệm phân biệt <í=> A = 12 ~ 3m 2 > 0 — 2 < m  < 2 (*)
Irasỉil*̂" ' Jữ ■p | p ^  XCJE)/ XCT là độ dài các cạnh góc vuông của một tam giác vuông có cạnh

B P -  Ỉ5llgyhuyền bằng ta phải có:

^C Đ  ^ C T  ^  ^  Í ^ C Đ T̂ C T  ^  ^ / ^ C Đ  ^ C T  ^  ^

IN 2 , 5  5 *=*{,_. , \2 ~ _ . 5 0
n  x c đ  +  x c t ~ 2  Ị^(x c đ  +  x c t )  ^ X C Đ ‘X CT “  2

I  Thử đáp án thấy chỉ có D thỏa mãn. Đáp án: D,

m > 0, m 2 -  3 > 0 

m 2 -2 (m 2 -3 )  =
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BÀI TẬP T ự  LUYỆN

1. Cho hàm số f(x) = X 2 -3 x  + 2 . Khẳng định đúng là:

A. Hàm sổ đạt giá trị lớn nhất trền đoạn [-4 ; 4 ] là 30

B. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhẩttrên  đoạn [-4 ; 4 ]  ỉà ——

3
c, Hàm số đạt cực đại tại điểm X = —

2
D. Hàm số đạt cực tiểu tại hai điểm X  = 1 và X = 2

2. Hàm số f(x) = X 2 Inx đạt cực trị tại điểm:

;>:S?

A. x = e B. X —  V ẽ C. X  =  —  
e

D. X  =

3, Số điểm cực trị của hàm số y = x2(2 — X 2) là: -ị|8
A- 0 B. 1 c. 2 D. 3 u

4. Cho hàm số y  = m x4 + (m - l)x 2 + l - 2 m . Giá trị của m để đồ thị hàm số chi;|
có một điểm cực trị là: 'có một điểm cực trị là:
A. m  < 0;m > 1 B. m  < 0;m  > 2 m
c. m < 1; m  > 2 D* m < —1; m  > 2 ậ l

5. Cho hàm số: y = ——  m x2 + —. Giá trị của m để đồ thị hàm số chỉ có cực tiếml
2 2 l g

' mà không có cực đại là: 'JB' mà không có cực đạỉ là:
A. m > -3  B. m > -2

1 4

c. m  < 0 D, m  < 2
6. Cho hàm số y  = -~x4 ™(3m + l)x2 -f 2(m + l) [Cm). Tất cả các giá trị m để I

hàm số có cực tiểu mà không có cực đại là:
1 _  1 _  _

A. m  < ~  B. m  < — 7 c. m  < “1 D. m  < 0
3 4 *

í  ^ * ill
7 . Giá trị của m  để hàm số y = -  2 X3 + 3x2 — 2mx - 1  có cưc đaỉ, circ tiểu úm

V 2 ) ' M
A. m €  (—°°;2.)u(3;4-oo)\|4Ị B. m e  (— 00;2)u (3;+00)

c. m e  (—°o;l)u(3;+oo) D. m e ( — l)u(3;+oo)\{4}
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iteft ;
Ipv:'
| | i á  trị m để hàm số y = mx4 + (m 2 “ 9)x2 +10 có 3 điểm cực trị là:

— • I- r-  t-,y/ï 7 0 < m < 3 0 < m < 3 0 < m  <4¿í.r-À; B.
m < “4

c. D.W'1Ị/v m < —3 m < -3
0 < m < 4 
m  < -4

c. —2 < m < 3 D. - 2  < m < 4I w  -3  < m < 3  B. —3 < m < 4
gpfffy-; ■.
K  cho hàm số y = 2x3 + 3 (m -l)x 2 + 6 (m -2 )x —1. Để hàm số nhận điểm
i p pH ^ ( l ; - 5 )  làm điểm cực trị thì giá trị của m là:

B. m = 1 c. m  -  0 D. m = —
I E  2
picho hàm số y = x3 -3 m x 2 -f (m 2 - l ) x  + 2 . Giá trị của m để hàm số đạt cực 

Ề đại tại X = 2 là:
¿:A.m = 8 B. m  = -5  c. m = 12 D. m = l l
¡¡fecho hàm số y = 2x3-3 (2 m  + l )x2+ 6 m( m + l)x-f 1. Khoảng cách giữa 

R a i  điểm cực đại, cực tiểu là không đổi là:
p i m B. m -  2 c. 4 Ĩ

^ • 9 - r  . . 1

¡if Cho y -  X3 “~3x2 4- mx - 1 .  Giá trị của m để hàm số có 3 cực trị thỏa mãn
¡ỊẩỆ % • *

+ =3 là:
m ,  8 4 4 3
g Ạ. m — — B. m = —£■ c. m = D. m = —
ầẵ£- 5 ■' 3 5 2
1|y Cho hàm số ỵ =5 -X4 + 2mx2 - 4  (C ) . Các giá trị của m để hàm số có 

p 3  đỉểm cực trị cửa (C ) đều nằm trên các trục toạ độ là: *

I  A. m = 5 B. m = 2 ' c. m = 4 D. m = - a / s

Í. Giá trị của m để hàm số y = — X3 - m x2 -  2 (3m2 - 1) X + — có hai điếm cực
3 3

-;trị X-, x2 sao cho XjX2 + 2 (Xj + x2 ) = 1 là:

É p  ' 3/•■A. m  = —Ẽ, 4 B, m = c. m = D. m ——
3
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16. Cho hàm số y = —X3 - m x 2 4-(m2 — l)x + l  (Cm); Tằt các các gỉá trị m đ ể ®  

hàm số có cực đại, cực tiểu và ỵCũ + y CT > 2 là;
—1 < m < 0 -2  < m  < 0 —1 < ITL < 0

A.
m  > 2

B.
m  > 1

c
m  >1

D.

J g

-1 <  m < n
m > r  ' É i t

17. Cho hàm số: y = x4 — 2m (m  —l)x 2 + m  + l ,  Giá trị m để đồ thi hàm số có ỉíllm" ’*■'
cực đại, cực tiểu và các điểm cực trị tạo thành m ột tam giác vuông cân là đ ii

i—

A. m  = - 1 ± S

c. m  —

2
I ± ầ

B, m  =

D. m  =

l ± 4 i
2

- ì± s

V Vst-■ a

2 2 
18. Cho hàm số y  = — x3+ 3x —1 . Xác định m ( m e R  ) đế đường thẳng d: 

y = mx — 2m  — 3 cắt {C] tại 3 điểm phân biệt trong đó có đúng m ột điểm ặỊỊẾ
hoành độ âm.
A. m  < 1 
c, m  < 0

B. m  < “*2, m ¥=■ —9
D. m  < —1, m  ^  —9

. 181

l .A 2. D 3. D 4. A 5. c 6. A 7. D 8. A 9. A Ị ° ’l i
1 Ị .D

¿m %

1 2 . c 13. D
■7 1 1 9

14. B
/ 1 1

IS. D
ĩ ~r

16. c
Á/

17. c 18. D p. ' "•,*«£& 

■ - -
■ -

'ỷ&p-

2 . y ' = 2x ln(x) + .X => y ’ = 0 <=>
X  =  0

X  —
1 . Đáp án: D.

T e
Ngoài ra có thể dùng tính năng tính đạo hàm tại 1 điểm bằng máy tính 
Casio (T ố hợp Shift + phím tích phâiỴ), đáp án nào cho đạo hàm tại đó
0 thì chọn.

X  = 0
. Có 3 cưc tri

x = ± l
3. Có y ' — 4x —4x3 y* = 0 <=>

4. Nếu m -  0 thì y  = —X2 +1 p t
=> y r = —2 x ,ỵ '=  0«=»x —0. Nên hàm số chỉ có m ột điểm cực trị. 'tẻÈb
Vậy với m = 0 thỏa mãn. .'ititaf
N ếư m  ^  0 thì y ’ = 4m x3 4- 2(m  — l)x  = 2x(2m x2 + m ■— 1) V Đ ể đồ thị hàm 'ScfUl
chĩ có cực trị thì y  -  0 chí có 1 nghiệm <=> 2m x2 + m  - 1  = 0 phải vô ngh iện S  
hoặc có nghiệm kép X = 0. : -aB
Đáp án: A.
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|||:±: 2x3 — 2mx = 2x(x2 - m ) . Do hệ số của X4 dương nên dồ thị đi từ trên 
J|í xuống dướỉ nên đồ thị chỉ có cực tiểu mà không có cực đại.

I  và chỉ khi y ' = 2x(x2 — m) = 0 chỉ có 1 nghiệm

m  < 0
m  = 0

m  < 0
W

3 ;X 2- m  = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm kép X = 0
lÉtĩ
rçsÈfl-' ■ - •ắp án: c.

ọ y f = X3 — 2(3m 4- l)x = X (x2 — 2(3m *+“!))
•

o hàm trùng phương chỉ có 1 cực trị tại X = 0 hoặc 3 cực trị khi đó hàm 
Jo  có cực đại mà không có cực tiểu tương đương với hàm số có cực đại tại

S o .  * * .

j l ö y ^ o  có duy tlhẵt nghiệm x = 0  vàtại x = 0  th ỉ/đổĩdấutừc-] sangM  

W -f1 ”  0 có duy nhất nghiệm <=> 2(3m 4-1) < 0 <=> m < —“

ỈỊỈTa có vứỉ m  < —— thì y' đối dấu từ (-} sang (+) tại X — 0.

* ,yậy m < — —. Đáp án: A.
Sir 3

H a  có y ' = 3
2

Ề — 2 ^ 0  <í=»m^4.
Ü

X2 + 6 x —2 m . y  có cực đại, cực tiểu  thì trư ớc  hết

(1)

IP f m / 2 \SỊKhi đó y ' làtam  thửcbậchai có At = 9 + 2m.3 —  — 2 = 3 (m  —4m  + 3j.
Bpỉ . . .  \  2- )
H y có cực đại, cực tiểu khi và chỉ khi

§ỄÀ'>0<=> m 2 — 4m + 3 > 0 <í=> m <1,1X1 > 3 . (2]
m
f  Kết hợp với (1 ) và (2 ) ta có những giá trị của m thỏa mãn yêu cầu bài 

ệị tosn ỉa m G ^—00 / l)u { 3 ; +°o)\{4}.

I “ Để hàm số có ba điểm cực trị thì trước hểt hàm sổ đã cho phải là hàm bậc 
ể 4. tức là m  ^  0. Ta có:



A U l

• Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi 
y r có 3 nghiệm phân biệt «  t(x ) có 2 nghiệm phân biệt khác 0

<=» m - 9  
2m

< 0 <=> m (m 2—9 )< 0  <=>
0 < m  < 3 
m  < ~3

9. Ta có y ' — 4x3 + 2 (m 2 — 9)x = 2x(2x2 + m 2 — 9 ). Đặt t{x) := ị l x 2 + B 

Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi
y ' có 3 nghiệm phân biệt <í=» t(x ) có 2 nghiệm phấn biệt khác 0

<=> m2 — 9 < 0 <=> —3 < m <3.
10. Có y ' = 6x2 + 6 ( m  — l)x + 6 (m -2 )

Hàm số nhận A ( l ;—5 ) ỉà cực trị khi
y '(1) = 0 <=> 6 +- 6(m — 1) + 6(m — 2) = 0<=>m = x

11. Hàm đạt cực đại tại X = 2 nên y'{2)=0

<=> 3.22 -6m.2 + (m2 — 1) =0 <t=> m2-12m + l l  = 0 <É=> mV ■/ m = l l
Dựa vào các phương án ta chọn đáp án D,

12. y ' =  6 x 2 —  6 ( 2 m  +  l)x +  6 m ( m  +  l)

Xét phương trình: y f = 0 « x 2“ (2m + l)x + m 2+ m  = 0

Ta có Á = (2m  + l ) 2 - 4 ( m 2 + m ) = 1 > 0 =5> y '  = 0 luôn có 2 nghiệm.

Hàm số ĩuôn có cực đại, cực tiểu với moi m. y' = 0 <=> x m
x = m  + 1

Các điểm cực trị là A (m ; 2m 3+ 3 m 2+ l ) / B(m  + 1; 2m 3+ 3m ) 

rr> AB = >/2 , Đáp án: c.
Cách khác: Chọn m  = 0, tìm điểm cực trị của đồ thị hàm số ứng với 
Rồi tính khoảng cách giữa 2 điểm cực trị.



*1 +. x2 = 2 
m

I Ta có:
f ( x ) =  X3 — 3 x 2 +  m x - l ;  f ' ( x )  =  3 x 2 - 6 x  +  m  =  0 ;  A '  =  9  — 3 m

§Ị)e hàm số có hai điểm cực trị xt ,x2 thì phương trình <l)có hai nghiệm 
|p jiân b iệ t<=>À '= 9 — 3 m > o <=>m<3

Ỵiét ta có:

P Ä i :+x2 -?<=» (xj +Xj)2 - 2 x 2x2 = 3 <=> 4 —2.— = 3 <=* m  = —
WÈfẾ _ 3 2
Ịg/Đáp án: D,

* X “  0
H pT a có: y = -4x  +4m x; y -  0 <=>
M  Lx "  m

ilfitáT  m > 0 thì (C ) có 3 điểm cực trị 
p Ạ ( 0 ; - 4 ) ,  B {-7m ;m 2 -4 ) , C(Vm ;m 2 -4 ) .

K  Đê’ A. B, c nằm trên các truc toa đô thì B. c <=> m “  2.

X2 — m x  “ 3m 2 +1 l à  tam thức bậc haỉ có À  = 13m2 —4.
|Do đó hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi y T có hai nghiệm phân biệt

2VÏ3

¡¡§f:Do đó hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi

ISSr m>——
t(x) có hai nghiệm phân biệt <=> A >0 »  ^

m  _  2>§  m  < ------;
¡S:.' . ‘ J
ẼXp x2 ỉà các nghiệm của t(x) nên theo định lý Viét, ta co

ẻ | | f  (x l + x 2 = m

13
2%/Ĩ3

Í3

tl}

S [D o đó:
x:x2 = -3 m 2 +1

XjX2 + 2 (x j+ x 2) = 1 <=> —3m 2 +  2m-Ị-1 =  1

m  = 0
»  “3m 2+2m  = 0 <=>

Kt- m = 0
n  »  -3 m 2 + 2m = 0 <=> 2 •

K -  ' ' 1 ’ L 3
l Ể  Đối chiếu với điều kiện (1), ta thấy chỉ m  = — thỏa mãn yêu cầu bài toán.
m c á c h  khác: Sử dụng cách thử các đáp án 
III Đáp an: D.
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16. Ta có: y /==x2 — 2mx + m 2 — 1. y ' ~Q <=>

yCĐ + > 2 <í=> 2m 3 — 2m  4- 2 > 2 <í=>

X =  m  +  1 

X =  m  —1 

-1  < m  < 0 
m  > 1

Đáp án: c. •' s u
17. y 1 = 4x3 -4 m (m  - l ) x  = 4x(x2 - m 2 + m ) ã

Để hàm  số có CĐ, CT thì y ' = 4x(x2 — m 2 H-m) = 0 phải có 3 nghiệm phân l l l  
biệt < = > m < O u m > l '||É!
A (0;m -fl); BỊVm2 — m ; —m 2(m — V)1 + m +1 j ; c Ị —Vm2 — m; —m 2(m — IệM

Tam giác ABC vuông cần <É=> AB.AC = 0 «  - ( m 2 - m )  + m 4( m - l ) 4 = 0 J :jẵ Ị
Ị—  ' 3

1 ± -J Ĩ  'ềSẾ

Khi đó ta có —2m (m  -1 )  = -2  <=> m (m  —  1) = 0 <=> X

Đáp án: c.
18. Cho phương trình hoành độ giao điểm của d vk  (C);

X 3 + ( m - 3 ) x ~ 2 - 2 m = 0  
X  = 2

<=> (x-~2)(x2+ 2 x + m  + 1) = 0 ^
[_x +  2 x  +  m  + 1  =  0(*)

YCBT tương đương với (*) có 2 nghiệm phân biệt khác 2 và có đúng 
1 nghiệm âm 
Ta xét 2 trường  hợp:

í p _XXT. -t-1 0
+ [*) CÓ 1 nghiêm  âm và 1 nghiệm bằng 0 <í=> s — —2 < 0 <=> m  = — 1.

+ (*} có 2 nghiệm trải dấu và khác 2 «  I rci+ 1< 0 ^  |m  < 122+2.2 + m + 1̂ 0
Kết luận: m  < -1 , m  9É —9 . 
Đáp án: D.
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ll>?- Bài 6. Sự tương giao của đồ thị hàm số
Sf ựtyng giao giữa đồ thị hàm đa thức vứi đường thẳngỊ|cho hai đồ thị (C j) :y  = f(x) và (C2) :y  = g(x).

m ọể tìm hoành độ giao điểm của [Ci) và (C2] ta giải phương trình (gọi là .̂phương trình hoành độ giao điểm}: f(x) = g(x) (*)
ẫ lậsố giao điểm của đồ thị (C) của hàm số bậc ba: y = £(x) -  ax3 + bx1 + cx 4- d

I với trục hoành bằng số nghiệm của phương trình ax3 + bx2 + cx 4- d = 0 (1) 
SỔ dạng câu h ỏ i  thường gặp 

l l p i i n  điều kiện để đồ thị (C) và trục hoành có 1 điểm chung duy nhất
T B p- /  không có cực trị
|pk■; ị  f  có 2 cực trị $=} Phương trình (1} có 1 nghiệm duy nhất.
| | § :  l\ya>-ycT>°
m  Tìm điều kiện để đồ thị (C) tiếp xúc với trục hoành

tiếp xúc với Ox <=> y có 2 cực trị và yCEryCT =0 <=> Phương trình (1) có
Bpđúhg. 2 nghiệm
K  Tìm điều kiện để đồ thị (C) và trục hoành có 3 điểm chung phân biệt
BgỊC) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt <í=> y có 2 cực trị và yCĐ-ycr < 0
!!§••'<=> Phương trình (1) có 3 nghiệm phân biệt

điểm của (C): y = ax4 + bx2 + c với trục Ox bằng số nghiệm của
H pp ■ ax4 + bx2 + c -  0 (1)

4 , it =s X 2, t > 0
K p 4. ax +bx +c = 0 (1) <=> \gpl. ■ • [at +bt+c = 0 (2)
| l |Đ ể  xác định số nghiệm của (1) ta dựa vào số nghiệm của (23 và dấu của chúng.
KỊLv (2) vâ nghiệm
R f e  (1) vô  nghiệm (2) có nghiệm kép âm
s l f f . (2) có 2 nghiệm âm
®Fy,r

■bí: Wi '
US:'

Kn&i

(1) VÔ nghiệm

(1) có 1 nghiệm <í=> 

(1) có 2 nghiệm <í=ỉ>

(2) có nghiệm kép bầng Q 
(2) cỏ l nghiệm bằng 0 r nghiệm còn lại âm

(2) có nghiệm kép dương 
(2) cỏ 1 nghiệm dương và 1 nghiêm âm

(1) CÓ 3 nghiệm £=> (2) cổ 1 nghiệm bằng 0, nghiệm còn lại dương
(1) CÓ 4 nghiệm <=> (2) có 2 nghiệm dương phân biệt
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Ví dụ 1. Biết rẳng đưcmg thẳng y = ™2x + 2 cắt đồ thị hàm sổ y  = X 3 + X + 2 'mầ 
tạỉ điểm duy nhất; kí hiệu (xy;y 0) là tọa độ điểm đó, gia trị của ỵ 0 là: 5 |Ị
A .y 0 = 4  B. y 0 = 0  C y0 - 2  D. To =--1 Ị j Ị

Hướng dẫn giải 
Cách í :'Phương trình hoành độ gỉao điểm:

—2 x  +  2  =  x 3 H - x  +  2  <=> X3 4 - 3 x  =  0  X =  0  = >  y  =  2

Cđc/ĩ 2; Dùng chửc năng Table trên  máy tính:
Nhập f ( x )  ——2 x  + 2 ; g ( x )  = x 3 + X + 2  -J§g
START : -4 ; END : 5; STEP : 0,5 :> Ể Ề
Nhìn bảng ta thấy tại X = 0 thì f (x) = g{x) = 2 nên giao điểm của hai đồ thjpỊ|
hàm số là (0;2) => y 0 = 2 '
Đáp án: c  'ỈỆm
Ví dụ  2. Cho hàm số: y = X 3 - (2m + l)x 2 + (m - l ) x  + m + l  (Cm). Tìm m để ; Ị | |

r,ắ1" oV i ^ rfi£»m nViar» Kí(Cm) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt. ■ -]'ỂỀ
À. m  > 1 B. m  ^  0 c. m  > 0 D .m < “ l

Hướng dẫn giải
+ Để (Cm) cắt Ox tại 3 điểm phân bỉệt thì phương trình: |||g

X 3 ~ ( 2 m  +  l)x2 + ( m  — l)x +  m  +  l =  0 <=> ( x - l ) ( x 2 —  2 m x  — m  — 1) =  0  ■ v|i
phải có 3 nghiệm phân biệt. r§Ịg

X 2 —  2m x -  m  —  1 =s 0 phải có 2 nghiệm phân biệt Xj, x2 khác 1.
Á' =  m 2 + m  +  l > 0  í V m  Im

1 —  2 m . l  -  m  — 1 ̂  0 [ m ^ o  »

Ví dụ 3. Cho hàm số y = X3 — 3x2 — 9x + m ( c  ). Gìá trị của m để ( c  ) c ắ t |g ||
Ox tại 3 điểm phân biệt là: ■ .; ||||
A. —4 < m  < 21 B. m > 1 ;||§ |
c. -6 < m  D. —5 < m  < 27

Hướng dẫn giải 
Phương trình hoành độ giao điểm của (Ợ) và trục Ox:

X 3 —  3 x 2 —  9 x  +  m  “  0 <í=> X 3 —  3 x 2 —  9 x  =  — m

Xét hàm số y = X 3 - 3 x 2 -9x(c) có y ' = 3x2 - 6 x - 9  = 3 (  X 2 - 2 x  -  3 )

y' =0  <̂ >
x = —l 
X — 3

Hướng dãn giải - M ề
[ộ giao đỉểm của (C) và trục Ox:
X2 — 9x + m = 0 <í=> X3 — 3x2 — 9x = —m 
:2 — 9 x ( c ) có y ' = 3x2 — 6x — 9 = 3( xz- 2 x - 3 )  :; |f j

;J||1
(—1; 5 ), (3; —27) là 2 điểm cực trị của đồ thị hàm số ( c ) ; '«

(C} cắt Ox tại 3 điểm phân biệt <=> —27 < —m  < 5 <=> —5 < m  < 27. "’ips
Đáp án: D. 1111
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Tương giao giữa đồ thị hàm phân thức và đưừng thẳng

M |^ụ . Giá trị của m đế đường thẳng d : y = -X + m cắt đồ thị (C): y = —  

¡¡¡Itại 2 điểm phân biệt:

Kậu me R B. m < 0 
m > 4

c. 0 < m < 4

X - 1

D. m ^ 1

p ife  Hướng dẫn giải
llllphương trình hoành độ giao điểm của d và (C)

pv - —— ~ - x  + m<=  ̂f (x) -  —X2 + mx — m = o, X ̂  ~-l (1)
p .  X“ 1
¡|£d) cắt (C) tại 2 điểm phân biệt khi và chỉ khi (1) có 2 nghiệm phân biệt
fe ÍA = m2—4 m > 0  í"m < 0
i-<=M <=>m  [£(—1} = —1 * 0  m >4
fepáp án: B.
¡E  BÀI TẬP T ự  LUYỆN|pr¿ • '
spç£... v2
fecho (P) là đồ thị của hàm số y = — x + 2. (d] là đường thẳng đi qua

lipíị;> . ’ 4
ilfdiem A ( l ;- l )  và có hệ số góc bằng k. Giá trị thích hợp của k để (d) cắt (p)
TỆtại hai điểm phân biệt ià:

®Ạ. k < -1; k > 2 B. Với mọi k C. —1 < k < 2 D. -2  < k < 1
Ipho hàm số y = X3 4-3x2 ~m  + 2 (c ). Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm 

Ịsố ( c  ) cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt.
À. 0 < m < 6 B. —1 < m  < 6

iip ;2 < m < 6  D. Kết quả khác

w :
te

íS&’v

. Gọi (C ) là đồ thị của hàm số y = X +ax “ 4. Để(C ) chỉ cắt trục hoành tại
¡Puy nhất một điểm, giá trị cần chọn của a là: ,
Hặ. a >3 B. a > —3 c. a <3 D. a < —3
vHàĩĩi số y = (4 -  x)(l -  x)z có đồ thị (C). Gọi (cl) là đường thẳng đi qứa giao
Ịâiểm của (Ç) vói trục Oy và có hệ sổ góc là k. Để (d) cắt [C) tại 3 điểm phân 

¿biệt, giá trị thích hợp của k là:
t;A. k <0  B. k > 0 ; k ^ 9  C k  < l ; k ~ 4  D. k > 1; k - 3
¡¡pho phương trình X4 + 3x2 + 5 -m  = 0 . Giá trị của m để phương trình có 
Khai nghiệm phân biệt là:
¡8L m < ”5 « -  'B. m > 4 c. m < 4 D. m > 5
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6. (H) là đồ thị của hàm số y --------, còn (d) là đường thẳng y  = kx —2 . Để j|HỊ

, X +  2  ■ ịZ)M
[d) cắt (H) tại hai điểm phân biệt, hê số góc k của (d) phải thỏa đều kiện: f |§

1 * 7 1  í ^ °  , I i HA. k<-~; k >2 B. k < —2;k>—■ c  ị 3 D. k * - 2 ; k > — II
2 2 1 k ^  — 2 - ' «

t 2 l §-¿ẩlSK: ’ 1 - éịẺglỀì
— Cắt đường thẳng y = —x + m  tại hai điểm phâiM

4  : ' ’ m
:m < 4  C. m e M  D. m > 0  §fi

_  _  . .

L Hàm số y = — -——— ( c )  và đường thẳng (d) :y  = kx + l  cắt (c )tạ i h ạ | | |
điểm thuộc hai nhánh khác nhau thì giá trị k là: ■’J S
A. k  > 1 ■ B. k < 1 c. k > 2  D. k < 2 I I

. Cho (C ): y = ■ + ; (d ) : y  — a(x + 1) + 1. Giá trị của a để d cắt (C) Eại haỉli
x + 2 . Ji|||

điểm phân biệt có hoành độ trái đấu: ■
1 ; _ , 1 ■ - . _ 1 LÌỂẼ

7. Cho đường cong y —
b ỉệ tv ó im ỉà :
A. m < 0 v m > 4  B. 0 < m < 4

2x^ — 2x ■— 2
8. Hàm số y =

. z 'XMẫ
"■ 2 x —1 lwấ10. Đường thẳng y = —X + m ỉuôn cắt đồ thị y = — ---- tại hai điểm p và Q, .ặm

X +1 * f ;l|Ịpị
Để độ dài đoạn PQ ngắn nhất, gía trị thích hợp cho m là: « sp
A. m  = —1 B. m = 1 c. m  = —2 D. m = 2 ,  â i

: : ■ ; ' .. ?iậKsfj
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DÃN GIẢI

1. B 2.C 3. c 4.A 5.D 6. c 7.A 8. D 9. D 10.I I I
1. Dùng phương pháp loại trừ

Trường hợp ĩ:  Thử vớỉ k = 3 => d : ỵ  — 3x — 4
Xét phương trình hoành độ giao điếm của d và [P] :

r2 - 'V ĩ ■ 1 • ■ • -- ■ ■
— .x:4-2 =  3 x - 4 < = >  + 1 6 x  — 2 4  =  0  ( * )

4
Ta thấy À r = 64 + 24 = 88 >0  “> (*) có 2 nghiệrri phân biệt k = 3 thỏa 
mãn => Loại c, D ị ,
Trưởng hợp 2: k = 0 => d : y  =  —1 
Xét phương trình hoành độ giao điểm của d và (P} :

X 2 ?— — jt+2  = - l  <=> jr+ 4 x  —1 2 -0  4=>

iAỈ

Vậy k -  0 thỏa mãn. Loạỉ A.
Đap án: B.

X = —6
x = 2-
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Kyêu cầu bàỉ toán <=> Hàm số có 2 cực trị và yCT.y CD < 0 [*]
11®;. r
BỊỊ& ' - X- 0  =>y = 2 -m
Ệấ ỵ' = 3x +6x =>yf = 0 <=>

x = - 2 = > y CB = 6 - m

m> (*) (2*—,m)(6—Wỉ) < 0 <É=> 2 <m <6

* = ()=> ỵ — —4 
-2a

mmỵy.. ■

WM
''■y' = 3x2+2ax=> y ' = 0 <=* _2a -8 a J
RS * -  — — => y -  __
K :  3 27
| | c  ) chỉ cắt trục hoành tại duy nhất một điểm

¡¡È' . A ^  ” 8a3 4a3
! > "  . ~  V c r - y c D  >  0  «  2 7  +  ạ - '

-Ba3 4a3 y = + — — 4
9

Sil'
Ịdốp án: c.pp:

Cắt Oy tại A[0 ; 4 3 y = kx + 4 
K é t phương trình hoành độ giao điểm: 

gpf(4“  x)(l — x)2 = kx+  4 <=> *3 ~ 6x2 +(9 + &);e = 0

ÌR ..,
H

JC = 0
X2 —6x4-9 + k = 0 (*)

11*I  Yêu cầu bài toán <=>(*) có hai nghiệm phân bỉệt khác 0
ÉÊ- <=ìk<0; k^9< = ^k< 0
ilí:
g|tập bảng biến thiên hàm y = X 4 4 - 3x2 4 - 5 . (biện luận số nghiệm bằng đồ thị).
¡¡¡£0 thể thử  giá trị đặc biệt của m ứng với các đáp án để xem có thỏa mãn đề 
I p ơ  đây ta đưa về phương trình bậc 2 bỉến trồ i bấm máy tính Casio) 
ậvXét phương trình hoành độ giao điểm:

[  X  =  0

------ = kx~  2 <=> kx2 + (2k — 3)jc = 0
x + 2

K ; .
• Yêu cầu bài toán <=> <

Ịii \

3 — 2ỈC
X =

3 -2 *
<=> *

r* * 0

t * ì

p-j': -
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7. Tương tự  bài tập 6. Đáp án: A.
8. Xét phương trình hoành độ giao điểm:

2x2 — 2x—2
X — 1

= kx +1 <=> (2 “  k)x2 + (k —3)x — 1 = 0 C*J

Yêu cầu bài toán [*) có hai nghiệm phân biệt X Ỵ, X 2 thỏa mãn jep jt2 
và x l < ì< x 2

Í 2 - k  + k - 3 ~ l* Q
<=> <(x] - l) (x 2 -1 )< 0  

k ^  2

1

x{x2 -  (jCj + x2) +1 < 0 
k ^  2

Theo định Ịí Viét ta có Jc — 2 
_ 3 — k 
~ 2 - k

9. Xét phương trình hoành độ giao điểm:

*1*2 =

X, +x2

_  •1111 
thay vào (**) và giải hệ đưực k < 2 ápl

• ''̂ *528

X2 + 3x -f 3 
x + 2

= a(x +1) +1 <=» (a -  l)x2 + (3a -  2)x+2a - 1  = 0 (*)

Yêu cầu bài toán <=>(*) có 2 nghiệm phân biệt trái dấu và khác -  2. 
A s= (3 a -2 )2 —4 (a -  l)(2a -1 ) > 0

<i=* 2a —1
<0

a — l 
/ ( -  2) * 0

1<=> — <Ố<1 
2

Đáp án: D.
10. ... • - , . ' S

Cách 1: Ta chứng minh được PQ ngắn nhất thì đựờng y = -  X + m phải đi | |B
qua tâm I(— 1;2) lúc đó m = 1. Đáp án: B. . -• 111
Cách 2: Dùng phương pháp thử đáp án ở bài này cũng khầ thuận tiện. ' !§§
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Bài 7. GTLN, GTNN của hàm sô
ìTHUYẾT
Im GTLN - GTNN của hàm số trên  khoảng (a;b)
¡ước 1. Tínhf ’(x). Tìm các điểm trên khoảng (a;b), tại đó f'(x) = 0 hoặc
Ế'(x) không xác định.

Ỉồước 2. Lập bảng bỉến thiên
Ịpiirớc 3. Từ bảng biến thiên suy ra max £ (x) và min f (x)

¡Tìm GTLN -  GTNN của hàm số y = f (x) trên  đoạn [a ;b ] như  sau 

ll^ớc 1. Tính đạo hàm f ' (x)

lỊịước 2. Giải phương trình; f'(x ) = 0, tìm các nghiệm x1;x2;...;x ■ € (a;b) 
| ế u  có)
iước 3. Tính các giá t r ị : í (a);f (x1);f (x2 f (xn); £ (b ).
•Bước 4. Kết luận:

m axf(x) = M = m ax{£(a);f(x1);f(x 2);..*;f(x!i)}
[n;b]

minf{x) = m = m in{f(a);f(x 1 );f(x 2 );.--;f(xn )Ị
[.;b]

Lưu ý:
j- Trẽn khoảng ía;b] thìmax f (xì và mịn f (x) có thể không tôn tạỉ
1' (à;b) v '  (a;b) . v '
p  Với nhiềư bài toán ta có thể đặt ẩn phụ để đưa bài toán về dạng tính toán 
Ipơn giản hơn như các bài toán chứa hàm lượng giác (sinx, cọsx...), hàm mũ

ẽ a x .J .
% . . . ■ . ... 4
íđụ 1. Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x )  = x + -~ trếns, " ỵ •
||o ạn  [l; 3] lần lượt là:

iiír--e „ 13 r  , 13‘Ki. 5; 4 B. 5; —  c. 4; —
p , : 3. 3
w  Hướng dẫn giải[ỉặĩ’.

|;f '(x )  = l —Y  trên [l; 3 ] ta có : f ' ( x )  = 0 «=> X = 2 

l f ( l )  = 5; f{2)^4;

D. 6; —  
3

Vậy min £(x) = 4; mạx f (x) = 5. Đáp án: A.
£  fĩj] [i;3]
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A. 3 B. V 7 - ln 2  c .y /ỹ  D. 2
Hướng dẫn giải

r
X

Ví dụ 2. Giá trị lớn nhất y — y / x 2  +3 -  X in X trên đoạn [l; 2] là:

y ’ = In X - 1  -
( \  

r ệ = - 1 “ ln x <  0V xe[l;2 ] 
^vx2+3 )
N _. _I í H 1 • /V

V x 2 +  3

Suy ra, hàm số đã cho là hàm nghịch biến 
nên m iny  = y(2) = V7  - 2  In 2; m axy = y(l) = 2

ítsỉl [1*2][1;2J 

Đáp án: D.

Ví dụ 3. Giá trị nào của tham số m để giá trỊ nhỏ nhất của hàm số f (x) =

ị
■Iỉ

W-■V
■ầ

X -  m 2 +

trên đoạn [ữ ;l]  bằng—2 là:

A. m = —1, m  = —2 B, m -  “ 1, m -  2
c. m = 1, m  = —2 D. m  = 1, m  = 2

Hướng dẫn giải
,f( x 1 - m  + m 2 -f ( x )  ------ - 7 - > 0 / Vm.

(x + 1)2

Vậyf(x) đồng biến trên [0 ;l]  với mọi m.

=> minf(x) = f(0) = — m 2 + m
XS[D;1J

Do đó yêu cầu bài toán <=> - m 2 + m = —2 <=» m  = —1, m  = 2.
Cách khác:

Thay m = - l  ta có f(x) = — — => í '(x) = ---- —-  > 0 => m inf (x) = f (0 ) =
X + 1 (x + l)

7

Ị
ầ■ậ
Ịẳ.

d/m
M'Í-M 
:ịỆ& 

’■'•'lídÈ 
•,V.J 

' • :*ế

Vậy loại c, D.

Thay m = —2 ta có f{x) X — 6 

x + 1 f ( x )  = >0 I
(x + l)

m inf (x) = f (0 ) = “ 6. Vậy loại A.
Đáp án: B,
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m í

pdụ 4 (Câu lồ đề minh họa THPT quốc gia 2017). Cho một tấm nhôm hình vuông 
iỊcạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, 
Ipnỗi hỉnh vuông có cạnh bằng X (cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây 
sỊpặể đưực một cái hộp không nắp. Tìm X để hộp nhận được có thể tích lớn nhất.

ÜUfe

iv*

B .X- 3 C. X = 2 D. X = 4

*■-
|Ịjl? 
p .-
p ầ l x  =  6

Jp- Hướng dẫn giâi
p y  = x(l2  — x)2 ; (0;6) khảo sát hàm bậc 3 trên (0;3) ta được giá trị ]¿rn nhất
Ệ của V đạt tại x=2, Đáp án: c.
1 1  BÀI TẬP TỰ LUYỆNH&ị*.Wÿ&ï-'
¿Tpng giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y  = 3x3 — X 7, — 7x 4* 1 trên 
jyîoan [0;2] là:
K 5  B. 2 c. 4 D. 3
Era- 4
tech GTNN và GTLN của hàm số y= .f{x) = —x + 1 — ------ trên đoạn [—1; 2] là:
i p f è :  • ■ X + 2

ÊÊL -2  B. 2 c. 4 D. 3¡Sfe..

B ỉầ  trị nào của m để hàm số y = + 4 — x2 đạt giá trị lớn nhất là 3V3

w ầ  -2  B. ”1 c. 1 D. 2mm.HPi
lia trị nào của m để hàm số y — (3 — *)Vl + *z đạt giá trị nhỏ nhất ĩà yfs trên 
|hoảng[0;m]ìà: 1

M.1 b. V2 c. 2 D. Vsgfer.!
prổng bình phương giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số v = —r===
»V:;-. ■ : . • .• • , • . . . Ạ 2+l
|Ịrên đoạn [—1; 2 ] ìà:
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6. Tìm a để GTNN của f  ( jc) = 2a: + ™ trên khoảng(0;3) bằng V2  ]à-

X 1A . 1  B . ị  c .  —2 3
7. GTLN của f  = 21n——---- trên khoảng

A. X = — B. -X = 0 c, X  = Ặ
3  * 2

Đ Á P  Á N  V À  H iríV lM G  D Ẫ N  G I Ẩ ĩ

18

» -T4

t̂ĩL-vkT

• i  •.- cịổĩỉ ■ vvsẽ
/*jjí"ỉịkM

4-, Đáp án: c .
C ách  1: Xét phương trình V5  — (3 — + 3? <=> a: = 2

Ta có: y' “  0 —\/I+  X *  4-
3 — -Y )

Vĩ
r^ = l

0 <=> 2jt2 — 3* +1 = 0 <=>JC JT —

/CU = 2N/2;/fOJ = 3 ;/(2 ) = V 5;/í-i-ì= -ỉ™

C á ch  2'. Thủ' thấy X = 2 thì y = v '5  nên ta chọn c  hoặc D. Thử D thỉ sẽ y xấp xỉ l t8<:[ 
v s  tại x= V5  nến không thể nhận giá trị nhỏ nhất là
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đó y đạt giá trị lớn nhất là V2  (tại X  = 1 ), đạt giá trị nhỏ nhất là 0 (tại X  =  —1 )  

y tổng bình phương cần tìm là: 2.
an. D. 

ch 1:

có f ( x )  = 2x+~^> f ' ( x )  = — ——a - 0  <=> x = (*€ (0;3);a>0)
X  X  V 2

xác định trên khoảng nên nếu tồn tại giá trị lớn nhất, nhỏ nhất thì nó sẽ là ở

ểm cực trị, Để GTNN của f ( x )  = 2 x+ ~  trên khoảng(O; 3 ) là. V2  thì:
X

a
V2 = 2 V2 Ĩ

4

ch 2: Dùng phím CALC với ẩn X  và a (ở đây sử dụng ^ ss

ăp án: A.
Ỉ̂ Cách 1 : Dùng CALC bấm các giá trị ở đáp án rồi chọn.

Ệậách 2: f  (x) = 2 In — ----9x
bHv • 1 —  V1 —X



Bài 8. Đồ thị và điểm đăc biệt %

1 . Điểm đối xứng I
a. Hàm số  chẵn -  lẻ và tính đối xứng

Cho đồ thị (CT) của hàm số y “  f (x),

+ Nếu f(x) là hàm số lẻ thì (C) nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng.
+ Nếu f(x) là hàm số chẵn thì (C) nhận trục tung làm trục đối xứng.

b. Công th ứ c  tổng quát ve tâm đối xứ ng  
Đồ thị [C] nhận điểm I(a, b] làm tâm đối xửng khỉ:
f(a  + x) + f ( a -x )  == 2b, với mọi X. J

c. Công th ứ c  tổng quá t về trục  đối xứng
Đồ thị tc} nhận đường thẳng X = a làm trục đối xứng khi: 

f (a  + x) = f(a —x), với mọi X.

Một số lưu ý về điểm đối xứng của một số hàm hay gặp:
+ Hàm bậc ba: Tâm đối xứng của đồ thị hàm số chính ỉà điểm uốn.

T.ì 1  ̂ J  ax + b ax2 +bx + c , - -V V ,+ Hàm phân thức có d ạ n g ---- -— ; ----- —---- -. Tâm đối xứng của đồ thỉ
cx + d px + q

hàm số ỉà giao điểm hai đưÒTig tiệm cận.
- X 2,Ví dụ 1. Cho hàm số y = ——  + 3m4x2 — 2w2, c  với 1X1 = 1, m = —1 thỉ tâm đ
m

xứng của Cm lần lượt là:
A, [1;0] và (1;0) B. (1;0) và (-1;2)
c. c-l;2) và (0;1) D. ¡>1;2] và (1;0)

Hướng dẫn giải
Với m — 1, m  = —1 có Ỵ — —X3 +■ 3x; — 2; ỵ'= —3x2+6x;y" z=-6x+ 6

y "  =  0 <=> —ÓX + 6 — 0 £=> X = 1. Có y ( l )  = 0.

Vậy tâm đối xứng của Cm trong 2 trường hựp đều là (1; 0).
Đáp án: A,

2. Điểm cố đ ịnh
a. Tìm điểm  cố đ ịnh  của họ đồ th ị

Cho họ đồ thị (Cm) có phương trình y = f (x; m ) với m là tham số.
Tìm điểm cố định mà mọi đồ thị (Cm) đềư phái đi qua.



pháp giải
liến đổi phương trình y = f(x; m) ra dạng một đa thức theo biến m như sau : 
JjO.m2 + B(x; y).m + C(x; y) = 0 (tùy thuộc vào bậc của m).
I ;  ị A( x ; y )  =  0

|ải hệ < y) “  0 để tìm tọa độ điểm cố định của họ đồ thị.
CU; ;y) = 0

_ điểm M mà có đúng 0, 1, 2, đồ thị (Cm) đi qua
ÌỆơng pháp giải
Ịiến đổi phương trình y = f[x; m] ra thành một phương trình mà m là ẩn số. 
jể có đúng một (hai, ba,..,] đồ thị (Cm] đl qua điểm M (x0; y0) thì

ịương trình y0 = f (x0; m ) có đúng một [hai, ba,...) nghiệm (ở đây m là 

|||iệ m  số).
1* Cho hàm số f  (x) =  X3 4- (m — ì)x2 — 2(m 4- \)x + m — 2 (Cm) rn là tham số. 

peni cố định mà đồ thị luôn đi qua là:
Hm (1;4) B. M (-l;-4 ) c. Aí (-1;4) D. M( 1,-4)

if- Hướng dẫn giải
p ì phương trình
i^n^-l)x2 — 2{m + \)x  + m — 2 -  y = 0 m(x2 ~2x + ì)^X 3 — X 2 — 2x — y — 2 — 0
pưcmg trình nghiệm đúng mọi m khi:

x — ì 
y = -4X 3 — X 2 — 2x — >’ — 2 = 0

§fev ; - . ' . . ; ..
ậy (Cm) luôn đi qua điểm cố định M (1,-4).

Ệch khác: Lấy 2 giá trị m bất kĩ như m = 0, m = 1 khi đó ta được 2 đồ thị
gâm số (Ci,C2)
ỆỊếu tọa độ M nào troñg 4 phương án đều thuộc Cl, C2 thì đó là đáp án, 
Điểm có tọa độ nguyên
ỊỊíhững dạng toán này thường đối với các hàm hữu tỉ
mp- ■ 2
U . ax +bx + c ax + b
1  = "  I IduH-ơ, cx + d

131



Cách giỏi thông thường: 

Ta biến đổi dạng ỵ -  q{x)
a 'x+ b

Khi đó để y e Z  thì ữ ^ + è 'e ữ (A )
- Tìm tất cả các Ư(A)
- Tìm tất cả các giá trị x e  z  sao ứ 'jf+ ố 'eư (A )

- trong đó q(x) là một đa thức. -wểầ
■ WÊẵ
■: ỉỂÈỂầ I IP

Cách giải nhanh: đối với các đạng toán trắc nghiệm thì khi đã biết các 'pỄ
đáp án thì chỉ cần thay ngược lại các đáp án vào hàm số đã cho xem có th â ị
mận hay không. ỊtJÉ

x 2 — 5x +5 _  ' M IVí dụ 1. Cho hàm số y -  -----—----. Tìm điểm trên đồ thị sao cho tọa độ các!!
x - 3  ' Ịgig

điểm đó là các số nguyên. Điểm đó là: | 3 |
A. C4;l) và [2;1] B. [-4;0) và , J |
c. (4;3) và (2 ;-í) D. (-4:0) và (-2;0) | | g

Hướng dẫn giải 'f|pỊÌ
Ta sẽ thay hoành độ các điểm trong các đáp án để tìm kết quả. íggi
Lần lượt thay: ¿1111

41 19 S I=  4 -»  = l;.*b = 2 y0 =1;.^ = -4  -»  y0 = - ~ ; x „  = -2-> y„
Ị J  ■•►sSm g

V án: A. , j «
ẩm đăc biêt liên auan đến tiêm cân của đồ thi hàm số

Đáp án: A,
4 s Điểm đặc biệt liên quan đến tiệm cận của đồ thị hàm số

a. Một số kết quả quan trọng về đồ thị của hàm nhất biến y ax+ b

BÀI TẬP T ự  LUYỆN M
1. Cho hàm số y = x3 — x 2- x  Xác định cặp điểm thuộc đồ thị hàm số và đq| 

xứng nhau qua trục Oy:
A. C0,0) và (1,0) B. (1, - 1 )  và ( -1 ,  -1 )
c. ( -1 ,1 ) và (1,1] D, (2,0) và ( — 2,0)
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D, Đáp án khác

D. 4

■PÊL  ̂íì | i n >  < °

¡Ipiho hàm số 3; = ---- -. Căp điểm trên  đồ thị hàm số đối xứng nhau qua
H 2 P* x —ì
^B uiờng phân giác thứ hai là:
j E , - l )  v à ( -U ]  B. (1,0) và (0,1) c. (1,0) và (0,-1]
|§ ||||w i,i7 dẫm  Không tồn tại cặp điểm thòa mãn

hàm số y = (1 — 2m)jc4 +3mx2 +'(m + l) số điểm cố định mà đồ thị luôn đi 
¡g ia  là:

J i f ?  B, 1 c. 3
||i |p ü  hàm số y = (m + 3)Xs — 3(m + 3)x2 -  (6m + l)x 4- m 4-1 (H)
|P¡¡|m kết luận đúng :
| | | |  íH] lưôn đi qua đúng 2 điểm cố định Vrae R

HÜB« [H] luôn đi qua đúng 3 điểm cố định và ba điểm đó thẳng hàng với nhau
M

¡|||;TH) không đi qua điểm cố định nào Vme R 
¡§£>,¿ (H) đi qua đúng một điểm cố đinh Vrae R
p r o  hàm số y — X3 + (m + \m\)x2 —4x — 4 (m +W ), Vm e R , đồ thị luôn đi qua
K i  . ■lạìểrn cố định;

Bpj|.f0,0] và (2,0) B. (2,0) và ( -2 ,2 )
P  c-  2,0} và [2,0) D. (2 ,-2 )  và ( - 2 , - 2 )

lÉÈho hàm số y mx + a
bx + m —1Hggp^a; ; U A , -r  r r i  — 1

¡¡teem  cố đinh (—1;-1);(2;2) là:bỊ§Ị& '
K  a = 2 , b = 1 B. a = 1, b = 2

tỉĩx -f ũ

, ( / /m) . Giá trị của a, b để (Hm) luôn đi qua hai

hàm số y
u p r "  bx + m — l
teïîlôt điểm cố định duy nhất là:
Bit: ữ -\-b — 1

C a = - 2 , b = - l  D. a= —l,b = —2 

, (b & 0). Điều kiện của a, b để đồ thị hàm số có

Ba ữb = —4- »  t  _ 1 B. ab = —-
4
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9. Cho hàm số y = X3 4- (m ~ 2)x2 — 2mx 4* m (Cm ). Mệnh đề đúng là:

A. (Cm ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y = X tại điểm A

B. (Cm ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y = —xtại điểm 

c. (Cm ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y ^ x tạ iđ iể m  c ( l , l )

D- (Cm ) luôn tiếp xúc với đường thẳng y = —X tại đĩểm D { l,- l)

10. Số điểm cố định mà họ đường cong y  = ị l -2 m )  X2 - ( 3 m - l ) x + 5 m -  

luôn đi qua với mọi m là:
A  1  B .  2  c .  3  D .  4

11. Các gỉá trị của a để đồ thị hàm số y = X* —mx2 +3 có cực đại là:
A. m áO B-— l< m < l  c. m > 0  D. m < — l  á i

—1
12. Cho hàm số y = ——-(C) . Tìm M G (C) sao cho tổng khoảng cách từ  M ;ìf

JC + 1 »
đến hai trục tọa độ là nhỏ nhất. Tọa độ điểm M là:
A. ( y / ĩ - h ì - y / ĩ )  C. (1 + V2.1 + V2)

B. (1~>/2,V2 + 1) D. (~ l-V 2 ;- l-> /2 )
13„ Cho hàm số y = f  (x) = ax3 +bx2 +cx + d . Mệnh đề sai là:

A* Đồ thị hàm số luôn luôn có tâm đối xửng
B. Đồ thị hàm số luôn cắt trục hoành 
c. Hàm số luôn ỉuôn có cực trị 
D. lim /  (%) —

14. Cho hàm số y  = X4 + 2x2 +1 có đồ thị [C}.
Các mệnh đề sau, mệnh đề đúng là
A. Hàm SỐ có 3 điểm cực trị B. (C) có một trục đối xứng
c. (C) có 2 điểm uốn D. (C) có một tâm đối xứng

1.B 2. A 3. D 4. A 5. B 6. c 7. A 8. B 9. D
----- -m.
10ũ

1 1 . c 12. A 13. c 14. B
1. Đáp án: B. Hai điểm đối xứng qua Oy có dạng M(x;y] và
2. Đáp án: A, Hai điểm đối xứng qua 0 có dạng M[x;y) và M '(— x; —ỵ).



fí>áp án: D. Hai điểm đối xứng qua phân giác thứ 2 có dạng M(x;y) và 
Ệỳ['(-y;-x). Qua phân giác thứ nhất có dạng M(x;y) và 
Ệ ip à n iA .
f|ỉét phương trình: [1 -2 m)x4 +3mx2 + m + l - y  = 0

<$=> (l + 3x2 — 2.x4)m +X4+1 - y  = 0
l + 3x2 —2x4 = 0

'Ệ;. <$=> (ỉ + 3x2—2x4)rỉ
ụííVi -

■?jị\:Ị:> -
IPhương trình đúng với mọi m khỉ
®  ■ a:4 -hl —3; = 0

*

ÍHệ trên có 2 nghiệm nên sẽ có 2 điểm cố định mà đồ thị luôn đi qua. 
ậ)áp án: B.
ỊỊét phương trình: im + 3)x3 - 3 (m + 3)x2 - (6m + V)x + m + l -  y = 0

(x3 —3jc2 -6 ^  + l)m + 3jc3 —9x2 -ốJC + l- ;y  = 0
f —  3 x 2  —  + 1  =  0

•phương trình đúng với mọi m khi <
Ệ  [3x3-9 x 2- 6 ^ + ] - y  = 0
-Hệ trên có 3 nghiệm nên sẽ có 3 điểm cố định mà đồ thị luôn đi qua. 
pap án: c.
Làm tống quát giống câu 9 hoặc

ỉchọn m  - 1  có y = X 3 + 2x2 -  4x — 4 (C ). Ta thấy rằng điểm 
|(ũ ;0 ) /(-2 /2 )/ (2;- 2 ) không thuộc đồ thị hàm số (C ].
|)áp  án: A. 

mx + ay  =--- — —
bx 4- m — 1 

<=> bxy + my — y — mx — a ~  0
<í̂  m (y — x) -f- bxy — y — a —0

y = x
bxy -  y a -  0(1)

hay tọa độ hai điểm và (2;2) vào phương trình [1] được hệ giải 
a và b.
Đáp án: D.

mx+a

<=>

y

<̂>

<=> bxy + my — y -  mx — a — 0 m (ỵ — x) + bxy ~ ỵ - a  = i

ì
bx + m — l

bxy — y ~ a  — Q ' 4
Đáp án: D. Thay tọa độ điểm tìm m rồỉ dùng Casio xét tiếp tuyến.

by — y — a -0\ầ . — ì + Aab = 0 <-} ab = —



10. Đáp án: B.
(2) <=> (-2 x  —3x + 5)m + {x x —2 — y) = 0,Vm

(x2 + x - 2 - y ) = 0
(-2 x2- 3 jc + 5) = 0

11. Đáp án: c. Do a = 1>0 nên đế hàm số có cực đại thì l.(-m)<0 nên m  > o ví

y ' = 4x3 — 2mx; y" = 12x2 —2m; y* = 0 <=> X 2 = — (1)
6

Để hàm số có 2 điểm uốn thì phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt ¡I
«  m >0 ' ‘II

12. Đáp án: A, Thử M vào hàm số, tính tổng khoảng cách từ  các điểm thỏa 4 Ị |
mãn đến hai trục rồi lẩy kết quả nhỏ nhất, , II

13. Đáp án: c. ,
Hàm bậc 3 có thể không có cực trị, ví dụ: y — ~~X3 + 3x2 — 4x + 2

14. Đáp án: B.
ĐỒ thị hàm trùng phương nhận Oy làm trục đối xứng .
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CHƯƠNG III. T ư  DUY GIẢI NHANH 
PHẦN HÌNH HỌC KHÔNG GIAN

Bài 1. Các vấn đề về góc

LÝ TH U YẾT
Ị&óc giữa hai đưừng thẳng chéo nhau
1 Góc giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b là góc cc(0° < a < 9 0 ° )  tạo

§ỊỆửi hai đ ư ờ n g  th ẳ n g  cắ t  n h a u  lần lư ợ t  cùng  p h ư ơ n g  với a và b.
§£0ể xác định góc ta có 2 cách thường dùng sau:
gpả!1-'

I Cách l ĩ  {a; b) = ( a b 1) trong đó SLJ, b' ỉà hai đường thắng cắt nhau và lần

|  ỉưựt song song với a và b. Tức là, chọn ra hai đường thẳng cắt nhau và 
M ần  lượt song song với a và b.

Ềxách 2; ( a ;b )  = ( a ; b ‘) t r o n g  đó b' là đ ư ờ n g  th ẳn g  cắ t  đ ư ừ n g  th ắ n g  cắ t  a
¡¡|và song song với b. Tức là chọn trên  a (hoặc b) m ột điểm A rồi từ  đó
Ễ chọn một đường thẳng qua A và song sang với b (hoặc a}. 

dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi cạnh a,
l u  SA “  a-s/3,SA JL BC. Góc giữa hai đường thẳng SD và BC là:
Ệ a .60° B. 30° C.450 D.90®
E '  Hướng dẫn giải
| | _  ịB C / Ỉ A D  -
RTa có: ị => SAD -  90"
g |: I&4 ±  BC

p  Do đó: (SĨKBC) = (SD^ÃD) = SDÀ 
I  Xét tam giác vuông SAD vuông tại A ta có:
mi ___  <74 r -  ____— . . .

m tm S D A ~  —  z=j3^>SDA = 60ữ 
m. AD
IIVậy góc giữa hai đường thẳng SD và BC bằng 60°,
I  Đáp án: A.
Ị| dụ 2. Cho tứ  diện ABCDcó AB = CD = 2a. Gọi M, N lần lượt là trung
I  điểm của BC và AD, MN = a\/3 . Góc giữa hai đường thẳng AB và CD là:
IA . 60° B, 30° c. 45° D. 90°
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' 9

Hướng dãn giải
Gọi I là trung  điểm của BD.

ĨN //A B  1
T acó  1 \^>CAB,CD) = ự M J N )

ĨM //C D J

. Xét tam  giác IMN có IM = IN = a, MN = aVã 

Do đó, cosM ĨN —2 a — 3 a MIN  = 120
ữ 'ỊT

’■ 4:
V

■4
■t:

2«2 2
Vậy ÌẤ B X D )  = 180° -120° = 60°.
Đáp án: A.

2. Góc g iữ a  đ ư ừ n g  th ẳ n g  và m ặ t p h ẳn g
Cách xác. định góc giữa đường thẳng d và m ặt phẳng ( p ) :

+ Tìm ĩ ~ d n  (P)
+ Tìm A thuộc d, kẻ AH vuông góc với [P)

+ = ẤỈH 4
Ngoài ra, góc giữa đường thắng a và m ặt phẳng (p) cũng chính là gổ;
giữa haỉ đường thẳng a* và b ’ trong đó a ’ cùng phương với a, b 1 củĩĩ 
phương với hình chiếu của a lên m ặt phẳng (p).

Ví dụ  1. Cho hMih chóp S.ABCD có SA J_ (ABCD), đáy ABCD là h ầ

vuông cạnh a; SA = aVó. Góc gỉữa SD và m ặt phẳng (SAC) là:

A. B. c. D.
V ĩĩ  - mJ ũ

Hướng dẫn giải 
Gọi O ^ A C n B D ^  SOXOD
=> SO là hình chiếu của SD trên  m ặt phẳng (SAC).
=> góc giữa SD và m ặt phẳng (s á c ) là góc hợp bởi SD và so.

DO = ?fe-a,SD=y¡7a  
2

_  —^>sin DSÕ = ẸQ- — 2 _  - L - m Đáp án: B.
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Mĩì
'Ệ dụ 2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, 
Ị ||sA B ) 1  {ABCD), H là trung  điếm của AB, SH = HC, SA = AB, tan góc

^Igiữa đường thẳng  sc  vầ m ặt phẳng (ABCD) [à;

„  & c . ệu  3
y/ĩ

Hướng dẫn giải 

¡ t r a  có: AH = —AB = —, SA = AB = a,
w .  2 2 

%■ /Ẽ
ằcách 1. SH = HC = VBH2+BC2
M ị: 2
¡ t í ;  2 
i v ì  s a 2+ a h 1 =—  = s h 2
p?
§  nên tam giác SAH vuông tại A hay
M s A  1 AB .

' ■
IpMả (SAB) -L (ABCD) do đóSA-L(ABCD)

| |v à  AC là hình chiếu vuông góc của sc  lên m ặt phẳng (ABCD)
ỊtỆr _______ _ .__ _ _. CA
1  + Ta có (SC, (ABCD)) = SCA, tan SCA = _  = — .
ẼL. AC 2
Ệị. ■ ■ _ J ĩ -
Ề Vậy góc giữa đường thẳng sc  và m ặt phẳng (ABCD) có tan bằng — -.
t e - :  ' ■

¡1 Cách 2. Cho a -  1 và tính trực tiếp trên hình (không trình bày ra giấy quá nhiều). 
Ị. CÓ thể dùng phương pháp tọa độ hóa để giải quyết bài toán theo công 
ế th ứ c .
# 0 -  . • ' 
f  Đáp án: D.ậỉ - *■ '
ị ỉ  dụ 3. Cho lăng trụ  đứng tam  giác ABC.A'B’C ' có đáy ABC ỉà tam  giác

Ị  vuông tại A với AC = a, ACB“ 60°,biết AC' = 3a. Góc hợp bửi BC' với 
|[ A A JCC’) là:



BA -L(AA'C'C)
c’

Hướng dẫn giả ỉ 
Tính góc hợp bởi BC' vờ i (A A 'C ệC ).

BA_L AA’
BA_LAC

AC' là hình chiếu của BCr lên (A A 'C 'C )

BCỳ~Ă là góc tạo bởi BC’ với (A A ’C 'C )

Xữữ.BCrẢ = - ^ - ~ ^ -  =>BCrĂ = 30". Đáp án: c.
A C ' 3

3. Góc giữa hai m ặt phẳng 1
+ Góc giữa hai m ặt phẳng được xác định bằng số đo góc giữa hai đườngS 

thẳng  nằm  tra n g  hai m ặt phẳng và vuông  góc v ử i giao tu y ế n  hoặc góềl 
giữa hai đường thẳng lần lượ t vuông góc với hai m ặ t phẳng.

+ Cách xác định:
- Tìm giao tuyến (P) n  (Q) -  A ĨPJ
- Trong m ặt phăng (P) tìm a vuông góc với Á, trong m ặt phâng (Q) tìm ỊỆặ

vuông góc với â v à  a, b cắt nhau tại L = (¿z,6) Ệ Ị
+ Trong trư ờ n g  hợp xác định góc gặp khó khăn ta  có thể sử  dụng cổng/ĩ 

thức diện tích hình chiếu: S T = S.cosa v|
Lưu ý:  Ta có thể tính góc trự c tiếp bằng cách sử  đụng hệ thức lượngll 

trong  tam  giác vuông hoặc đình lý côsin trong  tam giác.
a2 = b 2 + c2 — 2bc cos A 

Định lý hàm số côsin trong  tam giác ABC s b 2= a 2+G2 —2accosB
c2 = a2 + b2 — 2ab cos c

Ví dụ 1. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng a. Khi đó số| 
đo của góc giữa (BA'C) và (CA'D) là:

A. 90° B. 45° c. 60°
Hướng dẫn gỉải 

+ Kẻ BH X  A ‘C, (H € A ’C )(1)
+ Mặt khác, ta có BD J_ AC (gt), A A ’ _L (ABCD) => AA 1 _L BD

D. 3Ữ°
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m
3ÊẾỆỹ$SỊfSịr-&íJ: '

1|§|=> BD-L(ACA')=> BD.L A ’C[2)
» T ừ  (1] và (2] suy ra A ’C ±(BDH) => A'C 1  DH.

________ ' _____
¡¡§1)0 đó ((BA'C),(DA'C)) = (HB,HDj.
11 + Xét tam giác vuông BCA' có:
nẵSvâỉr*-.

m  + Xét tam giác vuông B 
Ị p r 1 _ 1 1 3
ll|:.BH2 BCJ + BA, ĩ _ 2a

p U  BH = a J ~  =>DH= a. J -m  V 3 V 3sr:\
1  + Ta CÓ

2 BH2-B D 2 -1|cos BHD
2BW

BHD = 120".

ỊgVậy ((£A'C), (DA'0 )^ 6 0 * ,
|í; dụ 2. Cho hình lăng trụ  đứng A B C .A ^C ', đáy ABC là tam giác cân 

KvAB = AC = a7 BAC —120°f BB' = ay I ỉà trung điểm của CC', côsin của góc 
I  giữa hai m ặt (ABC) và (ABl) là:

&
V10 * ' 2 c ‘ V10

m
o . ./§

Ẹ, Hướng dẫn giải
J +  Ta thấy tam giác ABC là hình chiếu vuông góc 
I  của tam giác AB'I lên mặt phlng (ABC). Gọi cp
¿ỉr £Ị’L . . . .

ỊỊiă góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (AB'l).
Éỉmị- s
I Theo công thức hình chiếu ta có cos<p = _Ạ---.

AB‘l ■ .

1 „  a2^3Sf + Ta có : SARr = -,AB,ACsinl20° =p  ABC 2 • 4

n  a i = Va c 2+ c i2 = — , a b ' = s/a b 2 + b b '2 =ax/2,

u  ib ^ V b^c ^ + Ĩc ^
2
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!v;=ï

a' v/ĩõTam giác AB’I vuông tại A nên S AB.J = —-.AB .AI

Vây cos(p = ^ - J^~  .
AB'I VIO

BÀI TẬP T ự  LUYỆNa i  »

1. Cho hình chóp S.ABC cố SA = SB = s c  = AB — AC = a và BC = aV2 .
Góc giữa hai đường thẳng AB và sc  bằng:
A. 60° B. 30° C. 45° D. 90°

2. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng a. Mi 
mặt nón có SA, SB, sc là những đường sinh thì góc ở đỉnh của mặt n< 
có giá trị bằng:
A> 90° B. 120° c. 60° D. 135°

3. Cho tứ  diện ABCD, I, J, H, K lần lượt là trung điểm của BC, AC, AD,
Trong trường hợp IJHK là hình thoi có đường chéo IH = ^3 IJ, góc gíữạl 
đường thẳng ABf CD là:
A, 60° B. 30° c. 45° D. 90°

4. Cho tứ  diện ABCD có tấ t cả các cạnh đều bằng a. Gọi G là trọng 
AABC. Khi đó côsỉn góc giữa CD và AG là:

A. —  B. “  C . #  D .Æ
46 — 2 ” 4 3 g

4
5. Cho tứ  diện ABCĐ, gọi M, N, I lần iưựt là trung điểm của các cạnh BC| 

AD và AC Cho AB = 2a, CD = 2a V2 , MN = a y ß . Góc giữa AB và CD bằng:
A. 30° B. 45° c. 60° D. 90°

6. Cho tứ  diện ABCD có AB = CD = a, AC = BD = b, AD = BC = c, côsin củ 
góc hợp bởi các đường thẳng AC và BD là:

A. cos(AC,BD) =

c. cos(ACyBD) =
2 2 c — a

B. cos(AC,BD)- 

D, cos(AC/BD) =
2 _ 2c —a
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^Ệlcho hình chóp tứ gĩác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và cạnh bên bằng a. Hình 
¡¡¡lliốn ngoại tiếp hình chóp có góc ở đỉnh bằng:
H p l  90° B. 60° c. 120 D. 135°
¡¡Ị|cho hình chóp đều S.ABC có ba cạnh SA, SB, sc đôi một vuôĩig gỏc và một hình
¡BI nón ngoại tiếp hình chóp đó, Nếu gọi cc là góc ở đỉnh của hình nón thì:llpỉpr.; " *

cosa-— B, cosa=ỉ c. a  = 125° D. a  = 135°
?  3 3■BÉ».1. ___ ___  ■__

pglpio hình hộp ABCD.A.B 1CID1 có tất cả các cạnh đều bằng a và các góc 

BAD, BAÁj, ẢtAD bằng 60°. Góc giữa BD và CD. là:
MÌÈỀỄy ■
■ » ,  60° B, 120° c. 45° D. 90°
8 ®  Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A1 B1C1, cạnh đáy bằng a, cạnh bên
^Bbằng aV2. Góc giữa ACi và đường cao AH của mặt bên (ABC] là:
I IA . 45° B. 90° c. 30° D. 60"

Cho hình lập phương ABCD.A'B'CJĐ\ Gọi M là trung điểm AA\ côsín
i ||c ù a  góc ag iữ a  BM và AD' là:
¡¡te  2 2 p i  A. cosa = ■ ■— B. cosa = —7̂ -■ 2 §pịA. cos a = ~p~
gÉỊyV' vio
K .  cosa = - f -
i r  ^

B. cosa = —̂
Vs

D. cosa =
ịgacs- ■ — » — V
| i ;  Cho hình lãng trụ  đều ABCDA'B'C'D', ACr = a, góc giữa AC' và 

m (ABCD) là 30°. Độ dài cạnh đáy hỉnh lằng trụ  bằng:

Ị Í a . aVã B. 2aVã a^3
>/2

D. —
3^Lt -

“Ì ;  Cho hình chóp S.EFK có AEFK cân tại F; SE _L (EFK) và SE = aVã,
|V e = FK = a. Góc giữa SF và (EFK) bằng:
Ẹ L  45° B. 30° c. 60° ' D. 90°
4, Cho hình chóp SJJKL có đáy là hình vuông tâm 0, SI-L(IJKL), góc 

Ệgiữa SK và (SJL) là:
J |Ằ .  SKI B, s o k  * c. KSO D. Ksĩ
ÌỊắ . Cho hình lập phương ABCD.AyB'C'D'* Gọi I, J lằn lượt là trung điểm 

lậeủa AB và D’C\ Góc gỉữa hai đường thẳng DA và 1] bằng:
B, 30° c. 90° D. 45°K A , 60mí'"
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16. Cho hình tứ  điện đều ABCD cạnh a. Góc giữa haỉ đường thẳng AB và CD bang' l l
A. 60° B. 30° C. 90° ■ D. 45° . J i g

17. Cho hình lăng trụ  ABCA'B'C' có tam giác ABC đều cạnh a, canil
Ị----  ■ ’ - ¿ « i l

AA’ = - ——. Hình chiếu cửa A' trên (ABC) là trung điếm I của BC. ' j j l

Góc giữa AA'và (ABC) bằng: ' j ẩ |
A, 60° B. 30° c. 90° D. 45°

18. Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là nửa đáy lục giác đều với AB = BC = CD =;|p
AD = 2a, SA_L (ABCD) và SA = a. Góc giữa SB va (ABCD) bằng:
A. 30° B. 45° C. 90° D. 75° I I I

19. Cho hình chóp tam giác đều s,ABC có cạnh đáy bằng 2aV¡3 , Gọi 0 là tậìỆl
tam giác ABC. Biết so  = 2a. Góc giữa SA và (ABCD) bằng: • IU

■ , . J® |
A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 'W&

20. Cho hình chóp tứ  gỉác đều S.ABCD cạnh đáy bằng a V ĩ, cạnh bên bằng 2ỂjS|
Góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng; I »
A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° ; | s

21. Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình thang vuông tại A và i l l  
CD = 2a. AB = AD = 2a, SD vuông góc với đáy và SB tạo với đáy một RÓC iCD = 2a, AB = AD = 2a, SD vuông góc với đáy và SB tạo với đáy một gệ|f| 
Oí, tan của góc ọ  giữa SA và đáy theo a  có giá trị là:

B- tan (p — tan ot 
V2

t il
mế

A. tan <p — ta n a  .

c. tan#>“ V2 since D. ta n <p = V ỉ co sa  f | | |

22. Cho hình chóp S.ABC có đáy (ABC] là tam giác vuông cân tạỉ n n  
AB = a,SA ±  (ABC) và SA = a . Góc Cí giữa SB và mặt ( s a c )  có giá trị l à : j | i

A. 90° B. 45° c. 60° D. 30°
23. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam gỉác đều cạnh a và

2aV3SA — SB -  s c  — 

A. 90°

144

. Góc a  giữa SA và mặt (ABC) bằng:

B. 45° c. 60c . D, 30°



HÉj! Cho tử  diện S.IMN có S IjL(IMN) và AIMN đều. Góc giữa hai mặt 
Ë g jh a n g  [SIM) và [SIN) là;

60° B. 90° c. 30° D. 45°
Cho hình chóp S.MNPQ có SM J_(MNPQ) và MNPQ là hình vuông

|cạn h  3a SM = aV3. Góc giữa hai mặt phẳng (SNP) và (SMQ) là:

Ệ ị . 30° B. 45° c. 60° D, 90°
6. Cho hình chóp tứ  giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 2a, chiều cao 

||bằng  a. Góc giữa m ặt bên và mặt đáy bằng:
30° B. 45° c. 60° D. 75°

ỉ  Cho hình lăng trụ  đều ABCD.A'BC’D ' cạnh đáy bằng a, cạnh bên
a Vól ẳ n g  — . Góc giữa (A‘BD) và (ABCD) bằng :

*1§. 2
| a. 30ớ B. 45° c. 60° D. 15°
■pé.. Cho hình lăng trụ  đứng ABC.A'B'C'có đáy là tam  giác đều cạnh a. 
*ỆỊVIặt phẳng (a) tạo với (ABC) một góc 30° và cắt tấ t cả các cạnh bên 
|tạ i M ,N , p. Khi đó diện tích tam giác M NP bằng:

B. a: c. 2a‘ D. 2a:

II  Cho hình lăng trụ  đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy là hình chữ n h ậ t AB = a 
"jBC = 2a , Mặt phẳng (a) tạo với (ABCD) m ột góc 60° và cắt tấ t cả các 

cạnh bên, Diện tích thiết diện của (a) và lăng trụ bằng:
p -a *  B. 2a2 C. 3a2 D. 4a2
y  Cho tứ  diện đều ABCD. Gọi oc là góc giữa (ÀBC) và (ABD).Giátrị eos a  là:

I" ' 1 „  V3 -  1 2A. ~  B. c. — D. —
. 3 3 4 5

I  Cho tứ  diện S.ABCD có SÂ-L(ABC). Tam giác ABC đều. Gọi M, N lần 
ịlư ợ t là trung điểm của SB, s c . Mặt phẳng (a) qua MN cắt SA tại p.

ịpiện tích AMNP bằng 4a2. Biết góc giữa (a) và (ABC) là 60°. Diện 
tích AABC bằng:

. 2a2 B. 4a2 c. 6a2 D. 8a2
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:gm
32, Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình chữ nhật có AB = a, AD =a^ Ệ Ê Ễ  

SA vuông góc với mặt (ABCD) và SA=a. Góc a  giữa (SCO) và (ABGD) có giá 
trị là:
A. 90° B. 60° c, 45ứ D, 30°

33. Cho hình hộp chữ nhật A B CD .A ^ 1ClD 1, đáy ABCD có AB = 4, BC = 3.■ LrllU ỉ l ỉ l l l l  I iu p  L-llu. 1LL ld. L iA  ư  V— ư  .11  -ị u  j U a y  r t D u ư  i l D  — T; DVi — Ũ ề . j . Ị

Mặt phẳng (ACDj)tạo với đáy một góc 60°. Chiều cao của hình hộp chíí ỊÌ 
-i__ ’ " 111

j— wSẳ
5 V3 ¿fỆÊẾ
--------  ‘rÌHÍBBra

nhật bằng:

673l ệ  B .ĩĩặ -  c . ì ậ  ■ V . Ỉ Ạ  m5 5 5 2 :>:-*ẵlS8
34. Cho hình lăng trụ  đứng ABC.A1B1C1, ABC là tam giác vuông tại c, AB 4É 1I 

góc B bằng 30° . Mặt phẳng (C1AB)tạo với m ặt đáy (ABC) góc 45°. Chịẹ|Ị|j 
cao của lăng trụ  bằng:

a iVã
r i .  «'VO D. * ---------  Ly. ---------- ,rajggg

3 2 4 ; | a
35. Cho hình hộp đửng ABCD.A^-ịCịD̂  , có đáy ABCD là hình thoi cạnh a, 3ỊS

¿MÈM. • .____ ! .;ĩịg«g

góc A bằng 30°, cạnh AAj bằng ———. Góc ce giữa (ADC,B1) và (ABCD) bằngiỈỊ
_ 2 -Hi

A. 30° B. 45° c. 6 0° D. 90° 'W ẫ
. đmB . 45° c .  60°

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI

l.A 2, c 3.A 4.A 5. B 6. D 7» A 8. A 9.A --- m10. đ|1
11. D 12. c 13. c 14. c 15. D 16. c 17. D 18. B 19. B 20.1!
21.A 22. c 23. c 24. A 25. c 26. B 27. c 28. A 29. D 30. Ji
31. D 32. D 33, D 34, D 35. c r

< ;p ; -Jii5'■ V-

1.
Ta có :

M D = 4 = ; S H  =  - ^ L
V2 _ V2 

=> SD = a => SCD = 60°
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s
‘Ạ  = a— , SO =  a = >  ASO s= 30°, suy ra góc gừ đỉnh bằng 60°

'ũ“’m 3III ; ■
|T a  có (ÃB,Cd ) = (iK,HK) mà 

= 120° => ( AbTc d ) = (ÍfCh k J = 60°

los (cd , Ag) = cos (am , Mn) = cosAMN 

-,|ía a>/3 _
1  4 :~~2 <r

rltj- '

çosMIN - a2 +2a2 —5a2 __1_
2a2 V2 -



7. Có SA = s e  = a, AC = aV2 => Áse = 90( 
Vậy góc ờ đỉnh bằng 90°.

8.
Do hình nón nội tiếp có đáy là ABC 
nên ta có SA = SB = sc

a = SCD, OD = R = - ^ = > B D = Ặ
V3 V 3

cosa - SB2+SD2-B D :
2a 4-2a2 —< 4 ạNỈ

kViv
2SB.SD 2.2.a

3

9.

Có

có tam  giác B A ^  đều ^BD,BAIj = 60( 

(ABAAj = AAl AD = ADAB) C1

10.

AH = ̂ - , H C ,  = — , AC. = a.y¡3
2 2

=> A H 2 + HC,2 = ACj2

AAHC^ vuông tại H

— — —  A H  1 cosHAC. =-£HL = ±
1 ACị 2

=> H A C  = 60ữ.

CJ

148



I  '

|c a=V2, BM = Ậc,M=- 
I': .. B Ç 2 +BM2 -C ,M

2.BCr BM

IA  C' = aV3 => A D = 
m  2____________
§|sF,(EFK ))=sFE=i60‘
~ t-fy.v.

|ÍSK (̂SJL)] = KS0
P '

1
VĨÕ

B'

Cl

c
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BD aV2 
=> tan <p = y¡2 tan a

22. SB = aV2,BM =
V2

•   B M _ 1=> cosa = —— = —
SB 2

=> oc = 60°

23.
_  . a. a 2a V3 1 . ._0OA = —==-=>cosơ, = -9= :——— = — =>a = 60 

Vã V3 3 2

24. (s i m ),(s i n ) = Ñ IM = 60°

25. tanÑSM = M N = ^ =r = V ^ ^ Ñ S M  = 60Ü
SM aV3

(SNP),(SMQ) = NSM = 60°

26. Co SO = a, OM = a => AABC vuông cân

tạ i 0 => a  = 45°

27.

(A' BD),(ABCD) = AOA'
------------A  A  '

=> t a n A O A ^ ^ p -  
OA

____  2 Vã
=>AOA' = 60°



m::
1 :

mì - *
pLấy trư ờng  hợp đặc b iệt m ặt phẳng
ẵ i  í  .-vA ^ . í  D  r

||:L ẩy  trư ờng  h
1 1 « )  qua B- c -

p

m

_ = s'MNP MBC
ÂBC _ a

COS30

?Vã 2
4 'Vã

a
T

NC =
cos 60(

2a

Ệ|f ^ e m n c  2a.2a —  4a

I _____________
p | ( : ; _____________________________ _

| a  = ((ABC),(ABD))= DEC

B ỉ ;  9  J a  ,,.n2

m  4 1Bí cos ce = — -—  = —
11? - 3a 3IP  ——

s  __ 1c  AEP x  q  9

• MNP COS600 4  ABC'

4a: ABC
ÂDC “

CÓ tanoc = ““ 1 = - 7= a  = 30° 
DA Vã

.4

D
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33.

BD = 5,DDj = OD. tan 60° = — ■

34.

A B = a = > B C = ^ ,A C = ^2 2
_ _  BCAC a S  

=>C H =—7 =— = —7 - 
AB 4

o c ;  = O i= ^ệ
^  4

3 5 .

D,I _L BjCj => D1D1 =|(ADC,B1)/ (ABCD)j

D,I = asin30° = — 
1 2

lVs

_____________*,i " "

=> DIDj = 60°

t a n D Î D ; = ^ i  = ̂ ^  = V3
1 DjI 2 2

ỈÌ

c
B
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Bài 2. Khoảng cách
THUYẾT

,_ioảng cách từ  m ột điểm o tớ i m ột đư ờng thẳng d 
Ip hư ơ ng  pháp: Dựng trực tiếp đoạn vuông góc từ  0 đến d, kết hợp dữ 
Ệpện đề bài tính toán, 
í dụ 1. Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, góc hợp bởi cạnh

p ặ ê n  vói m ặt đáy bằng 30°
Ệ ). Khoảng cách từ  D đến SB bằng:

a^2  _ a ci _  aV3
B. —

2
c. D.

|b] Gọi M là trung  điểm AD. Với a = l th ì  khoảng cách từ  M đến AB có giá 
Ệrị gần đúng là:
m . 0.6X2 B. 0.734 e. 0.637 D. 0.654
Ễ ; Hướng đẫn .giải

ể tính toán nhanh ta gán a = ĩ, khi đó tạ  có:



2. Khoảng cách từ  một điểm t&i m ột mặt phẳng 
2.1, Phirơng pháp  tính trự c  tiếp

Xác định hình chiếu H của M trên (a)

.. Ví-t t is
'đmk

uac Diẹc ,
+ Trong hình chóp đều, thì chân đường cao hạ từ  đỉnh trùng với tâm  đáyỆ |p  
+ Hình chóp có một mặt bên vuông góc với đáy thì chân đường vuông 'gọi!! 
hạ từ  đĩnh sẽ thuộc gĩao tuyến của mặt bên đó với đáy. ¿111
+ Hình chóp có 2 mặt bên vuông góc với đáy thì đường cao của chóp là gỉàọ; í 
tuyến của hai m ặt bên này. \  il8l8
+ Hình chóp có các cạnh bên bằng nhau (hoặc tạo với đáy những góc bằn§|l 
nhau) thì chần đường cao là tâm đường tròn ngoại tiếp đáy. J | |
+ Hình chóp có các m ặt bên tạo vói đáy những góc bằng nhau và hình ctiiiull 
của đỉnh nằm trong m ặt đáy thì chân đường cao là tâm  đường tròn nặ|;ĩi 
tiểp đáy. Nếư chiếu của đỉnh nằm ngoài mặt đáy thì chân đường cao cửảSl 
hình chóp trùng với tâm đường tròn bàng tiếp của đáy (đáy ỉà tam giác]. Ịp|| 
+ Mô hình khoảng cách: í -S S i+ Mô hình khoảng cách: 

SA JL (ABC)
A K i.B C  
A H 1 S K

A H  = d(A ,(SBC))

2.2. Phirơng pháp sử  dụng công thức đổi điểm

Chuyển tính  d(M ,(a)) về việc tính  d(M ',(a)) , 
trong  đó việc tính đ(MV(ot)) là dễ dàng hơn. T hường chuyển điếm 
về đỉểm  M' là chân đưcrng vuông góc. Đối vớí khoảng cách giữa hai mạ 
hai đường thẳng và giữa đường thẳng với mặt phẳng thì ta đưa về k h o P  
cách từ  một điểm đến m ặt phẳng.
Nếu đường thằng d qua M, N và song song với m ặt phẳng (ậ) 
d (M ,(a)) = d (N ,(a))
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M N

fếu đường thẳng d cắt m ặt phẳng (a) tại điểm ỉ và M /N e  d (M, N không
d(M, (a)) MIùng với I) thì ' -----= ——

8 d(N ,(a)) NI
M

ỷ-'-.
7

lặc biệt, nếu N  là trung điểm của Mĩ thì d^M^cx)} = 2d(N 7(a)) 
lếu / là trung điểm của MN thì d(M ,(a)) = ¿(N^oc))

Phương pháp sử  đụng công thức thể tích
1 3V’hể tích của khối chóp V = —s.h  <=> h  = — -. Theo cách này, để tính khoảng
3 s

ằch từ  đỉnh của hình chóp đến mặt đáy, ta đi tính V và s.
. Phương pháp sử  dụng công thức của tứ  điện vuông
ơ sở của phương pháp này là tính chất sau:
iâ sử  OABC là tư  diện vuông tại 0 [OA± OB, GBJ_OC, OCIOA) và H là 

Mình chiếu của 0 trên  m ặt phẳng (ABC). Khi đó đường cao OH được tính 
bằng công thức:

1 1 1 1 .

gí:/;
Ềị

O H 2 OA 2 OB2 oc2 
Chú ý: Khoảng cách giữa đưò ng thẳng và m ặt phẳng, giữa hai m ặt phẳng 
song song sẽ được quy về bài toán tính khoảng cách từ  1 điểm đến 1 mặt,
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■0
:ỆL
w

Ví dụ 1. Cho hình chóp SABCĐ có đáy ABCD là hình thoi tâm 0, cạnh a, goỊ 
BAD = 60°, có SO vuông góc mặt phẳng (ABCD) và so  = a. 'Ề

■d Ì  l ^ l i n ả í i í T  r ó p l i  f"i'v r i  n l ì T n n  r c c r ì  ' í -

BAD = 60°, có SO vuông góc mặt phẳng (ABCD) và so  = a.
a) Khoảng cách từ 0 đến mặt phẳng (SBC),

A. iL B. Q aV2
4 19 4

b) Khoảng cách từ đường thẳng AD đến mặt phắng (SBC).

D,
2

A. i-v/2 B. ỉ\Ỉ3 c. aV2
2 4 4

Hướng dỗrt giải 
a) Hạ OK X BC => BC JL (SOK)

Trong .(SOK) kẻ OH ±  SK => OH JL (SBC) 

=>d(0,(SBC)) = 0 H . •

a

D, 1V57
19

Ta có ÀABD đều => BD — a BO —
2

AC = a-v/3  => OG 1V3

Trong tam giác vuông OBC có

1 _ 1 I ĩ  16 n -r _ av5
O K 2 Ò B 2 o c 2 3 a 2 4

Trong tam giác vuông SOK có

a-v/57

1 __ 1 1 19 _1= — -]— = ——- <í=> O H  = 
a s 2 0 /r2 3a 19

a*&ĩ | Ị

/ 8

OH2 os2 OK2 3 a2 19

Vậy d(0,(SB C )) = 0 H  = ̂ ^ .  '}J|
b) Ta có A D //BC=> A D //(SBC) =>đ(AD,(SBC)) = d(E,(SBC)) A B = avif

'p
Kẻ EF/ /OH (Fe SK) .D oO H l(SBC ) => EF1  (SBC) IKẻ EF / /OH (Fe S K ). Do O H 1  (SBC) => EF ±  (SBC) 

=>d(AD,(SBC)) = d(E / (SBC)) = EF = 2 0 H = 2a
19
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Ịỵụ 2. Tứ diện OABC có OA, OB, o c  đôi một vuông góc, OA = 2a, OB = 3a,
io c  = 4a. Khoảng cách tử 0 đến (ABC) bằng:
isív
É  ,12a R 3a r  12a SaA« ~~ I •• o . Vjp 7—— D.
I I  V65 2 ■ VốĨ  6

n  Hướng dẫn giải

61
16a2 : 144a:

K'
í  sử dụng công thức:
w  I 1 1 1 1 1 1
I d 2 (0,(ABC)) ”  OA3 OB2 o c 2 " 4a2 + 9a2 + 16a

1 .  _ .. 12a|Vậy khoảng cách từ 0 đến (ABC) là -Ỵ==.

•• L 
|Khoảng cách, đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau
w
ầạ) Trir&ng hợp 1: a chéo b và a ±  b .: -
Ị  Dựng mặt phẳng (oc) chứab 
: vuông góc với a và cắt a tạỉ A.
jTừ A dựng AB J_ b .
1; Khi đó AB ỉà đoạn vuông góc 
'chung của a và b.

n b) Trư&ng hợp 2: a chéo b [a và b không vuông góc với nhau)
Mp1 ' ''
»D ựng mặt phẳng (a) chứa b và song song vơi a.

8’ Dựng hình chiếu vuông góc 3,ầ của a lên (a). 
p  Gọi B là giao điểm của b và a' trong (a).
|;rTừ B kẻ BA vuông góc với a tại điểm A thì
I  AB là đoạn vuông góc chung của a và b.

Hỉ dụ Ị. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC ỉà tam giác vuông cân tại A; mặt bên 
S | SBC là tam giác đều cạnh a và mặt phẳng (SBC) vuông góc với đáy. Khoảng 
®  cách giữa hai đường thẳng SA và BC theo a là:

B. 1V2 c. a D. i S



Từ s kẻ SH _L BC tại H 

-» SH-L(ABC), SH =

Hướng dẫn giải

i \ Ỉ 3

Tam giác ABC vuông cân tại A 

-» A H  ± BC; AH = — BC = — a.

Kẻ H K  _L SA tại K. A
Khi đó HK là đường vuông góc chung của SA và BC.

1 / 1 1 ^ 4 4  = 16
H K 2 S H2 H A 2 3a* a2 3a2

d(SA,BC) = HK= — .

BÀI TẬP T ự  LUYỆN
1. Cho tứ  diện đều cạnh a. Khoảng cách từ  tâm  m ặt cầu ngoại tiếp tứ  diện

đường thẳng chứa một cạnh của tứ  diện bằng: p
. a V 3 a a - s í ĩ .  a\Ỉ2 MA. B. —7— c. ——  D. —1 M

2 4 2 4 ■
2. Một hình lập phưong nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ  tâm mịéị

cầu tới m ặt phẳng chứa một m ặt của hình lập phương bằng: ■ ■■ lỊỊ
. s R  _  2-JĨR „  J3R  n  S r  ;; ; i

3 • 3 c ' 4 D- 6 M
3. Cho hình chóp tam  giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3a, cạnh bên bằng 2 ạ | 

Khoảng cách từ  s đến (ABC) là:

A. —-
2

B. a c. aVã D. a>/3 • 'É
. ■ ■ 19



Ịbẳng Tị . Gọi {«) là mặt phẳng qua A, song song với BC, và vuông góc với■;Ị £ •
%np (SB C ), I là trung điểm của BC. Khoảng cách từ  I đến mặt phẳng (ot) bằng:
4&m"ĩ

[Z _ aV2 a\Ỉ2
Ệỳ a B- 2 c  3 D- 4
pho hình chóp tứ  giác đềuS.ABCD có các cạnh bằng a. Với A C nB D  = o.

¡1 Khoảng cách từ s  đến (ABCD) bồng:

Ệ|"'3 [—
1 » .— — B. a v 2  c. a D. 2a
| ĩ _
J  Khoảng cách từ  o  đến (SCD) bẵng:

. ____ 4 * ;

lV3 V i1  ĩ ỵ Ẵ  R
$  3. ■ 6 6 3
^  Mệnh đề nào sơu đây đúng?
| a . Khoảng cách từ  A đến (SCD) bằng AD 
Ị b: Khoảng cách từ  A đến (SBC] bằng AC 
c. Khoảng cách từ  A đến (SBD) bằng AO 

|Ịp. Khoảng cách từ A đến sc bằng AC

|fi Giả sử  khoảng cách từ  0  đến (SBC) bâng Vé . Khi đó cạnh hình chóp bồng:
|a .  3 B. 4 c. 5 D. 6

|;Cho hình chóp SABCD có đáy là hình thoỉ tâm o, cạnh a, góc BAC = 60°,
\đ0ờng cao SO -  a. KhoaíSg cách t0  0  đSn m ặt phẳng (SBC) bằng:

A. B,
aVi7 c. 1V5 7 D.

1V5 7

19
|T ứ  diện OABC có OA, OB, o c  đôi m ột vuông góc, OA = a, OB = o c  = 3a.
■ẠC* . ' . . ■ - "

¿Khoảng cách từ  0 đến (ABC) bằng:



8. Cho tứ dỉện ABCD có AB = AC = AD = 2a. Tam giác BCD vuông cân tạiỊH 
và BC = aV2 . Khoảng cách từ A đến (BCD) bằng:

L. aV3
MÁ

-  — _ - D. — ¿8"  " ' 3  6 2
9. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Trong các mệnh đề saụ;

mệnh đề nào đúng? ■•§¡¡1
Ktítế̂!

A. Khoảng cách từ A đến (A'BD) bằng ^

B. Khoảng cách từ  A đến (CDD'C') bằng SL\fĩ 

c. Khoảng cách từ  A đến (BB'C'C)bằng

D. Độ dài đoạn AC' = aV3

10. Cho hình chóp tứ  giác S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a, Khoảng§1
cách gỉữa CD và (SAB) bằng: \PỂỂ

• - ặ |  
■5S1ISỊ

111 ■ -■ÍSK3Ỉ

A, lVố B, c.
la/3

D.
l-n/3

0  z ^ ^ >;jp
1 1 . Cho hình lập phương A B C D .A ETC D ’ cạnh a. Khoảng cách giữa AC vệ|

mặt pliắng (BA1 c ■) bằng:

A. a*Jị B. 1V3 D.
2a

3 2 2 3
12. Khoảng cách giữa hai cạnh đổi trang tứ diện đều cạnh bằng 2a là:

„ \Ỉ3 4aB. 2 a -~ - c.

'' :|p0  I I Piv®

A. di4ĩ D. 4a
3 3

13. Cho hình chóp S.ABC có SA X(ABC),Tam giác ABC vuông tại B, SA -  a,
BC = 2a, AC = 3a. Khoảng cách giữa SA và BC bằng:
A. a B. 2a c. a^Ỉ5 D. 3a '-.ầỊSSỊ

14. Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là hình vuông tâm 0 cạnh a vệ |p
SA ^(A B CD ), SA =a. -™

14.2. Khoảng cách giữa SB và CD ìà;
A* a B. 2a c  3a D. aV3



c. ì 4 ĩ D.

c. a\/5

c. 2a

D.

aV24
aV2

2. Khoảng cách giữa SA và BD ỉà:
1 ^ .  / r  a  V 2§4. av2 B, ———
g£v Ả
,3. Khoảng cách giữa SB và AD là:
ĨÌỊ'
A. av3 B. aVĨ

4. Khoảng cách giữa SD và BC lổ:
Ả. 4a B. 3a
. Cho hình lăng trụ ABC*A'B'C' có đáy (ABC) là tam giác đều cạnh 2aV3 .

Ĩ2
Hình chiếu của A 'trên (ABC)là trung đỉểm I của BC, biết A 'ĩ = — —.

D.a

Khoảng cách giữa AA' và BC bằng:

.Íl Ị ịÉ  B .S a '5 c. 3 a ^ D. 2a
7 2

, Cho hình ỉăng trụ tam giác đều ABGA'B'C' có tất cả các cạnh bằng a. 
Khoảng cách giữa AA' và B'C bằng:

a SA. a B. 2a c. aVã D.
í Á 
I  Cho hình lăng trụ ABC,A'BJC' có tất cả các cạnh đáy đều bằng a. Cạnh bên
của lăng trụ tạo với mặt đáy một góc 60° và hình chiếu của A lên mặt 
phẳng (A’B'C') trùng với trung điểm của B'C\ Độ dài đoạn vuông góc chung 
eủa AA' và B'C' bằng:

\ a f i -  Bwĩ Ể .  c .W ặ  D 3ạ
2 3 4

. Cho hình lập phương A BCD.A^CD' cạnh a, Khoảng cách giữa AB và
cc bằng:

A. a B. aVĨ c. a-\/3 • D. 2aVĨ
ịcho tứ diEE OABC có ẤOB = Ấ o c  = ẽ ô c  = 90° và OA = OB = OC = a, 
KhoaHg cách giữa OA và BC bằng:



20. Cho tứ diện ABCD có tam giác ABC là tam giác đều cạnh a, AD vuông gổ§Ị 
BC, AD = a và khoảng cách từ  D đến BC bằng a. Khoảng cách giữa Aũ Va
n p  T_ à ______ --Ĩ:BC bằng: 

a - MA. 6. c. IV3 9 D aV4Õ . ?|ỉ|
t-ỉrẫầ

B. (1) và (2) đều đúng 
D. (1] sai và (2) đúng

8 8 8 8
21. Cho hình lập phương ABCD.A^ETC^D' cạnh a. Xét các mệnh đề:

[1). Khoảng cách giữa BD vồ A'C bằng a
a-J ĩ(2). Khoảng cách giữa BB' và AC bằng — —

Mệnh đề nào đúng?
A. [ 1 3  và (2) đều sai 
c. ( 1 ) đúng và (2 ) saỉ

22. Cho tứ diện đềư. Xét các mệnh đề:
(1). Đoạn nối trung điểm hai cạnh đối dỉện vuông góc với hai cạnh đó
(2). Đoạn nối từ  đỉnh đến tâm mặt đối diện vuông góc với mặt đó
(3). Hai cạnh đổi diện vuông góc với nhau 
Mệnh đề nào đúng?
A. Chỉ có (1), £3 ] đúng B, Chỉ có (3) đúng
c. Ba mệnh đề đều đúng D, Ba mệnh đề đều sai

23. Độ dài đoạn vuông góc chung của hai cạnh đối trong một tứ  diện đều 
a bẳng:

A. 1V2 B. aV2
c  aV3 D- tV3

3 2 2
24. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông ABCD, vuông tại Á 

và B, Cho A D -2 a ,  AB = B C =a, SA = a và SA vuông góc với m ặt phẳng| 
(ABCD). Độ đài đoạn vuông góc chung của AB và sc bằng:

ây/ 3  ^ aV Ỉ _  aVèA. a>/6 B. c. D.
2 2 4

25. Cho tử  diện OABC có OA, OB, o c  đôi một vuông góc với nhau 
OA = OB = o c  = a ( I là trung điểm của BC. Độ dài đoạn vuông góc chu 
của AI và o c  bằng:

ịM

A. la/s B.
10

c. D.
1V5
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WSr

jipch0 hình lập phưcrng ABCDA'B'C 'D '. Gọi o ,  O' là tâm của hình vuông 
1Ệ|bCD và A 'B'C 'D '. Mệnh đề nào sau đây sai?
|p .  Khoảng cách từ  A đến (BB'D'D) bằng a o
BỆ Khoảng cách giữa AA' và BD' bằng AO 
®nKhoảng cách giữa (AA'B'B) và (CC'D 'D) bằng AOÆ  
Ểệ . Khoảng cách từ  A đến B'D bằng AO.
f e i  ho tứ  diện S.ABC có SA-L (ABC). Tam giác ABC cân tại A. Gọi I là trung
feïem BC, dựng API -LSI. Mệnh đề nào sau đây sai ?

Khoảng cách từ  s đến (ABCD) bằng đoạn SA
¡ ¡ | b c _l (s a i )

§§ÂHJ-(SBC)
5p. Khoảng cách từ B đến (s a c ) bằng đoạn BC
$1 Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C', Gọi M là trung đĩểm của BC, 
|xét các mệnh đề:
ặ | l )  Khoảng cách giữa AA' và (BB'C'C) bằng khoảng cách giữa c ơ  và

I a 'B 'b ).
Khoảng cách từ  B đến (AA'C'C)bang hai lần khoảng cách từ  M đến 

¡¡AA'C'C).
ỂịẠệnh. đề nào đúng?
K . (1) đứng và (23 sai B, (2) đúng và [1) sai
f e  [1 ) và [2 ] đều đúng D. (1 ) vằ (23 đều sai
pfpho hình chóp tứ  giác đều S.ABCD có A C n  BD = H, Xét các mệnh đề:
|p ]  Khoảng cách giữa CD và [SAB) bằng khoảng cách từ  D đến (SAB)
I p  Khoảng cách từ B đến (SAD) bằng hai lần khoảng cách từ  H đến (s a d )
0 3 )  Khoảng cách từ  H đến bổn cạnh SA, SB, sc, SD bằng nhau 
Ệ|ĩệnh đề nào đúng?
'••Ạ. Chỉ có hai trong ba mệnh đề trên sai 
ỈỆ* Chỉ có hai trong ba mệnh đề trên đứng 
É. Ba mệnh đề đều đúng 
p.- Ba mệnh đề đều sai

163



iis

30. Cho hình hộp chữ nhật A B C D .A ^O D ' có AB = a, B C ~b, AẠ 'Ệ |jẩ 
Khẳng định nào sau đây là sai? )ệỊÊm
A. Độ dài đường chéo BD1 bằng Va2 + b2 + c2 :--5ằ\-*̂ỉíễsễh

B. Khoảng cách từ A đến mặt phẳng (CB'D') bằng “  Va2 + b 2 + c2

c. Khoảng cách giữa hai đường thẳng AA' và CC'bằng Va2 + b 2 
D. Khoảng cách giữa hai đường thẳng AB' và CD' bằng b

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN g iả i
l.D 2.A 3. B 4r D 5.1. A 5.2. B 5,3. c 5.4. D 6.D
8. A 9. D 10. A 11. A 12. A 13. c 14.1. A 1 4 ;»

■— 11;15. A 16 .D 17. D 18, A 19. c 2 0 , c 21. B 22.B 23. B
25. A 26 .D 27. D 2 8 , c 29. c 30. B
1.

IM AM IM 2-  => —— = —4= a
oc AO

Tỉ
2 V2

2. 2R = 2a\/3 => a — -7L
V ã

164



Ặ  = aV3=>SO = a
s
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6. OC = 4 ,  OB:
2 2 

CÓ 0 .SBC là tứ  diện vuông 
1 1 1  1 4 4 1+■ —-  + 19
h2 o c 2 OB2 OS2 a2 3a2 ' a2 3a2

=> h = iVj 7
19

- 1 1 1  1 11 _  . 3aVĨĨ
' h 2 "  a + 9a2 + 9a* “  9a* 11

8. AH = ^(2a2) - a 2 = aV3

10. Áp dụng bài 5 ta có d(CD,(SAB)) = d(C,(SAB)) = 2d(0,(SAB)) =

11. đ(AC;(BA’C')) = d(C,(BA'C’))= d (B ’,{BA,C’))

1 1  1 1 3 ,  aVã= h = _L_
h  a a a a 3

/  //  ir /  i /  * /  ;/  /i f

s / /
\  . - " 7  \ /* /rit1it

f * 
f /

r - " " ‘

/  \
K

12. OB = OA = Va s 2 -  OB2
v3

= v 4a 3 =2aề  
MN.AB = OA.BM

MN.2a = 2a, ^  2a^ M N = a Æ

166



¿ 9 1

.D

'ỉpk
■ri

= HV = ((DH.a)',vv)p = (3,g',vv)p I

9

¿p- e£ = HI <=

= vo = (aa‘vs)PZf*

v = vơ ={(avs)‘ơ) p = (œ? ‘ (ff KS1)) p =(oD'as) p %
^ e  = av = (Da/vs)p ■



I
I

17.

ĨH = M'.sin 60° = a*Js >/3 _ 3a
2 ■ 2

18.
í/fA5,CC'] = Í9C = a

19.

h = -i=,AM  = >/2 .—  = axß .
73 2 V 2

AÍJV.OA = /ì.AM <=> MiV.a = ■- ị r ,fl. -^3 V2

20,

MTV = < 2

C’

AH =— ,A I = —  ̂ >DI 
2 4

DLAH = ¿r.AD => ffiir.a

3ứt'f£z
16

aVl3 <2̂ 3

¿ïVl3
4

aV39
8

3

■
•Ể:¿s

I
•tI

■ÿ

1

•I
J
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dụng bài 12; /ỉ™ a

1 1
OA OB + OC2

ị c h  ỉ :  Dùng phương pháp tọa độ hóa. 
h 2: Dễ thấy AABClà tam giác đều, gọi K là chân đường vuông góc hạ từ 0 
;hì K là trọng tâm tam giác ABC Dựng hình bình hành AMCI, suy ra : 
f(AlOC) = d(AI,(OMC])= d(K, (OMC))

S K-<oMc>)=i l ^ íd(K' Mc) - , c ^ -
^  , AO ±  (BDD’B’)
1(23 d( AA',BDQ = d[AA',(BDD'B')3 = AO 

11(3) dC(ABB'A'),(CC’D'D3) = BC = 4 5  = ^ 4 2  = A0 V2
m  ' 4 Ĩ 4 Ĩ
| ; :SA 1  [ABC); BC ±  SA; BC ±  AI => BC ±  (SAI)
||sA I) J-( SBC), giao tuyến SI. AH ±  SI =>AH J-(SBC]
|.jdCAA',[BB’C’C] = d(AA’,CC'J = d[CC',[AA'B’B))
ÌB C  d(B,(ACCA')) „= 2 z=>---------- ----------= 2

S:-MC d(M,(ACC’A’))

đủng do CD/ (SAB); (2) có

K  .ilvlrsi do tứ diên s __  là tử  Hiêĩ

, BD = 2 ^  d(B,(SAD)) 
d(H,(SAD))

= 2
iBlp (3 ) do tứ  diện SABCD là tử  diện đều.
| | :  A đúng theo công thức tử  diện vuông; c đúng do d(AA', CC'3 = AC 
n  D đúng do d(AB',CD ') = d {(ABB'A'),(CDD'C')) •
BBStt- * - ■ •
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Bài 3. Thể tích khối đa diện
I. LÝ THUYẾT j j g |
1. Thể tích khối chóp u

1Thể tích của khối chóp có dỉện tích đáy s và chiều cao h là V = —s.h-:|pi
Một số dạng đường cao khối chóp thường gặp ỉĩễm
+ Cạnh bên SA vuông góc với đáy, h = SA. ^ỂÊẾ
+ Mặt bên (SAB) vuông góc với đáy. Khi đó gọi H là hình chiếu v u ò ||| | 
góc s xuống AB, h = SH. ír§fÉ|
+ Haỉ m ặt bên vuông góc với đáy thì giao tuyến giữa 2 m ặt phẳng i | | |
.đường cao. '31811
+ Các m ặt bên cùng tạo với đáy m ột góc a .  Thì chân đường cao hạ íịlịỊỊ 
đỉnh chóp xuống đáy là tâm đường tròn nội tiếp đáy. s i
+ Các cạnh bến cùng tạo vửi đáy một góc a .  Thì chân đường cao hạ 8  
đỉnh chóp xuống đáy là tâm đưừng tròn  ngoại tiếp đáy, |§ |f

2. Thể tích khối ỉăng tru |l ! i

Thể tích của khối lập phương cạnh a ìà v  = a3 ‘I I
Thể tích cửa khối hộp chữ nhật có độ đài ba cạnh a, b, c là V = abc - Ị§jS 
Thể tích của khốỉ lăng trụ  có diện tích đáy B và chiều cao h là y  =
+ Lăng trụ  đứng thì chiều cao h ỉà cạnh bên. ';ặịÊ
+ Cho hình chiếu của 1 đỉnh xuống 1 m ặt đáy thì chiều cao chính lấp 
đoạn nối đỉnh với hình chiếu đó. ¿ ì§ i

3. Các phircmg pháp tính thể tích
a, Tính trực tiếp  bằng công thức

- Xác định chiều cao
- Xác định bán kính đáy 

b« Sử dụng tỉ số  th ể tích
Cho tứ  diện SABC, các điểm A'( Br, c  lần lượt thuộc SA, SB, s c  thì ta CỐ:|S

V£A.B.C. _SA' SB' SC' m
SABC SA • SB • sc •1
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¡ ¡ 1 + )  Nếu A s A '= >  — = 1
H|+) Nếu hình chóp có đáy là tứ  giác thì ta có thể chia làm hai hình chóp 
¡8; tam giác để áp dụng công thức trên. Các hình đa diện khác ta cũng chia 

» t ư ơ n g  tự.
p | í  dụ 1 (Câu 36 đề minh họa 2017), Cho hình chóp tứ  giác S.ABCD có đáy
t e  ABCD ỉà hình vuông cạnh a, cạnh bên SA vuông góc với đáy, SA -  yỊĨa . 
t e  Tính thể tích V của khối chóp S.ABCD,

ÌỈỊ,Í B. v  =
6 4

Hướng dẫn giải
HL ’ 1|§ Á p  dụng công thức ta có y  ABrr> --^.SA.S

c. V = V 2 a 3 D. V = Vãa-

\ĩĩa3
m  3 ABCD 3
IU Đốp án: D.
|VÍ dụ 2, Cho hình chóp S.ABC có m ặt bên SBC là tam giác đều cạnh a,
II cạnh bên SA vuông góc với m ặt phẳng đáy, góc BACbằng 120°. Thể tích 
Ề  của khối chóp S.ABC

I * - #
E  12py.r'-,‘ ■ -

ầỷcách 1:

B. ■ã c.
18 36

Hướng dẫn giải

D. 48

1
_ =  — S  _ S ASABC ry '■> AA13C1  Ta có V t

I  Áp dụng định lý hàm số côsin cho tam  giác ABC 
I  Ta có: BC* = AB2 + AC2 -2AB.AC.cos 120°

I «>a2= 2AB2-2A B a( - —) 
ĩ  2

I  «  a2 = 3AB2 => AB = Ĩ^Ịầ.
ị 3 B

1 aV3 aV3 V3 _  a2\Ỉ3
2 3 12

»  c
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$

SA = VsB2 -  AB2 = Ja2 - — = — .
V 3 3

Vây V -  — a-.?/Ề Sì/Ế- 
ạy SABC 3 12 ' 3 36

Cdc ỉ̂ 2;
Gọỉ I là trung điểm BC => AI _L BC, SI X BC 

X

w* r V

'ử
I

V,.
* 3

.SA

SAiRr =-BC.AI = ìa.AI
AABC 2  2

Ta có tan 60° = <=>
AI

^ 3 = ^ = > A I = - ^ =  
AI 2 Vế

V ã
ứ ABC 12

SA = \/si2 -  AI2 = / aV ã"2

V 2 y 2 ^/3 ]  =
Ỵ aVó

Vậy ỵ V ĩ
SABC 36

Ví dụ 3. Cho hình chóp S.ABC có đáy ỉà tam giác vuông cân tại B, AB = dỆ 
cạnh bên SA vuông góc với m ặt phẳng đáy, góc giữa 2 m ặt phẳng(SBC)!
và (ABC) bằng 30°. GọiM là trưng điểm củaSC . Thể tích của khối chóp
S.ABM tính theo a là:

A. a1£

12

Cách 1: Ta có

B. ' S c. a3S
18 36

Hướng dẫn giải

D. a’

¡11

48

({SBC), (ABC)) = SBA = 30°
Gọi H ỉà trung  điểm AC 
=> MH / /SA ^  MH JL (ABC)
V = v  -VSABM SABC MABC
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HU' 1 aABC(SA-MH) = ̂ SaABC.SA

1 _  _  _ a*AA_r = -B A .B C =  —AABC 2̂  2
t if t •
11 tan 30° =

teíVậy Ysabm
j j | ;_
l l  Cđc/ĩ 2: V,

SA 1
S B ^ V ã

SA
a

SA = a
V 5 ’

V3
36

1 1 1 = —V - 1  _  w  c
S . A B M  ~  2  S.ASC ~~ 2  ’ 3

1 <2 a 2
6 ự r~ 2 ~

a 3V3
36

Ịyl dụ 4. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông tại A và B,
Ễ |; AB = 60 = 8, AD = 2 a , SA vuông góc với m ặt phẳng đáy, SA = 2a.
¡¡¡¡■Gọi M, N lần lư ợ t ỉà trung  điểm của 5*4, SD. Thể tích của khối đa diện 

g |bẩng:
2a3 _ 4a3B. —

6
ÉF

c.

Hướng dẫn giải
V -  V 4- VABCDNM MABC ̂  CADNM

Ki ABC g ^ A A B C ' ^ ^

1 1  1 Í53— — BA.BC.—SA—
3 2 2 6

BĨ ■ <■Pí'- - ■ ■ - '
Ề  Gọi / là trung điểm AD, ta có ABCỈ là hình vuông => Cì ±  (SAD),
W''

|vậy V

1 11^V__= -~s _ _ Cĩ = ——v CADNM 2 ADNM *v*'4' 2

1 (2a*f a)a  a3
“  _ ----------- a = - -3 2 2

a3 a s 2a3

1 (AD + NM) a m
CI

ABCDNM

SỊ®1.'sẵỈL
ựv
iS'.
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Ví dụ 5. Cho hình chóp S.ABCDcó đáy là hình thang vuông tại A và Dặ 
AD = CD = a, AB = 3a, cạnh bên 54 vuông góc với mặt phẳng đáy. GóỊỊ
giữa sc  và mặt đáy bằng45°. Tính theo a thể tích của khối chóp S.ABCD. !

A. B.
3 6

Hướng dãn giải

(SC7(ABCD)) = SCẦ = 45°

c. 2a3V2 D, 4a3V2 ■

3
.SA

ứABCD = 2a
_ (AB + DC)AD _ (3a+a)a _

2 2 
A5AC vuông cân tại A

SA = AC = V aD 2 + DC2 = ữ 4 ĩ

2a3Vã

iip

m

Ị—  : | | | j. . .  „  2a V2 ... H iVạy VSABCD . .í||||f
Ví dụ 6. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông, cạnh bên SA vuông góc ề i

với mặt phẳng đáy. Thể tích của khối chóp S.ABCD là bao nhiêu, biết: ijỊÈẾ

a) AB = a, góc giữa SD và mặt phẳng (SAB) bằng 30°. I |lf
• ,  a 3 a3Vã „  2a3V ã „  a3S  . 9A. —  B, ■■■- — c.  r-— D. ——  &WSi

3 6 3 3

b] BD = 2a, góc giữa mặt phẳng (SBD) và m ặt đáy bằngóO0.

A. —
3

B. c. 2a3V Ì
6 3

Hướng dẫn giải

a) (SD,(SAB)) = DSA = 30°

Có tan. 30° = <=> —Lr = -5 - => SA -  a-\/3
SA V3 SA

D. a

■ ị-Kỉ

M
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VỉaBCO = —S a „™.SA = Ậ a2 .SA'A B C D '

= i a 2.aVÌ =
3 3

1 Gọi 0  = ACnBD  

((SBDMÃBCD)) = SốẰ = 60°

iB2 + BC2 = AC2 = BD2 « 2 AB2 = 4a2 =Ị. AB = = 2a2

2a373

AB2+BC2=AC2=BD2«

¿A = OA.tan60° =a>/3. ỵ
Ý-
dụụ 7. Cho hình chóp SABCD đáy ABCD ]à hình vuông cạnh a, SA-L (ABCDX 
iA = a. Aă, ET, C’, D' lần ỉượt là trung điểm của SQ SD, SA, SB. S' là tâm hình 
uông ABCD. Thể tích khối chóp S'A'B'C'D' là:

B.
18

c. —
24

a 3̂  D. — 
36

Hướng dẫn giải 
Ta có: (A 'B 'C 'D ')/7 (ABCD).

Ịs A 1  (ABCD) => s A -L (A' B ■ c  ’ D ’), s Af ± (A1B1 c  D')

:SA'=ỈSA=4; S.,..c.d. = A 'B'.A 'D '= —2 2 adcd 2 2 4

lv — c _ s1A1 = ì  — — = —* S'A'BrC'D' ”  2  *ỮA'B'CD'’Ơ 3 ‘ 4 * 2 ~  24 *

dụ 8, Cho hình chóp SABCD có mặt bên Si4Z? vuông góc với mặt phẳng đáy 
và tam giác SAB cân tại s. Tính thể tích của khối chóp SABCD, biết rằng
ABCD là hình vuông cạnh o, góc giữa mặt SBD và mặt đáy bằng 60°.

A. B. c.
12 6 9

Hướng dẫn giải 
Kẻ SH _L AB (H e AB) [H ỉà trưng điếm của ABJ

=>SHJL(ABCD)

D.
1 2
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Kẻ H U _B D (Ie  BD)=>SI-LBD s

=> ((SBD), (ABCD)) = SIH = 60° 1 ', 1 1
Có SABCD = a2, SH = Hữ tan 60° í 1

EH -  1 AC -  => SH -  av^  
4 4 4

' 
x=c/

__________________________________
-X

X

Vậy vSABCO = ỉ s abcd. s h = ^
} f J / ^Y'tm~B

/ / '- . . s  ■ 'v  \  /  . ; ĩ,:ỳ.-ậ
1 _3 /7 ['.'l---/ 3

Vậy VS.ABCD= ± S ABCD. S H = ^  « c ■ • !
¿> 12

Ví d ụ  9. Cho hình chóp SABCD có đáy là hình thoi, m ặt bên SAB là tan- 
giác đều và nằm trong  m ặt phẳng vuông góc vứi m ặt đáy. Thể tích khoỊ
chóp SẠBCD là:
a) Biết; AB = B C “ BD = a

A . —  b M
3 3

b) Biết: AC = 2a, BD = 4a

A. :VĨ5 B. VĨ5;a
6 ■ 3

Hướng dẫn giải 
Gọi H là trung  điểm của AB, vì ASAB đều =?> SH _L AB

a) ASAB đều cạnh a => SH =

Sabcd=2Saabc- 2 .^A C B O  [ 0  = A C n B D ) 

= 2AO.BO = 2Va B2- B 0 2.B0

1J v'3= 2 J a  -
v2y

a
2

Vậy VS_ABCD Sabcd
1.
3

«SH =
4

b) s ABCD = -  AC.BD = -  2a.4a = 4a2



A = -  A c  = a , OB = -  BD = 2 a , AB = V Õ Ã ^+Õ i^ = aVs
2 2

;AB đều =>SH = AB.—  =
2 2

ậy V,
233a/Ĩ5

S-ABCD

dụ 10. Chóp tam gỉác đều SABC có đáy là tam giác đều cạnh bằng a, các 
h bên tạo với đáy một góc 60°. Thể tích của khối chóp là:

V3
27

B. a ■ s c. ã'
12 é S

Hướng dẫn giải

a3 Đ. —
9

Hường aan gỉáỉ 
p ọ ỉ  M là trưng điểm của BC và H là trọng tâm tam giác ABC

li đó: AH = ị  AM = . Ta có: SAM = 60° nên SH =A H tan60° = a ,

p A B C

dụ 11. Chóp tam giác đều SABC có đáy là tam giác đều cạnh bằng a, các 
Cạnh bên tạo với đáy một góc a. Thể tích của khối chóp là:

a tana
Bp tan aV3 c. a' tana

D. a tana
9 12 3 12

. Hướng dẫn giải
Gọi M là trung điểm của BC và H là trọng tâm tam giác ABC.

/ Khi đó: AH = -  AM = ^
i 3 3

ra có: SAM = a  nên SH = AH.tana = &tana, SARr =3 * ' ABC 4

n A' \T _ 1 CTTC 1 3^3 A a2V3 a3tanaJ>° đ Ó  SABC =  0  ABC =  3 ' 3 t B n a - 4 -“ —12 ■
dụ 12. Cho hình chóp SABC có các cạnh bên bằng nhau cùng hợp vói đáy
góc 60°, đáy là tam giác cân AB = AC = a và BAC = 120°. Thể tích của khái 
chóp đó là:
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A. 3a: B. c. —
3

D. 2a'

:W?5 

p  
. j. Ì3Ì§
1 (31

Hướng dẫn giải n
Gọi M là trung điểm BC và H là tâm đường tròn  ngoại tiếp tam giác ABC;f! 
SH chính là đường cao của hình chóp. ¡¡¡i

SABC =-A B .A C .sÌnl20° 

a.b.c

a
4

và BC = 2BM = 2.ABsin60í> =aV3 'ẹw *
ưi r

HA = R = ^ ^  = a=>SH = HA.tan60° = aV3 i l i
4S l l i

Do vậy: VSABC = ~SH .SABC = | a 5. # 1

Ví dụ 13. Cho tứ  diện ABCD có các cạnh AB, AC và AD đôi một vuông g ó c ||l l  
nhau; AB = 6a, AC = 7a và AD = 4 a , Gọi M, N, p tương ứng là trung tìỆlll 
các cạnh BCy CD, DB. Thể tích V của tứ diện AMNP là: J i l s

A. V = — a3 B. V = 14a3 c. v = — as D. v = 7 a * »
2 3 -s i |

Hướng dẫn giải *
1 A C A D  “ V s .1 . AC.AD a Ta có: VARrn = —AB.------—  = 28aAdLU ^  2

V,Đ.APN

V,
DP D N _  1 _  __ = — => V,

D.ABC BD DC 4 D .A PN = -V ,D.ABC = 7a:

Tương tự, ta cũng có : V,C.AMN = 7a3 và V,B.APM = 7a
Từ đó suy ra: VAMNP = 28a3 -3 .7 a 3 = 7a3

.. :Hhi 
l iX V* * A.MNP wr./ « —  'ẵpi

Ví dụ 14. Cho lăng trụ A B C A ^ C 1 có đáy ABC là tam giác vuông cân tạ i|Ị || 
AC = 2a.Hình chiếu vuông góc của A ’trên mặt phằng (ABC) là trung  
điểm của AC, đường thẳng A'B tạo với m ặt phẳng (ẠBC)m ột góc fof||
45 . Thể tích khối lăng trụ A B C .A ^C * tính theo a là:

Hướng dẫn giải
Do tam giác ABC vuông cân tại B nên AB = BC = aV J 
Gọi H là trung đỉểm AC ==> A 'H  ±  (ABC)
Suy ra góc giữa A ' B và (ABC) là A 7BH = 45°
Nên tam giác A 'HB vuông cân tạỉ H
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SSf£-'¡11
WÊ
■ L '
B à  J3H = —AC = a => A 'H  = a
H i  2

\r- VABC.A-8'C = •A 'H .Sabc = a . i a V la V Ĩ  = a3

&

ỉụ 15. Cho ABCD. A f Br c ’ D ’ là lăng trụ đửng có đáy là hình vuông. 
* ịm  giác A'AC vuông cân, bỉết A'C = a . Thể tích ABBr c 1 bằng:

Hướng dẫn giải
Ư

;’C = a và AA'AC vuông cân => A ’A -  AC = a —

J ĩ
BB' = a — . Mà AABC vuông cân: AB = BC = -  => B'C' = -

W ‘ 1 cL2\Ỉ2

llỵậy Yí.Bii c' q ^®'̂ 4BB'C' —
lip... 5
pỉụ 16 fCau 35 đê minh họa THPT quốc gia 2017).
S iế t  A'C = ă\Ỉ3 , thể tích khối lập phương ABCT>.AlBrC,D' ỉà: 

M hK, a .^ 3  _K ;'v  = a3
B P-

B. V = c .  v  = 3%/3a3
■raggír̂ .

J K -  Hướng dẫn giải
R á :có: AC = A A '4 ĨHBBgạvv.7v

A'C2 = AA,2+ A ơ  = 3AA'2 => AA' = a => V = a3.

D. V = - a :
3

■BK p, „Ạ r x  V - — r n ^  — V  — ci - V  V —  ci .

B -
Bpv . __________ . *

W m  BÀI TẬP T ự  LUYỆN
BÊpb: Ị-
ÊMỘt hình tứ diện đều có chiều cao bằng —  thì thể tích của nó bằng:

m -  * ■ £  ỉ ệ  » • #ị p  12 . 12 4 4
|Một hình lập phương có đường chéo (đoạn thằng nối hai đỉnh không cùng 
|một mặt) bằng a. Thể tích của nó bằng:

B.
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3. Một hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng a, đường cao của hình 
bằng đường cao của tam giác đáy.
Thể tích khối đó bẳng:

■ 'i‘TỈÌ

A, —3 B. c í l4 D,
8

4. Thể tích của khối hộp ABCD.A'B,C'D' là [biết rằng là khối tứ dL
đều cạnh a]

A, a3V2 B. c. D.
.  . .  3 1  5, Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A^CD' có AB = a , BC — b, AA '- c . Gọi E§!"

lần lượt là trung điểm của B'C' và C'D'. Mặt phẳng (AEF) chia hình hộp 
thành hai hình đa diện (H) và (H'3, với (H) là hình đa diện chứa đỉnh | 
Thể tích hình CH) ỉà:

A p
25abc B. 47abc c. abc D. abc

~72
’•ĩ-ỊsS

. • ' .'.ííĩỉí ' 'fĩ?

D. 2 cmVi-|;Ị§

72 72
6. Thể tích khối tứ  diện đều cạnh bằng 1 cm bằng:

A  3 r» V 2 3 _ V 3 ;A. —  cm B. —  cm c. —-cm
6 12 12

7. Nếu một khối tứ  diện đều có chiều đàí cạnh bên tăng lên k lần thì thểẬ 
tăng lên:

' l ĩ k  ,vs r ì  1 2 /CD. k lần Ị.|A, k lần B. k3 làn c. ^ ^ - l ầ n  D. k2 lần , ấ
12 • ;;ÍI [

8. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B’G’D' có AB = a; AD = 2a,A A ' = a . Thể t |  
của khối tứ’ diện AB'D 'C ' là: 'J|

3 3 . . .  2 a 3 * ....
A. —  B. 2a3 c.-----  D. Kết quả khá

■Ế V

3 3
9, Thể tích của khối chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a là;

A. a' ■ã B. c. a3>/2 D. a3V2
3 4 6 2

10. Cho khối lăng trụ  tam giác đều có tất cả các cạnh đều bằng b. Thể 1 
khổi lăng trụ đó là:

A.
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I Cho khối tó diện ABCD có đoạn BD là đoạn vuông góc chung của AB và CD,
M d  = a, AB = c, CD = b . Góc giữa AB và CD bằng 30°. Thể tích tứ diên ABCD là:
Ü&:"

B. abc
ĩ ĩ

G abc D. Kết quả khác
:f V? J.<£ Ü
Gho hình chóp tứ  giác đều S.ABCD, AB = lcm, góc giữa mặt bên và đáy 
ằng 60°. Khỉ đó thể tích của khối chóp bằng:

V. 2cm3 B. 2V3cm3 c. — cm3 D. ~ c m 3
3 6

i  Cho hình chóp tam giác đều S.ABC. Biết SA ” 2cm, góc giữa mặt bên và
|nặt đáy bằng 60°. Khi đó thể tích của khối chóp là:

Ê J L - *  -  21 * -  24 ,
i f  7V7

c. —7=cm'
V3

■ D. 2^6 cm3

Ệ. Cho hình chóp cụt tứ giác đều ABCD,A'B!C 'D ' có A rB '= a , 

)AB -  A  A  ' Thể tích của nó bằng:

!A. 7a3\¡2 B. ■ri c. ' S . D. 7 a3V2
ig; /4  24 4» 48
n  Cho khối tử  diện H cố thể tích bằng V. Xét khối tứ diện IV có bốn đĩnh là 
¡Ếrọng tâm bốn mặt của H. Thế tích của H' bằng:$ •-
f  V V V V% —  B. — C .— D, —

Ể: 27 9 8 4
& Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. A', B\ C', D' 
|lần lượt là trung điểm củ a SA, SB, sc, SD. Tỉ số thể tích của hài khối chóp 
Ë.A'B'CD' và S.ACBD là:

A. -  
■ 8

B. -
6

c. -
4

D. -
2

•_ 3R
-f Cho mặt cầu bán kính R và một hình trụ có bán kính 2R và chiều cao —7-

: .. " ,  2

IKhi đó tì số thể tích của khốỉ cầu và khối trụ tương ứng là:
- vc 1 „ Vr



18. Cho khối lập phương ABCD.A'B'ƠD' Gọi 0 ỉà giao điếm của AC  và 
Tính tỉ số thể tích giữa tử  diện OBCD và khối lập phương: âốằ®

A. - B. - c. — 1 I MD x
6 8 12 24 ‘S m

19, Cho hình chóp s. ABCD có thể tích V với đáyABCD là hình bình hạníỆI 
Gọi A ',B ’ lần lượt là trung điểm các cạnh SA và SB. Thể tích tứ 
A'B’BC bằng:

A. —
6

B. V c. 2V D .X .
98 15 9 vp H

20. Cho binh lăng trụ tam giác A B C A 'B 'C r có thể tích V. Gọi I ỉà tâm I  
hình bình hành A C C A '. Thể tích tứ diện ABB'Ĩ bằng: 'í

B. V c. 2V D. V

__  ; • §11111
21. Cho hình chóp tam giác S,ABC Gọi A ',B ' lần lượt là trung điểm của Ệm ầ

và SB. Mặt phẳng (A hB'C) chia hình chóp thành hai phần. Tỉ số thể tíÌcỊ^ 
hai phần đó bằng: lllỊBị

A. — B. -  . c. -  D. — W Ế
2  4 3 . | | | g

22. Cho iăng trụ tam giác ABC.A’B’C \ Mặt phẳng đi quạ A,B và t r u n | | | |
điểm cạnh B 'C ’ chia lăng trụ thành hai phần, Tỉ số thể tích hai phần đó l||||ỊB

7 7 ' 7 6A. — B. —  c. -  D. — m m
5 12 4 5 m

23. Hộp lăng trụ ngũ giác ABCDE.A'B'CD'E có thể tích V. Gọi M, N, p, Q,ri§fi
]à trung điểm AA', ĐB', ca, DD', EH/ thì thể tích lăng . « ¡ 1  
ABCDE.MNPQKbằng: '

1A. - V
2

B .- V
4

D. —  V
10■ • •<  xPH

24. Cho hình hộp chữ nhật ABCD,A'B'C'D' có thể tích V. Gọi M, N ỉà trung đỉếipi||
A'B' và B'C' thì thể tích khối chóp D\DMN bằng; 'ỂÊÊẫ

A.
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8

^  V D. —
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ỂÊ118
K h o  hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông ở B.SA ±{ABC). Biết rằng 
Bh§|b — 3,SA = 4 . Khoảng cách từ A đến (SBC) là:

■  ỉ  B . ặ  c . — D. —
mỆ~ 5 5 5 25
||||C h o  tứ  diện đều ABCD cạnh a. Điểm M thuộc miền trong của khối tứ diện.

m B, n tc/ m D tương ửng là khoảng cách từ điểm M đến các mặt
SỊarig (BCD], (CDA], (DAB), [ABC), Khi đó m A + m B + m c + m D bằng:
B í  r

D. av3
ệỆ. 3 3 . 2
IMphc) tứ  điện OABC đôi một vuông góc với nhau.
¡¡¡Gọi OA = a, OB = b, o c — c . Điểm M thuộc miền trong tam giác ABC. Gọi

jg|Ị,y,z tương ứng là khoảng cách từ M đến các mặt phẳng [OBC), (OCAJ, 
ÌpPAB), khi đó biểu thức nào sau đây là đúng?

■t‘Ị + ỉ + i < iB; a b c
B .* + X + Z=1 

a b c

D. —+ £ + —=3i  X y z np G .—+ “  + —>1 
HR. a b c a b c
ÌỊpCho tứ diện đều ABCD. Điểm M thuộc miền trong của tứ điện. Gọi x,y,z,t 

» tư ơ n g  ứng là khoảng cách từ  M đến các mặt [BCD), (CDA), (DAB), (ABC). 
||f(ĩọi a, b, c, đ tưcrng ứng ỉà khoảng cách từ  A, B, c, D đến các mặt (BCD), 
B |cDA ), (DAB), (ABC) thì:
‘ ifc- X y  z t „I  A. — + — + — + — <1
tv a b e d

R i  X y z t •ggc. 1

n X y z t .
B. -— + — i-----1—  — 1

a b e d
^  X y  z t f D. —+ —4-—+ —= 4

¡g>- a b  e d  : . a b c d
n  Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có cạnh SA = X, tất cả các cạnh còn lại có 
|íđ ạ  dài bằng 1. Với giá trị nào của X thì VSABCD đạt giá trị lớn nhất?I/ UU Udl Udl
I
H à . x = V3
i f c  '

lối Cho hình

B. x = & c. X = 2 -S
D. X = 4 ^/3 .

% ,  • ' 2. . • 3
|p. Cho hình lăng trụ xoay tròn, bán kính đáy là R , đường cao 0 0 1 = h (O 
pvà O ' là tâm của các đáy]. AB là một đường kính di động của đường tròn 
g  (O), CD là một đường kính cố định của đường tròn (O f), gọỉ a  ỉà góc giữa
Ề AB và CD . Với giá trị nào của a  thì tứ diện ABDC có thể tích lớn nhất?

A r cA. a  = — 
4

B. a  = — 
3

c. a = -  
2

D. a  = n ,
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31. Cho tứ  diện ABCD có d là khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và i m  
CD. Góc a là góc giữa hai đường AB và CD, thể tích tứ  diện đạt GTLN kỊ§Ị 
góc a thay đổi là: <JỆ|1

A. vmax = AB.CD.d B. Vmas = I  AB.CD.d : '*■ ‘

c- v „  = \  AB.CD.d D. vmaa = ị  AB.CD.d

32, Cho hình chóp SABC có SA -L (ABC),BC ±  AB.

B . ^ -  . . . . . .

V a2-t-b2 a2+ b 2+c2 V a2+ b 2 a2+ b 2 + c2
V '_ a2 n  v __ a2 ì®

■ V a2+ b 2+ c2 ' V  a2-hb2 . ị Ẽ
33. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với đảậị 

và SA= a, Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SB và SD; I là giao điểm củaị 
sc và mặt phẳng (AMN]. Thể tích khối chóp MBA1 là:
. a 3 a 3 a3 a 3 ! ' ! |A. — Đ. — c.---  D. —“ .18

12 18 24 36
34. Khối chóp tam giác SABC có đáy ABC ỉà tam giác vuông gân đỉnh c và SẤ:

vuông góc với mặt phẳng (ABC), sc  = a, sin góc giữa hai mặt phẳng {SCBỊ 
và (ABC) để thể tích khối chóp lớn nhất là: ?Ị||
A. i  B 1 D. ầ .  ¡ 1

2 3 3 2
35. Cho hình chóp SABCD đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA± (ABCDỈỊÌ

SA = a, điểm Me AD, Ee CD, AM = CE = —. Gọi N là trung điểm của BM, K lỊ4 ■ ■ ': 'Ệ

giao đỉểm của AN và BC, Thể tích khối chóp SADK là:



iipp̂  ■

|ấj6. Cho hình chóp đều S.ABCD, 0 là tâm đáy, M là trung điểm của so, khoảng 
g§ cách từ M đến mặt phẳng [SBC) bằng b, AB = a. 
p f h ể  tích hình chóp S.ABCD là:
§■' T T  1 a3b¡ S à . V = -
¡¡1. 3 Va2 —16b2

m m  /Va V “ ™Klff£ 3

K l i  11 1  c  v  = -
1 1  3HỄ®''-*’"

B. V =

2a3b
D. V =

ĩ  Văa3b
3 Va2 — 16b2
1 4a3b

3 Va2—16b2 3 Va2-1 6 b 2
ĐÁP ÁN VÀ HlróNG DẪN GIẢ!

Ịfĩ'Jí ■: ---
| ! ịù b

2. B 3. D 4. A 5. A 6. B 7. B 8.A 9, c 10. A
12. D 13. A 14. A 15« A 16. A 17. D 18. c 19. B 20. A

Ị i . b

IĩTd
22. A 23. A 24, c 25. B 26. B 27. B 28. B 29. A 30. c
32. A 33. D 34. c 35. D 36. c

* 5 0  = ^ - ;  O A 2 + s o 2 
2 2

i-l-=>A B = - tn /3-/7 V7

SA2

1 14. O A  = -4= => SO = - V  
2V2 2V2

1: 0 'A ’^ - ^ ^ S O ' ^ - i
H' . V2 V2
p V  = v — VSỉ*.-- * /I A • «■r'» rv * c ARrn

KÌ': 
1: 
ìV.

V  = v  — Vv c S .A 'B 'C 'D ' s. ABCD

= — scv.a2— — soí—13 3 ! 9 I
7a3%/2

2 j 24

5'
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17. Thể tích khối cầu Vc = —tcR3
: 3

Thể tích khối trụ  VT = -^-7t(2R)2 =67ĩR:

V 4 2Vậy —̂  : 6
VT 3 9

18.

d ( 0 / (ABCD)) = - a  .

V 1v O.BCD _
V 12

— a3
12

19.
V = v  -V  -VAB'BC S.ABC S.A'D’C  VA'.ABC

^  V _ 1  1 V J V ^ V
2 2  2 2 2 2 ”  8



V = —V =Ấ ¿V
I.BAB' 2  l.BAA'B- 2 ' 2  C -B A A 'B ’

■ ï < v - w ) - i ( v - i v j
& V 

6

V*

1 1 x 2
' S . A B C - -  2  2 ' V S.ABC = j V■ vs

Suy ra tỉ số thể tích của 2 phần

.1*13

A B M B 'A 'N  ^ A B N A ’ + ^ B ,A 'B 'M N

4 v- * - 4 l v

= 7 -§ V + - v = JLv4 3 4 1 2

8

M

1
ll

1
■u|

1
II
II



25. d (A <(SBC)) = AH = , AB AS = — . 
v v n  V ab2 + AS2 5

2 6 - Ậ(m A + m e + m c + m ữ )^ -7 ^  = ^ ệ -  Cáp dụng bài 6)

m A + m B + m c + m D

4

aVó

28.
3

L + ̂ —  + -----
3 3 3

X ^M -BCD . y _ VM.CDA .
a V ' bABCD ^ V 'B.CDA
z ^M.DAB . t  _ VMABC
c V  ' dC.DAB u-

•VDABC

X—
a

y z tH---- 1---- H — —.
b e d

1

29. VSABCD =ìd(S,ABCD).SABCD< | . l . l  = |

Dấu "=" xảy ra  <=>
SB -L (ABCD)
s c ± ( a b c d ) <í=>
SD -L (ABCD)

X = V2 
x= V ã

30.
V = V -V  —V — -  V _ -V  ...ABCD AC‘BD\ A‘CB' D VA.A‘DC VB.Đ‘CD VC.CAB D.D’AB

f l  1 ^
= xyh -4 l ịh .^ x y

= - x y h ^ - h x2 + y2 = - h . ^ ^ - = - R 2h

Dấu "=" xảy ra «=> X = y <=> AB ±  CD <=> a  = —



Wá
Kí. í 1 _  1jp 3l. Áp dụng công thức V = - AB.CD-d.sina<-- AB.CD.d

Ệ 2 '

ỉ  AC = N/b2+cz; — = 4B'B b2 
V, SB' SC'

B'S a2 . C'S a2 
SB _ a2+ b 2 ;C ‘C ~ b 2+c2

SC
SC a + b + c

ỉ

_ SB' S C '^  a2 a2
ŜABC SB SC a2 + b2 a2 + b2 + c2

33.
IC JS AO _
I S J O A C

IC  ! 1 I C _ o _  IC _ 1=>— .1.— = 1 ==>-— = 2=^ —  = — 
IS 2 IS SC 3

V 3=v -V  -VÀIMB S.ABC v S.AMr v Ĩ.AÔC

= y 11  2- - iA y  _ ± v
S.ABC ^  2  S ABC ß  S.ABC

1 11 1 1  = _ v  - i .  i v  „ = — —SAS
ß  S-ABC ^ ' 2  S.ABD 1 2  * 3  ABCD

T34. SA = a.sin a  
cs = a. cos a

1 1 1
VS.ABC = 3 SA-Sabc = ^a .s in a .~ a2.cos2a

a
36

I  c s  = a. cos a

I  V S.ABC = |s A .S abc =  ỉa .s in a . j a 2.cos2 a

i = — a \s in c c ( l-s in 2a ) = ¿ a 3(s in a -s in 3a)

V TTr . v¡3È VMax <=>sinx = ^ f

(xéthàm  f(t) = t - t 3,ti= [0 ;l] )

35,

S = —S = —ADK 2  ABCD 2

X7 1 e A c? 1 a2 a3
^  Ys.ADK ~  3  ADK ~  ^3 *a ‘~2~ ~
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36 . O N  = —
2

1 _ 1 1 
OH2 “ ON2 + OS2

1 1___ £
^ O S 2 O H z ONi - 4b2 a2

a2 — 16b:
4a b

S O -

V = -S O .a 2 = 
3

2ab
Va2 —16b2

1 2a3b
3 Va2 —16b2

1 9 0  i



Ệ f Bài 4, Mặt tròn  xoay
MẶT CẦU 

ẩiịnh nghĩa
gịcho một điểm 0 cố định và một số thực đương R. Tập hợp tất cả những 
ĩđỉểm  M trong không gian cách điểm 0 một đoạn Uằng R được gọi là 

mặt cầu tâm 0 bán kính R. Như vậy mặt cầu tâm 0, bán kính R là:
| Ị .  S{0;R) = {M ỈOM =R}
Ệỉậy vói 1 điểm A bất kỳ:
Inếu oa < R thì A ờ bên trong mặt cầu.
Nếu O A -R  thì A thuộc mặt cầu. 

ậNếu OA > R thì A ử bên ngoài mặt cầu.
Nhận x é t  Cho điểm M thuộc mặt cầu đường kính AB thì ta có

ệỆẤMB = 90°
V Vị trí tưo*ng đối
)Vị trí tương đợi của mặt càu và mặt phằng
I Cho mặt cầu S(0; R] và một mặt phẳng (PJ. Gọi H là hình chiếu vuông 
Jgóc của 0 lên mặt phẳng [p) và d " OH là khoảng cách từ 0 đến mặt 
Jphang (P). Ta có :
¿ Với d > R thì mặt cầu (S) và mặt phẳng [P] không có điểm chung.
• Với đ = R thì mặt phẳng (p) tiếp xúc với mặt cầu (S). Khi đó ta gọi (P] 
Ịầà tiếp diện. . r '
I Với d < R thì mặt phẳng [F] cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn (C ) 
f với tâm H và bán kính r được xác định như sau:

- H là hình chiếu vuông góc của tâm 0 lên mp(PJ
Bán kính: ĩ  = \/r 2-O H 2.

. VỊ trí tương đổi của mặt càu và đường thẳng 
Cho mặt cầu S(0; R) và đương thẳng (A). Gọi d = OH ìà khoảng cách từ

0 đến (A) thì ta có các trường hợp sau:

Vớỉ d > R thì (à) và (S ) không có điểm chung.

Với d -  R thì ( A) tiếp xúc với ( S).

Với d < R thì (A) cắt c tại hai điểm A, B phân b iệt



3. Các tính chất của tiếp tuyến -|S|
Định lý 1: Qua điểm A thuộc mặt cầu S[0; R) thì có vô số tiếp tuyến với mặt đ ặ |Ị  

(S). Tất cả các tiếp tuyến ấy đều nằm trong tiếp dỉện của (S) tại điểm A,
Định Ịý 2: Qua điểm A ử bến ngoài mặt cầu S(0; R) thì có vô số tiếp tuyến với úiỆÌỆ 

cầu (S). Độ dài các đoạn thẳng kẻ từ  A tới các tiếp điểm đều bằng nhau. :JH
4. Diện tích, th ể  tích -ả4lÉl

Diện tích của m ặt cầu: s = 47Ĩ.R i; 'ĨÊẫ
' • . 

Thể tích của khối cầu: V  = — /?3 jig
3 ‘"Wk

5. Cách xác định tâm và bán kính m ặt cầu ngoại tiếp  khốỉ đa dỉện
a. Đa diện có những m ặt ỉà tam giác vuông có chung cạnh huyền ;JỊỊ|

Khi đó tâm  m ặt cầu ngoại tỉếp ỉà trung  điểm cạnh huyền và bán kinlllf
, 1  . Mi

bằng — độ dài cạnh huyền. • Ịp |

b, Ba điện ìà hình chóp SABCD (đây cũng ỉà cách xác đỉnh chung cho hình chóp)
Bước 1. Dựng trục À của đường tròn  ngoại tiếp  m ặt đáy (À vuông g ó ij  
với m ặt phẳng (ABCD) tại tâm đường tròn  ngoại tiếp). yịm
Bước 2. Đựng m ặt phẳng trung trự c  (P) của m ột cạnh bên (nếu có cạnhll 
bên đồng phẳng với A thì trong m ặt phẳng ấy ta  chỉ cần kẻ đườngiị 
trung  trự c D. của cạnh bên). ' i l l
Lấy giao điểm  I của A vứi (P) [hoặc vửi D]. Ta có í cách đều các đỉnh s | |  
A, B, c, D nẽn I là tâm m ặt cầu ngoạỉ tiếp hình chóp S.ABCD. ;|H



,Gọỉ 0 và 0' là 2 tâm của 2 đáy. Có 0 0 ' ±  hai đáy.
¡¡|§G:ội I là tâm mặt cầu ngoại tiếp lăng trụ đứng.
K Í A . I  = A2I.....AnI = A',1 = a\  I =.... = A ’n I (1)

m } A 'ĩ= A ,' ỉ  (2)
J => le  OO' ,(2 ) => le  (d) (vói D ỉà đưòng trung trực của AAiJ trong mặt

pVphẳng (AA\0(y). 
plẶuy ra I là giao điểm của D và 00 '. 
l ip u y  ra ] là trung điểm cửa 00'.
Tp|đụ 1. Cho hình chóp s, ABC có ABC là tam giác vuông tại B và SA vuông góc 
|f|íđáy. Gọi M và N lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên SB và sc. Biết AC có 
i§|dàí là a, khi đó bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối đa diện ABCMN là:

B. c. a
2 2 

. Hướng dẫn giải

D. a

II;
|sA±(/lBC)=>M JLiSCÌ
Ịfĩy '  ’ j=>BC-L(&45)=>(.SAiS)±{S5C)

. BC J_ ẢB J
I I ¡AM ±SB=> AM J_ {SBC) => AM ±CM
R(Suy ra AAMC vuồng tại M.
gỆTượng tự  ta cũng có AANC vuông tại N, có AABC vuông tại B.
HI Vậy hình đa diện ABCMN nội tiếp trong mặt cầu đường kính AC, tâm ĩ

K  ỉà trung điểm của AC và bán kính R = —.

ịẳ| dụ 2. Cho hình chóp S.ABC có đưừng cao SA = a, đáy ABC là tam giác 
Ệặu cạnh a. Khi đó bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp là:

■ a . 5 ì .  l ã i
I  Hưó‘ì\g dẫn gi ái
I  Gọi [ là tâm tam giác ABC, qua I vẽ d / /  SA. Gọi H là trung điểm của SA, 
t e  qua H vẽ dy/AI, d n đ '= ỉ  ^  Ilà tâm đường tròn ngoại tiếp với bán kính là
gpi — 
n  a i '=V a i2 + a h 2 = IV2 1



v í dụ 3. Cho chóp tam giác đều S.ABC cạnh đáy AB = a, đường cao SH =ỊjH 
Tính theo a và h bán kính hình cầu ngoai tiếp hình chóp,

2 0,2 3h*+aq m
— —-ãm

h +a 
6h

3h + a 
2 h

Q. R - 3h -ha 
~4ĨĨ

D. R =

Hướng dẫn giải
Tâm o của m ặt cầu ngoạỉ tiếp tứ  diện S.ABC là giao đỉểm của trục 3^1 
và trung  trực của cạnh SB thuộc m ặt phẳng (SHB).
Gọi M là trung điểm SB. Tứ giác OMBH nội tiếp suy ra:

SOSH = SMSB “ - — M

cd2
R = os =•------  trong đó:

o
2 SH

r
SB2 =;SH2 + HB2 = h2 + 2 aS_

3 2

'N2 a

;;

/  \< \ \  J |§

3*2+ 0 * ^ , 5 / ^  ■ 1 1

J í ! !  
Vậy bán kính hình cầu ngoại tiếp S.ABC là R = —  -+-

6h ' ỆịỆỆ
Ví dụ 4. Cho hình chóp tam giác đều SABC, có cạnh đáy bằng a và góc họp bỏ||Ị 

mặt bên và đáy bằng 60°. Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. /JH

A. — B . ĩ l  c . ĩ ị  dM  ‘; ì |
12 13 12 15

Hướng dẫn giải -!| |p
Ấp đụng công thức ở ví dụ 2. Như vậy, cần phải xác định chiều cạo khối chóp/ .s

--u M
3 3 2 2' ;l l

Vậy bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là:
f  \2

D_ v 2 ) _ 7a _  , „  ^11R - — — ---------SB — . Đáp án; c. Wẫ, ạ 12 ' 1 1
õ  .i l i

Ví dụ  5, Cho hình chóp tam giác đều S.ABC, có cạnh đáy bằng a và góc J  
hựp bửỉ cạnh bên và đáy bằng 60°. Tính bán kính m ặt cầu ngoại tiếp hìn |H  
chóp S.ABC,



3 a 2 + c i 2 2 aỳềy, bán kính m ặt cầu ngoạỉ tiếp hình chóp S.ABC là R = —— =
m- - ' 6.a
ữ

dụ 6. Bán kính mặt cầu đi qua 4 đỉnh cửa tứ  diện đều ABCD có cạnh a là:
vs-s‘

ềk/ ay[6 ay/ú a^Í6
tLh —— —— t>. — — • ti* Lĩ * — —

Ề  2  3 4 5
!§•"’ Hướng dẫn giải
m
Gọi G là trong tâm tam giác ABC, khi đó tấm 
ỊSmặt cầu ngoại tiếp cần tìm ỉà giao điểm 
ígỉựa trục của tam giác ABC (đường thẳng đi 
_,ua G và vuông góc với (ABC]) với m ặt 
Ịịhẳng trung trực AD.
Ịĩọi M là trung điểm của AD. Ta có:

ầ m .DA = DI.DG => DO =
« DH

DM.DA _ a j ẽ
—  R  r

Ệịĩ:
|d ụ  7. Bán kính m ặt cầu ngaạí tiếp hình lăng trụ  tam gỉác đều 
A BC.AJB'C' có tất cả các cạnh là a. Bán kính của nó là:

, |d ụ  7. 1 
ẶBC.AJB'

I  w 21iẠi —
m ,  4

B. a 4 7 c. ỚV2 Ĩ
6 6 

| Ị ; . Hướng dẫn giải
-Gọi 0, 0 ' là tâm 2 tam  giác ABC và A'B'C\
Jfa có tâm í m ặt cầu ngoại tiếp lăng trụ  là trung  điểm 00 '. 
Có bán kính:

D. a 4 ĩ i



ví dụ 8* Cho lăng trụ  tam giác đều ABC.A*B'Ơ C Ỏ A B - Ũ ,  mặt
(A'BC) tạo với mặt phẳng (ABC) một góc bằng 60°. Gọỉ G là trọng 
của tam giác A'BC. Tính bán kính của mặt cầu ngoạỉ tiếp tứ  diện G 
theo a là:

A. R = 6 a
11

B. R la c. R = la
13 11

Hướng dõn giải
Gọi A 'GnBC - M

ÍA'M ±  BC ' . .ị _ f À ABC cân tại A)
Ị m AXBC v

(CATbCMABC)) = ÃMA' = 60°
Gọi GJ là trọng tâm AABC 
=> GG7 Ị A Á ’ => GG' X (ABC)
Xét AGG’M vuông tại G'
Có góc {GMG’) = 60°

D. R = lí  
12

A

=>GG' = G ’M.tan 60° = ~ AM. tan 60° =
3 3

7aÁp dụng công thức câu 3 => R = — .

2 2

BÀI TẬP T ự  LUYỆN 11
1. Cho tam giác ABC . Quỹ tích tâm các mặt cầu đi qua ba điểm A ,B ,c  !à:Ị|| 
A. Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại trực tâm taip giác ABC. •;Ệ| 
B* Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tạì trọng tâm tam giác ABC
c. Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại tâm đường tròn ngoại tiếp ; 
tam giác ABC.
Đ. Đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại tâm đường tròn Ĩ1ỘỈ ị'* 
tam giác ABC.

2. Cho hình lập phương ABCDA' B 'C ' D ' . Gọi (s ) là mặt cầu đi qua bốn
ArC ,B \D 'T ro n g  số các điểm B ,C \D  , điểm nào nằm trong mặt cầu (S) ? J |Ị
A. Điểm B B. Điểm c
c. Điểm D D. Không có điểm nào

ị &



nPSI?
S 0 j,o  tứ diện đều ABCD. Gọi (5) là mặt cẫu đường kính AB . Điểm nằm 
E p ọ n g  m ặt cầu (s ) là:
M £ T ru n g  điểm cạnh BC  B, Trung điểm cạnh CD
K T r ọ n g  tâm  tam  giác BCD D. Trọng tâm tứ  diện AB CD

tứ  điện đều ABCD, o là trung  điểm cạnh AB. Gọi (.S) là mặt cầu 
\m o tiếp xúc với đường thẳng BC. Mệnh đề nào saư đay sai?

SỊỊ^Mặt cầu (5) tiếp xúc vớỉ đường thẳng AD 
Mặt cầu (s ) tiếp xúc với đường thẳng AC 

l i l i ’ Mặt cầu (S) tiếp  xúc với đường thẳng CD 
lỆỊh Mặt cầu (s ) tiếp xúc với đường thẳng BD
¡ f tro n g  các mệnh đề sau đây mệnh đề nào đúng?
¡¡¡Sí. Mọi hình chóp tam giác luôn có mặt cầu ngoại tiếp,
Ệ;'b. Nếu hình chóp tứ  giác có m ặt cầu ngoại tiếp thì đáy cửa hình chóp 
pỆpìải là hình chữ nhật.
¡§¡fc Hình lăng trụ  có m ặt cầu ngoại tiếp khi và chỉ khỉ đáy của nó là đa 
| l | ị á c  nội tỉếp đường tròn.

Cả ba m ệnh đè A,B,C đều đúng.
§Mệnh đề nào sau đay sai ?

A .  Mọi hình hộp chữ nhật luôn có m ặt cầu ngoại tiếp.
Bp« Hình Lăng trụ  đều luôn có m ặt cầu ngoại tiếp, 
píe. Hình chóp đều luôn có m ặt cầu ngoại tiếp.
Up. Hình chóp cụt có mặt cầu ngoại tiếp khi mặt bên của nó Ịà hình thang cân. 
Itcho tam gỉác vuông ABC vớỉ cạnh huyền A B - a  . Mặt cầu đi qua ba 
¡feiern ABC có bán kính bé nhất bằng:

a B. a c. 2a D.
gg; z z
pGho tam giác đều ABC cạnh a , m ặt cầu đi qua ba điểm ABC có bán 
¡Mîïnh bé nhất bằng:

p 'I n
a-JÏ, 42

ff  Cho tứ  diện ABCD có ba cạnh AB, BC, CD đôi một vuông góc với nhau và 
WÄB — a, EC = by CD — c . Đường kính mặt cầu đi qua bốn đỉnh A, B, c ,  D bằng:Jjigí" _________  1
P&. y/a2+b2+c2 B. \l~ct2 +b2 4-c2

|pfc‘ ' J a 2  “ ¿>2 "hc2 D.
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10. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình tứ  diện đều cạnh a bằng;

A. a
B.

avỏ c. 3
3 - 4 4 2 '§ f

11. Cho hình chóp 5Ẩ5C có đường cao SA = 2a, đáy A£C là tam giác 
cạnh a. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp dó có bán kính bằng:

a \fị Bi 2 a S 2a\Ỉ2

lg: ' ' Ế  
a^Ỉ3 'ÍỊH

2 m
ì tam giác *
: ị]ị ĩ  

' m
2 a-JĨ ¿ nD. - Ạ1ỊỊ

6; -rổll3 3 3 „ . w&
12. Cho hình chóp SABC có tất cả các cạnh đều bằng a. Mặt cầu ngọf 

tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: 1

A. a B. c. É Z \ / 6 D.
ĩỀp 

'  rị

4 2
13. Mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh a có bán kính bằng:

A. w 3 B, c. ứ 2a*j3']ị D. — —
2 3 3

14. Cho hình chóp tam giác đều SABC có cạnh bên bằng a và cạnh đá;
w 2. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng:

FT _ íĩa/3 _ 2ayĨ3 ‘ịA. ayj3 B. ——— c. —-— D* ■"

15. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh a. Gọỉ AH ỉà đưừng cao của tứ 
và s là trung điểm đoạn thẳng AH . Mặt cầu đi qua bốn điểm s , B, C} 
có bán kính bằng:

A. «V3 B, — - -  c. —— D.£ 76 aV6
2 4 3

16. Cho hình lập phương ABCD.ArB ’c 1D ’ có tâm ỡ  và có cạnh bằng 
Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp O.ABCD có bán kính bằng:

A. a& B. a-j2 c. a\Í2 _ 3a D. -
44 2 *+ •],

17. Cho tứ  dỉện đều cạnh a . Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp 
diện tới mặt phằng đi qua một mặt của tứ diện bằng:

A. as
12

B. c. a D. dì/3
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1$, Cho tứ  diện đều cạnh a. Khoảng cách từ  tâm mặt càu ngoại tiếp tứ 
■M iện tới đường thẳng chứa một cạnh cửa tứ  diện bằng:
B p k  « V 3  _  d \ ! 3  a ^ Ỉ2  ũ rsp ĩ
M ề .  B’ c ■ D-■ IT  2 4 2 4
|p ụ  Một tứ diện đều nội tỉếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của tử diện đó bằng:
B L ' 2-SỈ6R „  S r  y/6R „  2-&RB a. V B. c. — D. —

| f  3 3 2 3
lo Cho tứ  diện đều ABCD cổ cạnh a. Gọi o  là trọng tâm tứ  diện đó và

wjẫị: Ỉ2
R:(5) là mặt cầu tâm o  bán kính ~ — , Mặt phẳng (BCD) cắt mặt cầu 

p:(«S) theo đường tròn có bán kính bằng:

:A.
ayị3 B. a& c. a Đ. a

ip; 3 Ẩ. o H
| | | .  Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R thì cạnh của hình
M ậ p  phương đó bằng:
&  S r  d  2 S r  „ S r  n  S rR A .  — B. ——— c. ——— D. —-—
n  3 3 6 4
| | | f Một hình lập phưcrng nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ
p§ tâm mặt cầu tới mặt phẳng chứa một mặt của hình lập phương bằng:
I I .  'Ỉ ĨR  „  '¿ĨR „ Vã* „  'JĨR• Ai _ 15 ■ Cì fl . l> ■
11: 2 3 4 6
Ị3. Một hình lập phương nội tiếp mặt cầu bán kính R. Khoảng cách từ  tâm
I mặt cầu tới đường thẳng chửa một m ặt của hình lập phương bằng:

ỈA. B. c.
w  J ô - D
lế, Một mặt cầu tiếp xúc với tất cả các cạnh của hình lập phương cạnh a 
Igthì điện tích mặt cầu đó bằng:
jỊgA. 7Ta2 B. Akcx2 c. 2Tĩá1 D. 2a1
JS. Cho tứ  diện đều ABCD cạnh a . Một mặt cầu tiếp xúc với các đường thẳng 
gl AB, ACt AD lần lượt tại các điểm Ì3, c, D< Bán kính mặt cầu đó bằng:

S ỈA a SA. B,
m
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n
111

26. Cho hình tứ  chop tứ  giác đều SABCD có tất cả các cạnh đều bằng ảf|
Một mặt cầu tiếp xúc với các đường thẳng SA, SB, SCt SD ỉần ỉưựt tại ' 
các đỉểm A, B1 c, D, Bán kính mặt cầu đó bẳng: v vin

* '■ rWÊ
A -a a r- nrA. a B. — C. —-— D. a42

2 ’ 2 P i
27. Một hình bát diện đều cạnh a có nội tiếp được một m ặt cầu haýẵ

không? Nếu có thì bán kính R của m ặt cầu đó bằng bao nhiêu? p |
A. Không B>Cỏt R = a * ;̂ ls l

r- 'iÑÉ
C . C ó , R  =  ữyỈ2  D. Có, R - ^ ỉ -  •11

2 :| Ị g
28* Cho hình bá t diện đều cạnh ứ. Có hay không một m ặt cầu tiếp xúc vóỉH

tấ t cả các cạnh của bát diện đó? Nếu có thì bán kính R của m ặt cầu đó • /
bằng bao nhiêu? 'ỉlll.-'MI
A. Không có B, c ó, R - -

2 • ■■

c. Có, R — ——— D, Có, R — ữ-v/ 2  v^lli
' .J IB

29. Cho hình lập phương ABCDA' B 'C ' D' có cạnh a . Một mặt cầu tiếp xứểS 
với ba đường thẳng AB, AD, AA' lần lượt tại các điểm 5, £> và ÃỆỊỆÌầ
Bán kính m ặt cầu đó bằng: '5111

— : 1̂11
A. Æ B. — C ------- D. ay¡2 : ÂỆẩ

2 2
30. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cộ cạnha. Một mặt càu t iế p |||

xúc với ba đường thẳng AC y AD\ AB1 ■ lần lượt tại các điểm c ,  D' vàĩ?J|É | 
. Bán kính m ặt cầu đó bằng: J J |Ẽ |

_ fl a f l  'A. ữ B* c. " Da iïv2
2 2 ■ 1118

31. Cho hình chóp đều SABC  có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bangúV!§¡¡§
Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính bằng: Ip®
- ay¡6 a jó  ^  a^j3 _  ayị3 ậs

A. B. --p~ c. D. —7-  ®
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P32« Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bằnga\fĩ. 
p |: Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tới mặt phằng (ABC) bằng:
¡¡1 aVó aV3 _ 3 ^WẾ A. —1— B . —— c. ——  D. - 4 —
WẾ. 3 6 4 2
p '33. Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bằngữV2.H3 3 . Cho hình chóp đều s,ABC có cạnh bên bằng a và cạnh đáy bằngữVỈ. 
I  Khoảng cách từ tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tói mặt phẳng (SAB) bằng:
jte A „  a „ a-J3ĩSyV: AlK  2 B. —

3ipv; J <4- z
pi34. Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' có tất cả các cạnh đều bằng a. 

Bán kính mặt cầu ngoại tiếp lăng trụ  đó bằng:
Vã •73, c. sĩỉìcL

K  3 3 ố 3
||p 5 - Khoảng cách từ  điểm 0 tới mp (p) bằng 3, Mặt cầu tâm o bán kính 5 

cắt mặt phẳng (P) theo đường tròn có bán kính bằng:
IU A. 4 li. ổ u. 1 ư. z
| |3 6 . Mặt cầu (S) ngoại tiếp hình lập phương ABCD. A'B'C'D' cạnh a. Khoảng 
 ̂ cách từ tâm mặt cầu tới mặt phẳng (BDA') bằng:

A. a\Ỉ3 6. c. ay/2 D. a■s/3
Á J H- 0

1 37. Cho tứ  diện đều ABCD cạnh a và (S) ià m ặt cầu đi qua trung điểm các 
| p  cạnh AB, BC, CA, DA. Bán kính mặt cầu bằng:

1 a . ^ B. a~j3 c. a^ĩĩ
3 4

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI

D.

ỉ ề - c 2. D 3. D 4. c 5. A 6. D 7. B 8. A 9, A 10. B
¡¡11. B 12. c 13. B 14. B 15, c 16. Đ 17. A 18, D 19. A 20. c
m i - B 22. B 23. A 24. c 25. D 26. A 27. D 28. B 29. D 30. A
¡¿31. D 32. B 33. A 34. c 35. A 36. D 37. cp i .  u d I 34. c
É ’
I ĨB^^1M2+MB2 > M B = ị
i  ' 2 
1  a
1 -  —̂  min “ ^
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8. IC>GC = a J Ỉ

10. R=IA

GD ~ —r= => AG = a j — 
Vã V 3

=>AI.AG=AH.AD

= —a¿=> A1=^-— -= R
3 2 4

12 1 ,

11.

i4G = -^L=>M = V/Gĩ 7 7 ỡ ĩ
V3

a2 2a
3 V3

13. /? = M = -Æ 7 2= = - ^
2 2

14.

b g ^ ^ = ^ Ệ - = > s g ^^ Ịs b z ~ bg2
v 3 V3

= J a 2 2 a 2 Ơ
3 -v/3

=>5/.

SI. SG = SH.SB 

a 1
V3 2

2 ■ p. tfV3 a => SỈ = — — = R
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p|.
m
F&P.iM

mi M 1  J 2

i s HC = HB = -4=r; AH = -.A H  = i  a2 -  — =■s. Vã 2 3 V 3
ip -

2.(BH2 + BA2 -  AH1)-

ü ip .  ££ =
Ip?!

(  1 
a + a2

V3 y

a
3 V6

\  ~ 22a
3 C7

»■

4 

1 0s

2

aV6i; SI .SH = SK .SB=>S/.™  = ̂ 5 £ 2 = - .—  => Sỉ^=----- -  = j
m  2 2 2 4

1.6, o c ' = ~ ; 0 L 0 J  = ỠM.ƠC’ o y .-  = -*0C112 = - Í —
R  2 2 2 2 I 2
g§;

R

\ 2

gÇr'-
9 • ' 
i :'-"-. '

.wỂấỉr

ir. k--" ‘' i /
i v  A’ ~  — Y
p-
ll:; _ ✓ _ av6
j^L7. Áp dụng bài 10 ta có Aỉ = ——
pi -1

fl>/3
i: /// >1/ _  /// _ " I T«V -__- ___ JL

I; GM j4M ơ-v/3 ơ>/35>jj « ■> -
/// ûh/6

12

I  ... .  ■;18. Áp dụng bài 10

j e IG = A G -A I

Ĩ2 ay¡6 _  ayfß 
4 ~ 12

!H = \ỊlG1 +GH2 r  + a2 -
w 2

ỊÍ144 1 12 4

0J =
3a
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19. Áp dụng bài 10 ta có /?=—
* 4 Vẽ 3

20. r = CM = a C1-J3

2V3

21. Áp dụng bài 13, R = => a =
2  y/3

2 R u22. Áp dụng bài 21, a = ”7-=>  íí = -  ̂=a /?

_ Í , , ,  _ 2 ß  , a /r 2ß /?a/ö23. Ảp dụng bài 21, a = —p  =>e/ = —.v2 —-—
v3 2 v6  3

24. Mặt cầu tiếp xúc tất cả các cạnh của lập phương

<=^ R —  g v ^  5  =  4 ? r R 2 s=  4 ^
2 c

f o Æ i
V 2  y

= 2 7Va

GD = -~ ;A G  = a ^  mà AÌ.AG =AD2



ũ- ' 'P  Áp dụng bài 25, •Ị& _
/ 5 Ì Lm R = a^2 .—— - a

JÉ?:* 2

30.

jp;,; 
ip;':.
m.:

i:ự;-v

•
I- /5
lip dụng bài 25, R = QyỊ2i—— = a 
ề  2
¿“Y ’
Ç -,
||2 . Áp dụng bài 14, /ơ = ỊSỔ —/s| =
w¿ ••

_ a ___ úh/ 3

Vã T "

13.
Ệ Áp dụng bài 14:

¡ I  s i  =— -,SG=-^=;
i ,  2 &II:', '

| |>  SM=JSC*-CM* = J ^ ~

Ir ‘ f-
I-. GV3

a-Jz \ 2

m ỈH SỈ________ ỈH _ 2
g  GM S M ^  a«j2~ a*j2~ 2

2V3 2

V 2 /

a

qV2
2

SBjv

Mk

n  GC = - ^ ; Ỉ G => /C -  %/ỠC2 + /6 2
ü ': ^
I  _ /a2 ’ a2 _ a-fj _ ay/21 _ „
I ,  V 3 + 4 " 2 ^ 3 "  6 "
rr-• ’
B?;KỈ'
mY:ỉ'ỉjớ

k|ị.

Sv.-.

a-J3
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35. R = v52- 3 z = 4

3 6 .1 là trọng tâm  tam giác AA'C

=> A I=201 =>d(0]BDA')=-d(A;DBA') = -h
2 2

Áp dụng công thức tứ  diện vuông

-ỉ- = ~  \  - => - - ỉ r  => d ( 0 ; £ZM') =h2 a a a V3 2V3

■?ổ

xỉĩ
37. Áp dung bài 18, =>/? = - —

4
B.MẶT TRỤ
1. Định nghĩa

Mặt trụ  tròn  xoay ;ĩẫ
Trong m ặt phẳng (P) cho hại đường thẳng d và A có d /Á  và cách nhau- 
m ột đoạn là R. Khi quay (P] quanh A thì d tạo nên m ặt trụ  tròn  xoay co| 
trục là À, d là đường sinh,
Hình trụ tròn xoay
Cho hình chữ nhật ABCD quay quanh cạnh AB thì đường gãy khúc (AD, 
DC, CB) sẽ tạo nên hình trụ  có trục (hay là  đường cao] ỉà AB, ãườĩiị 
sinh là CD và bán kính đáy la BC.
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Khối trụ tròn xoay
Phần không gian giới hạn bửi một hình trụ  (và cả hình trụ  ấy) xác định 

% một khối trụ  tương ứng.
Diện tích xung quanh của hình trụ: Sxq = 27cR.h

ị  Thể tích khối trụ: V =7cR2h 
p^Trong đó: R là bán kính đưừng tròn đáy, h là độ dài đường cao.
Hl dụ 1. Trong không gian cho hai điểm cố định là A và B. Tập hợp các 
gl điểm M sao cho tam giác AMB có diện tích s không đổi là:

A. Mặt trụ  có trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R =
AB
2 sm  _  * 2 sm B. Măt tru  có trưc là đường tháng AB và có bán kính đáy lầ R = ----

U  ’ ’ ABK' - 35
K c. Mặt trụ  có trục là dường thẳng AB và có bán kính đáy là R — — -

p' _ „ 45
1 D. Mặt trụ  có trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R = ——-

Hướng dẫn giải
wỉ' 1I  Ta có SAỊÌM = - A B J ( M JAB)=>d(M ,AB) = —  .
m' 2 AB
I  Tập hợp các đỉểm M sao cho tam giác AMB có diện tích s không đổi là
MĨ 25

tập các điểm M cách đều AB một khoảng . Đó chính là Mặt trụ  có

trục là đường thẳng AB và có bán kính đáy là R 2 s
AB

í đụ 2. Cho hình trụ  có bán kính đáy là R = 2 cm, chỉều cao là h = 3 cm- 
J: Diện tích toàn phần của hình trụ  là:
I A. 10% B. 12n  c. 2071 D. 1Ó7Ĩ

Hướng dãn giải 
STP = + 2Sa = 2 7zRh+ 2  JVR2 = 2x.23  + 2.7T22 = 207Ĩ

Ví dụ 3. Cho hình trụ  có diện tích xung quanh là 2071 và chỉều cao là h = 5. 
Ị  Tính thể tích của khối trụ:

A. 50tc B. 1007C c . 2571 D. 2071
« . Hướng dẫn giải

Gọi R là bán kính đáy.
Hình trụ  có diện tích xung quanh là 20n => 20# = 27ỤR.5 R = 2 .

I  Vậy, thể tích của khối trụ:
V  -  7vR2.h -  7rA.5 = 207t.
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v í dụ  4. Cho hình trụ có bán kính đáy ỉà R = 5cm, thể tích là V = 10Ơ7Ĩ (cm3). CắtI! 
hình trụ  bởi một mặt phẳng song song vái trục hình trụ thì có một -1 
hlnh chừ nhật ABCD với A, B thuộc đường tròn đáy tâm 0 với ỊỊ
AOB = 120°. Diện tích của thiết dỉện (cm2) là: 'ỉặậ
A. 5yÍ3 B. 10Vã c. 20 Đ.2Q-ỊĨ  - I U

Ví dụ  5. Cho khối trụ có đáy là các đường tròn tâm (0}> (O') có bán kính ;Ịặ
là R và chiều cao h = R j 2. Gọi A, B lần lượt là các điểm thuộc (0} và|§ 
(0'J sao cho OA vuông góc với 0'B. Tỉ số thể tích của khối tứ  diện 'Ệ
/~v ỳ  1 ỊJ-J /  ■ , 1 x* . /  1 1 1 / / *  . T \  V00'AB với thể tích khối trụ  là:

A. 1
27t

Ta có:

0 'B ± ( 0 '0 A )

„  1 „  1B . ~  c. —
6tt 3tt

Hướng dẫn giải

D, _5_

= ị o ‘B.S00,A = ị .R . ịR .R j ĩ  = ̂ - R 3 °

Thể tích khối trụ  VTr = R^IĨ.ĩĩR2 = «  w 2

Vậy thể tỉ số cần tìm là
VTr 6x
BÀI TẬP T ự  LUYỆN I

1. Cho m ặt trụ  tròn xoay (Z}; trục là A . Một mặt phẳng (cc) vuông gócậl
với À sẽ cắt m ặt trụ tròn xoay theo một giao tuyến là: ệỀ
A. Đường tròn B, E!íp c. Parabol D. Hypebol ;-Q

2. Cho haỉ điểm A, B cố định. Tập hợp những điểm M trong không gian,j 
sao cho diện tích tam giác MAE không đổi là:
A. Mặt nón có trục AB ỈẾ■Mĩ

2 s " ’IIB. Mặt trục có trụ AB và bán kính R
AB

c. Hình trụ  có chiều cao AB 
D. Một đáp  SỐ khác

' 'r
'5\>rịìiị

Lf .  i v i ụ t  uap s u  KĩLciL ,ỈQ

3. Một khối trụ  có bán kính đáy r = lem, khoảng cách hai đáy bằng ÌOcm,Ệ
Khi cắt khổi trụ  bởi một mặt phẳng song song với trục cách trục 5cm Ệ
thì diện tích của thiết diện là: -ịỂ
A, s — 34cm2 B, s = 36cm2 c. s  — 21\Ỉ3Ì crtĩ D, s  = 40>/6 cmz n
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Cho hình trụ  có bán kính đáy là đường sinh ỉ -  lQcm. Khỉ đó diện tích 
xung quanh của hình trụ  ià:
A. SX(J = 60ĩĩ cm2

c .  s xq -  S 0 7 T c m 2

B. = lOTtcrriH
D.5„, -  90Tĩcm1

M Ị

Cho hình trụ  có bán kính đáy là i? = 2cm;diện tích xung quanh 
SXXỊ =32TTcm2. Khi đó độ dàl đường sinh là:
A. ỉ = 6cm B. / = 8cm c, ỉ —lOcm D. ỉ —12cm
; Cho hình trụ có đường sinh l = 8cm , diện tích xung quanh 
SL =44TTcm2 Khi đó bán kính đáy là:'!Cq

A. R - — crn
3

B. R = 4cm c. R — 4,5cm . „ 1 1D. R = -~- cm 
4

Cho hình trụ  có bán kính đáy là R =3cm, đường sinh ỉ =5cm. Diện tích 
toàn phần của hình trụ  là:

„  n 6 2 ____2B. SL = —9 3

D. = 64^cm2

A. = z\7tcm 

c. Stp — 48TTcm2
7Ĩ 2Cho hình trụ  có đường sinh / = 2cm, diện tích toàn phần = — 6771 .

Bán kính của trụ  là:
> A. R = lc m

o_V2Õ + 4 .... c. R = ---- ------cm

B. R = 14- s ị ĩ  cm

n  n \Ỉ2Q —4 D, R = ----------cm
*  .

Cho một m ặt cầu có bán kính R và một hình trụ  có bán kính đáy 2i? 
*.vầ chiều cao là 3R. Khi đó tỉ số giữa diện tích mặt cầu và diện tích 
xung quanh của hình trụ  là:

c
Ạ. ^  = 1

• s .
B - ị  —s ' 2

D. i = 4
s t 3  s ,  3

. Một kình trụ  có bán kính đáy là a và có thiết diện qua trục ]à một hình 
vuông, Diện tích toàn phần của hình trụ  là;
A. s,„ = 2  nc? B. Sto -  Arra c , s .  =  Ổ7ra Di Sín =8TCa1



11. Một hình trụ  có bán kính đáy R = 2cm và đường cao lyjîcm  , A và B làl-'IP 
hai điểm trên hai đường tròn đáy sao cho góc hợp bởi AB và trục c ủ g || | |
hình trụ là 3Ơ* ' û l i l S

11.1 Diện tích toàn phần của hình trụ  là: m
A . S tp=&7ĩcm2 B. Stp- ị s a  + y/ĩ Ị cm2 ‘ ' l i l i

• C. stp = SftiJScm2 D. Stp = $xịl + sỈ3)j cm2 ảl||É|
11.2 Khoảng cách giữa AB và trục của hình trụ  là: >¿||p|

A. d —\Ỉ2cm  B. d = V3 cm c. d — 2 cm \y. đ -  \Ỉ5 cm H ll
12. Thể tích khối trụ  cổ bán kính đáy R -2cm , đường cao h-3cm  là: l l l l

A. V = 6 ft cm* B. V = cm3 /ị|J§|f
C. V = 12# cm3 D. V -\6#cm ?  ệâÉl

13. Cho khối trụ  có thể tích V = 64cm , bán kính đáy R = Scm. Đường cacọll
của khối trụ  ià: 181

1 2 4 8 fW m
A. h —̂ c m  B. h = — cm D. h = — cm D. h = — cm IfS

K % n X ■ ■ 'ậ | | i
14. Cho mặt cầu bán kính Rvà một hình trụ  có bán kính 2R và chiều caó.'!f¡

'XT? $Ếềẫ
— . Khỉ đó tỉ số thể tích của khối cầu và khối trụ  tương ứng là: :;|H¡
2 ” • rịmẫ

V I _ V 1 V.. 2 V 2 iĩỉÊẫA. ^  = ~  B. — = — c. — = — D. — = — ỉ mvf 2 vt 3 vt 3 vf 7 > ;|jg
15. Một hình trụ  có bán kính đáy 2cw và có thiết diện qua trục iầ mậtỊặặặ

hình vuông có thể tích là; / ^ 8
A. l/= 6 ĩc m 3 B. V =10«:cm3 •ỉV'lpB
C. V =J6?rcm3 D .v  = 20Ttcn? ; |P ¡

16. Thể tích của khối lăng trụ tứ  giác ngoại tiếp khối trụ  có bán kính đảy ||||
2cm và có th iết diện qua trục là một hình vuông: ■ ; SS|

A. V = 32 cm3 B. V = 36cm3 < c. V -64em J D .v  = -Ệ  cm} m

17. Cho hình ]ăng trụ xoay tròn, bán kính đáy ỉà R , đường cao OOf — h .JIJ 
(O và ớ 1 là tâm của các đáy). AB là một đường kính di động của||ÉỊ
đường tròn (Ọ), CD là một đường kính cố định cửa đựờng tròn (ơ% jf i
gọi a  ỉà góc giữa AB và CD. Diện tích tam giác ACD là: ^181
A. dtiàADC) - - jt f  + R1 sin2 a  B. dt(M D C ) = h1 + R2 sin2 a  J f l
C. dt(AADC) = R\lh2 + R2 sin a  D. dt(M DC) = R-Jh + R2 sin2 a $ÌỊÌ ■ Ä



I th o  hình trụ  có đáy là hai đường tròn tẵm o và o ' bán kính R ,
|h iều  cao R^Ỉ2 . Trên hai đương tròn (O) và ( 0 ‘) có hai điểm A , B đi 

Ịộng sao cho OA và hợp với nhau một góc a  không đổí. Độ dài 
a đoạn AB là:

A B ^2 R

AB “  R sin ŨC D. /42? — 2#. í“  + sin2— ,
V 2 2

í Cho tứ  điện đều ABCD cạnh a. Một m ặt trụ  đỉ qua hai điểm A, B và có 
Inột đường sinh là CD. Khi đó trục của m ặt trự ià đường thẳng đi qua:
A, Trung điểm AC
1. Trung điểm AB
1 Trung điểm BC *
), Tâm đường tròn ngoại tiếp tam gỉác ABM, trong đó M là trung điếm CD 
Cho hình lập phương ABCD.A'BJC'D\ Có bao nhiêu mặt trụ  tròn xoay 
qua đỉnh B, c, D, A', B\ D7
Không có B. Có 1 c. Có 2 D. Có 4

Cho lăng trụ  tam giác đều có tất cả các cạnh đều bằng a. Thể tích của 
lình trự  ngoại tỉếp lăng trụ  đó bằng:

3 7 r d B. 7Va c. D. 2 ná'

|TỈ số thể tích hình cầu và thể tích hình trụ cùng ngoại tiếp một hình 
1p phương bằng:

■ ĨẶ -  B. y/2 c. s D. 7Ĩ

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG ĐẪN GIẢI
2.B 3.C 4.C 5.B 6.D 7.C 8JD 9.C 10.C

¡pi-D 11.2.B 12,c 13,A 14.D 15.C 16.C 17, B 18pD 19.D
ikD —■— 21.B 22.C

W : X(Ì

= 2 ttRỈ = 2^.4.10 = 80 x[cm 2)

=  27iRỈ => 32 ĩt = => ỉ — 8 ( cm )
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i Sỉ ă■:ỈWf.'M

11 ' 3Ế6. = 2TĩRl =>4 4 x  = 2jĩ.R.Q = > R -~ —(cm) í f4 :iif§
7. Stp =27ĩ.R.l+27ĩ.Rỉ = 2^r.3.5+27T.32 = 4 8 ^(c /n 2) ; ";f§

_ JT ■_ - - - " 88. S.J)=27r.R,l + 2ĩT.R => — = 2x .R.2+2x .R2 =>4R2 +8R = 1 m
2 ■ ’1

n  S - 2  -j2ã — 4 , X '1=>R —-------- —-----------  (cm) .li2 4 v 7
’JS

9. 5 = 4 ít./?2; s  =2#.2i?.3/í = 12/r/?:!=5>^-=ỉ
'  5 3  'a-Ịẳxq

10. Thiết diện qua trục  là h ình vuông á |
=> ỉ — 2R — 2a => SIp = 27Ự.R.I + 2ttR2 = 27ĩ.a.2a + 2<7T.a2 — ó̂ Tút2 \ | |

11 .1  5^ =27TRl + 2írR2 =2&.2.2yj3 +2X.22 = 8;r( 1 + > / 3  )(cm 2) .

11.2 BA* = 2; ¿(00,;A5) = £?(00,;ẤSA,) = V3 . ''1

12. V = 7ĩRih = ir.2ì3= 12?ĩ[cm 2)

13. V=7rR2h =^64r=ĩi:.8z.h=>h=— (cm)
- J Ỉ K ’ . , . . ị

14. V -  4 k R 2 ; V; = 2ĩĩ,2R.—  + 2 ĩĩ{2R f = 14^-i?2 => ̂ -  = 4  ' t
2 V, 7 r ị

15. T hiết diện là hình vuông =Z>h = 2R = 4(cm )

=> V=7vR2h=7C.2íA  = lổ ĩrịcm 3)
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I  3
| .  v = (2 R) = 43 = 64
W-
7. A H -4 Ä H ^ + m F 2 =V/i2 + Ä2sin2ßr; SADC = ị .C D .A H = R ^ í^ ^ lm ^ã

/  / I  II

--o:;-  • j

L8. Cho AB / /  0 0 ' => AB — R\¡2',a = 0. Thay vào 4 đáp án, thấy chỉ có đáp 
pán D thỏa mãn.

R-J2

Tĩ.a
’ R = - ^ ì h  = a= > V  =7rR2h = Æ.— .a 
' V3 3 3

4

I 3
f e  ■■ .

;r.¿2

V

ayß^) 7C,a34 ỉ  Tr ö V= --------- ; vt = K.\ —pr >(a = —-
2 IV 2 Í 2

K
V
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c. MẶT NÓN
1. Mặt nón tròn xoay 

Định nghĩa: Trong mặt phẳng (P) cho hai đưừng thẳng ỉ 
và A cắt nhau tại 0 và tạo với nhau một góc a, trong đó 
0° < a  < 90°,

Cho (P) quay quanh A thì d tạo nên mặt nón tròn xoay B 

với trục là A và d là đường sinh, 0 là đỉnh, 2a là góc ở đỉnh.
2, Hình nón tròn xoay và khối nón tròn xoay:

Xét tam giác OAB vuông ở A. Khi quay xung quanh 
đường thẳng OA, đường gãy khúc (OB, AB) tạo nên 
một hình nón có đỉnh là 0, trục (hay đường cao) 
là OA, bán kính đáy là OB vầ đương sinh là AB.
Phần không gỉan giới hạn bởỉ một hình nón r
(và kể cả hình nón ấy) đưực gọi là khối nón,
Diện tích xung quanh của hình nón:
Diện tích xưng quanh của hình nón bằng tích số của nửa chu vi đáy vơỊ|
đường sinh. 'Wm,
Do đó ta có: Sv_ = ĩĩ.R.l S H i

Trong đó R là bán kính đáy của hình nón, l là đường sinh. §¡¡11
Ệmm

3, Thể tích  khối nón
Thể tích của khối nón bằng một phần ba tích sổ của diện tích mặt í ||§ | 
với chiều cao.

• _ - * t l |
Ta có V =~K.R2.h, trong đó: R là bán kính đáy, h là chiều cao của hình nón. ềỂỂẾ

3 -S IS
Ví dụ 1. Cho hình có đỉnh là s, đường cao là so và A, B là hai điểm thuộc 

tròn đáy, Cho biết a là khoảng cách từ 0 tới AB và 5AO=30°; SAB=60°.
Độ dài đường sinh là:
* o>/2 B. ay/ĩ C.^/3a D. 2yfĩa

Hướng dẫn giải 
SA = SB, góc SAB = 60° SAB là tam giác đều => AB = 1
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p  A 0 = l.cos30°,có d(0,AB)2= A O -f— Yì =>l = aV2
IU
Hỵí dụ 2. Cho hình nón có bán kính đáy là 25 cm, chiều cao ỉà 20 cm. Diện tích 
pỊ;. thiết dỉện tạo bởi mặt phẳttg qua đỉnh hình nón và cách tâm mặt đáy một 

đoạn bằnÉ" * ° "
Ể  A. 300cm2

đoạn bằng 12 cm là:
B. 400cm2 Cu 500cm2

Hướng dẫn giải
D, 600cm

H  O l * d ( O t(P ) )  = 12cm
ptt c/
| o h « . , m = J

¿ s■ __ I —̂ r~r

— 15cm
- 0 / :

k ;  )B= V o s 2-O J* = 20cm SJ= V 502+ 0J2 = 25cm '
H  1

SF = -  SJ.AB = SJ.JB = 500an- 
F 2

pjỊfí dụ 3. Cho hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác vuông cân với 
|fe cạnh góc vuông là a 
§1 a) Thể tích khối nón là:
Ế A. B. K<JĨ c. 7t\fĩ

3 6 8
b) Diện tích toàn phần của hình nón là:

D. nVĩ 
12

I I  A %yỊĨ „  llyỊĨ r  Ĩt4ĩ r *  ^»!•> A.  ———  —  Lii - — u ,
p  3 4 2
l l ; c) Diện tích thiết diện(P) qua đỉnh hình nón và tạo với đáy một góc 60° là: 

H  A. Ỉ-ẨL B . £ ẵ -  D. ¿ ^ -Sẳị O 1 16 3 2
Hướng dẫn giải

Ì  a)CÓ R = ^ SA2+SB' h = ^SAz- R 2 
p  2 2

I k b i s  = X R I = ~ ^ S , = Ĩ Ĩ
Ịp>- J x q  o  *p

li c) Gọi J là trung điểm AB,

V = -* R zh = ~ ^  
3 12



'3ầỆVí dụ 4. Cho hình nón có đường sỉnh với độ dài là a và oc là góc giữa đườtìgS 
sinh với mặt đáy. ậ jÉ |
a) Thể tích khối nón là S i!

1 1 :A. — nã3 cos2 ccsinoc B. —Tta3 cos2 asin2 a ỊỈm
3 3 " ::fg Ị
1 2 V vỊf§Hc, — 7ra3cosasín2 oc D. ^na3 cos2 asin2 a  ‘ỂỀ
3 3 ' ■ " í ib) Diện tích xung quanh của khối nón là

B, 7tcosa,a: D. Tcsina.a2A. —7ccosa.a2 B, 7tcosa,a2 c. —7tsinoc.a2 D. 7i;sina»a2 '-M&

3

 0 /rỉĨỊỳị
-

Hướng dẫn giải /K  IIP
1 , 1 ,  / \  l a

a] Có R = acosarh=asina==> V = 4%Rzh=47ta3cos2as in a  / : \  S I
3 3 /  ị„ \  ; ; ; |p

b] Sxq = tcRI = 7ĩcosa.a2 / " .............. r~ ’Ị ’\

Ví dụ 5. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy là a, UiaL uựu Lau VU1,\
đáy một góc là 45n. Diện tích xung quanh của hình nón nội tiếp trong hìnhv|ị
chóp là: ■ IU

A. — W 2a2 B. — 7cVỉa2 Cr — n^/ĩữ2 D. —  W2a2 ! | |
3 6 12 24 m ế

Hướng dẫn giải 
Gọi r  ỉà bán kính đường tròn nối tiếp ABC

r = a>̂  => h  = r tan 45° = Ĩ^IẴ
6
nyfĩ 2 —a
12

BÀI TẬP T ự  LUYỆN

1. Một m ặt nón xoay có bao nhiêu đường sinh? 
AA  B. 2 C.3

Sxq -  3ĩrl — Ttr.Vh2 + r2

I.Ị!-(ỈÍP;

giỂầ■ ■ ã
-'1 1  

■H■V$g
. 8  ':-âÌ •Ịgựìl

• • ■ . /  'ì®!
1. Một m ặt nón xoay có bao nhiêu đường sinh? : 11

A.1 B. 2 C.3 D.VÔSỐ
2. Cho một mặt nón tròn xoay N có trực là À, đỉnh o , Một mặt phẳng (a) khôngệì 

đi qua o  và vuông góc với A sẽ cắt mặt nón N theo một giao tuyến là:
A. Một điểm B. Một đường tròn m
c. Một elip D. Một parabol

216



. Mọi mặt phẳng đi qua trục A cắt mặ.t nón N theo hai đường sỉnh tạo với 
J§| nhau một góc Cí, nếu góc giữa A và đường sinh 1 ỉà 30° thì giá trị củaa  ỉà:

J s f  A, 15° B. 30ơ c. 60° D. 90°
4  Cho mặt nón N, một mặt phẳng (p ) cắt mọi đường sinh của mặt nón thì 
I giao tuyến của chúng là:
. A. Đường thẳng B. Đường tròn c. Elíp D, Parabol
Cho mặt nón N, một mặt phẳng (P) cắt mặt nón và (p ) song song với một 

g |§ ; đường sinh duy nhất thì giao tuyến của chúng là:
H P ' A. Đường tròn B* Elíp c. Parabol D. Đường thẳng

\  Cho hình nón có bán kính R ~ 2cm r đường sinh ỉ — 4cm . Khi đó diện tích 
¡É/ xung quanh của hình nón là :
1 A. 'iTVcm2 B. 47Tcm2 c. 6ĩưcm2 D. %7lcm2
p .  Cho hình nón có diên tích xung quanh là »s = 12Kcm2, đường sinh ỉ = 2cm. 
i l  , q 
1- Khỉ đó bán kính đáy của nón là:

ị A. R = 4cm B. R — 6an  c. R = Scm D. R = ì2cm
Ị|8 . Cho hình nón có diện tích xung quanh là Sxc =10xem2, bán kính đáy

R -3 c m t Khi đó đường sinh của hình nón là:

A. / B. I = 4cm c. I = 6cm D* R — ỉ — lem
3 , .

Thiết diện qua trục của một hình nón là một tam giác vuông cân cạnh 
huyền bằng 8cm .

9.1. Diện tích xung quanh của hình nón là
fe:‘ A. Sxq — \6ĩrcm2 B, Sxq = 16yÍ37rcm2

c. Sxn =l6'j2ftcm2 D. 5 = 16^57Tcm2
ỈỆ2. Diện tích toàn phần của hình nón là 
I  A. 5„.= 16ír(V2-l)c«i2 B. s,p =16jr(-j2+i)cm2

n c. Slp = \6 ĩĩ{ s f ì—Y)cm2 D. Slp = 16^r(\/3 + ì)cm 2

'Ệ.3. Thể tích của khối nón là
A _ 31tt 3 A. V = .. cm B, v  = cnv IAtt 3 c. V — —— cm D. V 81;Kcm'
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9.4, Một thiết diện qua đỉnh nón tạo với đáy một góc 60y. Khi đó diện tích củạ 
thiết diện này là:

A. s

c. s

32-JĨ cm B. s =41 V ĩ

4 4 V2 cm D. s =4 5 V2

cm

cm

1 0 . Cho hình nón có đường cao SO — Acm và bán kính đáy R = 2cm, Gọi M íi: 
một điếm trên  đoạn o s , đặt OM = xcm (0< x< 4). ^

10.1. Diện tích của thiết diện (D) cắt bởi m ặt phẳng đi qua M và vuông góc spĩỉ 
„ ¿ . í  ™  l ì .  *với s o  là:

A. s - ^ - ( 4  — x )2cm2
4

B. S=  — (4 — x)2cm2 
2

c. s = 7ĩ{A — x )2 cm2 D. s =^r(4 + x)2cm2
10.2. Thế tích của khối nón (H) đỉnh s và đáy là thiết diện (D] là:

A. V = -7C (4-* )3 cm3 B. V =—%(4—x ý c m J
4

c. V =—7ĩ(4—x)3 cm3 D, V  = — 7T(4—x ỷ  cn ỉ
6 12

11. Cho hình cầu bán kính R, một hình nón xoay chiều cao X nội tiếp troi
hình cầu. Thể tích của hình nón là:

A .V = -x -x 1(2 R -x )

c . v = - x x l (2 R ~ x )
4

B .V ~ - ir x 2(2 R -x )

D . V = - x x \ 2 R - x )
12

12. Cho hình chóp cụt có chiều cao 4 và hai bán kính đáy lần lưọt là 2 và 8*1
12.1. Diện tích toàn phần của khối chóp là: '"

A. s,p = 4^r(5VĨ3 +17) B. s,p = 2ĩĩ(5^JŨ +17)

c. ^=jr(5>/Ĩ3+17j D .S t,= ỷ |(5 ^ 3 + 1 7 )

12.2. Thể tích của khối chóp cụt là 
A-1127C B. V -9327T
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ĐÁP ÁN

iềt‘r
ềỉịỹ-

l.D 2.B 3.C 4.C 5.C 6.C 7.B 8.A 9.1.C 9.2.B
9.3,D 9.4.A 10.1 Jk 10.2.D 11.B 12.1JV 12.2.AK [9.3,D 9A'A 10.1 Jk I 10.

p l  6. Sxa = Tírỉ = 8n(cm2)
m
w b .  Có Sxí/ = kRI <=>/? = —̂  = 6crn => Đáp án: B
IgỊptĩi- ■ 7c/

I  8. / = —— = — =̂> Đáp án: A 
“ y */? 3

Äjft-, 9, 27? = 8 <=> /? = 4cm :=> / = -Ậ=- — 4>/2
B  • ÆI P  o

P a .  2Ä = 8«=>Ä = 4cm =>/ = -? -  = 4 V2
v2

I j b .  Sf/J -  = 16a/2tc + 7t/?2 “  lố7t(>/2 + l)cm:

J e .  V = i / r . 5 ^ = i v / 2- / ? 2. ^ 2 = ^ ( c m ä)

d.
Gọi các điểm như  hình vẽ.
Gọi I ỉà trung điểm của AB=> Oĩ J_ AB , 
Mà
SO J_ AB => AB ±  (SOI)

=> dSAB),(ABCDỹ) = ( s T o ĩ)  = 5 /0  = 60C
4+ Oĩ = h. cot 60" =

s

57 = h 8
sin 60° V3

=>SÒSAB=ịsi.AB
Đáp án: A

32y¡2

Đáp án: B
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10 .

10.1 (F) j  a ^  => Thiết điện là đường tròn  bán kính R'

R' SO

Sư — kR '2 = — (4 — x)2(cm2) =>Đáp án: D.

10.2

VÍH) = ị .S M .S ld = ị  (4 -  X )  í  (4 -  X )2

= Ỷ |( 4 - * ) 3(c-m3)

Đáp án; D

11.
R'2 = R 2- ( x - R ý  ^ 2 R x - x 2

=> V =  i  jc.7tíĩ,2 =  -  xn(2Rx -  X2 )  =  -  KX2 (2R -  x ) .
3 3 3

Đáp án: B
12.

12.1. Gọi A C n B D  = S f (H) lầ hình chóp bé, 
(K) là hình chóp lớn.

Ỉ1Ẽ. = ^  = i  => II ' = - S I ^ > S I  = — => SI' = - .  
ID Sỉ 4 4 3 3

Diện tích xung quanh của hình chóp cụt là : 

TI.ID.SD -7 1.1' B.SB = 7L20VĨ3.
Dỉện tích toàn phần của hình chóp cụt là : 

7t2(WĨ3 + 71.1 ■ B2 + n.ĩDa = 4ji(5>/Ĩ3 +17)

12.2. VMfCVt=VÍK>- V m  =112%

■■ầ 
■ ; ’

r-J *

'ấ

ĩ Ĩ Ê  . iỉí:

>1
11
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CHươNG IV. Tư  DUY GIẢI NHANH 
MŨ VÀ LÔGARIT

Bài 1. Hàm số lôgarỉt và hàm số mũ

W  Cho hai số dương a, b với a * 1. số c thỏa mãn đẳng thửc ac = b được gọi là 
m  lôgarit cơ số a của b và kí hiệu logữ b ,

i  Ta hiểu ỉogứ b = c <=> ac -  b với điều kỉện a, b > 0 và a T* 1.
II Nhận xét:
I  - Cho a, b > 0, a ̂  1 thì ta có:

Ũ', log, 1 = 0 , loga 0 = 1, logaẬ = -1 , Iogơ ax = x (x e  R )t a ìữSab=b (b > 0).
ỆỆỆ. a
II'.. - Cho a, b, c > 0 và c SỂ 1. Ta có: logc a = logt. b <¡̂> a —b 
Ềy. Nếu c > 1 logt. a < logL.b <=> a<b,

J Ị  Nếu 0 < c < 1 =î> logc a < logp b «=> a>b. 
p ;  Nếu c > 1 => logc a > 0 <=> a > 1.
Jậ Nếu 0 < c < 1 => logt. a > 0 <=> 0<  a <1.
Jặ. Các tính chất
SỊỊ'(i Cho a,b,c > 0, ạ ^  l.Ta có:

log„ (be) -  log„ tỉ+ loga c;

log, 7  = “ log „ bị b

log„-“ = log„ í>-log„ c;
c

logabc =cĩoga b\

Ioge X  = ln x;

log„* b = ^ .\o g ab ( k *  0);

log10x=lgx=logx;

log0 ýb  = — log„ b ( với n € N * ) 
n

!.. lọg„ b = log a. log b = log, b (c *  l) ;
¡P- logc«

loga b =  log „ log b = ——— c với a > 0, b > o, a *  1, b *  1)
I k>g»<*
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v í dụ 1. Tập giá trị của X  để các biểu thức Iog2 (4 — X 2 ) có nghĩa là:

A. —2 < X  < 2 ,x  & ±1 
c. - 2 < x < 2

B ,  — 2  <, X  <  2 ,  X  ^  1 

D. -2 < x < 2
Hướng dẫn giải 

Ta có log2 ( 4 - x 2) có nghĩa khi 4 ~ x 2 > 0 <=> — 2 < * < 2

Đáp án: D.
Ví dụ 2. Để biểu thức logí+2 (x2 - l )  có nghĩa thì điều kiện của X  là:

X 2  —  1  >  0  —  1  r

Biểu thức trến  có nghĩa <É=> \ x  + 2> 0  <=> < x> -2  <=>
—2 <X + 2&1

X>1
— 2  <  X  <  — 1

—2 < # < -* 1

Đáp án: D.

Ví d ụ  3. Biểu thức p  = (ln a + loga e)2 + ln2 ữ —log* e sau khi rú t gọn ta được:

p  = (ln ỡ + Iogtì e)2 + ln2 a — log^
*

= ln2 a + log^ <? + ln2 a — log \ e + 2 In a. loga e = 2 4- 21n2 ¿2 

Cách khác, đặc biệt hóa gán a — e khi đó ta có

p  — (lne + logỂ e)2-f-ln2 e —logJ £ — 44*1—1 = 4 I

Thấy chỉ có D thỏa mãn. 'I
Đáp án: D, %
Chú ý; Nếu thay a  = e vào các phương án A, B, c, D mà có các kết quả trùng 
thì ta chọn lại a bằng 1 giá trị khác, sẽ tìm được đáp án.

222

A. p  = 1

c. p  = 2 ìna
B, p  = 2ìoga e 

D. p  =  2 *4- 2 ln^ đ
Hướng dẫn giải



dụ 4. Cho a  >  o, b  > 0 và thỏa mãn a 2  + b 2  —  7 a b .  Khi đổ mệnh đề đúng là:

A. log (2 log a + log b)
o 2

ứ -h b 1 ___ _-  — (logß + 21og6)

B. log-^-i^ = ̂ -(31ogö + log£)

« , _ . a +b 1 ,  VD. log —-— = — (log ¿2 + log ¿0

Hướng dẫn giỏi

|||§  Tacó a2 +b2 - l a b  <=> (a + b)2 — 2ßb = 7öZ> (íí + ¿)2 = 9tf¿? <=> =ứ&
K   ̂ 3 ^

- /  V. 2

K ^ l g í ^ l  =Ig(afe)<=i- 2 1 g ^ i¿  = lga + lg¿»^  l g ^ i ^  = i ( l g a  + ]g¿)
lilg-i
W D áp  án: D.
ịỳí dụ 5. Cho m — log0 3 và rt = log2 5.

J |ị  Giá trị của biểu thửc A = íog2 2250 theo m, n là;
jm f  ' _- _
¡¡S-'A. l + 2n + 2/n B. 1 + «4-2»í C. l-f-2«-f3m D. l + 2w4*3n

girp : Hướng dẫn giải
I ;Ta có 2250 = 2.9.125 = 2.32.53 

g l  Do đó A = log2 2250 = log2 (2.32.53) = logj 2 + log2 32 + log2 5* = 1 + 2m + 3«.

I  Đáp án: Đ.
¡I Cách khác: Dùng máy tính Casio thay m = log2 3 và « — /ơ£2 5 vào các
I phương án để tìm kết quả.

I HÀM SỐ MŨ -  HÀM SỐ LÔGAR1T 

Í Hàm sò  mũ

If Cho a là một số thực dương và khác 1. Hàm số ỵ  = axđược gọi là hàm số
Ép! ■
¡I  mũ với CO' sá  là a.

I Đạo hàm của hàm số mũ: (ể*) =ex ;{«*) = « xlna ( a > ồ , a * í )

2 2 3



Hàm số đồng biến khi a > 1; Hàm số nghịch biến khiO < a < 1.
2. Hàm số lôgarỉt

Cho a là số thực dương và khác 1.
Hàm số y = logflx (  với X > 0) đưực gọi là hàm sổ lôgarit với cư số a.

Đạo hàm của hàm số lôgarit: (In *) -  — ; (log^ x) = — -—  (với X >  0),
X  xin a

Vói a>l=>  hàm số đồng biến.
Với 0 < a < 1 :=> hàm số nghịch bỉếrL
Với hàm hợp, thì ta có (In«) = — ;(logflỉí) =

u
Tổng quát:

(toe.MV
1

ulna

(ln|w|)' = — 
u

(log>|)' = u
xlna  V oa II/ wỊn a

V í dụ l r  Đạo hàm của hàm số y — T n2x là:
A. 3ỉn3cos 2x3*'nZ* B. In3COS 2x3$in2x
c  21n3sin2x3sin2jr D. 21n3cos2x3sin2jr

- Hướng dẫn giải 
ỵ  • =  [ y in2x ) 1 =  3 sỉn2" . ( s i n  2x)'An 3 =  21n 3 COS 2x.3&ìn2x 
Đáp án: D.

Ví dụ 2. Đạo hàm của hàm số ^ = log2 ^+ log l X  là

A 1 I _ ín2 + ln3 _ In 2 - ln 3  _ 1 1 ,
A . -----------1-----------D.  --------------------------  L.  ----------------  L>. ------------ ------------

xĩn2  Jcln3 X  X x\n2 x\ĩì3
Hướng dẫn giãi

í   ̂ 1 1 1 I ■ " :ci
y ‘ — log, X.-f log. X —— ----1----—-  — — ---------- — . Đáp áĩiD.

V 3 J xln2 X ln— xln2 xln3 /.rỉ
3  

Ví dụ 3. Đạo hàm của hàm số y — ln Ị*2 4*-n/jc2 'Va11 là:

x ị y f ỹ  ĩ a 2 + 1) x ị yỊ x2 + a 2 + 2)
A - y ' =  ” F ^ = = T T ------ 7 - F T B - y , =  -F ^ = = ^ T T ------ 7 -

y/x2 + a2 .ịx z + s/X2 + a2 j JX2 + a1 >ịx2 +-JX2 + a2 J

'íH
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tệ-

b

x ịly íĩ?  + a2 + lj

j x 2 + a2 ị x 2 + Vx2 + a 2 )
Hướng dẫn giải

D. y' =
*1[2V. +a2 + «)1

V*2 + a 2,|(jf2 + v'*2+ a 2)

Ị*2 + \ /A :2 + a 2 ] ' 2x 4- - ------- -—
2 V* 2 + a2 x ị l^ lx 2 Jra1 + l)

■Ít2 +  Vx2 +a2 X 2 +\[x2 + a2 J x z + a 2 . ịx 2 + \ lx 2 -4-a2 j
láp án: c.

Cách khác: sử dụng máy tính Casio ta nhập hàm
d ị  l n ( x í + V x T + I ĩ’]ì

dx
x = \

Đùng phím CALC gán: X = 1, A = 1, ta được kết quả:

^ C l n ( x 2 + J x J + í Ă
r 1.121320344
Thay X  — 1, a = 1 vào các phương án A, B, c, D. Thấy c có.giá trị trùng với kết 
quả trên.

BÀI TẬP T ự  LUYỆN■ ■ -a

’ập xác định củã hàm số y = /log1 x — 1

Ạ. (l;-foo) B. (0;+oo)

là:

t
rập xác định của hàm số y =  log L Iog5

5 V

c. (—5; -H») 

là:

D. (e;+°°)

x 2+ l}
x  + 3

ụ (—4;—2 )u (2 ;7 )
(-3 ;-2 )^ (2 ;  6)

Tập xác định của hàm số y  = log. 

§A. (lí 2) B. (0;1)

B. ( - 2 ; - l ) u ( 2 ;7 )  
D. (—3;—2)v_j(2;7)

X—2 là:

D. (2;e)
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A. (—oo;-4) Lj(l;+°o) B. (0;-H*=)

C. (•—4ị1) Dl IR

5. Giá tri của log0 ịa3b2 Vc) bỉết loga b = 3;loga c = “ 21à:

A. 11 B. 8 C. 5 D. 4

6. Giá trị của logơ a--N̂ ~ - biết loga b = ’-3;logß c = 2 là:
c

- A. 11 B. 8 c. -  5 D. 4
7. Cho log615 = x; logt218 = . Khi đó giá trị của log25 24 theo X, y là:

A ____— — _____ B ____ 5~~y
2*(;y+ l) -4 ;y + 1 x(y + l ) - 4 y  + 2

c ỉ m  — D. 5- 2>t___
2x(y + l) — 4y + 2 x (y -f 'l)-4y  + l

8. Cho a2 + b2 ~ c 21 a>  0; c > ¿ > 0  và Khỉ đó mệnh đề đúng là:

A. logc+6 a + logĉ  ứ = ” logc+¿ ö.log^ a.

B. logữ+Ế a + lo g ^  a -  ^logc+& a .lo g ^  ữ.

c. logc+fc Ö + loĝ  <2 = log,+& ữ, logc„¿ tíL
D, logc+Â £Z + logc_ử a = 21ogc+ử a.logc_* a.

9. Cho <3 > 0, b> 0, Jt > 0, tí 1* ax * 1. Khi đó mệnh đề đúng là:

c . 2tog. ( ta ) . S í ¿ | ^  D. log„ (to )= i2 Ị Â

10. Cho m = log2 3 và n = log2 5. Giá trị của biểu thức/? = log2 -5/360 theo ra,
A 1 1 1 _ .1 1 1, .A. — + — « + — m B. — + — n + — m2 3 4 2 3 6
„ 1 1 1 n  1 1 1 ‘ •C. — + 4-OT + -—#2 D. 7 + 7 ^ h — n

2 3 4 2 3 6
^ 11, Đạo hàm của hàm số y = JC*-2 là:



ĐÁP ÁN:VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI
y  ______
y  I ỉ I I 1 1 1  _____
|pgs ( a 3b 2 4 c ) = log„ £ỉ3 + íoga b1 + Iog„ Vc = 3 + 2 loga b + i  log„ c  = 8 .

Hí
páp án: B*

Ềga^ Ẹ -  = 5+ịlogũb-4\ogac = 5+ ị(-3)-4 .2  = -5 .
|p 7  C Ỏ 5 ;

|ịDáp án: c.
|ì'ặn l°g615 A] log12 8 -> B
■ậỊhập các Đáp án:rồi dùng CALC, X = A, V = B.
|f)ẳp án: c.
í '  .

¡Ta có $/360 = </5.8.9 = V2 .V3 .V5

Do đó: B = log2V36Õ = log2(>/2.^.V5) = logj ^Ỉ2+ logj ^/3 + logj ịỈ5

2 . B 3. A 4. A 5. B 6 , c 7. c 8 . D 9. D 10. D

1 1 1= H- — /?7 H---n.
2 3 6

¡Đáp án: D.
§tdcft khác: Dùng máy tính thay m = log23và n = log25 vào các phương
án để tìm kết quả.
1 ’

|ỉ Ta cỏ ìn y = ( x —2 ) ln XSỊỉiy
| lấy đạo hàm hai vế ta được:

/ 1  \t T í . .  nV1 li -Lv ỵ _  „ X — 2



Bài 2. Phương trình -  Bất phương trình mữ và Iôgarit
1. Phương trinh  mũ

Phưcrng trình mũ dạng cơ bản
aiw  = ”«(*> ^ f ( x )  = g(x) ( 0 < a *  1)
a /(*> _= &«=> f { x )  = \ogab [với ¿>>0)

a(xYM = a(xỴíx) <=*

/ O ) = £(*)
1 ^  a(x) > 0
a(x) =  1

f (x) ,g(x)  cố nghĩa 
Một số  phương pháp giải phirơng trình mũ
1) Biến đổi để đưa ve cùng một cơ số,
2) Đặt ẩn số phụ (đưa về phương trình dạng quen thuộc],
3) Đùng phép toán lôgarit hóa,
4) Dùng tính đơn điệu của hàm số: ' : S íp i
+ Xét phương trình dạng f ( x )  = 8 (-í) nếu f ( x )  đơn điệu tăng (giảm) trện ||
khoảng (ữ\b) và g(x)  đơn điệu giảm [tăng) trên khoảng (a\b) thì phương
trình /  (x) — g (x) nếu có nghiệm thì nghiệm đó là nghiệm duy nhất
+ Xét phương trình dạng f(x] = 0 (*) nếu f ( x )  đơn điệu trên khoảng
(a;b) thì phương trình (*) có nhiều nhất một nghiệm trong khoảng (a,Ề.)|||g
+ Xét phương trình dạng f ( u )  = f [ v )  nếu f ( x )  đơn điệu trên khoảng
(a\b) thì phương trình f ( u )  = f ( v )  <=> u = V.
Lưu ý: Sử dụng Casio tìm nghiệm nhanh phương trình f  (x) = 0,
Nhập hàm f(x) dùng chức năng SOLVE (SHIFT + CALC), gán gỉá trị X = ... :M
Hoậc sử dụng chức năng bảng TABLE (MODE + 7). ■
Dùng phím CALC thử gia trị. *

Ví dụ 1. Nghiệm phương trình 3\2x+l = 72 là:_ 3A. X  =  0 B. X ~ 1  c, X  =  —
2

Hướng dẫn giải 
Cách 1: Sử dụng SOLVE (SHIFT + CALC) ta nhập hàm 3*2 

Gán gỉá trị X = 0 ta đườc kết quả:
Ĉửa

,*+1

D. X  = 2

7 2
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Vậy X -  2 là nghiệm của phương trình.
2: Sử dụng chức năng bảng TABLE (MODE + 7) nhập /  (X) = 3X2*+I -7 2

3Ịuan sát đáp án: cho ử dạng các số tự  nhiên 0 ,1, 2 và hữu tỉ —. 

rậy ta gán giá trị khòả đầu, kết thúc và bước nhảy:

!TART:0; END:2; S T E P ;Ỉ
W '  2
Ta đưực bảng giá trị:

’ Cửa sổ bật • : ’

30B l

' a Mktk

* iy  ' -

■' ỳị Vl

Quan sát thấy vớỉ X  = 2 —ỳ f  (x) = 0 vậy X = 2 là nghiệm.
M Am. TầĐáp án: D.

dụ 2. Tổng các nghiệm của phương trình 2.9* -5.6* = -3 A X là:

A. x~() B, x = \ D. x = 2

Hướng dẫn giải
ịch 1:
i Phương trình 2,9*-5,6* =-3,4* là dạng toán a2x,(ab)x,b2x. 
Phương pháp chung: chia 2 vế cho aỉx hoặc blx

Ể Chia vế cho 4X ta được 2
-grr’’ u .

\ x

|Đ ặ tr  = í - j  <=>2í2-5 í  + 3 = O o

= = 1 <=4> = 0.

■ _ 3  (3 Y  3 ’
* = = — <=> -  = - < = >  X - 1 .

2 [ 2  2

3 

t = I
- n ỉ  -3

ch 2: Sử dụng SOLVE (SHIFT + CALC) ta nhập hàm 2.9X -5.6* +3.4* như sau 
|Gán gỉá trị x=0 ta được kết quả:
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I Cửa s6 bệt „
I 'B b RjrTi

2x9*-5*6*+3 x4*
X- 0

■ .r'vitf

’■ ' ữ̂ĩ -V’-i; / ?■?#;&?
x=
L-R=

1— : ; - . . .  ~

X = 0 là 1 nghỉệm của phương trình.
Tiếp tục gán X  = 10 ta được thêm kết quả:

cửa sổ bật ■ "ịỉi. : |ặ= ■ ■: ;

0

s  MMi A
2*9*-5*6*+3*4* 

“  AL-R=

mm
■ -ỳĩMẳ■ tém■/ M-

/v';
m  

'■-ỉ : ề $

:=> X  —  1 là 1 nghĩệm của phương trình. «
Ta biết phương trình có nhiều nhất 2 nghiệm, vậy đó là X = 0 và X = 1;
Vậy tổng các nghiệm của phương trình là 1. 'yỆẬỈị
Đáp án: B. ;|gp

Ví dụ 3. Tổng bình phương các nghiệm của phương trình 9X -  4.3A +3 = 0 Ịâ|§|
3 _A. * = 0 B. x = ì c. Jt = —• Đ .x  = 2 ^ Ễ ề
9  ‘ s l i

Hướng dẫn giải
t “  1 — “  0

Cđc/j 2 ;Đặt 3 ' = f => 9*-4.3*+3 = 0=í>í2- 4 í  + 3 = 0<=> m
r =  3 = >  AT =  1 m

Cách 2: Sử dụng SOLVE tSHIFT 4- CALC) ta nhập hàm 9 * -4 .3 '+ 3  n h ư s a u f |
í cửa iá b$t . l ị . ' v f l l

~ v  : 0 S3 Ị ■
9*-4*3*+3 V . ■■ M
p* • 0 -■ I I: L-R- V ••••• 0 m

t»....•• y-.Ovási
X = 0 là 1 nghiêm của phương trình, :'WỀ

cửa sổ bịt

9*-4x3*+3
x= •
L-R“

'ỈM
M  

■-li■W
A m

■ềm

=> X  = 1 ỉà 1 nghiệm của phưcrng trình.
Vậy tổng bình phương các nghiệm của phương trình là 1. 
Đáp án: B.

Ví dụ 4. Nghiệm của phương trình 5\8 ■* = 500 là:

■ •

■:ềằ- •¿*¿©*1 • . Ị’\ VíấỂ
{•: Sjjịi‘í* 5$
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X -  2 
X -  log2 5

Đ.
X  — 2
x - " \ o g 2 5

c
X =  3 
X — log5 2

D.
x = 3
x = - ỉog5 2

SplỊịều kiện; JC ^ 0.
||jte  (  *-1 > 
Ệ|Tạ CÓ log5 5A.8 x

Hướng dẫn giải

x - l— log5 500 <=£ %-b— ,log5 8 = 3 + log5 8
X

<=*

illv-
pỊfa có log

V J

¡¡§'; (500 = 5.100 = 52.20 = 53.4)BỊP?;.

_JP* + —— .31og5 2 = 3 + 21og5 2 
x

||j*=> X2 + 3.(x-“l).log5 2 = x(3 + 2ỉog5 2)
A » (log5 2 4- 3)2

x = —logs 2

r  , Ị i
ch 2. Nhập hàm 5*. 8 * — 500 CALC —ỳ gán X là các giá trị trong Đáp án:

I  2-1

tyớỉX = 2=>5*.8 2 —500^ 0 —>loại A và B
f§ togạ2-l
mời X = log5 2 => 51o8s2.8 logí 2 -500  * 0*4 loại c

|ì' ' 
f e á p  án: D.
|Phư<mg trình  logarit
ụ. Phương trình lôgarit cơ bản

ỉogaX -  b <=> X  = a b ( với a > 0, a ̂ .1}

1 f í  I_ /  , . r ^ x ^ g c x ;to«, f f  x j  =  /<?£,

'fCxJ = g fx ; 
f f x j> 0  
0 < a f x j ^ l

|2. Một số  phương pháp giải phưưng trình lôgarit

es£

í ° S ư „ f ( x ) = l o g " Kìg ( x ) < = >
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1) Biến đổi đưa về dạng cơ bản. . : J
2) Đặt ẩn số phụ [để đưa về phirơng trình mà ta biết cách giải). ¿1
3) Đối chiếu điều kiện rồi nhận nghiệm. :Ệ
4) Đưa về phương trình mũ. ::Ệ
5) Dùng tính đơn điệu của hàm số. i.ví
Sử dụng các chức năng trên máy tính cầm tay: ; 1
1) CẨLC I
2) SOLVE
3) TABLE '1

Ví dụ 1. Nghiệm của phương trình log2(^ “-3) + 21og43.1og3x = 2thỏa mãn; ệ.
A. Chia hết cho 5 B. Là số nguyên tố Ệ
c. Là số vồ tỉ D. Là số chẵn !

Hướng dẫn giải ;;J
Cách ỉ:

Điều kiện: x > 3  ' . Ệ
1 'ịPhương trình log2 ( x —3)+ 2.—log23.1og3 x = 2 1

<=> log2(* -3 )  + log2 * - 2

<=> log2(jf“3)x = log24 . .jỆ
<í=> [ x  — 3}x = 4

.* = —l(loại) 
x  =  4

<=> X — 3 x  — 4  =  0  <=>

■ .* - •- •1

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X  = 4. > ,;Ị
Đáp án: D.

Cách 2: Sử dụng SOLVE
Ví dụ 6, Nghiệm của phương trinh ỉog4 (x-t-4)- lo g 2 y/x + l =2 —31og42 là: ;j'

A. 1 B. 2 c . log23 D. 3
Hướng dẫn giải

Cách 1:
Điêu kiện: x > —\
Phương trình <=> log4 (.x-f 4) — ỉog4 (* + 1) = log416—log4 8



•:Sễr ’ 
Ễể;Ị: ggỉ:. • 
fe-i- •

fc jc + 4̂ ị = log4 2<=» * + 4
B  A *+1 )  * X + I

B F  * * x= 2
g |:  Vậy nghiệm của phương trình là: x = 2.
ỂầCách 2: Nhập hàm Iog4 (x + 4) — Jog2 V* +1 -  2 + 31og4 2 sửđụngCALC
S | |  Gán lần lượt các đáp án vào X
Ỉ ,  Nhận thấy với x = 2 —ì  được kết quả 0.

& Vậy X  = 2 là nghiệm.

Cách 3: SửdụngSOLVE 
jv í dụ 7. Tổng các nghiệm của phương trình logl (jc 4-1) -  61og2 Vx + 1 + 2 = 0 là:
I I  A. 1 B. 3 c. 4 D. 2
jpí Hướng dẫn giải
I  tách 1.
I Điều kiện: X>—1

Phương trình <=> logẩ(.x: + l )—31og2 (;t + l) + 2 = 0log2 (x+l) = l x + l = 2 
x  +  1 =  4

X = 1
JC = 3logj {;t + l) = 2

;cúẹh 2: Nhập hàm log*(;c+l)-61og2V x+ĩ+2 sử dụng SOLVE (SHIFT +
efx

CALC] gán X = 0 ta được

/ |_-R=2 • '.£  / 0 : ■*".. ... I.’2Z-Z—-Z-Z2 ■ "  ...*****‘?.‘*".*,TT ji
Tiếp tục tìm các nghiệm còn lại SOLVE (SHIFT + CALC] gán X = 10 ta đưực

K S a f e i f l l S S i l i f i

I  • Ũ  pịt \i . .

I Vậy tổng các nghiệm là: 4.
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Đáp án: c.
3. Bất phương trình mũ, bẫt phương trình lôgarit 

Bất p h ư ơ n g  trình m ũ cư bản

a* < b < 0 vô nghiệm

ax > 0{v*) vô vSô' nghiệmax >b 
b< 0

ax > b > 0 <=3- ịa — l)(^:~ỉog ¿>)>0 
B ất phư ơ ng  trình logarit cơ bản

Ỉ ( f l - i ) ( ỉ t ó - / w ) ằ 0
log„ f ( x )  < Iog0 g(x) <=> • f { x )> 0

g(x) > 0

i §  
■ ắ '■‘3

M
-nịìSft

1 : ■ ' :■; :ỵ,ị

1  Ị -•

Mẩ
'■'Ệ4.

• " ' i-ặ-ễ ■ ■■ >) £3%•< :!ps

Phương pháp giải chính
- Đưa về dạng bất phương trình cơ bản
- Đặt ẩn phụ Aíl
Ngoài các phương pháp trên thì trong các bàỉ toán trắc nghiệm bất phương!) 
trình nói chung, ta có thể sử dựng phương pháp: ã
Chọn các giá trị từ các đáp án thế ngược ỉại đề bài.

Ví dụ 1. Tập nghiệm của bất phương trình 2X+Ĩ > 3 là:
A. (ìog2 3; 4-0°) B. (log3 2 -1; +oo)

c. (log32;+<») D. (logă3-l;-H»)
Hướng dẫn giải 

Cách ĩ: 2x+[ >3 €=} (2 — l)(x-i-l~log2 3) > 0 £=> x>  log2 3—1
Cách 2: Thử các đáp án bằng chức năng CALC 

Nhập hàm 2X+Ĩ ~3
Ta sắp xếp đáp án với biên theo thứ tự  tăng dần 
log3 2 —1 —»log2 3 - 1 —> ỉog3 2 —»log23
Ta sẽ thử  với đáp án có biên nhỏ nhất.
Ta có với X = log3 2,1 -1  => 2log3 2'1"1 -  3 < 0 [loại].
Ta có với X  = log2 3,1 => 2log23,l_1 -  3 > 0 (thỏa mãn).
Đáp án: D.

..■m

‘VỈfl
11

■• ì \ '.■Ặ -ỉỹr,■ĨM
’:.*r-vìí

- /ịằ M '3
V.|Ị:

Ví dụ 2. Nghiệm của bất phương trình logj X 2 — 3 X  4- 3 >0 là:



¡1; A. 1 < X < 2
plí'
i |  Cách 1: 

mi'’ + Điều kiện

B. 2 < x < 3  c. 1<X <3 D. 0 < x < 3
Hướng dẫn giải

x 2 — 3 x  +  3 „ ^  rí------—-------> 0 <=$ x> 0

+ Khi đó log|

X

X 2 ~3jc + 3 >0

l o g j
X 2 —3x +3 > log I i <=> c2 — 3 X  + 3

<1
X  3 X

I I  X 2 - 3 x  + 3< x2- 4 x  + 3< 0*= ìl< x< 3
g; + Kết hợp vói điều kiện ta đưực nghiệm 1<X<3

I  Cách 2ĩ Thử các đáp án bằng chức năng CALC, nhập hàm log J
H' ' ị

X 2 — 3x + 3

1
E  Ta sắp xếp đáp án với biên theo thứ  tự  tăng dần 0 —> 1 —> 2 3.
p  Ta sẽ thử  với đáp án có biền nhỏ nhất.

n  Ta có với X  = 0,1 ==> log J  ̂+ ̂  < 0 không thỏa mãn, loại D.
■ 3 ^  ̂

l 2 —3,1 + 31 Ta có với x = l => íogl   —----  = 0 thỏa mãn, loại B.
I  3 1

i  3 ^
|ị  - Để loại A, c ta thử  x  — 3 được lo g j----- —------= 0 , loại A.
P'.- • 3 3
Ệ Đáp án: c.

Ễ  BÀI TẬP T ự  LUYỆN
l l , , " ; /  ' • X2|M. Tích các nghiệm của phưưng trình logị (4x) + ỉog2 —  = 8 là:
pi' 8

A. B. c. -

8
D.

m  128 64 8 32

Ệ2. Số nghiệm của hương trình: log3 í —J + logị X = 1 là:

ịg A. 0 B. 1 c. 2 D. 3
1:3. Tập nghiệm của phương trình ¿o g (x 2-x ~ -6 ) + x = /o g (x  + 2) + 4 là:



A. {4} B . { l o g 2 )  c. {log  3} D. 0
4. Tập nghiệm của phương trình ỉn[( X 2 — x —6 >Vx + l  +17 = 0 là:

A. {—2;—1} B. {-1} c. (—1; 3} D. {-1 ,-2 ;-3}
s. Tổng tấ t cả các phần tử  thuộc tập nghiệm của phương trình

ỉog2x.ỉog3x = ỉữg2x 2 +ỉogĩ x 3 —6 là:
A. 2 B. 3 c. 5 D. 17

3
6. Phương trình ỉơgK (x  + l )  = lg~- có nghiệm là kết quả nào sau đây?

A. X =  2 B. X  =  3
1 _Cp X = — D. Phương trình v ô  n g h i ệ m

7. SỐ nghiệm của phương trình ỉn(3x2 +5\x\) = ln2 là:
A. 0 B. 1 c. 2 D, 4

2
8. Tích các nghiệm của phương trình ỉog3 x.ỉog9 x.ỉog27 X'ỉog&ì X = — là:

_  1 _A. 9 B. 1 c. -  D. 27
9

. 2
9. Số nghiệm của phương trình l  + llog^ 2.fơg4(r10 —X ) = --------là:

X
A. 0 B. 1 c. 2 D. Hơn 2.

10. Số nghiệm nguyên của phưcmg trình 32x+2 —3*+ĩ — 3* + 3  = 0 là
A. 2 B. 3 c. 0 D. 1

11. Tập nghiệm của phương trình 42x"m = 8* (m  là tham  số) là:
A. {-m} B. {m) c. {2m} D, {—2m}

12. Phương trình 4 * + 6 * = 9 7 có nghiệm là:
A _7  / V s - l ,  0 - / 1A, X = ỉog2( — ; B. X = -

3 2 2
V s - l  „  , 3C .x = /o g 3—^ —  , D .x=  logs ? ^

2 z 2
2 1

13. Phương trình 4* — 3X 2 = 3* 2 - 2 2x_1 có nghiệm là:



A. X = —
3

9
4

B, X = -  
2

c. X = —
9

D. X =

Ị ị

4. Phương trình 9X -  2X+0 5 “  2*+3 5 -  32*"1. có nghiệm ìà:

A .X S -
4

4
B. X = —

3
C x =  -

3
D. X = -

2
5. Khẳng định nào đối với phương trình 3X = 4 -  X là sai?

A. Phương trình có nghiệm trong khoảng! 0;+co )
B. Phương trình vô nghiệm trong khoảng(-oo;l)
c. Phương trình vô nghiệm 
D. Phương trình có nghiệm duy nhất

6. Phương trình 0,7* =('0,7 f**+KÌ+x có bao nhiêu nghiệm phân biệt?
• A. 0 B. 1 c. 2 D. 3

7. Phương trình |V tW 4 8  j +1^/7-748 j = 2 có nghiệm là:

A. X =  D B, X -  0  v à  X =  1

c. X = 0 và X = log7 48 D. X = 0 và X = ỉog2 7

8. Tổng các nghiệm của phương trình 3\2*2 = 1 là:
A. — ỉog32 B. — log23 c, ỉơg32 D. ỉog23

9. Tích các nghiệm của phương trình 3K + 4* = 5X là:
A.o B. 2 c . - 4  D .- 2

0. Tổng các nghỉệm của phương trình 6.9* -13.6* +-6.4* =0 là
A.o B. 2 c. “ 4 D. - 2

1. Nghiệm của phương trình 5\8K+1 =100 là:
X = 2
x=lơg510

B. c. X = 3 
x = ỉogw5

D.
X - 3
X = —ỉogÌD 5

X =2
X —~-ỉữg510

2. Nghiệm của phương trình log2( 9~2X J = 3—X là kết quả nào sau đây?
A. X = 1 hay X s= 3 B. X -  2 hay X = 3
c, X = 0 hay X = 3 D. Phương trình vô nghiệm
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3  X 1 f— 'Cr-l23. Phương trình /og3 — ,ỉog2 x~log3 -~Ỷ= -  J-  + ỉog2 vx cónghiệmlà:
X -v/3 2 ,-í'"Ệlíf

A. X =1 hoặc X “ 3 B. V3 - |f i

r ^  ri _ > / 3  , wc. —— D, X = hoặc X = 1
2 8

24. Phương trình 2,9lữ*2* = xhs*6 — X 2 có nghiệm là kết quả nào sau đây? ;CfỊ§
A. X =1 hay X = 2  B, X > 0 >l'Ệ ||
c, x = 3  hay X = 2 D. Một kết quả khác ^ lll

25. Phương trinh 4^s(x+1) = X có nghiệm là: . J | Ị
A. 1 B. 2 c. 3 D. 4 v l s

26. Phương t r ĩ n h = 6(0,7Ỵ +7 có nghiệm là: —1®!

A, 0 B. x=ỉog70,7 c  X = lơgũ7 7 D. 7 ẲJfp

27. Phương t r ì n h +  3 (2* — 7)J “ 1 có nghiệm là: . ■■ Ệi

A. 1 B. 2 c. 3 D .4  'H I
28. Để phương trình (m + 1 ).16* -2(2x11-3 j.4x + 6m-f5 = 0 có hai nghiệm trặf|

dấu thì m thỏa mãn điều kiện: Sị
5 5 3A. -1  < m < —  B .- -  < m < ~  c. -4  < m < -1 D, l< m < 4 . ỉ i
6 6 2 m

29. Cho phương trình 4X — m.2*+2 + 2m = 0, Nếu phương trình có hai nghiệm-
\ - ìvíg

x1# x2 thỏa mãn Xj + x2 == 4 thì m có giá trị ìà: J§

A. 1 B. 2 C.4 D. 8 Js .~0ỷỉ
30. Tồng các nghiệm của phương trình ỊV2  + V3 Ị +Ị%/2—V3 Ị - 4  là: ®ị||

A .o B.2 c. 3 D.6
31. Số nghiêm của phương trình 2“ - 3 ưi = 1 là: ■ ^

A. 1 B. 2 c. 3 D. 0 ỹ, 'M

3 2. Giá trị m nào dưới đây để phương trình í 3m -  2 = 1 có đúng một
nghiệm?
A .-V 2 B. l  c. V2 D.3

33. Nghiệm của phương trình 3 \8 " 2 -  6 là:

'-rĩ Ĩ

- j.Ị
•V*
: : ‘S
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3>

■yịM

X = 1; X = 2 4-

X = 1 ; X = - 2

log2 3 • 
2

log,3

B. X = 1; X = 2

D. X -  1; X —— 2

lỡg23
2

log, 3
Nghỉệm của phưcrng trình 5* -  3 là:

|Ả.- X = /o^5 5 B. X = /ớg3 3 c. X — /og3 3
3 5 3

D. X = lớg3 5
¥

Tống các nghiệm của phương trình 32<i —23"4,+6 +32" 12 =0 là: 
ÌA.1 B. 2 G 3 D. 0

_ . I
Nghiệm của bất phương trình: T - ( i ■ K i r - U )

X. + 1

là:

B. X > — 
2

c. X <

7, Nghiệm của bất phương trình 43* > 27^lllx+Ả là kết quả nào sau đây?

A. x > -  
2

c. X >
V2

D 3 , 2
H . X >  _ log~ -7

2 1 9

D. Một kết quả khác

ỉ. Bất phương trình 22* 1 + 22x - 2 2x"s > 27_x - 2 3 x có nghiệm là kết quả nào 
sau đây?

i .  8 „  8
gg- A. X >  — B. X <  —

i  3 3w  - 8 _______________ ____|;  c. 0  < X < — D. BPT v ô  nghiệm

§ 9. Bất phương trình 8 3 ^  +9Wm > 9^ có nghiệm là kết quả nào sau đây?
1 1

w  A * X <  —1 hay X >  — B , X >  —
Wj. 9 9
I c. X < 16

9 9
1  : C. X < 16 D, 0 < X < 16kỊa. ••
40, Nghiệm của bất phương trình ( X2 + X +1 < 1 là:
§ .  A . X >  0  B. X <  0  c. X <  - 1
KĨ:

D. 0 < X < 1
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41. Bất phương trình ỊV2 - V 3  Ị + Ụ l  + yJ3 j >4  có nghiệm là kết quả n à o ||||f
?ỊwÊÊỈ

sau đây?
A . x < 2 - y Í 3  hay X > 2 + V3 B. x e  [ - 2 ; 2 J  '■ểÊÊ
c . X < -2  hay X > 2  D, Một kết quả khác

42. Bất phương trình 5,4* +225* -7.10* < 0 có tập nghiệm ià:
A. —1 < X < 0  B. 0 < X < 1 c . — 2 < X < —1

43.Bất phương trình 4X < 3.2^+,t + 4ỉW* có tập nghiệm là:
A. 0 < X < 1 B. 0 < X < 4 c. 0 < X < 9

44. Bất phương trình 4S+1 -16* < 2/ớg 4 8 có tập nghiệm là:

A. M\[0,/ơ£2 3] B. R\[c),logA 3]

c. K \[0 ,ỉogt 3] D* R\[CUơg1Ế 3]

45. Bất phương trình ( 2 +  Vx2- 7 x  + 12J í -  -  l ì  < ( V l4 -2 x 2-2 4  4- 2 ;/ơ£. ¿ S i
u  ;  x | i §

__. ,fl_.ì l_wv__ * „ i  ____có nghỉệm là kết quả nào sau đây?
A, X = 4 B. X = 2
c« X = 3 D. BPT vô nghiêm

46. Với giá trị nào của a thì ỉog2ữ+ĩ( 2x — 1 )+ỉogJ  x -f3  )> Otại X =4  ? §n

a > l  1 1

/ -V . m

A. a <1 Đ. a =1 c.
0 < a  <

D. 0 < a < 1 ví

47. Giải bất phương trình: togJ125x )dogl5 X <1 (1) cho nghiệm là kết quả 
nào sau đây?

B» —7< X <1,1 <x <5 
5

A. —4 < X < 1 , 0 < X < 5
c. Bất phương trình vô nghiệm D. X<1 hay X > 5

48, Bất phương trình ỉogJ  5x2 -  8x + 3 ) > 2 [1) có nghiệm là kết quả nào sau
3A. X > —
2

B. — < X < 1
2

„  1 3 3c. — < X < — hay X > -~
2 5 2

■ • :f ?éssD. Bất phương trinh vô nghiệm 

49. Nghiệm của bất phưưng trình ỉogx 2 (3 —2x )> 1 là: .í&TíãG*



Hpị. z °3Sgwp«̂jịi"- ‘I
l|||íghiệm  của bất phưong trình X 2. ỉogx 27. ỉogạ X > X  4- 4 là kết quả nào sau
gEsSpĩ:1'7.
ì§lav?

B. X <  2

Đ. BPT vô nghiệm| x > 2  
lỆ': 3 
ỹẻẬt phương trình ỉogK ——— > —2 có tập nghiệm là: 
gặp* 8 — 2x

|}:—2 < X < 0 B. x e ( 0 ; l ) u í | ; 4 Ì

|  x > 4  D. x e ( - 2 ; 0 ) u ( 0 ; l ) u í | ; 4 Ì

Ề ĩ- ' ■ . 1 1 
Ế; Tãp nghiêm của bất phương trình ỉog, —r= < ỉog1 — là:
I  .3 vx ị  2

p  Tập ng]

p . [ 0 ; 4 ]
III-

B. (0/4] c . ( 0 ; 2 ] D, (~ oq;4]

Ị. Tập nghiệm của bất phương trình /ft x + ^ 0 là:
gp: ■ V  X

¡¡Ạ. [l;+oc) B. [0;+<») c. (0;+«>) D. [— l;+oo)

ỉ  Tập nghiệm của bất phương trình ỉogQ7(3x )> logứ7 (5(1 — x)) là:
m ỉ- .  ’ ' . ' ' ; ’ 4 ^

B. ^ • 1  
^8 f

c.
° ’ 8gr vo y v °  y V oy

¿5. Nghiệm của bất phương trình 3/fiX+z < 3'**i+5 —2 là:

ỆAk X > -2  B. X  > 0 c. X >100

D. 1

D. X >

H>. Nghiệm của bất phương trình ( X -1  )lg 2 + ỉg(2X+1 + l)< ỉg (7.2* +12) là: 
| a. X<1 B. x < 3  c. x < 4  D
¡57. Bất phương trình 3tê x + xtog3K < 6 có tập nghiệm là:

pA . c - [ ề ’32[ D

§8, Bất phương trình ỉơg2 (3" +2) + ỉog 2 - 3  > 0 có tập nghiệm là: .
p r:  5  +2
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58. Bất phương trình log2 (3* +2) + log x 2 — 3 > 0  có tập nghiệm là:

A. X > ỉog2 3  B. X > ỉog3 2 c. X >  0 D.x> 1

S9. Điều kiện để phương trình log ^  — -  = 0 là:

A.
X £ 0  

X > 1
B. X <  0  

X >  1

4x- 2 x- 2

c. X < 1

X >  2

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI

1. B 2. c 3. A 4. c 5 .D 6. D 7. c 8. B 9. c H u m
1 1 . c 12. D 13. B 14. D 15. c 16. c 17. A 18. B 19. B 20. A
21. B 22. c 23. D 24. D 25. D 26. c 27. D 28. c 29. D 30.1Ỉ

31. A 32* B 33. D 34. c 35. A 36. A 37. B 38. A 39 . D '4<MÌ

4 1 . c 42. B 4 3 . B 44. B 45. D 46. c 47 . B 48 . c 4 9 . D 5 0 ẩ §

51. B 52. B 53. c 54. c 55. D 56. B 57. B 58. B 59. B ■. ¿ỷỉs ' t-’ *
—.¡Yr 1-7,1 ■>]*•
; ỆỉẸm
' ị -'MŨ
SĩẽẳHi1. (*) <=* log2 4jc + 21og2 4^ = 17

x — 2
Đáp án: A.

2. t -  log3^ = > r

128

> = 1 
/ = 0 
r = -2

- -> 'f 1',
■V ■ ^

.... 5ị$Sl
Phương trình có 3 nghiểưỉ^

.h ;mÊ•'.■riyềyir:

>áp án: A. |ij
Đáp án: D.

3. (*) <=> log(jc—3) = 4 —X ( N K :x > 3 ) « ^  = 4  Đáp án: A.

4. Lưu ý * + 1 >0 <=>*;>— 1. Đáp án: c.
X — 9

5. (log3 2)(log2x - 3 )  = 0<=> . Đáp án: D.
\_x =  s

6. Cách 1: Thử nghiệm ở A,B,C thấy không thỏa mãn => Đáp án: D.
3Cách 2: +)jcg (0;l) => log^í^-Hl) < 0 <  log—=?> vô nghiệm

- -rlẩis
■ - i lt' V y-ỵ&ìi ' "
í"! c ■ V
1

■■ ' í®



+)x > 1 => \ogx (x +1) = ^  = log - | = log 3 -  log 2
lo gx  2

<=> log[2(x + l)] > ỉogx; VP < logx (do Iog3 = 0,477)

=> PT vô nghiệm => Đáp án: D.

+ 5\xị = 2 <=> |jc| = -ị- •<=> = ± — => Đáp án: c .• I I I I 3 3

1 1a x = — IogH x\ log* x = 16 =̂> X — 9; JC = — =s> Đáp án: B.
2 9

ý :  log 2an X = b  <=ì X  = nên xíx2 = l .  Do đó chỉ cần nhìn số lượng 
ừa số để kết luận.
= 8;* —2 => Đáp án: c.

X  = -2 \x  = 1 => Đáp án: A.

| 22(2jr"w) = 2ĨX «  2(2* - w) = 3* <=> * = 2m Đáp án: c.s:'

-1 -V s

V.3,

-1 / =

í =

2
-1 +V5

(/ơạí)
Đáp án: Đ.

Crôch 2 : Dùng CALC thử  nghiệm, => Đáp án: D.
Dùng CALC thử  nghiệm. Đáp án: B.
Dùng CALC thử  nghiệm. :=> Đáp án: D.
Phương trình có nghiêm duy nhất X = 1 => Đáp án: c

Nghỉệm của phương trình x = 0;* = —  => Đáp án: c.

t = ịyịl — \J48 j ^ í - f -  = 2<=>f = I<=»;c = 0 => Đáp án: A.

Cách 1 : Dùng CALC thử  nghiệm => Đáp án: B.
Cách 2 : Lấy lôgarit cơ số 2 hai vế => Đáp án: B. 
x = 2 là nghiệm đuy nhất Đáp án: B.
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20. x = ì;x = — l;í = / 2 Y Đáp án: A.

21. Dùng CALC thử n g ỉệm ^  Đáp án: B.
22. Cách 1: Dùng CALC X -  0; JC = 3 => Đáp án: c,

8Cách 2: Phương trình <=»9-2* = 2 = — => Đáp án: c .
2

23. Các/i 1 ; Dùng CALC thử  đáp Đáp án: D.

Cách 2 : (1 — log3 x)Aog2 x~31og3 x + — = — + — log2 X
2 2 2

«  log3 *(log2 *+3) = -ilog2 Jt = ̂ 7 ^ -
2 .2 log3 2

log3x = 0 « ; t  = l ,/3  V3
p- log, .X = log- ^ = — -

log2^H-3s=log2%/3 ' 8 8
Đáp án: D.

29. 4*-m.2*+2+2m = 0(*) Đặt 2x =t>0

<=$ t2 — 4mt + 2m — 0(2) * Để (1) có 2 nghiệm ^ + ^ 2  —4 thl (2) cố 2

,Ạ i  í » ^  [A' = 4m2 —2m>0nghiêm /j và /2thỏa mãn tvt2 =16<=> < £=>m = s
Ị 2m = 16

=> Đáp án: D.

30. Ị^2 + >/3 =4

Đăt ^>/2 4- >/3 1 — f(í > 0) —> —4í + l = 0 <í=>Đăt />/2 4- >/3 ] —t(t "> 0 )—> —4í + l = 0<í=>
* 1 ; , |_í = 2 -  V3

=> Đáp án: A.

31. 2*-(V3)Jr=l<=>2* =Ị + <s/3ol = Ị^-j + ' —  (*)

CiỴ Ư 1 \  1. ' 1 Y 1Yxét “  : “  X ‘ = ln—. > 0 Nghich biếnw  L U J J  ? U J
2 2 2 . 2\  J A /  J \  ) , , i
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ịlpịẻt (*) : Vế phải là hàm hằng, vế trái là hàm nghịch biến.
l f c  Có nghiệm duy nhất x = 2 
Sịi> Đáp án: A.

1 , (3m -  2).2m  = 1 «  2m  = — -  „ 
m y 3 m - 2

p. 1 
Phương trình có duy nhất 1 nghiệm <=» — -—  = 1 <í=> m = 1 
1: 3»ĩ — 2

ỊỊ$È» Đáp án: B,
Ễ | . ;: ^ Ị v

%  3X.S*+2 = 6 <=> + *log2 3 = 1+log2 3
K  X +  zggịtỵ---,

| | é=> #2log23 + ;r(2+log2 3 ) -2 —21og23 = 0

Rv'|;<=*
x = ì 

x = —2
log23

¡1 Đáp án: D.
1 °  1 ■ 1 ỊỊé 5* =3X+I <=> *log3 5 = *+!<=>*----- ----- = logs 3 => Đáp án: c.
1  l o g j 5 - l  f

| .  ĩ u ' - 2 . yÎ +Í+Í + 22jc+u =0<=> 31 - 2  +

|<=* 3 ~6 = 1 x2- £ - 6  = 0<=>

=> Đáp án: A,

3* + 6 3*
A = 3 

x = —2

1 f l f 5 f i Ỵ Ì  1 Ỵ Ì  ( i Ỵ +1
| : U J  Í.3J >(̂ 3J UJ

U i Ỵ r i + r ư i Ỵ í  1 +  > ì
I  U ;  u  4 j  73

3 f  l Ỵ  _ Í 1 Ỵ 4 &
8 4

>! -

I

3Ỵ 32V3 f3V  5
4 J 27 U i  2

Đáp án: A.
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37.

* Đáp án: B.
38. 22*“1 + 2lx -  22x~s > 27~* - 23_x

«  22*.—  > 2~XA20 «  23'  > 256 o  * > -  
32 3

=> Đáp án: A.
39. 8.3'/''fí/ĩ + 9r' +i >9'-G(x > 0)

«5</jc -iV*
<i=> 8 + 9,~ f- > <=> -1 < 3 < 32

<=} y / x — t f x  < 2  <r> X < 1 6

Kết hợp điều kiện ta được 0 < x  < 16,
=> Đáp án: D.

40. (a:2+.x + i) <lt=ì | jc2+ jc + 1>1
Ị  X  <  0

X 2 +X + 1 = l(vô nghiệm)

=> Đáp

41. ịy j2 -* j ỉ \* + U 2 + y ß j  >4

X > 2 
* < -2

( V 2 W 3 ) ' < 2 - ^  L

=> Đáp án: c .

42. 5.4* 4* 2,25* — 7,10* < 0

<\<=ï0<x<l

=>Đáp án: B,



n
jp*  < 3.2^*** + 4l+J* (x > 0)

igsfor' f—

ife: I- ^  3 + 4.---—
EPi 2 2JC
*<=> -1 < 2 ^  á  4

l i t-<=£ x.^fx <2<=>0<x<4 
» Đ á p  án: B
§i§
Gp. 4*+1 ~ 16* < 2Jog4 8 <=> 4,4i.42jf < 3 <=>
i f
IB :
B «
m

4X <1 
4* >3

I

x < 0  
X  >  log4 3

Đáp án: B.
. Dùng CALC ử Casio thay các đáp án: Đáp án: D.

¿46, log2a+l(2 * -l)  + logaCx: + 3)>0 tại x  = 4

p - log».«7 +log„ 7 > 0 » - ---- ----- + — —̂ >0
E" log7(2ữ + l) log 7a

a > 1 (ỉuôn đúng)
0 < a < l  

log7 [fl(2q +
<=Ị>

I  ■ —  > 0g [ ỉog7 a. log7 (2a + 1) L

I  ^=>Đáp án: c.

47. logx(125A:).log?5 X<1(0<X^\)

ị —-— + 1 . logc X  < 1 <=> (3
ự og5 X  )  4

ứ > i 
0 < a < 1 =̂> 

2a2 + a  < 1

a > 1

0 < a < —

.-“ logs X  <  1 <=> (3 + logs jt).log5 X <4 
4-

1<=> —4 < log5 X<1*$ - J  < x< 5  mà X  7* 1 

=>Đáp án: c.
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48. log^ (s*2 —8̂  + 3) > 2 <=>

0 < x <  1 
5x2 —&x+3<x2

X>1
5x2 -8 x  + 3 >  X 2

3x> —
2

- < X < 1I

Đáp án: C.

49. log, [2(3- 2*)] >1»
0 < * < 1 

2(3 — 2;t) <  X  

x > \
2(3 — 2x) > ^

<=>!<*< — => Đáp án: D.

SO. ̂ 2.Iog^ 27.1og9 X > jt + 4 (0<;t:£ l)

3 2 _ „<=> ~~x > JC+ 4 <=>
2

4* < —- 
3

X  >  2
Kết hợp điều kiện ta đưực X  >  2 

Đáp án: c.

51. log, > -2

r

<=>

8 —2jc

0< x < \  
3 1<

8 -2 ;t ;e 
4>  x > ì  
3 J_  

.8 — 2x X2

<í=>
0 < ^<  1 
4— < x< 4

L3
Đáp án: B.

1 1 .. 1 152. logT < log1 (x > 0) <=> —1= > “ < ^ 0 < x < 4  ==> Đáp án: B.
3  V - Ï  3  2  V » ĩ  2

53. ln-* + ̂ * + 1 >0 (*>0)
V ĩ 

* + V *+1
\fx

=>Đáp án: c.

<=> 1 JC +1 ^ „>1 <=ỉ> - - Ị - > 0  <=> x>  0
yfx
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m
p i
|t .  log0i7 3x > log0 7 (5(1 -  X)) (0 < X < 1)

p'- 5P<=»3^<5-5^ t=ỷx<ị
1  8
Ề " 5Kết hợp điều kiện ta được : 0 < X  < —
lề-'

ế-i;

_>Đáp án: c
£  ^ lo g x + 2  ^  ^ ỉo g .r2+5 _ 2

I  <?=> 9.3log* < 35.32iog* -  2

n  ̂P •ì&.Sl :is..-

3log* < - —  (vn )
27 ° '

3logx > — <=> log * > —2 <=* ;t > —L- 
9 & 100

¡§=>Đáp án: D.
S6. (* — 1) lg 2 + lg (2*+l + 1) < lg (7.2" +12 )

n  Thay X ở các đáp án (Dùng CALC ở Casio)
R c=> B thỏa mãn 

|=>Đáp án: B.
7.

6 <^2jt,og3jc£6 «=Ỉ>JC10Ỗ3*<3
B  2 1|< * lo g 3xlog3;c<l <^(log3x) <1 <=>-l<log3JC<1 <=>~<x<3

I: =>Đáp án: B.
js , \og2( ¥ + 2 )  + 2Aog3t+22 ~ 3 > 0  

§: Đặt log(3JC+2) = r-> í-f“ 3>0<í=» í<:1
í > 2

log2(3"+ 2)< l

log2(3A+2)>  2

VÔ nghiệm 
X  > log3 2

Đáp án: B.

y  + 2 <2
3X +2> 4



59. log 4X +2X —2 = 0
4X- 2 X- 2  

Điều kiện của phương trình:

4* + 2* — 2> 0

4X +2X- 2 >0
4 * _ 2 * -2  <=><
4* — 2A — 2 0

Đáp án:B.

4* — 2* — 2 > 0

4* + 2x - 2 < 0  
4* — 2 < 0

4 * - 2 * - 2 * 0

2X < 1 
2* >2

x < 0
X  >  1

i  • £

_T
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C H Ư Ơ N G  V. T ư  DUY GIẢI NHANH 
NGUYÊN HÀM, TÍCH PHÂN

I  Bài 1, Nguyên hàm và tích phân
II Đảng nguyên  hàm  
ĩặ',1. Khái niệm

•

Ế;

J  f { x ) d x  — F (x )  -f c  <=> F  '(X) =  f { x )  ;
b  u

J /  (x)dx — F{x)
a

— F(h) — F(a)

II Bảng nguyên hàm  

Ề  1) í  dx = x  + c

Í  rdx , , j|- 3) j _  = ln |a*| + C(x &Q)

I  5] f exdx — e*-\-C
w-

|J 7) J*cos = sin X-f c

I  9) ị" —~ — — í (1 + tan2 = tan JC + c  
I  J cos X J
1 10) f ^ —= í (l + cotz x)dx — ” COt .* + c  

J sin Jt j
+ y — f ( x )  =>dy = / r (*)£&:

1 .Xứừ = — d ( x 2 +1)' — — d (2 x2 +3)

Ị e xdx = ex +C

J  eHx)f' {x)dx = J  d(efíx)) =  +  c
Ví dụ  1. Cho /j = J

ơr + 1
2Ị Ịx*đx  

4) — = - — + c
J X2 *

6) = —  + c
J In«

8) J  sin xdx =  *—cos X + c

dx 
2x +1

, khi đó:

A. /, = ỉ ln |2 x  + l|
3 .,

c .  /, = 2 ì n ị2 x  + lị + c

B. ĩ, = — In 17 . X  + l\ + c

D. I, = ịln |2 jc + lỊ  + C
' 2 1 1
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Hướng dẫn giải

Cách 1: I, = = 1 r d ( 2x + 1) 1•— — ln 12 X ■+■ l| + c  •
2*4-1 2 1 12x + l 2

Cách 2: Sử dụng đạo hàm tại điếm X = 2 của các hàm số ờ đáp án và
1 1so sánh với / (2 )  = 

Đáp án: D.
2x + l 5

Ví du 2. Cho / 2 = f -.f- .ffi- khi đó: ■ 2 J 2e*+l
A. / 2 = 2 lĩi 1 + lị + c B. / 2 = 2ex ln 2ex +1 + c

ì
2

c. /2=̂ ln|2̂ 4-lỊ + C D. / 2 = 41n 2ể* +1 + c

Hướng dẫn giải 
exdx _  1 ị- 2e*dx _ 1 (• (2ex +1 )'dx _  1 

'.ữx+\~2> 2ex+l~2*  2e*+l — 2 11CdcA 1: /2 = —í—“ —"-“ í
2 J 26^+1 2  ̂ 2e +1 2 J

£ac/ì 2; Sử dụng đạo hàm tại m ột điểm.
2. P h ư ơ n g  p h áp  đổi b iến  số

b b
Cách ĩ:  Tính ỉg(x)dx = ị  f  [u(x)] u (x)đx

a a
0
ị f ( t ) d t  với a - u ( a ) \  Ị3~u{b)
a

2ex +1 + c

Đặt t  = u(x).
Cách 2:

b

Tính ị  f (x )d x  ; Đặt X -  u[t)
a

ỉ> p
=> ịf(x)dx = ịf[uự)] ù{t)du

CỊ ce

X = a -rỳ t = cc
X  =  b  —» t = ¡5

dx — u (t)dt

Ví dụ. Cho /  = f , _ dx, khi đó phương án đúng là:
V + 1 + 2

A.
2 (V 2^+ ĩý

2(2A:+l) + 5V 2jc+l-101n(V 2^+l+l) + C



I  g p v -ÌỊỊ|regịy.' .

i IHL
«£ ỊteaắV- / /----- \3
i l t  2 V2jc+ i ) ,____ ,____
i i p  B- --------- —+ 2(2 :t+ l)+ 5v2T + l—10]n(v2x+ĩ+ 2) + C

2(2* +1) + 5V2I+Ĩ-101n(Vĩx+ĩ + 2) + c

(V ãl+ Ĩ) _____  _____ 
1 1  D. — —— -— 2 (2 *  + l ) + 5 V 2 ^ - 1 0 I n ( V 2 x + ĩ  + 2 )+ C

Hướng dẫrt giải
1

l ĩ  D. v — 2(2jr + l)+5V zỸ +ĩ-l
i |í ' 3lỊpSị
pf Hướng d
ềầ] Ị- - - - -  t2 -  1II Đặtt =V2x + l = --------- >dx = tdt
11- 2

I ;  I = f 5 ĩ i = 2 ĩ d t _ f f 2t> _ 4 t + S - - 1 ° - Ì
B  t+ 2  \  t + 2 JKj-
§ 1  2(V2x + l f  ___ 
i l  = —    — 2Í2x + lì + 5j2x + l-

dt

2(2x + l)+5V2x + l-101n(V2x + l+ 2) + C
pv; J
I Đáp án: c.
¡«3. Nguyên hàm và tích phẳn từng phần
gi Sử dụng công thức I udv = uv-Ịvdu

!  \ p ự ) A m*nd x - * \ u ry 
I  i  . • \dv = e'
ĩị1' r •

I sỉn(a x + b)dx —» I

b  r

J P(x). cos(a X + b)dx —» <
a l

ịu = P{x) 
'ìnX+nd x -^ \

■m dx

du —p \x)dx
1

V = — €
m

mx+n

u — P( x)
dv = siĩi(ax + b)dx

!>:■ J / " i ; t ; . c o s ( a  X + D

ữ

Mỵ'ị
¡1 b  (

u = p(x)
dv = cos(ax+b)dx 

du~~ dx

du = p \x)dx

v  =  - —cos(ax + b) 
ữ

du = p \x)dx

V = —sin (ax + b) 
a

íu = \nx 

tdvi=PMdx=* { v  = Ịp(x)dx
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Đặt

A. xex +ex + c  B. - x e x + ex + c
c. xe* -  2e* 4■ c  D. xex e* + c

Hướng dẫn giải
u — X => du~dx  
dv — exẩx V = ex

/, = I xexdx — xe* — ị e xdx — xe* ~ e x + c .

Đáp án: D,
4. Kĩ năng sử  dụng máy tính Casio trong tích phân
* Hàm chứa giá trị tuyệt đối 
Lưu ý Để ấn giá trị tuyệt đối ta dùng 
phím SHIFT + Hyp (hàm Abs )
Ví dự: Cho tích phân

I = J(Ịx + l|- |x -2 |)d x  
1

Điều vào chỗ trống I- ...

Ví dụ, Cha F(x) = I xexdx . Khi đó giá trị của F(x) là:
I™

Nhập tích phân trên Casio 
Khi đó ta được kết quả

*Hàm có mũ bậc cao

Ví du: Cho tích phân I = f ^ --** + X, dx
\ 1998+ x ™

Khẳng định đúng là
A I<1 

c. ĩ > 1

B .I >1998

D. 1<

Sử dụng Casio nhập tích phân. 
Ta được kết quả

1998 ■-W"

ỉ
-V  1 .

BÀI TẬP T ự  LUYỆN

r (x — 2)3 •
1. Tính I ----- -— dx ta được kết quả nào sau đây?

.. : Math Ã .

tỉ A ;

QQ79Û0026

2x

A. — - 3 x  + 6 1 n |x |+ - + c 
4 ' 1 X

c. — - 3 x — -  + C 
4 X X

B.
3 (x -2 -y

0 ^ 38x
2 6 12D. — — 3x

4 X 2 X 3
-f-c

:iSÉ':Ọịĩ
ilj,v
M
ị

'••V

đx
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p r  • • ■ • 1
|ÉTrong các hàm số sau, đâu là một nguyên hàm của hàm số f(x) = ---- -----

. 1  + s inxf£fỊ,m * Ô

p  •'Mp-

1;A- F<x)
i

2 sin

II-.

X  Xsin -I- cos — 
2 2

B. H(x) = 2 tg J

I G G(x) = ln(l + sin x) D, K(x) = ln(l + cos x)
11 Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai?

, x 2-ỉ-6x + l  , x 2 + 1 0  A , ,  , _ v _  _  .I A. Hàm số F(x) = ------—---- ,G(x) = ——-—-  là nguyên hàm của cùng một
ỆịỊ 2x 3 2x— 3
n  hàm sổ.
I  B. Hàm số F(x) = 5 + 2sin2 x;G(x) = l  —cos2x là nguyên hàm của cùng một
ỊỊ. hàm số.

l v c. Hàm số F(x) = Vx2 —2x4-2 là một nguyên hàm của /  (jc) = —J=^L=L=. 
R -  \ x 2 — 2x + 2
I D. Hàm số F(x) = sỉnVx là nguyên hàm của hàm sô y  -  f(x) = cos Vx
l i 5

Đâu là một nguyên hàm của hàm số y -  f(x) = 7 x ?
* Vx2+1

B. F(x) = %/x2 +1

2

p  A. F(x) = lnVx2 +1
1 .  ______
1  c. F(x) = 2 V x 2 + 1
il' '

Đ. F(x)

Ị .  Đâu là một nguyên hàm của hàm số f(x) = xe*2 ?

I  A. F(x) = 2ex’
p;.

c. F (x )= 2 x V

3(x +1)

B. F ( x ) = ịe x’ 2
<&. V.. =  X X  «s u

6. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai?
| ! Ỵ  «  V , \ X 2 +6x4-1 - 2I I. Hàm số F(x) =

2 x -3
và G (x)-

D. F(x) = e*3 + xe* 
i?
X 2 + 10
2 x - 3

là nguyên hàm của cùng một

hàm số.
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1 _  «IL Hàm số F(x) = -  và G(x) = 10 + cotg X  là nguỵên hàm của c ù n is
sin X . " ÿffi

một hàm số. : v^lgll
III. Hàm số F(x) — 7 + 2 sin2 X và G(x) = 10-cos2x  là nguyên hàm củaff|
cùng một hàm số. rS ||

IV. Hàm số F(x) — 8 H— và G(x) = “ 10 + tan2 X là nguyên hàm của-ũ
COS x S1Ị

cùng một hàm SỐ. ị «
A. I B. II e m  D. IV J M

7. Một trong các nguyên hàm của hàm số f(x) = xe"x là hàm số:
A. F(x) = xe“* -e "x - B. F(x) = - x e 'x- e " x

In 9 7 9
11. Một nguyên hàm của hàm số y = f(x) = èsinx COS X là:

A. F(x) = esinx cos X B. F(x) = ecosx
c. F(x) = esin* D. F (x)= e“5ỉr

Q2*12, Nguyên hàm của hàm số y = ----  ỉà hàm số:
e +1

A. F(x) = ln(e2x +1) + c  B. F(x) = -  ln(e2x +1) + c

c. F(x) = (e* + l)ln (ex + l) + c  D. F(x) = 21n(e*+1)

JsË

ệxị

G F(x) = x e 'x + e 'x D. F(x) = -xe"x + e"x
8. Nguyên hàm của hàm số f(x) = Xln X là hàm số:

A  x 2 ỉ n x  l  2 _  n  .  x 2 l n x  ^A. F ( x ) - ~ - ---- —x¿+C B. F(x) - — —— + c
2 4 2

c. F (x )  = x Ị n x - x 2 + c  D. F(x) ~ x  -  — X2 + c

9. Hàm số nào sau đây là một nguyên hàm của hàm số f(x) = sin 2x ?
A, F{x) = 2 cos2x B. F(x) — sin2 X

c .  F ( * )  =  —— c o s  2 x  D *  F(x) =  —2  C O S 2 x
2 w  :m

10. Một nguyên hàm của hàm số y  = f(x) = 9* +3x2 là:
A. F(x) = 9X+X3 B. F(x) = 9xln x  + x3

ü  
' :ï|

MSi*
QX QX ■'

C. F(x) = ——+ X 3 D. F(x) = —  + X 3 m

'SM ■ m

6 IN . * w- xj*}«9}*
2x -----------------------   ̂ ......



% Nguyên hàm c ủ a  hàm số y = f(x) = x(2x2 + 5)10 là:
/^.2 , c\ll „

1 a.F(x) (2x + 5) 
22

S ,  „ x ) . 2 ĩ ! ± ỉ í l  
33 D. F(x)= (2x2 +5) 

55

n

Í. Nguyên hàm của hàm số y = f(x) 

| a. F(x) = ỉ ( x  + ln |ex+3|)

là:

c. F(x) “ ~-{x-ln |ex + 3|)
3

ex+3

B. F(x) = (x-lnỊe* +3|)

D. F(x) = (x + ln|e*+3|)
5, Các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

/. j  v '2 . v  + ĩdx = - -  v ' ( 2 a  + ìỷ  + c

I  //,Jsin2

3
sin3 X

I  ỉ l l . ị  , — ----ífa = —In x2 + 2;c + 7| + C
I  J Xa + 2JC + 7 2 1
|A .  1 B. II C. III
16. Tính I = J x e xd x , ta được kết quả nào sau đây?

| a. xex- e x+ c  B. exx + ex + c  c. ^ -  + (
Ị  2
i FV R JT í  J __. Ạ T \ T 1% /V* « . . C 0 s 2 x

D, I và III

là:

ü  A. xex- e x+ c  B. exx + ex+ c  C. ^ - ^  + c  D. xex+ c

ỊÍỊ7. Một nguyên hàm của hàm sổ y = f (x )  = 
p i  cos jcsin X
Ệ A. F(x) = tanx+cotanx B. F(x) = tanx-cotanx
ỹị C. F(x) = cotanx-tanx D, F(x) = —tanx-cotanx
|Ỉ8« Đâu ìà một nguyên hàm của hàm số í(x) -  ex sinx ?

| a . F (x)=¿ ? .q ¿ +eXcoax B. F(x)= —

p ' c. F(x) = e* s inx + ex COS X

|l9 . Nguyên hàm của hàm số f(x) = — là:
1; COS X
fe A. F(x) = ~ ta n x ln (s in x )-x  + c  B. F ( x )  = tan x ln (s in x )-x  + c

c. C.F(x) = tanxln(sinx) + x + C D. F(x) = -  tan X  ln(sin x) 4-X + c

ex sinx~e* cosx

D. F(x) = e x s i n x - e x COS X



20. Giá trị của I = f—5
s inx +  cos X đx ỉà:
s inx 4- cos X

A. I = -2  Vs inx — COS X + c
C. I -  V sinx -cosx  + c

B. I = 2 VsinX“ C0 SX + c
D. I = -V sinx — cosx +c

21. Nguyen hàm của hàm số y =
(x + 3)(x + 2)

là hàm số:

A. F(x) = ln

c. F(x) = “ ln 
5

x + 3 

x + 2
x + 3

+ c

+c

B. F(x) = - l n x + 2

D. F(x) “  ln

X  + - 3

x + 3

+ c

x + 2
+ c

22. Nguyên hàm của hàm số ỵ = f{x )  =

A n  f \ 3.X bc “  ad _ . . I _A. F(x) = —  -------—  ln I cx + d I +c
c c

_ . cx b c - a .  . ,, _B. F(x) = - - i ----- Ï—In I cx + ả ] + c  *

ax+b
c x - h d

là hàm số:

r  EV axc. F(jf) — — —

a c 
ax b c -a d  
c

ln\cx + d\ +c

D. F (*) = —  + (be “  ad) In I CJV + ci I +c 
c

3x+523. Một nguyên hàm của hàm số y

A. F(x) — 3x + 41n IX + 2 1 +c 
c» -F(jt) = 3-X — In ỉ X  + 2 1 + c

JC + 2

24. Một nguyên hàm của hàm số y = /O )  =

B, F(*) = -3* + ln l*  + 2l+C 
D. F(x) = 3* + In IX +■ 2 1 +c 

1
( *  4 -  a){x + b)

!à:

A. F(x) =
a+b

■ln x + b

c. F(x) = -— ỉ— ln 
a + b

x + a 
x + b
x + a

+ c 

+c

Đ. F(x) 1
a — b

■ln x + b

D. F(*) = — —In 
a —b

x + a 
x + b
x + a

+ c 

+c



ỊplrỄ5&--
l í

B. F(x) = — —— sin 2mx) + c
2  2  m

ị, Một nguyên hàm của hàm số y = / ( X) = cos2/nx là:
l̂ỊỊịy1. 1
&  = - ( ằ' + sin 2a?x.x) 4- c
iip 2
1 1  1 1 „ „ 1
| | | .  F(x) — — (x — —sin 2mx)-\-C D. F(x) -  — (x — sin2mx) + c

•

I- 1 x + ln (l + \/x)
li Tính tích phân 7=1  ------ J=------- dx.
I  1 V*s  ■ \..

fầ. I  = 61n3-41n2 + —
Ề  3
|c .  /  = ln3 — 41n2 + —
M  ■ 3¡p  -
m  f f ị
IpTích phân / = 1 xcosxdx là:
Hi 0

B. /  = 61n3-ln2 + -
3

D. ĩ  = ln3 —ln2 + “
3

c. /  = —+ 1
2

ầA. / - - - 1
m  2 2
§8. Tính tích phân; /  = J (1 + cos x)xảx.

Ia. / =  — - 2  B. /  = —
I 2 2
1 Tính tích phân /  = J ^  j  ln xáx.

I + 3 „  e2 —3| A , / = ^ t £ .  B. / = - ----- -
¡1 4 4
pv; 7T

§. Giá trị của a sao cho I = J (x + cos2 x) sin xdx -  — là: 

Ể-A. a = 0 B, a —\ c. ớ = 2IA . <2-0 B. <2 = 1

||.  Tính tích phân sau /  = f —̂ 4 = = =  
li"'-' 0 1 + v 3;c4-1
IL  - 28 2. 3

ảx.

§L _ 28 2 |kA. /  = —3 ——ln
» 27 3 2

c. / = — -ln—
27 2

B. /  = —  - i l n -
27 3 2

n  , 2 7 2 ,  3 D. /  = —------ In —
28 3 2

D. /  = —  -1
2

D. /  = e —4

D. a - - 3

259



32, Tính tích phân ị ( x  + 3e*)e2*dx.
0

-  „  , 1 , 3

c . ĩ  = - e 2 - -  
4  4

B. /  =  ể3 - -  
4

3 3D. /  = Ể —— 
4

'3 _

33- Tính tích phân J (* 2 + >/*+!)
0

A r _ 1 6 7 9  o  T   1 7 6 9A. /  =  — —  B. /  =  — —
60

0
34. Tính tích phân: I = Ị

c .  /  = 1679
63

I (.X  4 - 1 ) - \ / 3  +  2 jc —

A.
2
V3c .  /  =  - —
2

35. Tính a thỏa mãn 1= f———  = 2.
ị  l  +  s i n *

B. /  =  i ( V 7 + V 3 )
2

D. /= ị(> /7 -> /3 )

A. a  =  ;r B. a — —7t c . < 3 - 2 #

36. Tích phân /  = I

A. /= 2 + ln (e 2 + l)
B. 7 =  2 +  ln(e +1)

Ịt_

37. Tích phân 7 = 1
_

3*-ỉ-21n;t +  l
* 4-jclnx

dx là:

cot
( - 1 )

c .  /  =  ln(e +1) 
D. /  =  21n(e? +  l)

cos ;e + sinje)
dx là:

A. ĩ  = —l n 2  
4

c .  7 = - l n 3
2

1
B. 7 =  — in 3 

4

D. Ĩ = e - - \ ĩ i 3  
4

■ Mắ " s
“ ỉWĨ

_  7t J Ệ ầĐ. a=~-  n
2

. : j\
v?if

ỳ
. ' r
ầl

iữ -'
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l ị .&
:

Ị.
ịQ. Tích phân I  = ị
¡1 ®

A. / = l
I- e £ tf
9. Tính phân /  = f
1 1
Ị ' ,  1

là:

B* 1 = 2 - -
e

{x 4 - 1) In

B. /  = -
4

c. /  = 2 - -e

c. /  = -
2

D. / = -
e

D. /  = — 
5

||v. ỊỊ
BỊ?- 2
|Ịo. Tích phân /  = J (2 COSX + * sin .*;)£& là: 
i t '  0

A. /  = 6

r i ,  Tích phân /  = J
t: 1

2—3 21n*íòclà:

Ạ. /  = "  — ln 3
2

B. /  = ln2
In 3

Tích phân 7=  j 1^*—2|dfc là:
Ịfv 0
B ạ . 7 = ln2 —2In3.
I  c. / = 41n 2 —2In3.
§  ,  r  2 ì43, Tích phân 7 = j  xị ——Y + é’* ¿¿c lc
1? 0 \  1 ■*" ■* y
I  A ./  = 1 B. /  “  ỉn 2

44, Tích phân /  — j  x{x2 + e*)dxlà:
Ề ' 0 Kh
1 A. I = -  B. I = -

4  4
I '? dxí-5. Tích phân /  = f ---- — = =  bằng:

5 x-2yịx-\
ị  A. 21n2 + l B. 21n3 + l

c. /  = 3 D. /  = -6

c. 1 ----4" ln 2
2

B. /= 4 1 n 2 -ln 3 ,
D. /  = 41n2 + 21n3.

c. /  = 2 + ln2

D. / =2ln2

D, /  = 1 + In 2

c. I = -
3

c. 21n2 —5

D. I = -  
4

D. 4 ln 2 +1
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Bài 2. ư ớc lượng và các dạng đặc bỉệt
mk. Dừng bất đẳng thửc để ước lượng
p dx < ( f{x)dx<M\ dx m(a-b) < í f(x)dx<M(a — b)
¿¡1; " b  J b  * b

£§/:•. L ,
§ýí dụ 1. Tính tích phân Je*zxẩx.
K  01 1

B. — (e — 1) c. - ( e - 1 )
3 .  4

i- 1

p ! Hướng dăn gỉái
Hl Ăp dụng bất đẳng thức e* > x + 1 => e*2 > X 2 +1
1P- 1 1 1
II => Ị e* Xdx > ị ( x2 + í)xảx =

p  So sánh với các đáp án, ta chọn đáp án A.
dx

D. - ( e - 1 )  
5

11 j e Xdx  > J [X +  ÍỊXCÍX =  —

| |  So sánh với các đáp án, ta chc 

ịlyí dụ 2 , Tính tích phân /  = f—̂
i  . 1  , è v ‘Ềậ A- ln4 —Ỉnv8 B. InV3 — ln
tu Hướĩi

+ 8
I  A. ln4 -ỉnV 8  B. lnV3—ln4 c. In 4 -ln 3

Hướng dẫn giải

Nhận xét: Vì 0 < X  < 1 => -4=r < —p =  = = < 1 => -Ặ=r < /  < 1
v2 Va:2 +8 v2

D .ln 4  —ln V 2

nuuíiy  uurt y

I Nhận xét: Vì 0< * < 1 =>—7= < —p=L=i 
pị . v2 V^3+8
1' Ta có cồng thức tổng quát: I —r =  -
pẶ. V X2 + ¿Ị2
!?■ Đáp án: B.
Ệ. Lớp các tích phân đặc b iệt

= ln x + yfx2 +a2

É. Lớp các tích phân đặc b iệt

ÌỆính chất 1: Nếu f (X) liên tục và ỉà hàm lẻ trên [~a\a\ thì j  f(x)dx = 0.
—ứ

R  i

| | ì  dụ. Tính tích phân /  =

w: *
I  A. 0 B. -  c.
1 2 1 Hướng dãn gỉ\

Ị- Nhận xét: Hàm số f(x)  = ơơtf jr.ini-— , 

I  Liên tục trên -Ạ mẰ
I  1 2  2.
ĩ f ( x ) + f ( —JC) = Q:=> f { x) tà hàm lẻ

D. 37t
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Tính ch ấ t 2: Nếu f[x) liên tục và là hàm chẵn trên  R thì: 

ỉ  — J  dx — J  f{x)đx với m > 0 ,\fa€i M'*
— a ^  0

Ví du. Tính tích phân /  = f , —.
¿(tf* + l)(je2 + l)

A. — B. 0 c. 1 D. e4
Nhận xét: J - = tan"1 (1 ) - tan“*1 (0) = —. Đáp án: A. 

ị  X  + 1  4

Tính ch ấ t 3: cho f(x] là hàm chẵn và liên tục thỏa mãn

f  {a + h — x) = —/( * )  thì ỉ  = ị  f{x)dx  = 0 (mở rộng tính chất 1)
a

JT

Ví dụ. Tính tích phân /  = f In ị *+ smx, I
'  ^  1 +  COS X J

A. 0 B. e c. — D. 13
BÀI TẬP T ự  LUYỆN

1, Nếu gọi 7 = —7“ .— thì khắng định nào sau đây là đúng?
o V9+JC2

A. 1=1 B. I=— c. !=ln9 D. I=ln3
4

2. Goi /  — f x , —- dx thì khẳng đinh nào sau đây là đúng?
0 x +1

A. I = 0 B. I = 1 C. I = — D. I = —
Ịx + l!-|Ịjt-I|
\x + 1|+1* - l |

A. 0 B. 1 c. yỈ2 + ỉ D . - 1



Ễể£&•:
ỵi ...
Ị" V
1 _ ĩ  í  2x )
■ 4. Tính tích phân / = 1 sin —f=s= dx.í  i  U ? T ĩ J
m  A. 0 B. 1 c. /T

I 5 . Tính tích phân /  = Ị ^ x l+x  + t ~ ^ ~ x+ .1dx
l ĩ  -1 X + \

Ệ; A. 1 B. 0 c. -1
li _ r si
6. Tính tích phân /  = [ —

Í  * X 
1: A. -K  B. K

D. - 7 t

D. 2

dx.

I

Si A. -K
§£>?'■
mí ĨL
11 ị  *5§7. Nếu gọi /  = 1 —
Ế ; £R: 4Hy'
I  A. [ = 0 B. I = 1
u’-r.
'ỉ: i

I  . I U+1|B. Nếu gọi /  = J In-----— dx t
%.  ̂ \x—1

1- "2Ki’ ■ -
I  A. I = 0 B. I = 1

c. 0 D. 1

dx thì khẳng định nào sau đây là đúng?

c. I * 2 D. 1 = —
2

£& thì khẳng định nào sau đây là đúng?

c, I ^2 D. I = 3
Ề 1
|9. Tính tích phân /  -  í -—*■—
p 1 ^+ 1
H' 2

I a Ì -  b
I 1 120 ■ 480

1 0 . Tính tích phân I = Ị  — — dx
‘X I ỉ H™ 2

I  A. — B. 0

c, 2 D.
16

c. D,
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11. Tính tích phân /  = f_2_ * ỉsm *l ^
Jz~ 1 + ̂

A. 7V— 2  B. V ỉ _ 5  c. ;T- —
2

D. e

£T
2

12. Tính tích phân /  = J(^/sin X — Vcosx^dx,
0

A. 0 B* e c. 7C
~4

D- 1

13. Cho hàm số f{x] liên tục trên  R và thỏa mãn: f ( x ) +  f ( - x )  =3—2cosxỉầ
—2

Tính tích phân / -  J  f(x)dx.
ÍT

A 3 ^  ^À. - - 2 r» ^  ^B. —4-2 
2

c. ^■-1

- J14. Tính tích phân I  

A. 0 B .e

ị  cos2(sinx)
tan2 (cos*) dx.

c. 7C

ít  .  2

15. Tính tích phân f sm x dx.
{  3* + 1—71

A. 0 B. 2 c. ;r

16. Tính tích p h ân  J  

A. 0

+1

-11+2" 

B. 2

17 . Tính tích phân í 7------- 7
J (4x+ l)(* 2+ l)

c. -
3

A.— B. — e
2

C' 7t

D, 7T + 1

D. 1

D. 1

D. 1

D. 1
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f  £
18. Tính tích phân ĩ  sinxsin3xcos5x

I A.—— B. 2?63 61

dx

63 61
!?.■- £

rp' Ui.ru I ỉ  sin6x-hcos6x19. Tính tích phân j ----- —-------

vi' ~4

c. 0

dx

A. 5?r
Ï6

B. 5#
32

ĐÁP ÁN

D. 1

D. 7ĩ-\

1.D 2.D 3, A 4. A 5. B 6. G 7. A
8. A 9. B 10, D 11. A 12. A 13. A 14. c

15. c 16. c 17, A 18, A 19. B



Bài 3, ứng dụng tích phân

1. Lý thuyết

a. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi <

b

Công thức: s  = J |/ ( ^ ) - g(x)\dx
a

x  =  a  

x  — b

y = /(* )  
.y = g(x)

Lưu ý: Trục hoành = 0 
+ Cận dưới thiếu a => lấy nghiệm Xị  bé nhất 
+ Cận trêh thiếu b lấy nghiệm Xị lớn nhất 
+ Thiếu a và b => cận từ  nghiệm bé nhất => lớn nhất

'  X  =  a

X  — b

y  = /{* )  
[y = 0

b. Tính thể tích khối tròn xoay tạo bởi ( ơ ) : quay quanh Ox

b

Công thức: V = Ị íT f2(x)dx
a

Nếu (D)<

X ”  a  

x  — b

y = fị{x) 
y = f 2(x)

Ví dụ 1. Diẹn tích giới hạn bửi đường y  — X 2 , y  = X  là:

v  = ĩ t ị \ f i\ x ) - f* { x ) \b c
ít

A. 3(đvdt}

X  — x  — 0

(đvdt) 
Đáp án: B.

B. — (đvdt) c. -  (đvdt)

m

.{■É-

ỀắI
1

'. I I
I

■11

>•

D. — (đvdt)

Hướng dẫn giải

; /  = f \x2 —x\dx = f (x2 -  x)dx = [ ——  —
= 1 0 1 0 V3 2

2

)
i |
6

n



¡P:- 
f c  *;. -li:

# í¡¡pí dụ 2. Diện tích giới hạn bởi các đườftg< y = X2 -x-\-3 ỉà:

A. 3(đvdt) B. — (đvdt)

[ y = 2 .X 4-1 

c. -  (đvdt) D. — (đvdt}

Hướng dẫn giải
X — 1

^P*í" ự-

¡¡1 ■ Xét X 2 - x  + 3  = 2x + l X 2 - 3 x  + 2 = Q 
pb- x = 2mềỵ'
t ó .  2  2  2 

n  s  = ịị(x2 — x + 3) — (2x + l)ịix — ịịx1 — 3x + 2^ix = Ị (x2-3x+2)dx
E .  L 1 1

pl' ịy-x\nx
R ví dụ 3. Thể tích của khối tròn xoay khỉ quay H: j y -  0 quanh trục Ox là
p l ' \ x  =  p.

séír-
1 A-pv
ỉtễí

2££-_ JL (đvtt) 
29 27

ív';.. «£■

I  C M »
(đvtt) D.

28 27

[đvtt]

(đvtt)

Hướng dẫn giảiJuisuy UUÍI ytui
p  .
I  Xét JClnJC = 0 <=> JC = 1 => V = fJC2 In2 x d x - —--------- — íđvttì
í  J 29 27y, 1
1- í y = (ổ+1)*I Ví dụ 4. Tính diện tích giới hạn bởi các đường < .

■ ' ' [y = (! + <?*)*
ề; A. — -1  (đvdt) 

c. 2(đvdt]

B« — +1 (đvdt)

D, e - l  (đvdt) 
Hướng dẫn giải 

x = 0 
X =  1

Xét (e + 1) X = (l + ổ*)* ^  x(ex —e) = 0 <=>

I 1 1
s  = J|(l + Ểj:)^ “ (ổ + l)x|ítc = J|x(ểj “ ế)|ểù; — I  x(e* — e)cỉx

0 0 0

=  1 _ !
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' i: ■\ -ị-íỊỈậl

BÀI TẬP T ự  LUYỆN - ĩ ị®
, 4-1 'iippl

1. Tính diện tích hỉnh phẳng giớĩ hạn bởi đồ thị hàm số y —------ vằ các trụ è S Ì
x - 2  ' " , f j i

tọa độ. "ỆÉÌ
A. /  = 3 ln — B. /  =31n —-1  , |1 |

2 2 Ẹ m
c. /  = In — 1 D. / = 3 1 n - - l  -§ m

2 7 ^H j
2. Tính diện tích hình phằng giớỉ hạn bửi parabol y = X 2 —2x, đường thẳng | f

y = x — 2 vầ trục tung. S I

A. / * Ậ  B . / = -  G / = l  D . /  = 2 M I
3 4 - :|P

3. Tính diện tích hình phẳng đưực giới hạn bởi các đường; y = ln x; y = 0; * -  e . ; '.-1

A . s  = 2 B. 5 = 1 c. 5 = ì  D. s  = ~  v | l j
2 4 ; | g

4. Gỉá trị nào của a để diện tích s của hình phẳng giới hạn bởi âườĩígy = Jt-1 I I  
và 2 đường thẳng x=a, x=2a (a>l) bằng 4?
A. a = 1 B. a = 2 c. a = 3 D. a = 4

5. Diện tích hình phẳng gỉớỉ hạn bửi p a r a b o l^ ) : y = X 2 — 2x + 2 ,tỉếp tuyến
với nó tại điểm M(3;5) và trục Oy là giá trị nào sau đây?(đvdt] v |^
A .4 ’ B.27 * c. 9 D« 12 SỆ

6. Diện tích cửa hình phẳng gió’i hạn bởi các đường: X = 0, X = 2, y = 0, m
y -  X*-3x2 +X + 2 bằng [đvdt): *j|j|

A.2 B. — c. 3 D.4 w
2 m

7. Diện tích hình phẳng được giớỉ hạn bửỉ ( H ) ^ ị ỵ  ^ y jx 1x —2ỵ = 0).

A. 1 B. t  c. 3 D. 4 Ể 13 M
X2 8 a8. Diện tích hình phẳng giới hạn bỏi 3 đường cong y — X2, y = — , y = — ị:M
8 X

có giá trị nào sau đây? (đvdt). m
A- 8In2 B.2ỉn2 c. 6in2 D. 4-ln2 " J J

9 Tính diện tích hình phẳng giới hạn đồ thị hàm sổ y = x2 —3x+2 và đường / | |  
thằng y - x —l. • ’ :,M

A. 1 B. - c. 3 D. 4 ặ t3 SỀ
■SS

■ VA
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g jp ien  tích hình phẳng giới hạn bởi 2 parabol y = x l — 2xy y  = -X2 +4x ỉà giá 
íậịrỊ nào sau đây ? (đvđt)
J | 4  B, 27 c. 9 Đ. 12
& Nếu gọi V là thể tích của khối tròn xoay có được khi quay hình phẳng 
lỊư ợ c  giửỉ hạn b ở i  các đường y = X và ỵ 2 -  2x xung quanh trục Ox thì 
Ikhẳng định nào sau đây là đúng?Khẳng địr

i t .v = ỉ* r
mẸ 3

c. v= D. v=s 4 r̂

gk Nếu gọi V là thể tích của khối tròn xoay có được khi quay hình phẳng 
pẵươc giới hạn bửi các đường y - 0;y=x và y=4-x xưng quanh trục Ox thì 
iflthang định nào sau đây là đúng?
K 4;r D 1/ 16 r xr 32;r r, TỊ 64;rBẠ, v~ — B. v= ~~7t c. V- —— D. v= ——
¡1 3 3 3 • 3
íl. Nếu gọi V là thể tích của khối tròn xoay có được khi quay hình phẳng
I  được giới hạn bởi các đường X  = ~5; X = 0 ; y = 0 và y = —V25 — X2 xung 
I quanh trục Oy thì khẳng định nào sau đây là đúng?
|L  T, 250 D 25Q7T 125A. v = - —  B. V — — c, 1/=—-;r D. ì/=250̂ rI  3 3 3
1?. Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường y = lnx, y = 0, X = e bằng 
|(đ v d tj: ' ■

A. 1 B. e c. 2e D. 2e—1
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DAN giả i

p B 2. A 3. B 4. B 5. c 6. A 7r B 8. A 9. B 10. c
12. D 13. D 14. B 15. c 16. B 17. B 18. B 19. A

m  Xét phương trình 'SỈX =  -9  <=>
i t  2

= 0 
X -4

B  Vậy S(H) — I Vx —— ¿ù; = |Ị^\/x — = p xyfx——  = —. (đvdt)

p .  X2 — 3* + 2 = ;c-l4=>;t2 — 4* + 3 = 0 <=>
1  * = 3py ■■
Ẽ' 3 3 4I  5 = J |a:2 - 3 ^  + 2 - ( x ~ l ) | ^  = J |jc2 “ 4^ + 3Ịéòc: = — (dvdí) [dùng Casio).
¡1 L I 3
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CHƯƠNG VI. T ư  DUY GIẢI NHANH 
HÌNH TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN ■ ta

Bài 1. Mặt phẳng

L LÝ THUYẾT

1. Phương trình mặt phẳng
Mặt phẳng (P) đi qua /  = O01 yu,za) có véctơ pháp tuyến

np = (A, B , C) (A2 + B1 4- c 2 ^  0) có dạng:

A ( x - x Q) + B ( y - y ũ) + C (z -Z 0) = 0 (1)

<=> Ax + By + Cz + D = 0 (2) trong đó (D -  ~Axữ -  Byữ -  Cz0)
Dạng (2) được gọi là phưang trình dạng tổng quát của mặt phẳng.

2. Phương trình theo đoạn chắn
Phương trình mặt phẳng qua 3 điểm có tọa độ (a;0;0), (0;&;0), (0; 0 

ayb,c ^ 0 là các giao điểm của mặt phẳng với 3 trục Ox, 0 y, Oz có dạng:

— + = 1 (phương trình đoan chắn)
a b c

3. Các dạng bài tập
ữ, Phương trình m ặtphằng (P) đi qua 3 điểm

A = (xì>yỊ,zìy> B = (x2,y2,z2); C = (Xj,y3,^ )  không thẳng hàng,

+] ĩ ụ = \Ã B ,J c ~

+} Sử dụng phương trình [1) —> phương trình (2].
2. Phưtmg trình mặt phẳng (P) đi qua A = (xv yỉ,z[)

a) Mặt phẳng (P) đi qua A -L CD « ỉĩp -  CD 

b} Mặt phẳng (P] đi qua A /  (Q) :Ax + Bỵ + Cz + D=0 <=> np = nQ

c) Mặt phẳng (P3 ±  2 mặt phẳng (Q); (R) cho trước trong đó.
( 0 :  Ax + By + Cz + D = 0 — r —* —“Ị

„ <=> np n0fnR \
{R):A 'x+ B 'y  + C'z + D '~  0 L Q J



Ẽgị’

K ’
ìịiàụ 1. Phương trình mặt phẳng qua 3 điểm /4(l;0;2),#(3;—l;l), c(4;2;-l) ỉà:
ẼA 77-10 = 0 R Svo-ÌA, j-7TX1Qr-nB. 5̂  + 3y4-7z + 19 “ 0 

D. 5x + 3y + 7 z“ 19 = 0
| p ậ ;  5 jc +  3 j - 7 z - 1 9  =  0

|fc . 5;c-3)> + 7z-19 = 0 D. 5x + 3 j + "
mj:: Hướng dẫn giải 
|;Gọi n làVTPTcủa (ABC) thì « = [Ã 5,Ã c] = {5;3;7)

pvậy  phương trình (AỔC)là: 5x-f 3)> + 7 z - 19 ~ 0. Đáp án: D.

|fd ụ  2. Cho ba mặt phẳng (#): 2x+ y ~ z - \  = 0; (j3) : 3 x - y  - 2  + 2 = 0;

ỊỆ tO : 4x — 2y + 2 -3  = 0, Điểm chung duy nhất của (a),(j8),(ỵ)  là:
¡¡A. Af,(l;-2;3) B. M2(l;-2;-3)
p i -  M3(l;2;3) D. A/4(-l;2;3)

Hướng dẫn giải 
m-y-. 2x+ỵ — z ~ l
1; Giải hệ phương trình với 3 ẩn X, y, z: < 3x -  ̂  z = -2  . Đáp án: c. 
p: 4x~  2y + z = 3

|đ ụ  3. Trong hệ tọa độ O;r)>2 ,cho A(l;2;—2)}2?(3;2;l),c(l;3;4) r 
i  Gọi p, Q, R lần lượt là hình chiếu của A, B, c ỉên các trục Ox, Oy, 0z. Phương 
¡1 trình mặt phẳng(P(2^) là:
Ra. x + 4y + 2z — 4 -  0 B. 4x4* 2y + z — 4 = 0
Ị  c, 2*+)> + 4 z -4  = 0 D. X4*2 )> + 3z — 3 = 0
II ' ‘ Hướng dẫn giải
IITheo bài ra ta có tọa độ các điểm /^(1;0;0), Q(0;2;0), R(0;0;4)

Uvậy phương trình (PQR) là phương trình đoạn chắn:

, - + ^ + -  = l « 4 j t  + 2y + £ -4  = 0
1 2  4

5; Đáp án: B.
I  M(jc,y,z)—^ M (A :,0 ,0 )
Ế chúý: hình chiếu của 1 điểm M (x ,ỵ ,z )— (0,>,0)

M (x ,y ,z )— ^ M { 0 ,0 ,z )
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3. Vị tr í tư a n g  đối của hai m ặt phẳng
V-.1 n  1 * , , . _  _,Cho 2 m ặtphẳng  («): Ax + By + Cz + D = 0 và ( f l): A’x + B'y + C'z + D’ =
(«) cắt {P) : A:B:C ỊÉ A’:B’:C’
D _

D ’

ứ?

ì «  A - B c
 ̂ A ' B' ' c ' 1
A B c D
A ’ B ’ c D'

4. Khoáng cách từ  m ột điếm  đến m ột đư òng  thăng  ________
Công thức khoảng cách từ  điểm M (x;y;z) đến mặt phẳng
( a ) : Ax-\r By + Cz + D =0  là:

Va 2+ S 2 + C2 
d{M,(ao)  ắ  AÍM0 (VẰf0 e  (tìr))

Ví dụ 1. Trong hệ tọa độ Oxyz, cho hai mặt phẳng (p ) và (ổ ) lần lượt cịỊI
-1 ‘.SSSs

phương trình: 3 x ~ 2 ỵ ” 5 z - 3  = 0 và 3 x - 2 y - 5 z  + 7 = 0. Điểm M (x\y \z  
cách đều (p) và (ịQ) khi và chỉ khi M thuộc mặt phẳng:
A. 3x — 3 j> -5z-10  = 0 B. 3x — 2ỵ — 5z + 2 =0
c. 3 x ~ 2 ỵ - 5 z  + 4 = 0 Đ. 3 x - 2 y - 5 ? - 4  =0

Hướng dẫn giải
Ta thấy (P ) / / (Q )  nên điếm M (x;ỵ;z)  cách đều {/*) và (ô ) ỉ|f
m ặtphẳng nằm chính giữa 2 m ặt (p) và {Q).
Khi đó nR = (3,—2;~5) =>{/?): 3x — — 5z-t-c = 0 mí

—3+7Do tính chất nằm chính giữa 2 mặt (p) và (ổ ) nên c = ——— = 2.
JW

Đáp án: B» ^
Ví dụ 2. Cho mặt phẳng (etr) :x  + y — 2z + l - 0  và Tìm m đí

khoảng cách từ  M đến mặt phẳng (a ) là bé nhất?
A. m = 8 B. m = 2 c. m = -  4 D. m = 0

|m + l -2 m  + l| = \rn~2\
r— ■■■■II '***~*̂ - ỊỊỊy-aĩ

•n/ố v 6 .
Dấu bằng xảy ra «=> m = 2 
Đáp án: B, 1



SU'«p$v

tpchùm mặt phẳng___________________________________________ •____
ỆỌìo haì mặt phẳng (P] và (Q) cắt nhau theo giao tuyến là đường thẳng đ. Tập
gỊieyp các mặt phẳng chứa d gọi lả chùm mặt phẳngxác định bỏĩ [Pj vả (Q)._____

I Ịlpdụ ĩ- Cho 2 mặt phẳng ( p ) : x - 2 y + z - l  = 0 và (Q):2x +y + z+5-O.
i f  Phương trình của mặt phẳng phân giác của góc nhọn tạo bởi 2 mặt phẳng đó là: 
Ü2L 3 x  + y +2z — 2 = 0 B. 3x— y + 2 z - 2  = 0
fcc, 3x+ y + 2z + 2 = 0 D. 3x— y + 2z + 2 = 0
R  Hướng dẫn giải
p ọ i  d là giao tuyến của (p) và (Q) thì d thuộc (R]
ffVTCP của d là ud = ịnpynỡ = (—3;1;5), chỉ có VTPT ử 2 đáp án B và D là

i- -I 
—■*ị É vuông góc vửỉ ud .

m ỉớ i  đáp án B, chọn một điểm bất kì trên đó, giả sử ^(0;-2 ;0), thấy
ifjp&v--’
K  « 3mjd(A, (i5)) = —r-  = d(A, (Q)) nên mặt phẳng 3x -  y + 2z -  2 = o có thề là phân
w  v6
I  giác góc nhọn hoặc phân giác góc tù tạo bởi (Q) và (PJ. Với đáp án D, chọn

Hđiểm Æ(0;2;0) thấy d(A\  (P)) = - i  ^ ú? ( A (ß)) = -Ị=- nên không thể là 
If:. v ó  v ó
I đáp án D. Đáp án: B.

¡6, Góc giữa hai m ặt phẳng

|C o s ( ( n ( ô ) 3  =
§

AA' + BB'+CC
Va 2 + b 2 + c 2.Va ,2+ b 12 + C'2

BÀI TẬP T ự  LUYỆN
L.. Trong hệ tọa độ Oxyz ,  cho /4(2;—3; 1), Ap \  lần lượt là hình chỉếu của A

Ịlên Ox,Oy. Phương trình mặtphẳng (AAịAị) là:
I A .  3 x +  2 y  -  6 z  +  6  =  0  B .  — 6 z  — 6  =  0

H-C, 3x— 2y — 6z + 6 = 0 D, 3x — 2y + 6z — 6 = 0
I  Trong hệ tọa độ Oxyz, cho A(5;1;3),jB(1;6;2),C(5;0;4) và D(4;0;6), Mặt

I  phẳng {a) đi qua AB và song song với CD , Phương trình của mp ( a) là:
BA. lOx —9y+ 5z — 74 = 0 B. 10.X +9;y+ 5z-74  = 0
| c .  10^-9^-52  + 74 = 0 D. —10jr+9ý-5z—74 = 0



ứ

3. Mặt phẳng đi qua điểm A{ 1;-2;1) và song song vớỉ mặt p 

(p) : 4 x -3 y -Z “ 5 = 0, có phương trình là:
A. 4x — 3y —Z — 5 = Q B. 4x —3 y - £*-3 — 0
c. 4x — 3^ — z — 8 = 0 D. 4jc — 3y — z — 9 — 0

4. Cho điểm M (-3;2;-l) và hai mặt phẳng (a) : x + 3y -5z+3  

[ß ):2x—y — 2 z—5 — 0. Gọi (p ) là mặt phẳng chứa điểm M, vuông góc 

cả hai mặt phẳng (a) và (ß ). Phương trình của mặt phắng (P) là:
A. x + 8y + 7z + ]2 = 0 B, * + 8;y + 7z-12  = 0
c  llx  + 8iy + 7z + 24 = 0 D. ỉl;t + 8;y + 7 z - 24 = 0.

5. Mặt phẳng đi qua/4(2;3;0) song song với Oy và vuông góc với mặt 

(p ) :3x— y-\-4-0, cỏ phương trình là:
A. 3 x - y + z = 0 B. 3* - y + 5 = 0
c. 4 y - 3 z - l  = 0 0 , 2  = 0

6. Trong không gian Oxyz cho tó điện SABC có SA vuông góc với mặt p
(ABC). Cho tọa độ 5(1; 2;-4), A(2;-l;3). Phương trình mặtphẳng (ABC) lấ; 
A. X — 3 ỵ  +  l z ~  2 6  =  0  B . X — 3 y  -f-8z  — 14 =  0

C. x + 3 ỵ - l z - 2 6  = 0 D. 2* + y -  5z -18 = 0
7. Trong hệ tọa độ CtayZíCho A(l;— 1;4),5(3;3;-2). Mặt phẳng trung trực 

đoạn AB có phương trình là:
A. + — 6z —3 = 0 B. x+ 2ỵ — 3z + l = 0
c. * + 2 y - 3 r - l  = 0 D. jc + 2 y - 3 z - 3 ^ 0

8. Mặt phẳng (p ) đối xứng với mặt phẳng ( Q ) : 4 x - 3 y - 7 z  + 3 = Q qua địể: 

7(1;—1;2).Phương trình của (p) là:
A. 4x — 3ỵ — 7 z - 7  = 0 B. 4 x - 3 y - 7 - 8  = 0
c. 4x — 3y — 7z -f 11 = 0 D, 4* “ -  7z := 0

9. Cho mặtphẳng {a)\ x + 2y+ 2 z - \  = 0 .
Mặtphẳng (ữr'):2^-my + 4 z -6 + m  = 0 không cắt mặt phẳng (or) khi:

,

B. ra = “4 c. 4 D. m = 4
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;p. Với giá trị nào của m, n để hai mặtphẳng (ơị) : 2% + (m -l)y -3 z -7  = 0 và 
:*■: (a2):(n + l)x -6y  + 6z+3=0 song song nhau?

ị. Cho haí mặt phẳng:
ị (a): 2x- my + 3z + m -6  = Q và (/?) :(m+3)x-2y+ (5w-l-l)z“ 10 = 0 
ệ Kết luận nào sau đây đúng? ịl, (ư) / (/?) <=» m = 1. 
v ll. (a) trùng với ((3]<=>m = 1.
I ịIL (a)cắt(P]
À. Chỉ I. B. Chỉ II. C.Chỉm. D. II và III

2. Cho hai mặt phẳng:
i r (a) :2x~ my + 3z — 6 + m — Q và (/?): (m+ 3)x— + (5m + l)z -10 = 0.
' : Kết luận nào sau đây đúng nhất?
í  A. (a) /(P) <=ỉ> m = 1. B. (a) = (P3 «=> m = 1.

c. (a ) cắt (p) £=> m 1 1. D. Cả B và c đều đúng,
3. Hai mặtphẳng -3* + 2;y + z + l = 0 và 3*-2y-~z-l = 0:
A. Cắt nhau nhưng không vuông gỏc với nhau

. B. Song song với nhau 
ị c. Trùng nhau 

M D. Vuông góc với nhau 
Ệ4. Cho hình lập phương ABCDA’B’C'DI cạnh 1, Gọi M là trung điểm BC ta có 
¡1 khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (A'MD) là:
1 . 2  „ 3ÌA . ^  B. — c. 2 D. 3
§  3 2
§5. Những điểm nào sau đây vừa thuộc Ox , vừa cách đều gốc tọa độ 0 và
II mặtphẳng x + 2)>+ 2z + 2 = 0?

ị A. m — 4,n = —5 
Ị  c. m = 4, n = 3

B. m = -4, n = 5 
D. w = -5, n — 4

|'6* Khoảng cách gỉữa haỉ mặt phẳng j> + £ + 1 = 0 và
¡1 (a '): X -  y  + z 4 -10 = 0 là;
I  A. 3V5 B. 3V3 c. 5c. 5 D, 5^5
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' H i
17. Cho bai mặt phẳng (a ) : x + 5 y - 2 z + l - 0 ,  (yỡ):2x—-y+z + 4 = 0. Gọị jj vjị 

góc nhọn tạo bởi (a ) và (/?) thì giá trị đúng của cos <p là:

5 .. J s  'jẽ  _ J s  ' Ễ BA. — B. —  c. —  s i
'6  6 5 5

18, Viết phương trình mặtphẳng đi qua hai điểm A(0;0;i) và B(3;0;0) tạo Vửj^t 
mặt phẳng Oxy góc 60°? '

A. JC ± \Í26ỵ + 3z — 3 B. X — \f2 6 y ± 3z = 3 • ’. ịỆ|ẳ
c. x±5y + 3z — 3 D. JC —5y + 3z = 3

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI
1. B 2. B 3, D 4. c 5. D 6. A 7. c 8. c 9. B " ĨƠ H
11. D 12. D 13. c 14. A 15. D 16. B 17, B 18. A

2. Đáp án: B.
(a)  có VTPT n=[ĂB,CÕ] = (10;9;5) và đi qua A(5;l;3) nên

(a ): 10{x — 5) + 9(y — ]) + 5(^“ 3) = 0 £=> 10jc + 9y + 5̂  —74 = 0.
3. Đáp án: D. [ a ]  qua A và /  vói (p) nên (ư )  có cùng véctơ pháp tuyến với (P). |Ỉ J |
4. Đáp án: c. Véctơpháp tuyến của (P) là np ~ \nữ\rip\ .
5. Đáp án: D.

Một véctơ chỉ phương của Oy là u = ( 0;1;0)
Một vécto' pháp tuyến của (P) là n = (3; -1; 0)
[ uĩ n ] là véctơ pháp tuyến của mặt phẳng càn tìm.

6. Đáp án: A.
SA là véctơ pháp tuyến của mặt phẳng cần tìm (SA vuông góc với đáy)
Mặt phẳng cần tìm đi qua A và có véctơ n =SA

7. ĐÌp án: c.

6. Đáp án: A. -'ẩỆậ 
SA là véctơ pháp tuyến của mặt phẳng cần tìm (SA vuông góc với đáy) ^ : '1
Mặt phẳng cần tìm đi qua A và có véctơ n =SA ■ i m

7.ĐÌpán:C. ' - . .# 9
AB là 1 véctơ pháp tuyến của mặt phẳng trung trực của đoạn AB, ĩ trung 
điểm AB. Mặt phẳng trung trực được tính theo công thức: . pỆ

A(x~xữ) + B ( y - y 0) + C ( z - z 0) = 0 • Ị|Ị|
8. Đáp án: c  ^ lll

(P) song song với (Q) nên 2 mặt phẳng này đều có VTPT (4;—3;-7) ị V Ị
Lẩy điểm A bất kì thuộc (QÍ rồi lấy A' đối xứng A qua I và kiểm tra xemỷ,- 
thuộc mặt phẳng nào trong 4 đáp án • s p
Giảsửchọn A(0;1;0) => A’(2,-3,4)e (P) :4 * -3 y --7 z+11-0.Đáp án: c. n §
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I R i11 9, Đáp án:
I i í  Hai mặt phẳng trôn không cắt nhau trùng nhau hoặc song song. Khi đó 

1 . 2  . 2
E 2 —mW:-

I IIP

l l -1 9. Đáp án: B. 
lílíai mặt phẳi
*  1_ 2 _ 2

B I  2  - m  4

gply' 2 /?í — 1
|l0 . Đáp án: A. Hai mặt phẳng song song «=> ——7 ạ  -™—
¡¡r  ' n+l  ~61P' ■ 1
| | i  Gán tọa độ với A'(0;0;0), /4(1;0;0), D(1;0;1),

Ệ  ^>{A'DM)\-2x + y + 2z = Q
É  _ ị—2 l| 2 

l i  ¿(A,(A'DM)) = H P  = ̂ .Đ ápán:A .
E : 3  3

Gọi (0; 0; 0)» (-P) !JV + 2_y4-2̂  + 2 — 0

m — 1 _ -3  -7
T

“

¿1 +  2
— 1 ữ  Ị v —r'

3

ứ = i
-1a = —-

||;  => Đáp án: B.
|l6 . Đáp án: B. Chọn A bất kì thuộc [ a ) f tính khoảng cách giữa A và ( # ’)
i n  ■ , „  s , ll.2 -5 .l-2 .ll 75
|Ỉ7 .Đ áp  án: B. Cos((or); (/?)) = í---- 7— 7«— =
p  v30.v6 6
| l 8 .  Đáp án: A.
I  ÃB -  (3;0;-l)
I;; Gọi 1 véctơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) cần lập, ta có:
ề- ~ - r n.ù .o U j  ,u2 ,n(P) = {a; b;c) ( a2 + b + c2 > 0)

3a -  c =0 [1]. Một véctơ pháp tuyến của [Oxy) là [ 1 ;1 ;0)
|F-
n  Cos ( (P) ; (Oxy)) = ______ỉa +  b l = 1  f2)

Va2 +b2 +c .a/ Ĩ  2
Từ (1) vồ (2) ta có hệ, giải hệ ta được mổi quan hệ a; b; c.
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"v m mI. Dạng viết phương trình đưÒTig thẳng (Phương trình tham số, phương ị;g|§ 
trình tống quát và phương trình chính tắc) ỳ;ệằÊ ẵ

1. Véctơ chỉphưomg ĩ;SltÉÌ
Nếu véctơ u -  (a,b>c) * õ (a2+b2+c2& 0) thỏa mãn: u có giá là d hoặc c ố l l l1 ?ỊPfl
giá /  d thì gọi u là vécto' chỉ phương của đ. I |p f |
Kí hiệu: ud = (a,b,c) ị í H

2, Phương trình đư&ng thầng
Nếu đường thẳng d đi qua I = 0cữ, y0i z0) có vectơ chi phương ud = (a , b, c) thì:MS

r___ , . ểMm

Bài 2. Đường thẳng

a) Gọi hệ phương trình
X  — x ữ 4- a t

ỵ = y 0+bt (íelR) là phưong trình dạng tham số của đ | i p  
z = zồ+ct w ẳ

■ . ■ 'z-‘ ■

-

■

b] Với a, br c ^ 0  thì gọi hê ——— = — — -  ——— là dạng chính tắc của
a b c

đường thẳng d.
Chú ý:
- Đường thẳng trong không gỉan không có khái niệm vectơ pháp tuyến ; | | |
- Chương trình học theo Ban cơ bản chỉ có phương trình dạng tham sổ, Ban •■•SI

nấng cao có thêm phương trình chính tắc. l i j i
_ . .  - '¡'¡sĩstàĩnâng cao có thêm phương trình chính tắc.

- Điểm M e d <=£ M(xữ + at, ỵ0 4- btJ z0 + ct)
- Mỗi đường thẳng d có vô số véctơ chỉ phương có dạng

kud =(ka,kb,kc) k&0Jc<=R 
V íd ụ l. Phương trình đirÒTig thẳng AB qua A(l;2;l),z?(0;3;5)]à:

:ỂSẫ

. 'L rũ

* = - í  § §  
y = 3+ỉ 
z = 5 + 4t m

A.
x = t II x= t r

<y “ 3 + í B. . y — 3 + f c. 4 y = 3 - t D . <
z = 5 + 4t 1̂ 11 U\ 1 z — 5 + 4/

V

Hướng dẫn giảỉ 
Ta cỏ ~ÃB — (—1;1;4) là 1 VTCP của AB.

Vậy phương trình đưòng thẳng AB là:
x = —t
ỵ = 3 + t . Đáp án: D. 
z = 5 + 4í

m  

? ÌỆ
:-i

! " • Ẹk
..ý-ỉtịrỉỉtâ
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6'
p |ỵ
|y í  dụ 2. Cho A (l;- l; l) ,ổ (—1;2;3) và ( p ) :—2.* + y + 1 = 0. Phương trình đ
Bị’. " '
Hl đi qua A và song song với (P), vuông góc với AB,
k  x - ĩ  __ y + l _ z - 1 R x ~ l  _ y + 1 _ Z-1
¡1  ■ -7  2 “ 4 ■ 7 “ -2  “ 4

; t - l  _ )> + l _ z —1 x ~ \  _ y Jr\ _ z - \
7 2 - 4

pf c £ z! = z í i  = ìLl!
I l  ,■ 7 ” 2 4

l .  ÍỤ = (-2; 1; 3); "Ãẽ = (“2; 3; 2)

p:' Đường thẳng d ỉ ỉ ( p )  và vuông góc với AB nên chọn 

I  ¿Ụ = r ^ ,Ã s ]  = (7;2;4)

Hướng dẫn giải

I  Phương trình đưừng thẳng d là ——- =

|i Đáp án: c.
|v í dụ 3. Cho M  (l;l;l),iV(3;-2;5) và mặt phẳng ( p ) : x + y - 2 x —6 = 0. Hình 

1 chiếu vuông góc của MN lên (p) có phương trình là:

I  * x - 2  y - 2 _ z + l  „ x —2 y —2 z+lI A. —— = — — —— B, ——— = — = ——
I  -7  3 2 7 3 - 2
1 c x - 2  ^  y - 2 ^  z + l x - 2  _ ỵ - 2  _ £+1
I  ■ 7 3 2 7 ”  -3  “  2
|(7đdí 1: Gọi M#, N' lần lượt là hình chiếu của M, N xuống (P)
I ( Ị 1 1 \
I; Giảỉ phương trình giao điểm, tìm đươc M ’( 2; 2;—1), N'  ;0
I  * \ 2  2 )
I Phương trình hình chiếu cần tìm chính là phươrig trình đường thẳng IVTN':
I  x - 2  y - 2  z + \ị M N —

7 - 3  2
Cách 2: Các cách thử đáp án

Kiểm tra VTCP của đưừng thẳng có vuông góc với VTPT của mặt phẳng (P) 
hay không?
Tìm 1 số điểm thuộc đưÒTLg thẳng ử đáp án để xem có thuộc (P) hay không?
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'# |Ị|
II. Dạng bài vị trí tưo ng đối giữa hai đường thẳng, giữa đường thẳng V ®  

mặt phẳng. ■
1. Vị trí của 2  đưừng thẳng

Cho đi qua M ](xv yịìzx) CÓVTCP u(alla2,a3)
■ Cho À2 đi qua M 2(x2, y2ĩz2) có VTCP v(bỊtb2,b3)

- Nếu p,vJ.M jA /2 ^ 0  thì 2 đưòngchéo nhau

- Nếu
.MìM 2 -  0

thì 2 đường cắt nhau
1 1 X u 1 J • sẹỷỊQĩf7ỉ\ỊỊỵỵtSì

í A ••-I1PÌI
- Nếu at : a2: a2 = b} :b2:b3 và hệ phương trình của < 1 vô nghiệm thì ì||||l|

• 2 ":-Ì lẩ i
2  đường song song (có thể lấy một điểm thuộc đường này thử tọa độ vào ' -fÍJ|
đường kia xem có thỏa mãa hay không)

” _ [A, ' | i § a
- Nếu aỉ :a2:ơ3 =bỊ : b2 : £3 và hệ phưong trinh của < có nghiệm thì

1^2
2 đường trùng nhau {thử một điểm thuộc đường này vào phương trình 
đường kia xem có thỏa mãn hay không)

2. Vị trí của đirừng thẳng và mặt phẳng
Cho A đi qua M (x0,y ữ,z0) với VTCP: u = (a,b,c)

Mặt phẳng (<or): Ax 4- By + Cz + D = 0, VTPT n = (A, B, C) * 0
- Nếu 72.« ^ 0  <=> +Z?ib+Cc:£0 thì A cắt (a )
- Nếu n cùng phương u a :b :c  = A :B  :C thi A cắt <ớí)

= 0 
M <£ (a)

nu — 0
M € (ỡf)

Ví dụ 1. Đường thẳng A qua A(  1;2;1) cắt Ox và đường thẳng

- Nếu

- Nểu

»  A song song (a ) 

«  A c(aO

^ ^  = ỉ .—- 1 Hoành độ giao điểm của À và Ox là:
2 2 4

A. x0 = 0 c. x0 — —2 D. .£0 = —6
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pạ:; Hướng dẫn giải
Ig l Gọi giao điểm cần tìm là #(*,0,0); d đi qua C(-3;0;3) có VTCP là

u (1;1;2). V ìA Bcắtdthì = 0 <=> x = -2

R  Thử lại điều kiện tỷ lệ của 2 VTCP thấy thỏa mãn. Đáp án: c.

pin.  Dạng bài khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng, khoảng 
B i cách giữa 2  đưcrag thẳng chéo nhau - đoạn vuông góc chung

g i. Khoảng cách từ một điểm M (x Ị; ; Zj) đến đưừng thẳng A đi qua

í  I(x0\y0\z0)cổVTCPĨrA=(a'fb;c)]k:

1  |R;™ 11  d(M,A)  = ' -p=Ị—■'¡§ K I
ềiChúý: Nếu mặt phẳng (P) chứa A sao cho khoảng cách từ  M (x f; y^Zị) đến 
I  (P) lớn nhất thì d(M,A) = d(M,(P))

I Ví dụ: Khoảng cách từ  điểm A (2;—1;0) đến đường thẳng

I  ¿ :£ ± ỉ = z z l =£ ± i là:
I  2 1 - 1

I A. 0 B. V2 9  c. 5 D. Đáp án khác
I' Hướng dẫn giải

\ w > ™ ì

Via
Áp dụng công thức d{M,d)~  1 n  1 = V2 9  .

ldị
Đáp án: B.

2. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau
Cho hai đường thẳng chéo nhau ớ, b khi đó khoảng cách giữa chúng được 
tính theo công thức:

ịuữ,ublM Nd(a\b) = •—I ZZr -
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• -V?$

BÀI TẬP T ự  LUYỆN » ■ *

1. Tìm phương trình đường vuông góc chung hai đường thẳng chéo nhau
■* = 3-4 í 

(ê?) = —2+f và
z = " l  + í

=  6 í ' 

y = 1 + í ' 
z = 2 + 2í'

A ii—L = Z n ì  = -E ìỉ 
1 2  2

£ x + 1 _ y +1 _ z
’ ”T~~ 2 ”2

2. Cho hai đường thẳng ¿/i : “  — ——- = ——- và d2:

g ■*-! _ y + 1 z - l  
1 ”  2 ~ 2

D £ Ì Ì .= 'Z n lssi- 
' 2  2 2

. x - l  __ y - 1 1 z * ——  “  - —  -  1. Điếm 
1 1

ẤỂứỈỊ , và ÁA' vuông góc với ¿¿! và d2. Tọa độ của A là:

A.
^4 ; 4 ; 4>

B. D. f i  _ í  2  
u : 4 ;4,

: :
■ ĩgp
km  
/$■

3, Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' biết A[a,0,0); B(-a,0,0) ; C[0,1(0) và 
B'(-ạ,0,bJ với a, b>0, Tính khoảng cách giữa B'C VẰAC.

A. B.
Va2+&:

G ứ2 +b2
D.

3a&(a + &)

4. Cho điểm A(0ìồya-/3); B(atO,Oy, C(0,í2V3,0) (ỡ > 0) M là trung điểm BC, 
Tính d(AB,OM)*

A* a 'y/Ĩ5
B. a2yfò c. a V s D. afJV3

5 15 3 5
S.Cho3điểm A(—4; 4;0), 5(2; 0; 4), C(í;2;-1). Khoảng cách từ c đến đường

thẳng AB  bằng: ,'HỊ

A. VỈ3 B, a/Ĩ7 c. V25 d . v'Ĩ9 'IU
JC +1 _ y — 3 _ z +1 , , r 1116. Khoảng cách từ điểm A(2,-l,0) đến đường thẳng d

ÍĨ55 _ 155
A. 0 B. G

2

D.

-1

155
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Khoảng cách giữa 2 đường d : = -ỉ—ỉ- và d ':<{

I A. V2 72
B’ T

c. V2

x = 2t
y = - l  + ỉ ( te  
z = 2 - t

* 4

p .  Cho hình bình hành ABCD có C(-2;3;5);ữ(0;4;7) và giao điểm của hai
IP '7
I  đường chéo là ). Phương trình cạnh AB là:

n  A =
11' -2  - 1 2

-X-4 _ y-1  _ z + 2 
-2  ~  1 2

B.

D.

* -4  _ y - \  _ z - 2
2 1 “ ~ T ”

£Z4_ y-1 _ z + 2 
-2

1?, Đường thẳng A qua A(l;2;l) cắt ỠJC và đường thẳng d  : —  — = 2L =  ỉ.— -

Hoành độ giao điểm cửa A vửi Ox là:
I  A. x0 = 0 B. xữ = -3  c. *0 = —2 D. x0 -  -6

LO. Cho đường thẳng d : > Phương trình chính tắc cửa

đường thẳng A vuông góc với d, cắt d và nằm trên mặt phẳng 
( a ) : x - ỵ  + z - 2 = 0 là:

A x + 3 _ y  + 5 _ z  x - 5  y + l z — 6
i  V( “““ “ “ jrjp_ ““ ' T_r” '

5 1 6 5 -1 -6
* + 3 _ y +5 _  z x + 3 _ y  + 5_z

5 _  -1 ~~6 ' 5 ~ ĩ  ~ 6
1. Cho đường thẳng d, đi qua A( 1;1 —2) , song song với ( />):jc— 3»-2-1  = 0

— [ y _ 1 _ 2,
và vuông góc với A : - y -  = - —  = -----  r Phương trình của d  là:

c.

A.

c.

x — ĩ _ y - l _ z + 2 
2 5 -3

_  y - ĩ  _ z + 2 
2 "  -5  “  3

B £ z l - i L t 1 -  z + 2 
2  ”  5  ~  3

^  X — 1 _ _ z - 2
_  ~
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_  -  _________  -#111
12. Cho A(l;2;l), B (3;1;0) và c (3;—1;2). Phương trình chính tắc của đường3 1

thẳng Avuông góc với mặt phẳng (ABC) tại A là: '*1111

A x-1 _ y — 2 _ Z — 1 _ x + ì ỵ + 2 Z + 1 " l l l i iAi -1— =  __ = — B. —— — = ——
— —4 4 —4

c x ~ l  = y + ì = z~ ] D x ~ l - y ~ 2 = z ~ l
■ - 3  - 1  1 ‘ 1 1 1

13. Xác định vị trí tương đối của haỉ đường thẳng dìtd2

x = - l  — 2t
y - 1 ( í e  R)

z = l + t
'iỷiMế

A. Trùng nhau B. Song song c. cắt nhau D. Chéo nhau III
14. Trong không gian Oxyz cho A(2 ;-l;l) ; B(—2;3;7) và đường thẳng d cóĩỆấ

■ '.ỷ. Ạ $5.1

1 I 1 2

phương trình ^ ^ = T ~ .  • Khẳng định nào đúng ? - Ệ8
2 —2 —3 . .!ềểềấ

A. Đường thẳng AB cắt d
B. Đường thẳng AB và d nằm trong cùng một mặt phẳng 
c. Đường thẳng AB và d trùng nhau : ■£§§
D. Đường thẳng AB và d chéo nhau. §§§

15. Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng:

, X _ y  + \ _ z  - f 3* - ' 2  + 1 = 0đ. : — = ----- = , : <
I 2 I 2 [ 2 ^ + > - l  = 0

Khẳng định nào đúng ?
A. d{,d2 cắt nhau và góc giữa là 60ơ

B. dx,d2 chéo nhau và góc giữa dv d2 là 90ơ ’ in  

c. dị, d2 cắt nhau và vuông góc với nhau 

D. dltd2 song song với nhau

Mĩ

I



BSkV ■
ugx - «T r.IBS'-
pr

Ít' ịx  = 5  + 2tt
§6. Cho hai đường thẳng dx, <Ịj có phưong trình £?,: I y = 1—í, ,
11 z = 5 -fj
1; Ịx = 3+2ít
¡ 1 d2-.' y = - 3 - í ,  (íị.^eR )

Ề  ‘• Z = 1_Í2
p  Khẳng định nào đúng ?
ỊỊ;: A. Hai đường thẳng chéo nhau
p|; B. Hai đường thẳng dv d2 song song và mặt phẳng chứa hai đường thắng
H có phương trình là: y - z  + 4 = 0
p  c. Hai đường thẳng dv đ2 cắt nhau với giao điểm /(7;0;4)
Ề. D. Hai đường thẳng dlyd2 trùng nhau

!Ì7. Chomặtphẳng (^„): x + (m - ì ) y  + 2mz-rn+3~0  và đường thẳng

^  ̂ X —1—3í •
y = 2 + í ( í s l )  

z = -1 + 4/p  [ z  =  — 1 +  4 í

1 Tập s gồm tất cả các giá trị của m để d và {Pm) cắt nhau là

| a . s = r \ Ị | |  b . s = r \ | ^ |  C . S = K \ Ị | Ị D. S=K \  Ị—

i i . c 2 . c 3.A 4. A 5. B 6. B 7. B 8. D
1 9- c 10. c 11. A 12. D 1 3 . c 14. B 15. B 16. A
¡1 7 . A17. A _______ I

|l . Đáp án: c .

Ì2. Đáp án: c. Tham số hóa A[ m; 1-m; 1+m) € d1; A'[ 1-n; 1+n; n) e d

1 Tìm véctơ AAT theo hai tham số m; n, ta có: AA'.  dj = 0; AA’.d2 = 0 
ị giải hệ được m, n, suy ra tọa độ điểm A.
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3. Đáp án: A.

Nhìn vào hệ trục ta cỏ: C'( 0; 1; b); C( 0; 1; 0); B'( -a; 0; b); A(a; 0; 0) 
Wc  = (a; 1 ; - b); Ã C 1 = (-a;l;b); [BC;ÃC] = (b;0;a)
Phương trình mặt phẳng qua AC\ / /  với B'c là: bx + az = 0

• C; AC') = |b , °-° 1 a-°ỉ = - j L ^Va2 +b2 va2 -f b2

•• '3
| j j |

4. Đáp án: A> 
Chuẩn hóa a = 1

IS i
‘H I

1  ̂ __ /77
,0 , 05(1,0,0) =>ư(A£,OM) = —

 ̂ 2> j s

)

■ II•• % / M 
■■ ■; iĩỗiricís5

Có A£ = ( 1,0, —V3>; OM

r -5. Đáp án: B. (có thể áp dụng công thức d(C,Afì) — —T=r— - = V13
\a b \ -ỵmi
I l | __ ; • _ | | | |

Viết phương trình đường thẳng AB: qua A và có 1 VTCP u ̂  — AB, sau đó tìm 'rề
hình chiếu của c lên AB ( CH _L AB, He AB), độ dài AH ỉà kết quả cần tìm. IỆì

6. Đáp án: B. " :
Tìm hình chiếu H của A trên d, độ đàỉ AH là khoảng cách từ  A tới đ. ? l i

7. Đáp án: B.
Lấy A bất kì thuộc d, tìm hình chiếu H của A trên á’, với H thuộc d’ và AH l i ! !  
vuông góc với á'f suy ra H. Độ dài đoạn AH là khoảng cách cần tìm. 'ậ i i

8. Đáp án: D. ' IÉ 9f
Lẩy đối xứng c qua M được A; lấy đối xứng D qua M được B, viết phương - ¡ 1  
trìnhAB, . ^ 4 flJ l

Q ĩlán án1 r  Yửm tÁ rin HorvtT 9 ■'í$Êt(ẫỉ
trình AB. .

9. Đáp án: c. Xem ví dụ dạng 2. | j | | |
10. Đáp án: c. .

+] Giao điểm của d và A cũng là giao điểm của đ v à # . Ta có UA =[ud>nH] J||JỊ 
uá ^ ị n a,ud~ị — (—5tì,6), nên ta Loại đáp án A và D. Thử M (5;-l;6 )e Aữ vào 
phương trình a  thấy không thỏa mãn nên loại đáp án B. ặ§ l

a n éi n ► A •
phương trình a  thẩy không thỏa mãn nên loại đáp án B.

ll.Đáp án: A.
í (1,-1,-1) ỉà 1 VTPT của [P); í  (2,1,3) là 1 VTCP của A
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I .  _  _

p  Vì d vuông góc với Á và song song vớỉ [P) nên VTCP của d ]à ud ==[ ưPnJ

p  (Bấm máy: Gán véctơ (1,-1,-1] cho VctA, véctơ (2,1,3) cho VctB rồi nhân 2 
¡ 1  véctơ VctA X VctB )
| | l 2 .  Đáp án: D.
p  1 VTCP UA = [AB;AC] => thử đáp án thấy D có véctơ chỉ phương đúng=> D 
1 '13. Đáp ần: c. Áp dụng công thức
% Hai đường thẳng không thể trùng nhau hoặc song song do tỉ lệ VTCP khác 
!' nhau:=> c hoặc D, cho 1 điểm tham số H thuộc dT, thay vào d2 => vô
I nghiệm => cắt nhau,
114. Đáp án: B.
I  Cho d có 1 VTCP v(i~2, -3)
I  AB có 1 VTCP là ¡¡(2,-2,-3)

Vì 2 VTCP tỷ lệ nên d và AB hoặc trùng nhau hoặc song song, nhưng 2 
đường thẳng này không có điểm chung nên không thể trùng nhau, 

p ' Vậy kết luận 2 đường thuộc cùng mặt phẵng là đúng.
¡¡15, Đáp án: B.

Góc giữa ( d1 ;d2) = góc giữa ( uđ ;uda 3 => hai đường thẳng vuông góc, áp
I dụng công thức => hai đường thẳng chéo nhau.
|ị l6 . Đáp án: B. Tỉ lệ VTCP bằng nhau => song song hoặc trùng nhau, hệ 
I  phưcyng trình vô nghiệm => song song.
ị 17. Đáp án: A. 1 VTCP ~ũd = (-3;1;4); 1 VTPT 7TP = (l;m -l;2m ), d và ( PJ  cắt

9
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Mặt cầu tâm I = (a; b; c), bán kính R (R > 0) có phương trình mặt cầu ử 
dạng chính tắc là:

(x  — a ) 2 +  ( y - h ỷ  + ( z - c ) 2 =  R2 "

Bài 3, Mặt cầu í ;;ệ | |

1. Dạng bài: Phương trình  m ăt cầu biết tâm  I (m; n; p) I I í
" * _ _   _a. Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (p): Ax + By + Cz + D -  0 , I n

Bán kính: R = dự-, (/>)) = V n
%Ia 2+b 2 + c 2 : / ; | g

b. Mặt cầu cắt mặt phẳng (P]: Ax + By + Cz + D = 0 theo một đưừng tròn có
bán kính R' cho trước. -ổỉi

Bán kính mặt cầu: R2 = R ,2+ ịd  (/, (/*) )]2

c. Măt cầu tỉếp xúc với đường thẳng đ: ——— = ——— = ———
a b c

Bán kính mặt cầu: R = d ( ỉ td)  =

;

l i

1 1.

Uj,MI J|

ud

; > ' ị g

■

1
'vV®> )•- '"'4d. Mặt cầu cắt đường thẳng d theo 1 dây cung có độ dài ỉ cho trư ớ c :

Bán kính mặt cầu: R2 +{d(.I>d)Ỹ ::ẩỊỆ

Ví đụ  1. Cho mặt phẳng (P): 2x+ y - 2 z  +15 = 0. Viết phương trình mặt cầu có 3; 
tâm 1(1; -1; 2) tiếp xúc vói mặt phẳng (P).

Hướng dẫn giải Ệ
|2.1 + ( - l ) “  2.2 + 151R = dựUP)) = l -Z±  {-■ -—* —4 I

^¡2 + 1 +(—2) . I

Nên mặt cầu có phương trình là (x - 1)2 + (y + ì)2 -f {z — 2)2 = 16 

Ví dụ 2. Cho đường thẳng d có phương trình: = L—- .  Phương Ệ

trình mặt cầu có tâm 1(1; -1; -2) và tỉếp xúc với đường thẳng d là...



Hướng dẫn giải 
I  í(3;2;-2); Af(-3;-2;8)e d\ M?(4;l;-10);

• lí »MI lị ir u J  t Mĩ
= 1=1 = = tầ ịu,,\ Vl 7

7

Ị Phương trình mặt cầu là (* - l)2 + (;y+ 1)2 + (z + 2)2 =49.
I'Dạng bài: Phương trình mặt cầu có tâm 1 thuộc đường thẳng d

1  £ — ĩ l  -  2 — ^ 0- -  £ — ĩ±  v à  t h ỏ a  mãn đ i ề u  k i ê n  c h o  t r ư ớ c .  
a  b  c

n  + Từ giả thiết suy ra d: <
X — Xn +  a tA Aq 11" Vii/

y  =  ỵ ữ +  b t  = > t â m  I ( x 0 + a í ;  y 0 + b t \  z0 +  c t )  

z  =  z ồ + c t

¡1 + Sử đụng các công thức ở dạng 1 => tìm t = ?
II => tâm I = ?, bán kính R -  ? => phương trình chính tắc của mặt cầu,

| í  du 3. Cho đường thẳng d: ——-  = ——- = í —ỉ ,1* 3 -2 ~2
I  mặtphẳng (/J):AT+2y‘-2 z -2  = 0,mặtphẳng(Q): x + 2 ỵ - 2 z  + 4 = 0.
Ệ Viết phương trình mặt cầu tâm I nằm trên đường thẳng d và tiếp xúc với 2 
p m ặ t phẳng (p); (Q).
% Hướng dẫn giải
Ị  Từ giả thiết 7(2+ 3?; 1-2?; 1-2?) nhận thấy [P)//(Q]
p. l
I  => ¿(/;(P)) = tí?(/;(Ổ)) = /? = ̂ ( (P ) ; ( e ) ) .
n  2
1? Giải phương trình tìm được t= - 1  khi đó I[ -1;3;3], R=l. 
p Khi đó phương trình mặt cầu là (S) : (x +1)2 + (y -3 )2 + {z-  3)2 = 1
1. Dạng bài: Phương trình mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (P)
I  Ax + Bỵ + Cz + D = Q tại M (x0;y0\zQ)€ (p ) (cho trước}.

’ (ỉm  -L (P)
I  + Măt G ầu tiếp xúc măt phẳng (p) taỉ M <=> <
I ' [R = IM
II  = nP^ (A ; B ;0
I  \ R  = Ĩ M
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m
M
ề

■ .S
ĩ  = (x0+At;ỵữ+Bt;z0 + Ct) ;|§

i I— ----—----- , , .:dềl
R=zẬA2 + B2+C2)\t -y:M

+ Sử dụng các công thức ử dạng 1 từ đó tìm ra t = ?
==>/==? /? = ?=> phương trình chính tắc của mặt cầu. ' 8

BÀI TẬP T ự  LUYỆN
■ i ' ề

1. Cho mặt cầu (5') :x2 + y2 + z2 — 2xm + 2my — 4rmz = 0. Khi m thay đổi thì tâmf 
I của (S) dao động trên: ^

A. Đường thẳng có phương trình x = —y= —
íi

B. Mặt phẳng có phương trình X  y + 2z = 0 . Ệ
'h ỵỊề

c. Đường thẳng có phương trìn h ---------------- = — = z $1

D. Mặt phẳrig có phương trình 2x — 2y — 2z + l = Q ■Ệ
2* Mặt cầu (s)  qua các điếm A(l;0;0),z?(0;l;0),c(0;0;2) và D( 1;1;2).

Phương trình mặt cãu (s)  là: ':ệ
. _  ••

A. X 2 + y 2 + z2 - X  “  y + 2z + 1 = 0 B. X 2 + y2 + z2 -  X -  y — 2z = 0 .'
c. *2 + y2 -t- z2 — — y — 2z —1 = 0 D. 4- y2 4* z2 — ;c + y — 2z + l = ọ.í(ỉ ;'ị-v

3. Cho tứ diện ABCD có /t(3;6;-2), jS(6;0;1), C(-l;2;0), D(0;4;l). Tâm /  của I  
mặt cầu ngọa tiếp tứ diện ABCD có tọa độ;
A. Ị (3;—2;1) B. /(3;2;~1) c. /(-3;2;1) D. /<3;-2;I) 1

4. Cho tứ diện ABCD với A(2;ữt0), B(0;4;0), c(0;0;6), ữ(2;4;6). Tập hợp I

các điểm M (x\ ỵ; z) thỏa mãn MA + MB + MC + MD = 4 ỉà mặt cầu có 

phương trình:
A. ( ^ 1 ) 2+ ( j,-2 )2 + (z -3 )2 = 1 B. (* —l)2 +{)> + 2)2 + (z —3)2 =1 i

c. (x + ì)2 +(y + 2)2 + { z -3 ý  =1 D. ( x - l ) 2+(y + 2)J + (z -3 )2 = 4

5. Cho A(l;0;0), s(0;2;0), c(0 ;0 ;3). Tập hợp những điễm M(x;y;z)  thỏa ■. 

mãn MA2 + MB2 -  MC2 là mặt cầu bán kính bằng:
A. 4 B. 2V2 c. 2V3 D. 3^/2
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| H |  A. xt + ý t.+zl - $ y + 4 z - 3  = 0 B. X 2 + y*+ Z1 -%y+4z~2 = ữ
É k  c. x2 + y2 +z2 + 8 x + 2 y - 4 z - l - 0  D. X 1 + y 2 + z2~ 8 y -4 z ~ 2  = Q
^ p 7 .  Trong không gian cho A(3,-2,-2); 5(3,2,0); C( 0,2,1); £>(-1,1,2).

§¡¡§ ,6 . Phương trình mặt cầu tâm l  (0;4;-2) và đi qua A(-2;l;l) là:

IM p’ Phương trình nào sau đây là phương trình mặt cầu tâm A và tiếp xúc với 
§ l p  mặt phang (BCD].
111 A. (*-3)’ + (y + 2)* + (2 + 2)2 = 9 B. (x-3)2+0>+2)2+(z + 2)2 =25
M ầ - c. (jf+3)*+(j>—2)2+ (ỉ—2)1 =14 D. (x-3)2 + (y + 2)í +(z + 2)i = 14

® -  A .(jf-l)2+ ( y - l ) í + (z -2 )í =4 B. (x—l)ĩ + (y -2 ) í + (z—1)J =4

8  c. { x - \ y + { y - l f  + ( z -2 )2 = 2 ■ D .(^ -4 )2 + / + ( Z-2 )2=4

Ị  mặt phẳng ( />):x  + y + z + 3 = 01à:
I  A. X2 + y2 + z2 +2x+2y + 2 z - l = 0 B. *2 + y2 + z2- 2 x - 2 y - 2 z - l  = 0
I' c. x2 + ty2 + z2-2 x  + 2y + 2z+ l = 0 D. X2 'hy2 +z2- 4 x - 4 y  + z - l  -  0
ậio. Phương trình mặt cầu qua A(l;2;-4),#{l;-3;l),c(2;2;3) và có tâm /
I  thuộc mặt phẳng (xOy) là:

I  A. (jf-2)2 + ( y - l ) 2+ (z - l)2-10 = 0 B. (x + 2)2+ (y - l)2 + zí -15 = 0

I C . ( x + 2 f + ( y ~ ì f  + z1 = 26 D. { x - l f  + (y -2 Ý +  z2 =50
| l l .  Phương trình mặt Cầu đi qua A(3;l;0), #(5;5;0) và có tâm /  thuộc trục

1,12. Phương trình mặt cầu (5) tâm /  (4;0;—1) và tiếp xức với mặt phẳng 
I (P):3x+4z-3 = 0 là:

|8. Phương trình mặt cầu đi qua A(l;l;0), # (-l;l;2 ), c (l;- l;2 )  và có tâm 
I thuộc mặtphẳng (/>) :x+ ;y + z -4  = 0 là:

Ox là:
A. X2 + y2 + z2- x ~  y - z  = 3 
c  (*~10)24 - /  + z2 + 50 = 0

B. (* + 10)2 + / -H í :2-1 5  = 0 
D. (jc-10)2 + /  + z2=50

I A. x2 + ;y2 + z2-8x-f-2z + 16^0 B. xĩ + y1 + z2- 8 y - 2 - l 6 ~ 0
I  c. *2+ y2 + z2+&x-2z-16 = 0 D. *2 + ;y24-z2-4 *  + 4£ + ló = 0



Mặt Cầu vó i đư ờng  thẳng và m ặt phắng 7 Ệgg
13. Mặt cầu : X 2 + y2 + z2 —2mx + 4my + 4m2 — 1 = 0, tiếp xúc vó’i mặt phẳng.: JỆ§

V  _1_ 1 1 __rr ___  o  —  n  l r ĩ ì  í  1 r n  /-»1-1 ĩ  IrV i ỉ  f  n»\íT S * Á  ** n ì > í  4-1—í  TV1 U Ằ r t r r -

:;r l l
x + y — z — 2 = 0 khi và chỉ khí tổng các giá trị m bằng:

A. -2  B. 2 c. -4  D. 4
14. Cho mặt cầu (SJ tâm /(-y/2,—1,1) và đi qua A(0,0,2) và mặt phẳng

{P):\Í2x — y + z = 0 . Mệnh đề nào sau đây là đúng? • |fe
• SPA, (S) cắt fp) tại hai điểm phân biệt B. (S) tiếp xúc với (P) III

c. (S3 là (P) không cắt nhau D, (SJ cắt [P) theo một đưcmg trỗriỊf
„'A,. 1 \2  , , 1 \2  , _2 _ 1  1 . . ì  1__‘ V_____J_1_ * ____

Ị ị- ■ ■■ •*' Í-Jịị • 
y' l i

ịiil

15. Cho mặt cầu (5) :(x—l)2+ (y + l)2+ z2 =11 và hai đường thẳng
x + 1“ 1 £ — 1 , . , ■ £  + ! y z m ư t 4 ' '?T..—  = ------ ; (d2): —— = — — — . Trong các mạt phang sau đây,

1 2  1 2  1
mặt phẳng nào song song với (di), (d2) và tiếp xúc với (S].

Ợ ) 3 x —y - z + l = 0 
(//).3jc+ y 4- z —7 = 0 
( / / / ) ,3 ^ ~ y -z -1 5  = 0 
(/V).3^+ y-t- z + 15 = 0 

A. (I) và CH) B. fl) và (III) c. (11] và (IV) D. 03 và (IV )|H
16. Cho mặt cầu (S) có phương trình X 2 + y2 4- z2 — 2x -  4y — 6z = 0, 0 Ệ

Mặt phẳng (P) đi qua giao điểm của mặt cầu với ba trục Ox, Oy, 0z [khác | f  
gốc O). Phương trình của mặt phẳng (P) là:

A. 3x + 6 y - ì 2 z - ĩ 2  = 0 B. 12x + 3 y -6 z  + 12 = 0
c. 6x + 3y + 2z~ l2  = 0 c. 6 x - 3 y - 2 z  + 12 = 0

17. Cho mặt cầu (S):;e2-fj>2 + z2 + 2z — ỈOy — 2z — l = 0và đường thẳng
, „  x —m y + l z + l {d)\---- — = ----- = —— ,

1 3 - 1
Để đ cắt [S) tại M và N mà đệ dài MN lớn nhất thì giá trị của m và 1 là:
A. m — —3; / = 1 B. m = 2;ỉ = - 2  c. m = -3; f =3 D. m = l ; / .= 3 j |

18. Cho (S) là mặt cầu tâm /(1,2,3) qua gốc 0 và D là đường thằng cỏ phướng n

trình <
X  — l + f

y = 2—2t . Mệnh đề nào sau đây là đúng?
z = 0
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Jrî-V.

B. D cắt (S) tại A(2t0,0);5(0,4,0) 
c. D và (S) không cắt nhau 

ậ; D. D song song với đường thẳng I qua 0 
¡¿19. Cho mặt cầu (5) : X 2 +ỵ2 + z2 - 6 x - 2 ỵ  + 4z + 5 =0 và điểm M(4;3;0)e (S). 

Tiếp diện của (S) tại M có phương trình :
A. * + 2}' + 2z+ 10 = 0 B. *4-2;y + 2z~10 = 0
C*x-~2y + 2z + 2 = 0 D. x - 2 y - 2 z ~ ì 0 - 0

r 20- Cho mặt Cầu (5): X2 + y2 +z2 + 2x + 4 y - 4 z  = 0 và
mặtphẳng (or): 2 x - y  + 2z + 8 = 0. Có hai tiếp diện của ($) cũng song 
song vớỉ (a)  đó là:

A. 2x — y + 2z “  4 ”  0 và 2x — y + 2z + 4 = ó
B. 2x— y + 2z + 13 = 0 và 2 x ~ y + 2 z -5  = ồ 
c. 2*— y + 2z —13 = 0 và 2x— y + 2z + 5 =0

p  D. 2x — y + 2z +12 = 0 và 2x — y + 2z -8  = 0
1 21. Chữ mặt cầu (S) có phương trình X2 + y2 + z2 - 2 x - 4 y —6z = 0,

Đường tròn giao tuyến của (S) với mặt phẳng (Oxy) có bán kính là:
Ệ' A. r ”  -s/s B, r = 2 c. r — Vổ D. r  = 4
I  22, Cho đưừng tròn (C) là giao của mặt cầu (S):x2 + y 2 + z2 -  4 = 0 và mặt 
P  phẳng (P) : ; t+ ^ -2  = 0. (C) có tâm H và bán kính r bằng :
I  A. ffdîfcO), B. ff(l;0;l), r = yfĩ
I  c. H(0;1;1), r = V2 D. (l;0-,-l), r = >/2
1 23. Cho đường tròn

(C) = (P) n  (5); (5) : (jc- 3)2 4- (y ■+ 2)2 + (z - Î ) 2 = 100; (P) : 2 * - 2y -  z + 9 = 0. 
Tâm H của (C) là điểm nào ?

A. /7(1;-2;3} B. /f(l;2;-3) c.//(1;2;3) D. #<-ì;2;3)
24. Cho mặt cầu (£) : *2+ ;v2 + £2 — 2jt-4z--4  = 0 và ba điểm A(3;l;0),

5(2; 2; 4), C(-l;2;l) nằm trên mặt cầu (5). Tâm H  của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC là điểm có tọa độ;



ĐÁP ÁN VÀ H ư Ớ N G  DẨN GIẢI >• ĩ*

l.A 2.B 3.B 4. A 5.D 6. B 7. D 8, A 9. A 10. c
11. D 12.A 13. B 14. B 15. B 16. c 17, B 18. 19. B 2 0 ^
21. A 22. B 23. D 24. A

. Ề M
1. Tâm I có tọa độ (m;-m\ 2m) nên sẽ thuộc mặt đưừng thẳng x = - y =  —

ỉĩỷỆỆế-
Lưu ý: I cưng nằm trẽn măt phẳng x - y - 2 z  — 0 nhưng quỹ tích của I ụễỆ 
không phải là mặt phẳng trên, mà chỉ là 1 phần mặt phâng chính là đườngiillli
. u cr _  z -:WMthăng ^ = - y  = —. w§ẫ

2 : ‘ĩ}&&ỉặếỉ
3. Cách í: Gọi tọa độ I(x,y,z) và giải phương trình 3 ẩn bậc hai:

ỈB2 = 7/42 = ỈC2 = ỈD ,
Cách 2: Thử đáp án, chỉ có đáp án B thỏa mãn: ĨB = ỈA = ỈC = ĨD = VĨ7 
Cách 3 : Gọỉ phương trình mặt cầu dạng tổng quát rồi thay tọa độ 4 điểm Jf|í 
vào giải hệ 4 ẩn 4 phương trình [dùng máy Vinacal sẽ tính được hệ này] ỆS|

4. Chứng minh điểm M thỏa mãn đẳng thức trên luôn cách đỉểm G (1,2,3} một ,. ế í
khoảng cách bằng 1. ■/' 'ịỆị

5. Gọi tọa độ M(x,y,z]. Vì:
MA2 + MB2 =MC2
<í=> ( x - lÝ +ỵ2 +z2 +x2 + (/y-2)2 -hz2 = x2 + y2 + (z~ 3)2 
<Ê=» 0 - l ) 2-K;y-2)2 + 2z2 = z2-6z + 9 
^ U - ’l)2 + (y -2 )2 + (z+3)2=18
Vậy quỹ tích M là đường tròn tâm 1(1,2,-3) có bán kính bằng 3>/2.

6. Tâm ỉ(0;4;-2} bán kính R -  IA.
7. Phương trình (BCD) là * + 2;y + 3  ̂= 7, (A, {BCDỴ) = VĨ4.
8. Cách l ĩ  Gọi tọa độ ỉ(x,y,z) giải hệ bậc nhất ba ẩn 

Cách 2: Tâm I phải thuộc mặt phẳng ỊP] nên loại đáp án D 
Nếu 1(1,1,2) thì R2 = ỈA2 = 4 -  ỈB2 = ỈC2 ==> đáp án A 
Cách 3: Ta có thể thay trực tiếp tọa độ 2 điểm A, B, c vào các phương án.

9. Nhận thấy chỉ có tâm của phưcmg án A thuộc (p )  nên đáp án: A.
10,11. Tương tự  cách làm bài 8
12. dự,(P)) = R = 1

=> (S ) : X 1 + y2 + z2 — 8^ -f 2z +16 = 0 
Đáp án: A.

v l l
.. yịịM-ĩị



¡BljMät cầu: X2 4- y2 + z2 -  2nư + Amy+4m2 —1 = 0, tiếp xúc với mặt phẳng:
lì Ịm+2| 2 ± J ị
ịx  + y “ Z-~2 = 0 dụ ,m p ) = R <F̂> -V . -1 = +1 ậ=ỳ m ~ -----  —
Ế ;  V 3  2

|v ậy  tổng các giá trị cần tìm của m là 2
Đáp án: B,§£4 = 2 = #

Đáp án: B

¿(/,P ) = 2
(SJ tiếp xúc vửi (P)

I  Có (/),(//) thỏa mãn tiếp xúc (S)
Ễ Cô:
E - 3 . l - U - 2 . l - 0
I  2 _ => (/>-(//) thỏa mãn song song (á,), (á2)

¡6. (P) đi qua ( 2 ;0 ;0) ; [0 ;4 ;0) ; (0 ;0 ;6)
Í ==> Thử 3 tọa độ vào các đáp án.

è 'tí Để MN max thì MN=R, d phải đi qua tâm của (S)
—1—m 5 + / 1 + / _ . _— ;—  — ——  = —7- 2, / = - 2ĩ(-1,5,1) thuộc d <=>

-1
18.
Ệ - R — ỈO — y/ĩi ¿=̂> fd) cắt rs)

cỉựfd) = 3
j |  Gọi M (14- a\ 2 -  2a\0) Thay M vào ($] gỉải a 
¡9.
I Thử đáp án; Xem mặt phẳng nào đi qua điểm M, chọn B, c.
! Mặt phẳng nào mà khoảng cách từ tâm (S) đến mặt phẳng đó bằng bán
I  kính mặt cầu là đáp án đúng.
Ệo. Tâm i{-l;-2;2) bán kính R= 3. Ta thử xem khoảng cách từ I đến các mặt 
Ịphẳng trong đáp án có bằng 3 hay không,
i l ,
I  (S) có tâm /(1;2;3),R = VĨ4 
I  dự ,  Oxy)) = 3

I -* r = — ~d2(7,(Oxy)) = &
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22. c là giao tuyến của mặt phẵng (P) : x + z ““2 = 0 và mặt cầu [S):
X2 + y2 4- z 2 - 4  = 0 tâm 1(0,0,03 bán kính R=2, vì cả 4 đáp án đều có r gic 
nhau nên ta chỉ xét đến các tọa độ của H, thử xem điểm H nào thòa mãn 
vuông góc với [P) thì thấy chỉ có đáp án B thỏa mãn.

Gọi 7/(3 + 2a ,—2 — 2íĩ,l — ứ) G ( đ )  

Thay H vào (P)
=>a = —2 
-+ H (r  1;2;3)
Đáp án: D.

24. Tương tự  bài 23

23.
x — 3 + 2t 

có dạng < y = -2  -  2t 
z = \ - t



Góc gỉữa hai mặt phẳng.
Cho 2 mặt phẳng có phương trình; (a ) : Ax + By + Cz + D = 0 và
(/?): A'x + B 'y+ C 'z  + D' = 0
Gọi (p là góc giữa hai mặt phẳng trên, ta có:

Cữ sọ = ..... ' —------ —
yj(A2 + B2 + C2 )(A ,2+ Ổ ,2+ C ứ)

Bài 4. Các bàĩ toán về góc

AAVBBVCC

p, Góc giữađưừng thẳng và mặt phẳng:
I  Cho mặt phẳng (a) có 1 VTPT n và đường thẳng d có 1 VTCP a thì góc
II nhọn ọ  tạo bửi (a) và d là:

13. GÓC giữa 2 đưừng thẳng:
I ' Cho hai đường thằng di có VTCP tíj và d2 có VTCP u2 thì góc nhọn (Ị> giữa 
! dj và d2 là:

Ị Ví dụ 1. Cho hai mặtphẳng a\ x~\Ỉ2y + z ~ ‘4  = 0'r /3:x+y*JĨ-z  = 0 
1; Tim góc tạo bởi a  và /? tính theo đơn vị độ là:

I  [M0DE][8][l][l]:MỜVctAgán (l"-V2;l) 
I  [SHIFT] [5][2] [2][1]: MỞVctBgán (1;V2;-1)
H Viết biểu thức tính toán
I [SHIFT][cos][(] [SHIFT][5][3] [SHIFT][5][7](Dot) [SHIFT][5][4][]][:][[] 
I  [S HI FT] [hyp] (Abs) [SHIFT] [5] [3] 0] [SHIFT] [hypKAbs) [SHIFT][5][4] D)j 
I  Biểu thức hiện lên màn hình có dạng
I  cos’* (VctAVctB: (Abs(VctA) Abs(VctB))
I  Kết quả là 60°.

n.a 
sin#?=._,

n . a

.u2

Hướng dẫn giải
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14
Hướng dẫn giải 

Mặt phẳng(ar) có VTPT: (l;-2;3)

Đường thẳng d có 1 VTCP ]à « =
-1 1 1 1 1 -1
0 -2 »—2 1>1 0

= (2,3,1)

, , . , 2 -6 + 3  1
Ap dụng công thức trên ta có: sin 6 -  - 7= =À— J= ' = = —

B V1 + 4 + 9.V1+4+9  14
Đáp án: c,

Ví dụ 2. Góc giữa đường thẳng ả :
x - 5  + t
y = -2  + t (t € W) và 

z ~ 4 + >/2 /

sin ớí =

ì* 5**
mặtphẳng (F ):x - y  + y f i z - l  = 0 là:
A.30° B. 60° c. 45°

Hướng dẫn giải 
Gọi a  là góc giữa d và [P], áp dụng công thức ta có:

\Aa + Bb + Cc\ ịl .l+ (-!).!+ ^->/2 _ 1  _ _ „ fí0 n

x/a2+ S 2+ c W + ỉ > 2 + c2 V1+Ì + 2.V1 + I + 2 '2
Đáp án: A.

b. Dạngbài tìm  đfêu kiện tham số  để thỏa mãn điêu kiện về góc, ỉập
phương trình để thỏa mãn điêu kiện vầ góc. ' ỳ'ầ

,  _ A J • X ’ y —1 z —1 ,  x - 2  ■ Z + 2 JjIVídụ3. Cho hai đường thẳng < f . = ——  = — —; úí2: ------= 7 - = —■— III
- 1 - 1  1 1 1 1 Ä

■ '  ' ;  ' ■ .. V2Phương trình mặt phang (a) chứa dị và tạo vửi d2 góc ọ  -  arcsin
v . . y 'J ■< m

—x + 2y + 2 - 3  = 0 :Ệ:
2x— J + Z -  0 U

V

s/ã ■■ J

A.

300

- x + y + z =0
B.

r* + z = l 
1 c-

x+ y + 2z = 3
D.

2 y - z - ^ ỵ + z = 2 , 2^+y + 3z = 4
■‘•vý •/,

I



I'su;--Ĩỉĩr

Hướng dẫn giảim ■
J|- Cách 1: Tính toán trực tiếp

Vì (a) chứa di nêh phưcmg trình tổng quát của (a) là : 
ax + by + (a + b) z = a + 2b 

Kết hợp với điều kiện về góc giải phương trình bậc 2 chứa a,b :

nBí • J 

1

§■- V ĩ = _____ \2(a
li V3 JlUr ~b
ỀHí:
p  Vậy có 2 mặt phẳng thỏa mãn đề là: 

I Cách 2: Thử đáp án

4 Ĩ  \2{a+b)\
■v/3 \j2(a2 +b2 +ab).\Ỉ3

x+z = 1 
y  + z = 2

<=>

. Đáp án: B.

Hướng 1: Tìm VTCP của đi và kiểm tra sự vuông góc với VTPT của các mặt 
p  phẳng trong đáp án, chọn được đáp án B, D và c. Kiểm tra thêm điều kiện
Ề khác để loại tiếp,
Ề1 Hướng 2: Tìm điểm thuộc di và xem nó có thuộc các mặt phẳng trong đáp 
I  án không, sẽ chọn được B, c. Khi đó kết hợp thêm điều kiện về góc để loại 
£■ đáp án c,
1 BÀI TẬP T ự  LUYỆN
| .  Cho đường thẳng d là giao của (P): X- y + z - 2  = 0và (Q]: x — 2z + l = 0 , mặt 
1; phẳng (a) : x -2 y  + z - 4  = 0» Góc 6 tạo bời d và (a) thỏa mãn:

1I A.si» « . # ĩ  
I 14

B. sinế? =
s

c, sin 6 = —7= D, sin 9 = —
3V3 6

Ệ. Cho đường thẳng d —-  = — — -  = — và mặt phẳng 
Ị. 1 - 2  1
I (ỡf) ;X + y — 2z + 3 = 0. Góc tạo bời đ và (a) là:
I A. 60° B. 45° • c. 30°/Xi v v  J  Via J  Uì1.

. Ii
3. Trong hệ trục tọa độ Oxyzt cho đường thẳng: d : <

D. 90°
X  —1 + 2/
y s -1 + 3 /  và 
z = 2 — t

I (a ): 3x — y + z -1  = 0. Số đo của góc giữa d và (ớr) bằng: (chính xác tới phút) 
1 A. 9°16' B, 16°12' c. 16°I5' Đ. 16°20’
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2x — y + 3z — 1 = 0
và

ü  
• 'Bi

I
■

I

4. Trong hệ trục tọa độ Oxyz cho đường thẳng d\{  * ~ ” và
[ x - y - z  + 2 = 0 ' :

(a) :3x -  y + z -1  -  0. số đo của góc giữa d và (cx) bằng: (chính xác tói phút) ; '|f
A. 16°14' B. I6ữ12' c. 16°15r D. 16°20' .;f |

5. Cho đường thẳng d trong hệ trục tọa độ Oxyz có phương trình
x ~ 2 _ y  + ĩ z + 2 - 7  ^ ,-------------- = ——-, Gọi (p là góc nhọn tạo bỏi d và trục Oz. Giá trị của <p là: I I

A- 4  B. — c. — D. Một giá tri khác®
o ỏ 4

6i Cho đường thẳng ẩx là giao của hai mặt phẳng là (P); m x - ỵ  + z - 2 = 0và f |

(Q):x + 2 y - z + 3  = 0; d2: = Tìm m để d, ± d , .  Ề
1 m - 2

A. m =

c. m

3±-\/Ĩ7
_4

J Ĩ7 ± 3

B. m =

D. m -

-3±VĨ7
2

- 3 ± V Ĩ 7
4 4

7. Cho (or): (ữ — 2).x+2(a + 3)y —(a2+6)z + 2aí +2ữ+6 = 0 và
X = 1 + 3/

3A :<Ị y = 2 -  — 1 (/€ R)

z = 3 —/
2Giá trị của a để góc tạo bỏi A; (a) bằng ọ  = arcsin — :

- —2 + VĨ3 „ -4±VĨ4 „ _ „A. a = ----—----- B. a = -----——  c. a~~2

8. Cho {à) : (a — 2).x-t- (2a —4)y — z + 2a2 4-2« + 6 = 0 vàA:<

3J 5
Giá trị của a để góc tạo bởi A; (a) bằng$>= arsin——

A. a =■—1 B. a = 0 c. a = 2

Ề'-■ĩ;

0 , a . 2 ì & .  Ề
7 *::g

X = l + 3f

y = 2 - ĩ - t  (íeR )
, .  2 ĩ  z= 3-f

D. Đáp án khác
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lv̂tịvị

RỊn
%

rmịl i
im

; í- :ỉ

J|phương trình mặt phẳng (a) vuông góc OM tại M biết OM = 2 và OM 
Ề-tạo với ba trục Ox, Oy, 0z lần lượt tại các góc bằng 60°,45ớ,60° là :
|;A. J ĩ x  + y/ĩy — \Ỉ3z — 8 = 0 B. yfĩx + y 4- V2 z — V2  = 0
||c. A: + V2;y + Z“ 4 - 0 D. x + sỊly + 2z-4 = 0
Ịo. Viết phương trình mặt phẳng đỉ qua haỉ điểm A(0,O,1) và B(3,0,0) tạo với

I I  Ệm ặt phẳng Oxy góc 60°.
I A. x ± ^ y  + 3z = 3 B. x-^Í26y±3z = 3
||c. x±5y + 3 z - 3  D, x - 5 y ± 3 z  = 3

|MÍi- Trong hệ trục tọa độ Oxyz cho bốn điểm 
U I  j4(3,“ 1,0); 5(0*-7,3); C (-2,1,-1); z>(3,2,6). Câu nào sau đây đúng?
I I  ;A. ABCD là một tứ giác B.AB1CD

n  I c. AD _L BC D, DABC là tứ diện trực tâm.
n  I2 . Cho hình ỉập phương ABCD.A^ƠD' biết v4'(0,0,0); B\a,Q,Ò)\ D '(0,0,0); 
n  | |a > 0 .  Gọi M, N lần lượt là trung điểm AB và B'C\

íầa, Tlm phương trình mặt phẳng qua M và song song với AN, BD'
I  (theo tham số a)

la
IA. x + 4 > ’ +  3 z — —  =  0ề  r B. x — 4y + 3z+~~  = 0

2

I  I B. - J t+ 3 y + 4 z - y = 0

■ Ì2b. Tính thế tích tứ diện ANBD’.
8  n  „I „3

D. ~x-\-3y + 4z la 0

m i  . a _ a1 1A. —  B.m 12
1 |;2c. Tính góc và 1

1 1  _ 1m IA . ơ = arccos—
1 ¡1 9 
n ầ c. —  Ptrrrne —

12 6 
¡¡||2c. Tính góc và khoảng cách giữa AN và BD\

c. —
2 4

D. (p = arccos 1
3n/3

3 . Cho trong hệ trục tọa độ 0xyz, một hình lập phương OABC.cyA^C' có 
1  A(a, 0,0); B(a, a, 0); C(0, ữ, 0); o  xo, ỏ ,a). 
íi Cosin của góc giữa hai mặt phẳng (AB*0') và (C'OB) ĩà:



ĐÁP ÁN VÀ HirỚNG DẪN GIẢI
1.A
8.D
13. B

si n 0  =5

2. c 
9. c

3.  A 
10.  A

"rf-«arị

•

V2Ĩ
14

Đáp án: A.

4- B 
11.  D

5.  A 
12a. A

6. A 
12b. A

2.

--*1
Uà - n«\

3.

sin(<i,(ar)) = UềJla _VĨ5Ĩ
ud *»« 77

(d ,(fl0 )«9o16'

4 .
/= ( 2 ; - l ; 3 ) ,À l ; - l ; - l )  = [ỹ./?] = (4 ;5 ;-l)

“  16°12. Đáp án: B._  K F-«*ị _  V4Ố2

K * 77
5.

6.

«o*=(0;O;l) ^
' =>cos(d,Oz) = — ■V Đáp án: A. 

ud ={ 1;0;V3) 2

W I 2/m + 1}ị {¿/j ) _L  ̂‘̂ f/2 ̂  ̂  ̂

Đáp án: A.
7.

siný? = »/>•««

z> •Ị/ỉ.

\a2-9\

-< J(a-2 )2 -f-4(a + 3)2 + (<z2 +6)
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PỊ
fc <=> yj(a — 2)2 + 4(ứ*f 3)2 4-(ữ2 +ố)2 ~ịa2 — 9|

E  4=> 35a2 + 20a -5  = 0 ** a = —
I  7

Đáp án: D.
l !̂  KP»

n  g Tương tư câu 7, Ta có: 

I  Đáp án: D.

_________ Ị_________ = 3-75

— -^/(¿ỉ *“ 2 ) 2 4" 4 ( a  — 2 ) 2 + 1

■ss

1
II I (P): ax+bỵ. + cz + d =0 (a2+ố2+c2 =0)S3SÍ&:

I (P) qua ẩ7B=>

<=> 5(ứ-2)2 + l

I  Có 4(0, a) “  2 c thỏa mãn. 
I Đáp án: c.

16
2205

(vô nghiệm)

c = 3a 

ùcos ((Pị (Oxy)) = cos 60 = 1
2\la2+b2+c2.1 

<=ỉ>3c2 ̂ ứ2+&2 
<=» 26íỉ2 = ỉ>2

Chọn a = 1 => b — ±V26 => (/*): x±yỈ26y + 3z =3
11  Đáp án: A.

1 i /4 5  =  (—3 ; - 6 ; 3 )  —  _  , ,
_L  => -451 Cơ. Đáp án: B.
CD = (5;1;7)

'12. Cho a = 1
fl'(l;0;.0), £>’(0;1;0), A(0;0;1), ©<0;1;1), C'(1;1;0), S(l;0;i)

I - K ĩ !WM * H ’
I i



—» (P) qua M p - ;0;1 j  có dạngx + 4y+3z — 

Đáp án: A.

1 2 b.
Aß = {1;0;0), AD' = (0;1;-1)

->Vâ = ^ Í A B , A D ] , A N

Đáp án: A.
1 2 c.

12

— \a n .b d \
cosían, BD ') = -1 = —

AN.BD 9
Đáp án: D.

13,
GọiP(0;0;6)€ Oz

AB.APJ = (iab\ab\a2)

—» Chọn =(b;b;a)

n{PAB)’nxOy H
W(MS) ♦ '\lcí1+2b2A

b = a
_ _  V2
AỠ = (-a;0;0) 

1



CHƯƠNG VII. T ư  DUY GIẢI NHANH PHẦN SỐ PHỨC

Bài 1 ,  S ố  phức và các khái niệm

Dạng đại số

Số phức có dạng z = d 4- bỉ (a, b «E IR) được gọi là dạng đại số của số phức z. 
Trong đó a được gọi là phần thực và b là phần ảo của số phửc z.
Ta có các khái niệm sau về số phức:
- Số phức thuần ảo fsố ầo) nếu a = 0, thuần thực (số thực 3 nếu b = 0, số 0 

vừa là số thực vừa là số thuần ảo.
- Hai số phức bằng nhau nếu phần thực bằng nhau và phần âo bằng nhau.
- Số phức liên hợp của z = a + bi (a,b<z R) được kí hiệu là z

z = a —bi; z + z'= z + z'\ z.z' -  z~z'

- Số phức nghịch đảo của z = a+bi (a,b(= R) ]à —
z

- Môđun của z = a + bi(a>b<z M) : \z\ = \ia2 +b2 

I  \z\ = z ='Iz^z;\z\.\z’\ = \z.ztị;\zn\ = \z\n ;Ị^ịị= (z '* 0 )

I v í dụ 1. Cho số phức z thỏa mãn (l + j)2 z -  2 —4*. Tìm phần thực của z là:

I  A. - 2  B. - 3  C 3  D, 2
I  , _

I Hướng dẫn giải
1; Dùng máy tính Casio chuyển sang môi trường phửc (MODE + 2)

i  Nhập biểu thửc —— được kết quả z= —2—ỉ
I (1 + ỉ)

Đáp án: A.

Ví dụ 2. Cho — 7 - 5  + ê, môđưn của số phức w = z 2 + z là: 
2-

A. 3V26 B. 13V66 G -37626 D. 13^626



Hướng dẫn giải
Cách 1.

%
Ta có = 5 + 1' => í  = 13 -  13i => w = ( 13 - 1 3i) + (13 +13í) = 13 -  325/

2 ' 3ĩ _ \
Vậy |w| = Vl32 h-3253 = ĩ 3>/626 . Đáp án: D. ’IIP
Cách 2: ' *
Bấm mảy  tính MODE 2 [đưa vào môi trường phức), nhập (2 — 30(5 + 0 :Ệ
=> z = 13—13/, sau đó gán cho A rồi bấm Shift Abs
(A2 +conjg /4) —>=13^/626 (bấm shift 2 để xuất hiện coiì)g - lấy số phức liên i p

T F i m ‘
Ví đụ 3, Cho số phức z = 3—2/, Phần thực và phần ảo của số phức w — tz — z là:

A. Phần thực là — ị, phần ảo là - 1  B. Phần thực là — 1, phần ảo là 1 V
c. Phần thực là -  2, phần ảo là 1 D, Phần thực là — 1, phần ảo ỉà 2 iäp

Htrớng dẫn giải |Ệ Ị
Dùng Casio nhập biểu thức ¿(3 — 2Ỉ) -  (3 + 2i) ta được kết qua “ 1 + i t 
Đáp án : B.

Ví đụ 4. CỈ10 số phức z thỏa mãn ộ  -  2i ) z  + -—ì  — 2—ĩ, Phần ảo của số phức 5I
1+1 :fff

w = — là: .
' z + 2/

A . - — . B. — C .-  D . -  ,
10 8 3 5

Hướng dẫn giỏi

- 2 - í ~  . ■Biến đổi z = — —i t í -
1- 2/

Đùng Casio nhâp biểu thức I 2 —/ T- — ^  ] : (1 -  2/) = — + — i gán cho A.
V '1 + ỉ y 5 '5

1Tiếp tục dùng Casio để tính w, nhập biểu thức ¿4 H------- -------
conjgA + 2i

7 1 ,w = —-  —— ỉ
10 10 J-.

Đáp án: A. 
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III- Dạng hình học
I Cho số phức z = a+bi khi đó ta cho tương ứng mỗi số phức z với một điểm 
I M (a\b) trên mặt phẳng tọa độ Oxy, Điểm M (a;b) được gọi là điểm biểu

I Ta có một số các tính chất sau:.
! " - M biểu diễn số phức Z, M' biểu diễn z' khỉ đó MM' ' = ị z - z  1

ị - Các điểm trên trục hoành biểu diễn số thực, cá c điển trên trục tung biểu diễn 
số ảo. Mặt phẳng Oxy biểu diễn các số phức được gọi là mặt phẳng phức.

I Ví dụ 1* Tập hợp điểm M biểu diễn số phức z thỏa mãn \z -  2i + lị =-|iz 4 - / - 1| là:

I A. Prabol: y = X2 - ì  B, Đường thẳng: x —1 = 0
I c. Prabol: y = 2x2 D, Đường thẳng; 2 y -1  = 0
I Hướng dẫn giải

Cách 1: Gọi M (x; y) biểu diễn số phức z

ị =>|^-fjyỉ-2í + l| = |z4(;c+yz‘) + z —í|

I t=$(x+í)2 + (y — 2)2=(x-hl)2-\r(—ỵ — l)2 
<=> 2ỵ — l = 0
Cách 2: Iz\ = Iiz\ = |-í'z| => Iz -  2i+ lị == \z +1 + i\ nên M nằm trên đường trung
trực của AB với A[-l; 2) và nên trung điểm AB thuộc tập hợp cần
tìm, từ đó ta thấy chỉ có đáp án D thỏa mãn.
Đáp án: D.
Ví dụ 2. Tập hợp điểm biểu diễn số phức \z-1  + ỉ[ = 1 là: y = 2x“ ỉ

A. Parabol y = X2
B. Đường thẳng
c. Đường tròn tâm 1(1; -1). Bán kính R=1 
D. Đường tròn tâm Ỉ(-1;0) và R=Ị

Hướng dẫn giải 
Gọi M [x;y] ỉà điểm biểu diễn số phức z«

- l+ ỉ |= l  <=» f(,*:~l) + í(;y+l)| = l<=> (jc—l)2 + (y+l)2 =1

Đây là đường tròn tâm /(1;—1) bán kính R = 1.
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Ví dụ 3iTrong mặt phẳng phức cho tam giác ABC vuông tại c. Biết rằng A, B 'Ệị
lần lượt biểu diễn các số phức: Zl~ 2 + 4ỉ, z2 -  2 21 ^  £ iDiểu diễn ^
số phức:
A. Z - 2 —4i B. z = —1 — 2i c  Z = 1+í D. £ = —2+2$!

Hướng dẫn giải
Ta có do A, B ỉần lưựtbiểu diễn các số phức Zị = -2  + 4 /,z2 = - 2 - 2i nên 

A (-2;4); #(~2;-2). Gọi c(x;}>) có AC{x+2\y~-A)\ BC{x + 2\y  + 2 )khi m  
đó tam giác ABC vuông tại c 
4 ^ Ã C .B C -0 -^ (^  + 2)2+ (y -4 ) (y  + 2)2 =0(*).

Khi đó ta xét (jt;y) ={(2;—4),(—l;—2),(1;1),(—2;2)} là tọa độ điếm c tương I 

ứng với các phương án. Nhận thấy cặp (l;l) thỏa mãn (*). Đáp án: c. J
III. Dạng lượng giác -'Ệ%

Số phức z ”  ricos <p + i sin ẹ ) trong đó r>0 được gọi ỉà dạng lượng giác cửa m
^ _.1 i ,# 1số phức z ^ o .  r - | z | .  ;ÍỆpf

z = r(cos <p + ĩ' sỉn ộ?); 2 ' = r '(cos ọ '+ ỉ sin (p')
Z.Z' = r.r '(cos(ộ?+ỹ>') + ì sin(ỹ>+f0)

^  = ~(cos(ộ?~^') + ísin(ộ7~^')) (z '^ 0 )
z r
zn =5 r" (cos(ttộ?) + ỉ sin (ft#?))

Ví dụ 1: Tỉm dạng lượng giác cửa số phức sau z — 1 + /̂3f
Hướng dẫn giải

Có 2 cách, với cách thông thường ta có z = 2. = 2

sử  dụng chức năng Pol để tìm môđun và argument của 1 số phức

Pol ( 1 ,^3 )

í í :";p = ¿ 2 ,  ộ - 6 0

COS-T + Í sin —
3 I )

Vậy dạng lượng giác của Z = l + V3ỉ là £ = 2^cos~-físin—J

I I

I'/'¿¿Ị

TÃ
V' V.
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c * . .  sinl7° +ÍC0S17*'. , gVí dụ 2. So phức z = —  - ——:——— có dạng đại so la:

A. 1 + i B. 1 -(• nD ,~—I—— I 
2 2

cos28ớ 4-isin28i>

r  Ũ  A -  c. --------—I
2 2 

Hướng dỗĩì giải 
Bầm Mode 2 để vào môi trường phức.
Sử dụng các phép toán trong môi trường phức bằng (SHIFT 2} để giải toán 
Cụ thể ta có các thao tác trên Casio sau

1 1 1 S i S S i  ; | |>  A n s^ r S ::0
c o s  ỉ 2 8 Ỉ - f i s i n  ( 2 8  % I Ệ ị ■

0.7071067812+0.►

Math A

1Z45

BÀITẬPTỰLUYỆN
I 1. Tìm mô đun của số phức thỏa mãn điều kiện z —2z = 3+4ỉ*

A. V97 B. Vỉ

ị 2, Môđun của số phức 2 = l-3z'là: 

A. ^  B. v ĩõ

c.

c.

2

2 V5

I • . J
; 3. Cho số phức z=2+ỉ. Môđun của số phức w = z2 -1 là: 

A. V5 B. 2V5 c, .

D.

D«

Đ.

3 V 5

4

5

2 J 5

tì
7  — Ị

4. Số phức z thỏa mãn — - = z —-(3 + ỉ) là:
1 + í 2 ;

A.£ = 4 - ỉ  B.z = 4+3ĩ' c. £ = 4 -2 / D.z=4+Ỉ
5. Cho số phức z thỏa mãn; (2+z)z = 4-3ĩ .Môđun của số phức w =iz+2z là:

A. 2-s/2 B.n/ĨĨ. c. V32 D. 5
6. Cho số phức z thỏa mãn (l+i)z+2z~2.  Môđun của số phức w = z + 2+3z'là:

A. 9 B.5 c. 4 D. 3
7. Tính (1 -j-z‘)20ũ8 có kết quả là:

1004 Ci _ 2 1004 . D i 2 1004.A. -2 1004 B. 2
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Z ị —  3 i

_ố , c - z2 = 3 + ỉ

8. Tính căn bậc hai số phức z = 8 + 6i kết quả:
Zj =-3  + ỉ 

l z 2 = 3 - ỉ

Z j =3~i  '
L*2 ~~3 + ¿ -;?í

•í.-: g
i l
ịSĩỉ:
0ẾỈv ; | |
iip

■

Z j  =  3 +  i

9. Tính (1 +1)2006 lcết quả:
A. 2 i B. —22003¿ C.22003

10. Các mệnh đề sau, mệnh đề riào sai.
I. Cho z là số phức z = a + bi thì I z N z I

II. ZYÌZ2 là hai số phức thì \zvz2\ = \zi\]z21

III. Hai số phức zvầ z Hên hợp với nhau thì (z.z) =1 z I2

IV. Cho hai số phức Zị,z2 thì arg(zj.z2) = argZj.arg z2
A. I B. II CIII

11. Trong các số phức sau, số nào là số thực:
A, (x/3 + 0 - ( V 3 - í )  B. (2 + i - j s j (2 — ¿v5)

r  ' ỉ ĩ + i  n  V 2-Í ' ; ;ỊÉ
(— * D. I—  —  -••jíí;

V 2 -/ V2 + Í v-'^g
12. Cho số phức 2 Biết rằng số phửc nghịch đảo của z bằng số phức liên Ị II

hợp của nó. Trong các kết luận nào đúng? :'Ệ,
A. z € R B. z là 1 số thuần ảo £ 'HI

']ĨỀ

I
.

I

: T.

hợp cửa nó. Trong các kết luận nào đúng?
A. z e R B. z là 1 số thuần ảo
c. Ịz| = l d . |4 = 2

13. Tổng ik + ik+ì + ỉk+2 + ik+3 bằng:
A. i B. - i  c. 1 D. 0

14. Cho số phức z = 2 “ 2>/3¿. Kết luận nào sau đây là sai?

A, Số phức liên hợp của z là2(l + V3ỉ) B, Một căn bậc hai của z ỉà \ Ỉ3 - i

D. z3 = 64

• A ■■ '

■j£

' : ' ầ  

• ứ

15. Cho hai số phức Z1 = 2—V3i, z2 Ä 4 + 3ỉ . Lựa chọn phương án đúng



V
• v $■.

;'••• %

1 1  .  1 -2  i ỉ + 2i4  ị: A. z = - --—- + ——
I 3 —Ai 3 -4/
•1 ít-
.%'% _ 1—2ỉ 1 -H 2ỉD. z

1¡16. Số phức nào sau đây cũng là số thực?

B, z

c. z -

14* 2Ỉ 1 — 2i
3 —  4í’ 3 4-  4 Ì

1 + 2 í 1—2r
3 -4 *  3 + 4ĩ " 3 —4£ 3 + 4í

; ||l7 . Cho hai số phức Zj  = í  + i t z 2 — 1 — í. Kết luận nào sau đây là sai?

A. — = i B. zi + z2 = 2  C.|zr z2Ị = 2

|l8 . Cho hai số phức zt =? 4 + 3/, = -4  + 3/, Zị  = .z2
Lựa chọn phương án đúng

A.Z, = ZJ B.zJ =|z1|2

19. Tìm mệnh đề sai:

Đ.\zị-Z2\ = j 2

CnZl +z2- z l + z2 D.^3  -2 5

A.z

B. Tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiện \z\ = 1 là 

đường tròn tâm 0, bán kính R = 1

c. z, = Zj <=>|z,|=|z2|

D. Hai số phức bằng nhau khỉ và chỉ khi phần thực và phần ảo tương ứng 
bằng nhau.

10. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm A biểu diễn số phức = 1 + 2ỉ , B là điểm 
thuộc đường thẳng y —2 sao cho tam giác OAB cân tại o. B biểu diễn số 
phức nào sau đây:

A. z = —1+2/ B. 2 = 2 —1 c. z = l —2/ D. z = 3-4-2/
21, Tromg mặt phẳng phức cho hai điểm A(4>0); /?(()>-3) Điểm c thỏa

mãn OC = OA+ỡiĩ c biểu diễn sổ phức:
A. z = 4 —3i B. z — —3+4i
c. z - 4 + 3 i  D, z ~ —3—4Ỉ
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22. Cho các kết luận sau, kết luận nào sai: ‘ ầ  ’1
A. Hai số phức thì các điểm £j, z2 biểu diễn trên mặt phẳng ; 3
phức cùng nằm trên đường tròn gốc tọa độ. V l
R  P h ồ n  t" Ịl 1 V f  T / à  n l ì ồ n  ỉ n  r - A a  c n  'T K ^ n r T  n V n n  f ị i ì  n ằ m  t r ă n  / t i vò í Ki / »  :ỉ

phức cùng nằm trên đường tròn gốc tọa độ.
B. Phần thực và phần ảo của số phức z bằng nhau thì z nằm trên đường 
phân giác góc phần tư  thứ nhất và thử ba. s  '1
c. Cho hai số phức u và V và hai số phức liên họp H và V thì uv = vu
D. Cho Z1 = a + bi,z2 =c + di thì ziz2 = [ac — bd) + [ad +bc)i

23. Trong mặt phẳng phức, gọi A, B, c ỉần lượt là các điếm biểu diễn của các ; 1 
số phức zv = -1 + 3Ì, z2 = l+5í\ z3 = 4+i. Số phức với điểm biếu diễn D sao§|Ị
cho tứ  giác ABCD là một hình bình hành là: Ị ấ |ă

A. 2 + 3Í B. 2 "“ì c. 2 + 3/ D. 3 + 5í'
24. Biểu diễn số phức sau dưới dạng lượng giác z = 1 — \fii kết quả:

A, z = 2 cos — + ỉ sin — 
l  3 3,

-  _ J  _  7Ĩ . . 7Ĩc, z= 21 “  cos — + ỉ sin— '
3 3y

_  _  7t .  ,B. z= 2 cos— — + ì sin— _ 
l  3 3 J

____#D. z=2 cos —- ỉs in - - -  
3 3

A. 12(1 —í)

sin— D.  z=2 cos — -  ỉ sin -  — : •
3j l  3 3j Ệấ

25. Cho Zị = 3(cosl5° 4-ỉ sin 15°), z2 = 4(cos30° + ỉ sin 30°). Tích zrz2 bằng: í l
B. &s/2(l + i) c. 3>/2(l~20 D. ^2(2 + ĩ) .

*¡111

D. 6(1-0  '1 1
26. Cho = 3(cos 20° + ĩ sin 20°), z2 = 2(“ C0S 110° + i sin 110°). Tích zr z2 bằng: ĩ

A. 6 ( 1 - 2 0  B- 4 í' c .  6í'

5? / r" vio
27. Biểu diễn z = (V 3~m dạng lượng giác là:

5# . , . -5?r)A 2 cos*

c. 2 10 cos*

3 
10;r

B. 2
(
cos 

l  3
ísin

ÌÔ T _  l0f  \07ĩ . . lOíT̂ lD. 2 cos———h i sin
3 ;  -  ̂ 3

ĐÁP SỐ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI

l.A 2.B 3.B 4. D s. B 6. B 7. B 8. A 9.B 10. D
11. B 1 2 . c 13. D 14. D 15. D 1 6 . c 17. D 18. D 19. c 20. A
21, A 22. D 23. B 24. B 25. B 2 6 . c 27. A

3 1 4



ị, z = a+bỉ(a,be W )  z — a -b i ; z - 2 z  =  3 + 4 i  < ^ - a  + 3 £ f  = 3 + 4 ï  

a - — 3  r

■;*: «•! 4 => 2 = . 3' + — = -̂ —.
i l  /; = -  11 V 9 3
I f  I 3
11 Đáp án: A.
11.2- z = l-3i=>|z| = >/l + 9 = Vĩõ Đáp án: B,
¡ L  . . .  _ 2  í _ / ~ . a 2  -  Í T T T 7

' Ì--

13. w = z2- l  = (2+í)2 -1 = 2+4/;|wỊ = V4 +I6 = 2V5 => Đáp án:B.
g,  » - I Iï‘ —
1:4. Gọi z = a + bi (<3,ố e M) :=> z = a —¿>ỉ

i l  z — ! . .  ( a + * 0 _ / f \  3 1.Si ——- = z - —(3 -H ) <=>---- ----= (a—bi)-~~—~i
1 + ï 2 1 + i 2 2

fô = 4
<=H => z = 4+ï !=> Đáp án: D.

4 - 3 /5. z  ------ - \ —2i^>z = l+2ii w=iz+2z = i(l—2i) + 2(1 + 2f) = 4 + 5ỉ'
2+Í

I w| = yỊĨỈ => Đáp án: B,

ĩ. ‘ r ỉ !■
"i ì'

Si’*
ị 6. z = a + bi{a,bz. R) => z = ữ—bi ;

(1 + 2*)-z + 2z = 2 <=> (1 + i)(a 4-bi) + 2(a—¿>0 = 2

z = l + í => w = (l+¿) + 2 + 3/ = 3 + 4z,|w| = a/9+16 =5.

í  V.1 ~  S^.-C TT ‘ A 1* I t s t )  TI [a = +\ v
<=>< =>  z  =  l  +  í =>  W =  ( l4 * ỉ )

I Đáp án: B.

[ ■ 7 . ( i+ /p - [ ( i+ 0 * ; r , - ( 2 i r - 2
ï*% /r> y . \ . .\2 / -  .\2

:2004 => Đáp án: B.

i 8. z = (8+6i) = (3+ỉ):i = (-3 —iỴ =>ChọnA,

^ . ( l + i )2006 = [ ( l + ( ) i ] 1003 = ( 2»),M3 = 2 lcc3.i1“ 3 =  2 1003( - i )

I Đáp án: A.
110. IV sai vì : arg(Zj.z2) -  <pv + ọ21 arg ZyMg z2 = <pr(p2. Đáp án: D.

¡11. Thấy đáp án B : (2 + z>/5) (2 —íVs) = 4+ 5 = 9 => Đáp án: B.

-  1 1
1 2 .  Z  —  CL +  b t ( ü , b £  /?) ;  z  =  — <=$ a - b i  =  — -— <=>a2 + & 2 =  1 <=> I d  =  1 .

z a + bi 1 *
Đáp án: c.



13, ik + /A+1 + tk+2 + ỉ*+ă = ï* (1 + ĩ ■+ ï2 + ỉ3) = O => Đáp án: D.
14, Đáp án D sai vì : z3 = (2 -  2 V3ỉ)3 = -64.

15, Z!-h£2 = 6 + 3̂ —V3)í =̂> |Z]+z2| = y36+ (3—V3 ) <8=>Asai.

Zj —z2 = -2  —Ị3 + V3 )/ => |zi“ Z2| = -y4 +(3 + V3) =£• B sai.

zr  z2 = 8 4-3V3  + (6 -  W 3 )ỉ => Ị ZL.Z21 5 => c  sai.

Z, _  2 - V ã  _  8--3V3 _  6 + W 3 .
4 + 3z 25 25

/7
= —— =3- D đúng, Đáp án: Di

5 -

16. Thử các đáp án ta thấy D ta có : z 1 ■+- 2í 1 — 2ỉ 
3 — 4i 3+4 Í

Đáp án: D,

17. Thử cảc đáp án ta thấy ở đáp án D: zl —z2= 2i; |z1 — z2\ = 2. Vậy đáp án D sai V.

Đáp án: D.
18. Thử các đáp án ta thấy D z3 — zr z2 = -25 \z3\ = 25 => Đáp án: D.
19. Zị = z2 =>jzj| = [22|là đúng, \zị\ = |z2| => Zị = z2làsaỉ. Vậy đáp án Csaỉ 

Đáp án: c.
20. Điểm A(l;2); B thuộc đường thằng y-= 2=> B(ỉ;2)

OA = (1;2 ) ; OB = (t;2 ); AOAB cân tại o  => OA -  OB <=» OA2 -  OB1
t = 1 (loại )
/ = -1

2?(—1; 2) z = — 1 + 2ỉ Đáp án: A.
2 1. ÕĂ = (4; 0) ; ÕB = {0;-3) ; 0 4 +OB = (4; -3) = Õ c  => C(4; -3)

=>z = 4 —3/ =>Đápán:A>

=> 5 = r  + 4 <=>

i l  ; ’ '5• vì :
' ..

' MỂ
mU
mn■ V-P 

; §§ 
•’ :-ỆỆằ 

- ■■ .1 : -j
•V

y :ỉ

' ' M  
¿ 8

2 2. Zị .z2 = (ữ + bi)(c + dỉ) = ac—bd + (ad + &c)j => .z2 = ac—bd -  (<3Ú? + z?c)i
Đáp án D sai^> Đáp án: D. ì j* Ịp

‘ '■’S ỉ
-■ /:j vỉ

. ü ®  ■ ■ t‘ •

23. A(-l;3); Â(l;5); C(4;l>; z>(x; y)
Ã5 = (2;2);DC = (4 -Jc ;l-y )

AÆCDlà hình bình hành <=> A5 = £>c

»
4 —x = 2 Jx = 2
1 — y —2 [3? = —1

:=> 2 = 2—Í 
Đáp án: B.
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i  / 1  R  \
24. z  =  1 — \ Ỉ 3 ì  =  2  i  = 2

2 2
ÍT ... 

cos— + Ĩ S 1 I Ì  
3

\
Chọn B,

2s.zl.j2 = 3 .4 (c o s ( l5 ° + 3 0 0) ) + ís in ( ( l5 0 + 300)) = 12 —  + i—
 ̂ 2> 2

=> Chọn B.

2 6 .  zv zỉ  = 3 .2 (c o s (20° + 70°)) +  ( s in ((20° + 70°)) =  6 (0  +  í') =  6/

r Vì 70° =  — 1 1 c í n  I 1 — . c ỉ n  "70̂ ^[ Vì cos70° = “ C O sl 10ữ;sin l 10° = sin70°)  

Đáp án: c.
' S  ,1 V°27. z  = ( S - i ) t0 = 2i0

/
= 210 c o s

= 2í0cosỊ  ̂ ——  j  + ?sinỊj 

Đáp án: A.

-5 ;r A

6\Ỉ2 (1 + i)
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I. LÝ THUYẾT
1. Căn bậc 2 ■

Cử được gọi là căn bậc 2 của số phức 2 <=> ứ}2 = z,
Ví dụ: (2+3i)2 = —5 + 12Í. Vậy—5+12Í có 2 căn bậc 2 là

0\ =2 + 3r; cơ2 = - 2 - 3  i
Lưu ý: ZG M

+) z > 0 thì z có 2 căn bậc 2 là V ĩ và s f z
+} z — 0 thì z chỉ có 1 căn bậc 2 là 0
+} z < 0 thì z có 2 căn bậc 2 ỉà Ặ~z\ và ~ Ậ z \

Ví đụ 1. Các cãn bậc hai của số phức z — 21 “ 20/ là:
A. 5 + 2/ và “ 5 + 2/ B. 5 + 2i và -5  — 2/
c. 5 - 2 /  và 5 4“2ỉ D. -5  — 2/ và —5 + 2Í

Hướng dẫn giải 
Cách 1: Gọi X  + yi (x, y  e  M) là một căn bậc hai của z.

X2 — y 2 = 21 (1)

2xy = -20  (2)

Bài 2, Phương trình trên tập số  phức

Ta có:

10 *(2) -  —— . Thay ỵ = ——  vào (1) ta được
X  X

X 2 - - 5 ^  =  21 <=> *4-21 jt2-100  = 0 <=> X2 =  25 <=> X =  ±5
X

X — 5 => y = —2; X = —5 y  — 2
Đáp án: c .
ổtíc/ỉ 2; Sử dụng chức năng Pol trong Casio chuyền z — 21—20i về dạng 
lương giác. Tiếp đến sử  dụng phím Rec để tính căn bâc 2 ta được:
ESĩảS ■■Ả' &3MSSSSfà&ĩ&ữf̂ ĩ'ỉB&ữ&ttìíBRbfĩM9tnt&Ml!ĩ

Vậy z = 21“ 20i có 1 căn bậc 2 là w = 5 —2ĩ’. 
Đáp án: c .
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1   
Ệ, phircmg trình bậc haỉ trên tập s ô phức ax2 + bx +c = 0
§  b = b2-4 a c¡1 -b ’ 
p  Trường hựp 1: Á = 0 => (1) có nghiệm kép X, = x2 — ——

p  Trường hợp 2 :À ^ 0 ^ >  [1] luôn có 2 nghiệm phân biệt 
I  Giả sử crlà 1 căn bậc hai của Á thì PT (1) có 2 nghiệm phân biệt lầ
n  . —b — ơ  _ - b  + ơ
§  X 1 —  — I — ; X , =5 — —— .
I  ' 2a 2 2a
n Ta cùng xem lại 1 ví dụ trong phần kĩ năng Casio
|ví dụ 2. Cho zl i z2 là hai nghiệm của phương trình
Ếỵ 2 -
I  X + 2(1 + 0-* + 5 —10/ — 0 , Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau:

I  A z ’ + z * = -10+28* B . A + ^ = 66 + 8í'

i

I '  z2 Zi 25
c. zỉ + z ị —106-46 i D. Z2ZỈ + ZỴzị  = —30 + 10/

Hướng dãn giải
Bước 1: Tìm nghiệm zỉ,z2 
+ Tính căn bậc hai của A1 
“ Có A 1 = (í H-1)̂  “ 5 + 1 Oi = -—5 +12i
- Sử dụng chức năng Pol để tìm môđul và argum ent của À

>&';s'••• ta .',L;; MMfc A

; PoK-5» 1 2 } •
■: r=13 > 112.6193

- Sử dụng chức năng Rec để tính căn bậc n của Á

 ̂RecC^T» Y+2) l u  ỳ  I

1 . . • - Ị--  Y
I Do ta đang cần tính căn bậc 2 nên nhập v X ,— nếu ỉà căn bậc n thì ta sẽ
ị ' ■, 2 - ,

ị: nhập y f x ^
í ’ n • ■' •

Vậy phương trình có hai nghiệm là
Zị = —(l + ỉ’) + 2 + 3í* = 1 + 2i
z2 — “ (l + i) — (2 + 3f) = —3 — 4i
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Ta gán Zị —̂ A, Z2 B
Khi đó ta tính từng đáp án 
AZj2 + zị = —10 + 28/
Được kết quả đúng

66 + 8ĩ
25

Được kết quả

Đáp án: B.
BÀI TẬP T ự LUYỆN. ".:.3

1. Gọi là 2 nghiệm phức của phương trình 2(l + ỉ)z2- 4 ( 2 —ỉ) z - 5 - 3 ĩ  = 0 .1
n r ỉ_|_ A I _ ¡2  Ê I _ _;J._______i_cTi. .____i  l i .

; 111
--1 1  -■ỔSI íH f

Tính A = |zj| +ịz2| được kết quả là:

A. 9 B. ự ỉ ĩ  c. 8 D. 2^2
2. Số phức nào sau đây là nghiệm của phương trình z2 -  z +1 -  0?

.  - J ĩ .A. 2 = 1—— ỉ B. z = ——-<
2 2 ■

c. z = 1 V ĩ . n 1

3. Hệ phương trình:
x + ( l - i ) y  = - ỉ

có nghiệm là:

A.

f 1 -2 / 
; t  —------ 1-2Í 

X  = ---------
14- 2Ỉ x = —---- . r 1 + 2 * 

* = — —
5 B. 5 c. 5 Đ. 5

1 - 2 / 1 +  2í 
[ > - 5

1-2  i
r  5

1 + 2i
[ y ~

1  
' ĩ  ề

m

1 8

■■'.ề-V 
'Mầ

4. Nghiệm của phương trình z2 -  2z +1 -  2ỉ' -  0 là:

A.
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z{ - ì - 2  
z2= - i

Đ.
Zị — ỉ 4 -  2 
z2 = - i

c.
Zj == i + 2
z2 -  2 - ỉ

Đ.
Zj = 2 - 1

%2 5=1 ^



■

Is, Cho phương trình z2-2  = 2i ( z -  2 ).Gọi Zị, z2 lân lượt là hai nghiệm của 
I  phương trình. Kết luận nào sau đây là đúng?
l í  A. + zJ  = 8 + 4ỉ B. zt . z7

A. ——  + ỉ B. —  H— — / c. _— f- ——ỉ
I  25 25 25 25 25 25
p7. Khai căn bậc hai số phức z — —3 + 4ỉ' có kết quả: 
lị U = l  + 2/ _ [ Zi = 1 + 2i [ z} — 1 + 2x'
H a . b . c. 1

_  4 1  1 9 .D, —— + —— i 
25 25

Lz2 = -1 -2 ;
D.

Zj = — 1 4- 2ỉ 
— —1 — 2 i

zl = 1 + 2/ 
z 2 = 1 - 2 ỉ'

;8. Phương trình 3z2 — 6z + 15 = 0 có nghiệm phức là: 
A. 2 = 1 + 2/ và z —1—2/ B. z = l + 2ỉ
c. z = 2-f-2/ vàz — 2 —2ỉ . D. 2 — 2+2íI  L. Z = Z + ZÍ v aZ -Ẩ . - £ 1  . u. 2 =

p .  Lập phương trình bậc haỉ có hai nghiệm a  -  4 + 3Ỉ; p  = -2  + i có kết quả: 
I  A z —(2 + 4í')z—(ll  + 2í') = 0 B. z2+ ( 2 + 4 i) z - ( l l  + 2 í)= 0

c. z2 — (2+ 4 í)z  + ( l l  + 2t') = 0 D. z2 + (2+ 4 i)z  + ( l l  + 2í) =0
|10. Giải phương trình 2x1 + x+ì = 0 có nghiệm là:

A.
= Ỉ ( - 1 -V 7 i)

B.

+rH« 1 IIH
1

-̂ 2 = —{ —1+Vvi) * 2 = i ( i - ^ * )

^  = i ( - l  + V7í)

X2 = ì ( l - V 7 í )  .

D.
, ,= I ( i - V 7 i )I I  c. 4 D. 4 '

8  L^=| ( 1-^ )  ■
® 11. Phương trình X2 + (2 —3i) Jt—6z = 0 có nghiệm là:

[x, =3i _ fx  = —3ỉ ¡ > = - 2 + 3
1: A. 1 B. 1 c. 1
®  x2 ^ —2 x2 = —2+3ỉ jc2 = -2  -  3Ế *2 -  —2 * *2=-~2+3z " x2 = - 2 —3i
® 12. Phương trình bậc 2 có 2 nghiệm Xị —a + bi\x2 -  a —bi là:
j| A. X 2 +  2ax + a2 + b 2 =  0 B. JC2 +  2ax +  a 2 —  b % —

c. X 2 — 2ax + a2 - \ - b 2 =0

= 2  — 3 i 
x 2 ——2 —3 i

¿1 i'

B. X +2ax + a —b =  0 
D, X 2 - 2 ax + a2 - b 2 = 0



w

13. Cho ĩpZ2 là hai nghiệm của phương trình :X1 + (2 - ỉ )x+  3+5í ^=0 c ậ p  
mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng:

79 + 27/A. zf + z; = -3-i4i B . Ì L  +  i l  =
14z2 Zị

c. z ỉ+ zỉ  = -(53+ 46/) D. Zị + zị = -155 -  24i
14. Phương trình bậc haỉ có hai nghiệm ZỴ - 3  + 2i và z2 = 2 + 3i là: 

A.z2— (5-5i)z + 13í =0 B. z2-(5+5i)z+13í=0

c. zi -(5+5i) z-13í =0 D. z2 —(5— 5/)z— 13* = 0
15. Nghiệm của phương trình z3-8=0 là:

'z, = 2

z2 = 1 + >/3i B.

z3 =1 —V3i

Zị = -2

A.
Zt= 2

c. — “ 1 ■+• >/3 / D.

z2 = -1 + V3 i

Zĩ = - l - y Ỉ 3 Ì  

'Z]=-2 

z2 = 1 + V3z’
— 1 — Vãỉ= —1 —>/3/

16. Trong c, phương trình z4+4 = 0 có nghiệm là:
A. ±{1-0. ±(1 + 0 B. ±(1-20, ±(l + 2i)
c. ±(1-30, ±0 + 30 D. ±(1-40, ±(1 + 4/)

17. Cho phương trình z2+6z + c = 0. Nếu phương trình nhận z = l+ í làm 
một nghiệm thì b và c bằng:

A. b = 3, c = 5 B. b - 1, c = 3
c. ¿> = 4, c = 3 D. b = -2, c = 2

18. Cho phương trình z3 + az2 +bz + c = 0 Nếu z = l-h/ và z = 2 là hai nghiệm 
của phương trình thì a, b, c bằng:

A. ữ ~ —Af b — ô, c = —4 B. ã  — 2 J b = \f c = 4
c. a = 4 J b = 5 , c = l  D, a — 0, b — —\, c = 2

ĐÁP ÁN VÀ H Ư Ớ N G  DẪN GĨẢI
1. A 2.C 3. A 4. B 5. c 6. c 7.B 8. A 9. A 10. A
11. A 1 2 . c 13. A 14. B 15. B 16. A 17. D 18. A
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n  '20-+  0-Z2 - 4 ( 2 - / ) . £ - 5 - 3 ¿  =  0

¡ 1  r i  !..'4 tc Zj — --------Ỉfl I  sử dụng Casio ta tính được: 2 2
Ệ p  ’ _ 3 _ £ .
I I  r 2~2_2í
1  !•=> |zj|2 + |z2|2 = 9  => Đáp án: A,

i l  r Ị
% - :  + ! = « .»  1 2 2 --------

Z, = -—
Vã.

( Sử dụng máy tính Casio]

11> Đáp án: c
I f(l-hí) JC —3> = i

Â Ị ^ + O - O y ^ - Ỉ  •
¡i§ . 1 2  
M  x = - i - ( l - ì ) y  = — - —t => Đáp án: A.

5 5
¡H z 1 - 2 z Jr \ - 2 i  =  0.

"zj - i  + 2
Sử dụng Casio ta có: ■ Đáp án: B.

ỉ/
U Phương trình ^  z1 -  2/Z  + 4/ -  2 = 0 
I Theo định lý Vỉ-et, ta có: Zị + Z2 =2i; zrz2 = 4 i-2  
I Thử đáp án thấy c thỏa mãn.

_ {1 + 2i)(4 + ĩ) 42 19. „ị x ~ — - ; - — - = — + — / => Đáp án: c  
J  3 + 4 i 25 25
ỄSử dụng Casio ta có (1 + 2i f  = -3+ 4 i => Đáp án: B. 

|s ử  dụng Casio có : 3z2 -6z  + 15 = 0 <=* z — 1 + 2ỉ‘ 
z = 1 -  2ỉ'

Đáp án: A.

I  Û? 4- /? = 2 + 4¿; ơ./? = -1 l-2 í‘ => Phưo'ng trình cần ỉập: 
I -(ßr+/?)z + ar/?~0<^ £2-(2 + 4 /)-1 1 -2 / = 0 
\ 3̂ >Đáp án: A.
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10. Sử dụng Casio có : 2x2 + X +1 = 0 <=>
X —

X =

1 Vt\  —+ — ỉ
4 4
1 V7 .

Đáp án: A.

11. Dùng Casio thử các đáp án thấy X — 3i và x = -2  thỏa mãn => Đáp án: A.
12 . x x.x2 =  a 2 + b 2\ x ị .*2 =  2 a

Theo định lý Vi- ét thì x^x2 là nghiệm của của phưcmg trình:
X2 — 2ax +  a 2 +  b 2 =  0

Đáp án: c.
13. Theo định lý Vi- ét zvzt = 3+5í;zi+z2 =*“ 2

Thay vào các đáp án thấy: Zj2 + z22 = (Zj + z2)2 “ 2ZjZ2 = —3—14/
Đáp án: A.

14. 4- = 5 + 5i; Zj >z2 = 13/
Phương trình cần tìm: z2 —(5 + 5ỉ).£ + 13í =0 =>Đáp án: B»

15. Sử dụng Casio => Đáp án: B.
16. Thử các đáp án ta thấy A đúng=> Đáp án: A.
17. Thay z — 1 + ỉ vào phương trình:

(l + f)2 -h¿>(l + í) + c = 0 <=> h + c + (b + 2)i = 0 
ịb + c = Q \b = -2
|fc+2= 0 \c = 2

=s> Đáp án: D,
1B. Thay z = 1+1 và z -  2 vào phương trình:

8 + 4a + 2¿> + c = 0
ß = —4 
¿> = 6 
c = —4

: - -- •*
. :Ỵ ĩ

(1+ i ỹ  +  a(l + i ) 2 +  b ( l  +  i )  +  c =  0 

=^>Đáp án: A.
Cách khác\ Thay atb,c trong các đáp án vào phương trình và tính nghiệm ,
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• ỉ

CHƯƠNG VIII. PHƯƠNG PHÁP T ư  DUY

GIẢI CÁC BÀI TOÁN THỰC TIỄN
ỉ
1 1 . Cấp SỐ công; u ,u = u +(n — 1 )d.

Tống của n số hạng đàu của cấp số cộng được gọí là tống riêng thứ n.

JrU  ̂ nTs CÓI s — li ~r u -Ị- ... -Ị- u — ----~— — •—
n 1 2 n ri

2ư H- (n “  1 )d

' ì
2. Cấp SỐ n h â n :  u}; un =  uyqu—ỉ

•• %'ì I .■■ị ị 
' Ằ li

, , u (rn — 1)
Ta có s  =  u + u + ... + « =  u +  u .r 4-... +  u .rn — - 1---------« 1 2  n ì  1 1 r — 1

3. Bài toán lãi suất ngân hàng
Thông thường có hai hình thức tính lãi gồm lãi đơn (phần lãi của mỗi kì 
được tính trên số tiền gốc ban đầu) và lãi kép (phần lãi của kì sau được 
tính trên số tiền gốc kì trước cộng với phần lãi của kì trước).
Giả sử số tiền gốc là A; lãi suất r%/kì hạn gửi (có thể ỉà tháng, quý hay năm).

Lãi đơn: Tiền lãi của kì trước không được tính vào vốn của kì tiếp theo,
1  đến kí hạn người gửi không rút lãi ra.
j I Số tiền lãi nhận được nếu gửi theo hình thức lãi đơn sau n kì hạn gửi là
I ị nA.r, số tiền nhận được cả gốc và lãi sau n kì hạn gửi là 
lị; c  =  Ả + n.Ar — A(\ + n.r)
I ị +3 Lãi kép: Đến kì hạn người gửi không rút tiền lãi ra thì tiền lãi được tính 
'II vào vốn của kì tiếp theo
ị ị  Số tiền nhận được cả gốc và lãi sau n kì hạn gửi với hình thức lãi kép là

A{ 1 + r Ỵ , số tiền lãi nhận được sau n kì hạn gửi là c  =  A Ị (1 + r)” — 1
Tương tự  có thể xây dựng cho các bài toán mà số tiền gốc bị giảin đi từ kì 

í;: hạn gửỉ thứk.
Ví dụ (Câu 21- Đề minh họa THPT quốc gia 2017)> ông A vay ngắn hạn ngân 

hàng 100 triệu đồng, với lãỉ suất 12%/năm. ông muốn hoàn nợ cho ngân 
hàng theo cách : Sau đúng một tháng kể từ ngày vay, ông bắt đầu hoàn nợ; 
haỉ lần hoàn nợ liên tiếp cách nhau đúng một tháng, số tiền hoàn nợ ử mỗi

;f lần là như nhau và trả hết tiền nợ sau đúng 3 tháng kể từ  ngày vay. Hỏi,
theo cách đó, số tiền ĨI1 mà ông A sẽ pháỉ trả cho ngân hàng trong mỗi lần 
hoàn nự là bao nhiêu ? Biết rằng, lãi suất ngân hàng không thay đổi trong 
thời gian ông A hoàn nợ.
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100.(1,Ol)3 , ( t o i ) 3A. m = ------ ——— (triêu đồng} B. m “ ———/■— (triêu đồng]
3 (1,01) - 1

r  _ 100.1,03. .. n  _  _ 120.(1,12)5c. m = ---- —----(tríêu đồng) D. m “ ------ — —— (triêu đồng) ...
3 (1,12) - 1

Hướng dẫn giải 
p=100 triệu, 12%/Năm:=> 1%/tháng, r = 0,01, rP = 1.

Ta giả sử các tháng là:
1/ 03— » 1/04 ^ —► Lãi rp; m = m{+rp

Trả gốc m, => Còn nợ P-ml 

0 1 / 4 :— » 1/05<C~—►Lãír(p-m1] ----------= m7 + r(p — rrtị)

01 /05——£-3--> 1/06 s^HLãỉ r(p“ m l-m 2 ] m — ỉĩ^ + r (p —mì —m^)
Trả gốc rtì̂  ^ --------►Còn nợ P-ml-m'2
,ãỉ r (p - ra l-m 2 )  m — m3 + ri 
Trả nổt gốc ỉTL—p — ìKị — m2

Theo đề
=> ỉTtị + rP = m2 + r(P — n i ị) ĨĨ12 = (1 -1- r); = rr^ (1 -f r) = rìĩị (1 + r ý

rP (14* rÝmì +m2+ = p  => ĩ ĩ ^ - ---- --------=> m = mx Hb rP = rP.—— -----
{1 + r ỵ - l  1 (1 + r) — 1

Đáp án: B.
Công thức chung: mk = mj(l + r)*-ỉ và số tiền trong mỗi lần đóng sẽ là:

_ rP n n (1 + r)km,Jrmĩ +rru+... + m, — p  m = ---- ——---- :=> Ỉ7Ĩ — ĨĨL +■ rP = rP.------—7----
1 *2 ^  ̂ a  + 0  -1  (1 + r) —1

Nhận xét: Đối với bài toán về tỉền lãi thì quan trọng nhất là ta xác định 
được tiền gốc cho Tân kì hạn tiếp theo.

4. Bài toán ửng dụng tích phân
Các đại lượng vật lí có mối liên hệ toán học với nhau, ta có thể xem đại 
lượng này là đạo hàm của đại lượng kia tại một thời điểm nào đó. Từ đó có 
sự liên hệ về nguyên hàm và tích phân trong việc tính giá trị các đại lượng 
đó. Chúng ta thường gặp nhất là sự liên hệ giữa quãng đường vận tốc và gìa tốc 
của chất điểm trong quá trình chuyển động.
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s. Bài toán eux tri ■ ■

Trong thực tế ta luôn có nhu cầu tối ưu một vấn đề nào đó, đơn giản nhất 
đó là lợi ích một cách tối đa và chi phí một cách tốỉ thiểu. Chính vì vậy các bài

I  toán về tìm giá trị lớn nhất nhỏ nhất luôn cần thiết trong đời sống hàng ngày,

BÀI TẬP T ự  LƯYỆN
a ■ ft

j 1. Biết rằng tỉ lệ lam phát hàng năm của một quốc gia trong 10 năm qua là 
5%. Năm 1994 tiền nạp xăng cho một ô tô là 24,95 USD. Năm 2000, tiền 

j I nạp xăng cho xe ô tô đó phải là:
A. 33,44 USD B, 23,44 USD c. 34,43 USD * D. 43,34 USD

lị;2' Tỉ lệ tăng dân số hàng năm của In-đỏ-nẽ-xi-a là 1,5%. Năm 1998 , dân số4 ịỊ .
của nước này là 212 942 000 ngư ờ i. Dân số của In-đô-nê-xi-a vào năm 

■]! 2006 là:
I I  A. 240 091 000 B. 250 0 9 10 0 0
I l  c. 260 091000 D. 230 091 000

I ị3. Năm 1994, tỉ lệ thế tích khí C02 trong không khí là . Biết rằng tỉ lệi ị ’ 10 
ị ị thể tích khí C02 trong không khí tăng 0,4% hàng năm. Năm 2004, tỉ lệ thể
ịị tích khí Cũ2 trong không khí là:

l ị  A. 373.KT7 B, 373.1er6 c. 273.10”6 D. 373.1CT7
ị |4. Biết rằng tỉ lệ giảm dân số hàng năm của Nga là 0,5% Năm 1998, dân số

của Nga là 146 861 000 người. Năm 2008 dân số của Nga sẽ là:
A. 139 899 000 B. 149 699 000
c. 159 899 000 D. 139 699 000

5. Áp suất không khí p {đo bằng miiimet thủy ngân , kí hiệu là mmHG) suy 
giảm mũ so với độ cao X (đo bằng mét), tức ỉà p giảm theo công thức

p  =  pồ.e xl

Trong đó P0 = 160mmHg là áp suất ở mức nước biển (x — 0) , i là hệ số
suy giảm. Biết rằng ở độ cao 1000m thì áp suất không khí là 672,71mmHg. 
Áp suất không khí ở độ cao 3000m (gần đúng) là:
A. 53Q,23mmHg B. 63Qt23mmHg
c. 430,23mmHg D. 330,23mmHg
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6. Vận tốc của một vật chuyển động ỉà v(0 — —i— + (m Ị s). Tính quãng
27Ĩ 71

đường đi chuyển của vật đó trong khoảng thời gian 1,5 giây (làm tròn kết 
quả đến hàng phần trăm) là:
A, 0,34(m) B. 0,034(m) c. 0,34(cra) D.3,4(cm)

7. Một vật di chuyển với vận tốc của một vật chuyển động là
í 2 + 4  ' •v(í) = 1,2h-----  — (mỉs). Quãng đường di chuyển cửa vật đó trong khoảng
t  I 3

thời gian 4 giây (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm) là:
A. ll,81(m) B. 12,81 (m) c,ll,21 D, 12.21

8. Trong các hình trụ nội tỉếp hình cầu bán kính V3 cm, hình trụ có thể tích -
lớn nhất là: . ■ >.
A. 37tcm3 B. 271 cm3 c. 47tcm3 D. 57ccm3

( 7ĩ\
9. Cho con lắc lò xo dao động với phương trình : X = 3 cos 27ĩt-\-— \ (m)

Tính độ lởn gia tốc của vật tại thời điểm t — Ss,
A, 6ft2 B. 77T2 c. 8tt2 D, 9tĩ2

10. Để làm một lon cà phê Bỉrdy, người ta phải làm một lon hình trụ có thể 
tích thực là 200mỉ bằng nhôm, giá nhôm là 70.000 đồng trên một mét 
vuông. Hỏi lon cà phê có chiều cao bao nhiêu để số tiền làm lon là ít nhất?

11. Thể tích V của lkg nước ở nhiệt độ T (T nằm giữa 0n và 30° ] được cho 
bởi công thức
V =999,87 —0,06426T + 0,0085043r2 — 0,0000679 r3(cm3) . Để nước có khối 
lượng riêng lớn nhất thì nhiệt độ ỉúc đó là: (tính gần đúng)
A. r==0,96(°c) B. r  *3,9665 (°c) c. T * 2,9665(°c) D. r®  l,?6(°c)

12. Lưu lượng xe ô tô vào đường hầm được cho bởi công thức
290,4v A

/ M = r  2 77:h r  ■ ^  txe/g [ằy l0,36v2 +13,2v + 264 
Trong đó v(km/h) là vận tốc trung bình của các xe khi vào đường hầm. 
Vận tốc trung bình của các xe khi vào đường hầm sao cho lưu lượng xe là 
lớn nhất và giá trị lớn nhất đó là:
A. 27,08 (km/h); 8,9 (xe/giây) B. 27,08 (km/h); 9,8 [xe/giây)-
c. 25,08 (km/h); 8,9 [xe/giây) D. 25,08 (km/h); 9,8 (xe/giây)



13. Một người ném xiên một vỉên đá lên không trưng theo quỹ đạo parabol có 
phương trình y = -2x2 +8x-3 , vị trí viên đá di chuyển gắn với trục tọa độ 
Oxy. Khi đạt vị trí cao nhất, được biểu diễn là số phức nào?
A. £ = 2+5/ B. z=5+2/ c. z = l-4i D. z - 4 —1

14. Trong tất cả các hình hộp chữ nhật có dỉện tích toàn phần là 96 , thì hình
II hộp chữ nhật có diện tích lớn nhất là:

A. 64 B. 125 c. 27 D. 216
15. Thầy giáo Nam gửi ngân hàng 100 triệu với lãi suất 10% một năm, và lãi 

hàng năm được cộng vào vốn, sau 5 năm thầy gửi thêm 100 triệu nữa vào 
tài khoản . Hỏi sau 10 năm thầy Nam nhận được bao nhiêu (’lấy giá trị gần 
nhất)?
A. 420 triệu B. 421 triệu c. 422 triệu Đ. 423 triệu

16. Vào 10:00p.m , ngày 30/1/1952, khi sử dụng máy tính tự động Western 
Ư.s National Bureau of standords, người ta đã tìm ra số Mersenne M521:
252' —1 là số nguyên tố . Hỏi khi viết ở hệ thập phân, số M523 có bao nhiêu 
chữ số?
A. 155 B, 156 c. 157 D. 158

17. Hàng ngày mực nước cửa một con kẽnh lên xuống theo thủy chiều, độ sâu 
h(m) của mực nước trong kênh tính theo thời gian t (h) trong một ngày

cho bởi công thức h = 3cos — + — +12 xác đinh trên [16; 21]

Mực nước trong kênh thấp nhất tại thời điểm t bằng:
A. 17 B. 18 c  19 D. 16

18. Một vật chuyển động với gia tốc V ( t ) m Ị s t có gia tốc a - 12 + 1 {m /  s2).

Vận tốc ban đầu của vật là I m Ị s . Hỏỉ sau 7s, vận tốc của vật là bao nhiêu 
(tính giá trị gần nhất]?
A. 398m /s  B. 400m /s  c  399m /s  T).256m/s

19. Sau khi phát hiện bệnh dịch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm 
bệnh kể từ ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngảy thứ t là :
/  (í) = 4512 — í3 .Nếu x em /'( í)  là tốc độ truyền bệnh ( người /  ngày ) thì 
tốc độ truyền bệnh sẽ lớn nhất vào ngày thứ:
A, 12 B. 15 c. 20 D, 25

V
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20* Một ngọn hải đăng đặt tại vị trí A cách bừ biển 1 khoảng AB -  5km. Trên . .
bờ có một cái kho ở vị trí c cách B một khoảng là 7km. Người canh hải 
đăng có thể chèo đò từ  A đến M trên bờ biển với vận tốc 4km/h rồi đi bộ 1
đến c với vận tốc 6km/h (hình vẽ). Để người đó đến kho nhanh nhất thì ị
BMbằng - ^

: I
. ' M ỉ

’2 -

■

A. 2-v/ö B. 2 V5 C. 2J 3 D. 2V2
21. Một công ti bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuể 

mỗi căn hộ với giá 2.000.000 đồng một tháng thì mọi căn bộ đều có người 
thuê và cứ mỗi lần tăng giá chò thuê mỗi căn hộ 100.000 đồng một tháng 
thì có thêm hai căn hộ bồ rỗng, Để thu nhập cao nhất, công tí đó phải cho 
thuê mỗỉ căn hộ với giá một tháng là:
A. 2.100.000 B. 2.200.000 c. 2.225.000 D. 2.250.000

22. Một khư rùng có trữ  lượng gỗ 4.105 mét khối. Biết tốc độ sinh trưửng 
của các cây trong rừng đố Là 4% mỗi năm . Hỏi sau 5 năm , khu rừng đó sẽ 
có bao nhiêu mét khối gỗ?
A. 4,8666.105 B. 5,8666.105 c. 6,8666.105 D. 7,8666.105

23. Một chất điểm chuyển động theo quy luật s = 612 — í3 . Thời điểm t (giây3 
mà tại đó vận tổc v(m/s) của chuyển động đạt giá trị lớn nhất là:
A .t=  1 B. t = 2 c. t = 3 D. t s '4

■ ■ ị ị
■Ẵ ế Í

I
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ị
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24. Một hành lang giữa hai nhà có hình dạng của một lăng trụ đứng [hình vẽ). 
Haỉ mặt ABB’A' và ACCAIà hai tấm kính chữ nhật dài 2 Om, rộng 5m. Gọi X 
(mét] là độ dài cạnh BC
Thể tích lớn nhất của lăng trụ có thể đạt được là:

25. Một con lắc lò xo dao động với phương trình: X  = 3cos(27Tt + ~)  Ctn). Độ

lớn của gia tốc của vật tại thời điểm t = 5s là:
A. Ổ7T2 B. —8-7T2 c. 87t2 D. —6tĩ2

26. Một vận động viên tập luyện một môn thế thao bao gồm cả chạy phối hơp 
với bơi từ góc n à y  sang góc đối diện cửa một hồ nước hình chữ nhật chiều 
rộng 50m, chiều dài 200m. Sau khi chạy dược quãng đường X thì người đấy 
chuyển sang b ơ i  đ ế n  đích. Giá trị c ủ a  X đ ể  thời gian ngườỉ ấy v ề  đích nhanh 
nhất là bao nhiêu? Biết vận tốc bơi là 1.5 m/s, vận tốc chạy là 4.5 m/s.

A. 50 B. 100 rv- C.150 D.200
27. Cắt bỏ hình quạt tròn AOB (hình phẳng có nét gạch trong hình 1.3) từ một 

mảnh các tông tròn bánh kính R rồi đán hai bán kính OA và OB của hình 
quạt tròn còn lại với nhau để được một cái phễu có dạng một hình nón. Gọi 
X là góc ở tâm của quạt trốn dung làm phễu (h.i.3), 0 < X  <  2 n .
Thể tích lớn nhất của hình nón là:
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A. ĩầ*R’ B. 3V2
7 t R

■ Mề
Mế

3 V 2  3

d - t t m  I27 27 18
28. Một sợi dây chỉều dàì L được cắt thành 2 đoạn: đoạn 1 uốn thành hình 

vuông cạnh a, đoạn 2 uốn thành đường tròn bán kính r. Đế tổng diện tích

của hình vuông và hình tròn nhỏ nhất thì tỉ số — là:

A. 71 B, 27t c. 3#
ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI

lp A 2.A 3.B 4 .b 5. A 7. A 6. A 8. c 9. A 10. A
11. B 12, A 13. A 14. A 15. A 16. c 17. D 18. c 19p B 20. B
21. D 22. A 23. B 24. A 25. A 26. D 27. A 28. A

1. Công thức tổng quát c  — A(1 + 0,05)" USD; Tiền nạp xăng năm 2000 cho ô 
tô đó là 33,44 USD . Đáp án: A.

2. c  = A(l + 0,015)"; Dân số của In-đô-nê-xỉ-a vào năm 2006 là 240 091 000. 
Đáp án; A.

3. Đáp án: B.
4. Đáp án: D.
5. Đáp án: A.

Trước tiên tìm í từ  đẳng thức 
672,71 = 160.eỈŨŨO iụ  « 0,00012)

Từ đó ^  « 760.e3ữũ0 í“0'0ũ012)
6. Đáp án: A.

3 + _ L ss0,34 ( m)
Alt 7Ĩ1

7, Đáp án: A. 0,8 -13  ln 3 +13 ln 7 «11,81 (m)
8, Kí hiệu chiều cao t bán kính đáy và thể tích của hình trụ nội tiếp hình cầu 

Tân lượt là h , r và V. khi đó, V = 7fr2h .
2 r í  7.3 \

Vì r 2 = R2 ——  nên V —7C
f  h2^ R2- - h = 71

( ỵ
R2h -  —  

V 4
Bàỉ toán trở  thành tìm giá trị lớn nhất của hàm số
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I  V(A) = >rffl2A-jl,A6(0;2J?). K n , x = ^  khi h = . Khi tf = v 3 thì ta

iỉ được kết quả, Đáp án: c.

9. Có a -z"(t) = ” 12 r̂2cos (m /ĩ'2)

Tại f — 5jt |ứ| = 6#2. Đáp án: A.

, 10. Có hxR2 = 200=5 h = ̂ r  ■,Stp = ĩtR2 + 2xRh = ĩrR1+ —  = f ( R )
1 ĩiR ■ R

'■=> f  ’(Ä) = Ĩ X R => /  •(*) = 0 «  R = 3jí—  => /  (/?)min «  Ä =

Đáp án: A.
11. Để khối lượng riêng của nước lớn nhất thì thể tích của 1 kg nước phải nhỏ 

nhất. Tacó Vmin đạt tại T = 3s9665(°c)
Đáp án: B.

12. Đáp án: A,

f  .(V) =  2 9 0 ,4 . --------—0 ,3 6 v a +  2 6 4

(o, 3ỐV2 +13,2v + 264)

,,, - _ V264
/  (v) = 0 <=> V = — —
J 0,6

f đat giá trị lấn nhất khi V =  BS 27,08 [km/h]
0,6

/I » /(27 ,08 ) *8,9
/7 2 6 4
I 0,6

13. Đáp án: A» max y — 5 <=> X — 2 => z = 2+5Ì
14. Đáp ốn: Ạ,

Stp -2(aỉ? + bc + cơ) — 96

<=> ab+bc + ca — 48. Lại có 3ịjalb2c2 < ab + bc + ca

(ab+bc + c a f  abc < lị------- ------- = 64=>VMMt -6 4
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Sau 5 năm, thầy Nam có tổng số tiền là: A = P(14- rỴ = 1 00(1 + 0, l)5 «í 161 triệu

5 năm tiếp theo thầy giáo của Nam có A1 -(A  + 100)(l + 10%)5 «420 triệu.
16. Đáp án: c.

Sổ của là []og(2521 -1)1+1=157 số => c  

17> Đắp án: D.

/ĩ = 3cosí— + “  + 12. Có 9 <h  <15 min /z = 9 <=>cos —  + - !  = —1
u  3 j /<16:21] ^6  3 J

<=£ — + — = —n  + k2ft 4=> — = —— + 2k ^>ị = Ì6(k- 2 )
6 3 6 3 v ;

18. Đáp án: G.
C á c h  1:  C ó  a  -  V '( t )  =  3 ĩ 2 +  2 t  = >  V =  ử  + 12 +  c

v(ữ) = 7 = > c =  7:=>v (7) =  7 +  73 +  72 =  3 9 9 m / j

Cácto 2: v(0 -  7 + J (3í2 + 2í)¿/í = 399/ÎÎ / í
19.

/  '(í) = 90í — 3í2, /  "(í) = 0 <=>f = 15. Ngày thứ 15 thì tốc độ truyền bệnh sẽ
lớn nhất.

20.
Đặtx^BM 0<x<il  khi đó AM =\fïF+25,MC = 1 - X  

Thời gian người canh hải đăng đi từ  A đến c là:
\/*2 4- 25 7 -X .

r(*) =-----—  + *—  CgiờL 0< x<7

Hàm số T đạt giá trị lớn nhất tại điểm X = 2 V5 

Đáp án: B.
21.

Gọi « là số nhà bị bỏ rỗng,/i€ N 
Sổ tiền còng ty thu được hàng tháng là:

T = {2000000 + - .  100000)(50 -  n)

= -50000/Î2 + 500000rt + 1000D0000



Ị _  ^  . . -b  500000 e=> T <=> n — =í 5
2 a 2.50000

Khỉ đó giá thuê mỗi căn hộ là: 2000000 + - .  100000 = 2250000 (đồng)

Đáp án: D.
11 22. Gọi trữ ỉượng gỗ ban đầu là Vữ , tốc độ sinh trưởng hằng năm của rùng là

i phần trăm . Ta có :
-  Sau 1 năm , trữ  lượng gỗ là :

i V;=V0 + ỈV0»Vi(l + í);
-  Sau 2 năm , trữ ỉượng gỗ là :

va=vI + nĩ=v1(i+/)=v0o+/2);
-  Sau 5 năm , trữ  ỉượng gỗ là :

v5=v0(iíỉ)5.
Thay ta được

vs = 4.10S (1 + 0 ,04)3 = 4,8666. ] o5 (m3).
Đáp án: A.

23. Vận tốc chuyển động là v = s' , tức là V = 12t—3t2' . 
f  Ta có: V' —12—6/,

v ' = 0 <̂> t = 2.
Hàm số đồng biến trong khoảng (0; 2) và nghịch biến trong khoảng
(2;+oo)

_í: Vận tốc đạt gỉá trị lớn nhất khi t - 2
1 Đáp án: B.
I 24. V = 5x^100 - X 2 (m3), 0 < X < 10 
I  Hình lăng trụ có thể tích lớn nhất khi X  -  5*j2(m).
Ii max r-
I  « ” ;,0 )1' ‘ 1' <5' / Ĩ ) - 250<” )

25. a — x" = — cos(2;zt + -^-). Thay t =5 vào a, tìm được aị = 6ft2 ịm/  s2 )Ị 25. ữ = ;T = -12tf2cos(2;w+—).T hay t= 5  

Ị 26. Quãng đường bơi là: ^/(200 “  x)2 + 502



™ ^  ..ì.. * . V(200 — x)z 4-502Thời gian đỉ cả quãng đường là: f ( x )   ---- + —------------  ----——
4 ỊJ| 5 5

25 _ 25/ ’(jt)“ 0 <=> ;c = 200----pr ;=> Min f i x )  <=» ^ = 200---- ỹi — 182(m)
V ĩ

Đáp án: D.

27. ì/ ^ T tr '- h  = - ~ x 2 v ^ r 2 -  *2 ,0 < X < 2;r

V ĩ

3 24?ĩ2
Ta tìm  x e  (0; 2tc) sao cho tại đó V đạt giá trị ĩớn nhất

R3 x{%7T2 - 3 * 2)
V ' = — — ,

24;r ^47T2 - X
Với 0 < x  < 2tt , ta  có

V" =  0  8 ;r2 - 3 ^  =  0 =
2-Jó 7Ĩ= 1,63ĩr

i SHình nón có thế tích lớn nhất khi X  = —T— JT = 1,63;r

max /

(0; 2;r) V  = v
V

2^6 '  —■—
•3

2\/3
27

?r/?:

28. Tổng diện tích 2 hình là: a2 -vnr1 = a2 + — >r2 (g + r f  ứ
+ 1

7 Z  7 t

—  + 1 
71

Dấu "=" xảy ra khi — = — <í=> — = #  .Đáp án: A.
1 1 r

¿r
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