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LO1 NOI DAY

Ly thuyét xac suat va thdng ké toan hoc la mdét nganh khoa hoc
dang giu vi tri quan trong trong cac linh vuc (ng dung réng rai va
phong phi cla ddi séng con ngudi. Cing v8i su phéat trién manh mé
ctia khoa hoc va céng nghé&, nhu cau hiéu biét va sl dung cac cong
cu ngau nhién trong phan tich va x{r Iy thédng tin ngay cang trd nén
dac biét can thiét. Cac kién thirc va phuong phap cla xac suét va
théng ké da ho trg hiru hiéu cac nha nghién cltu trong nhiéu linh vuc
khoa hoc khac nhau nhu vat ly, héa hoc, sinh y hoc, nédng hoc, kinh
té€ hoc, xa hoéi hoc, ngén ngif hoc...

Trong mét chuc nam gan day, giao trinh xac suét thdong ké da trd
thanh co sd clia nhiéu nganh hoc trong cac trudng dai hoc va cao ding,
tr d6 xudt hién nhu cau hoc tap va nghién citu (g dung rat In, nhat 1a
dai vai sinh vién cac nganh khoa hoc khdng chuyén vé toan. D& thoa
man yéu cau dé, gido trinh nay cé géng dap (mg doi hoi ctia déng dao
sinh vién nham hiéu biét sau sdc hon cac khai niém va phuong phap
tinh xac sudt va thong k& dé hoc tap dat hiéu qua cao hon ciing nhu
(ng dung mon hoc vao nganh hoc va mdén hoc khac.

Gido trinh xdc sudt théng ké dugc viét cho thai gian giang day
la 60 tiét hoc. Do déi tugng sinh vién rat da dang véi trinh d6 toan co
ban khac nhau, chang t6i da ¢d gang tim nhimg cach tiép can don
gian va hop ly, va nhu vay da budc phai bét di phan nao sy chat ché
hinh thifc (vén rat dac trung cho toan hoc) dé giap ban doc tiép can
dé dang hon ban chat xac suat cla cac van dé dat ra va tang cuong
ky nang phan tich, xt ly cac tinh huéng, tir 6 dan dan hinh thanh
moét hé thang khai niém kha day da dé di sau gidi quyét cac bai toan
ngay cang phuc tap hon.

Gido trinh dugc chia thanh 6 chuong gdm 3 chuong danh cho phan
xac suat va 3 chuong cho phan phan tich thdng ké. Nhimg khai niém va
cdng thirc co ban dugce trinh bay tuong d6i don gian, dé hi€u va dugc



minh hoa bang nhiéu thi du 4p dung. Cac chitng minh khé dugc lugt bét
cb chon loc d€ gido trinh khéng quéa cong kénh, mac du vay cac céng
thre va van dé lién quan déu dudc nhic dén day da dé tién khéng chi
cho hoc tap sau hon, ma con ¢é ich cho nhimg ban doc mudn tra cl,
tim toi phuc vu cho (g dung va tinh toan théng ké. Cudi méi chuong cé
mot loat bai tap danh dé ban doc tu gidi nhdm hiéu biét sau sic hon ly
thuyét va rén luyén ky nang thuc hanh.

Hy vong rang gido trinh ¢ ich cho ban doc xa gan, cac sinh vién,
can bd gidng day d cac trudng dai hoc va cao dang, cac can bd khoa
hoc va kinh t& mudn tut hoc va tu nghién clru xac suat thang ké — mén
hoc thudng dugc coi la khé tiép thu, Tac gia cling cam on moi y kién
gop y dé quyén sach sé ngay cang dudc hoan thién hon dé gép phan
nang cao chat lugng day va hoc mén hoc nay.

Trong l1an tai ban nay tai Nha xuat ban Bach Khoa — Ha Nbi, mdt sé
16i ché ban da dugc slra chita. Tac gia mdt 1an nira to 10i cam on dén
nhimg y kién gbp y cla ddng dao ban doc dé cai tién gido trinh trong
|an tai ban tiép theo.

TAC GIA



Chuong |
SU KIEN NGAU NHIEN VA PHEP TiNH XAC SUAT

§1. KHAI NIEM MO PAU

1.1. Su kién ngau nhién

Khai niém thudng gip trong 1y thuyét xac suit la su kién
(ma khéng thé dinh nghia chat ché). Su kién dude hiéu nhu la
mot sy viéc, mot hién tudgng nao dé ctia cudc sdng tu nhién va
x& hol.

Khi thuc hién mét tap hop didu kién xac dinh, néi tat 1a bd
didu kién. goi 1a mot phép th, c6 thé c6 nhidu két cuc khac nhau.

Thi du 1.1. Gieo mot con xic sdc ddng chat trén mot mét
phang (phép thi). Phép thi nay cé 6 két cuc 1a: xuit hién mit
1, méat 2,..., mat 6 chdm. Mdi két cuc nay ciing véi cac két qua
phdc tap hon nhu: xudt hién méit cé s6 cham chan, mét cé so
cham bdi 3, déu ¢ thé coi la cac su kién. '

Nhu vay két cuc caa mot phép thu 1a mét trudng hop riéng
cua su kién. D& cho tién 1gi sau nay, ta ky hiéu su kién bang
cac chit cai in hoa A, B, C, ... Su kién dudc goi 1a tdt yéu, néu
n6 chic chin xay ra, va duge goi 1a bdt khd, néu ndé khéng thé
xay ra khi thuc hién phép thi. Con néu sy kién cé thé xay ra
ho&c khong sé dudc goi 1a su kién ngau nhién. T d6, theo mot
nghia nio d6, c6 thé coi cac su kién tat yéu, ky hiéu 1a U, va
bat kha, ky hiéu 1a V. nhu céac trudng hdp riéng cua sy kién
ngau nhién. Thi du, dudi nhiing diéu kién xéc dinh, nudc déng
bang & 0°C 12 su kién tit y&u; khi gieo mét con xuc xac, viée
xuft hién mat bay cham 1a su kién bat kha...



Pé md td mdt phép thit ngudi ta xac dinh tap hdp cac két
cuc c6 thé c6. Tap hop tat ca cac két cuc cia mdt phép thu
(dudc goi 12 cac s kién so cdp, ky hiéu 1a @) tao thanh khéng
gian cac su kién so cdp, k¥ hiéu la Q = {w, i € I}, I 14 tap chi
s8, ¢6 thé v6 han (d€m dudc hoic khéng d&€m duge). D& thay
trong thi du 1.1, néu ky hiéu A; — sy kién xuét hién mit i
chim (i = 1,6) thi Q ={A,, A,, A, A,, A, A = {4, i= 1,6}.

Trong nhiéu hién tugng hang loat khi thuc hién nhiéu lan
cung mot phép thi, ta thay tan suat xudt hién mét su kién A
nao d6 chénh léch khéng nhiéu so vl mot sé dac trung cho
kha nang xuat hién A. S8 d6 dudc goi 1a xde sudt xuat hién A
va dude ky hiéu 1a P(A). Nhu vay néu viét P(A) = p ¢6 nghia la
xac suat xay.ra su kién A 1a bang p.

Mbt cau hdi tu nhién 1. Do dau c6 su kién ngiu nhién? Va
chiing ta c¢6 thé nhan biét duge ching khong? Thuc ra mbi sy
kién déu xay ra theo quy luat nao do; song do diéu kién thiéu
tri thdc, théng tin va phuong tién can thiét (ca vé kinh phi,
thiét bi 1an thoi gian) nén ta khéng c6 kha ning nhan thic day
da vé su kién dé. Van dé cang trd nén khoé khan hon khi chi
can c6 mét su thay doi bat ngd du rat nho caa bo diéu kién da
lam thay d6i k&t cuc cia phép thi. Cho nén bai toan xac dinh
ban chat xac sudt cia mot sy kién bat ky trong mot phép thi
ty ¥ 1a khong thé giai duge.

1.2. Phép toan va quan hé cua cac su kién

V& mit toan hoc, viéc nghién cliu quan hé va phép toan
trén tap céac su kién cho phép ta xac dinh chiing thuc chat hon.

(i) Téng cia A va B, ky hiéu 1a A + B, chi su kién khi ¢6
xudt hién it nhat mot trong hai su kién trén.

(11) Tich cua A va B, ky hiéu 1a AB, chi su kién khi ¢6 xuat
hién déng thaoi ca hai su kién trén.



(iil) P61 lgp cua A, ky hidu 14 A, chi su kién khéng xuit

hién A. R& rang d6i lap c6 tinh tuong hd A =AvaA+ A =U,
AA=V,U=V.

(iv) Xung khdc: hai sy kién A va B dudc goi 12 xung khéc
néu ching khong thé ddng thai xay ra, ticla AB=V.

(v) Kéo theo, ky hiéu A = B, chil néu xuét hién A thi xuit
hién B,

(vi) Tuong duong, ky hiéu A = B, chi viéc néu xuit hién A thi
xuat hién B va ngudc lai.

(vil) Hiéu cua A va B, ky hiéu A — B (ho#c A\B), chi sy kién
xuit hién A nhung khéng xu4t hién B, tic1a A —B = AB.

Cac khai niém cho thay tinh d8i lap, téng, tich va hiéu cua
hai kién tuong tng vdi bu, hgp, glao va hiéu cua hai tap hap.
Nhu vay c6 thé st dung cac tinh chit ctia cac phép toan trén tap:
hgp cho cac phép toan trén su kién, chidng han dung so d6 Ven
trong thi du sau day.

Thi du 1.2. Ky hiéu U 1a tap vi tru, V 1a tap & (rong). Khi
d6 A va B sé la cac tap con cua U va cac phép toan trén A va B
¢6 thé minh hoa bing so d6 Ven (xem hinh 1.1).

v ) |
A///% @

Tap v try Déilap A A, B xung
| khic (AB = )
U u U
7/7/2KCD
Kéo theoA = B Tong A + B Tich AB
Hinh 1.1



Tu d6, dé dang chi ra cac cong thic sau:

A+B=B+A, AB = BA (giao hoan);

A+B+C)=A+B)+C,ABC) = (AB)C (két hdp);

A(B + C) =.AB + AC (phén phoi);

A+U=UA+V=AA+A=A;

AU=AAV=V, AA = A.

Thi du 1.3. Chon tit mot 16 hang ra 5 san pham va ta quan
tdm dén s6 phé& pham trong 5 san pham dé (phép thu).

a) Xac dinh cac su kién so cap.

b) Biéu dién cac su kién sau theo cac sy kién sd cip: ¢6
nhiéu nhit 1 phé& pham; c6 khéng qua 4 phé€ pham, ¢ it

nhéat 1 phé& pham.

Gidi. a) Ky hiéu A, — trong 5 san pham c6 i ph& phiam. R5-
rangi= 0,5 vaQ={A,, A, A,, A, A, A}

b) Goi A, B va C la cac su kién tudng iing. D& dang biéu
difnA=A,+A,B=A,+A +A,+A,+A,= A, C=A, +A,+

A+ A+ A = A,

Thi du 1.4. Cho so d6 mang dién trén hinh 1.2 gébm 3 béng
dén. Viéc mang m4t dién (su kién A) chi c6 thé xay ra do chay
cac bong dén €ky hiéu la A, A,, A,). Hay biéu dién A theo cac

A i=1,2,3).
Giai. A xuit hién khi xay @
ra mdt trong 3 trudng hgp: | . L .
(1) ca ba béng chay, 2 3
(if) chéy hai bong 1 va 2, e
(111) chay hai béng 1 va 3. Hinh 1.2

TadotacoA=AAA; + AAA + AAA,.



C6 thé dung tinh chit cia mang song song va néi tiép dé ¢
mdt biéu dién khac gon hon:

A=A/A, +A),)

Trong nhiéu bai tap, viéc xac dinh s6 lugng cac su kién sa
cap dua dén sd dung cac két qua ctaa ly thuyét t6 hop.

1.3. Giai tich két hgp

Viéc dém s8 cac két cuc ciia mot phép thit dua vao mbd
hinh: chon ha hoa ra k& phan tu ti n phan tu cho trudec. Néu
phan biét thu tu cac phan ti chon ra, ta ¢6 khai niém chinh
hdp; néu thit tu khéng phan biét, ta ¢é to hgp.

(1) Chinh hop: chinh hdp chéap & tit n 14 mdt nhém ¢ thi tu
gém k phan ti 18y ti n da cho. D6 chinh 14 mot nhém gbm k
phan tu khac nhau dude xép theo thit tu nhat dinh. S& cac
chinh hdp nhu vay, ky hiéu la (k <n).

n!

(n—k)!

(i1 Chinh hop lap: chinh hop 1ap chap & tit n 1a mdt nhém
c6 thit tu gdm & phén ti c6 thé gidhg nhau 14y tir n da cho. D6
chinh 12 mét nhom gdm . phan tit ¢6 thé lip lai va duge xép
theo thi tu nhat dinh. S8 cic chinh hgp l4p nhu vay, ky hiéu 1a

A: =nn-D.(n-k+1)= (1.1)

~k
An = n—k. (1‘2)
(iii) Hodn vi: hoan vi cia n 12 mdét nhém gdém n phan tu
dude sidp xE€p theo mot thu tu nao db. R6 rang sb cac hoan vi
nhu vay, ky hiéu la P,, chinh 1a s6 cac chinh hgp A} va

P, =n! (1.3)

(ivt T6 hop: to hdp chap %k ti n 14 mot nhém (khong phan
biét 1+t tu) gdbm k phan tit khac nhau lay tit n da cho. S6 céc
t6 hop rnhu vay, ky hiéu 1a (8 <n) |



Ok = A - n! .
kY Rli(n-k)!

Thi du 1.5. Cho mét tap hop gdbm 3 phan ti {a, b, ¢}. C6 the
tao ra bao nhiéu nhém gom 2 phan tu chon tit tap trén?

Gidi:

(i) Néu ta dé ¢ dén thi tu cac phan td va mbi phan ti chi
dugc chon mét lan, s6 nhém thu duge sé 14 A2 = 3.2 = 6; d6 1a
{a, b}; {b, a}; {a, c}; {c, a}; {b, ¢}, {c, b}.

(ii) Néu van dé y dén thi tu, nhung mdi phin ti duge chon
nhiéu lan, s6 nhém thu dude tré thanh K; =32=9; d6 la:

{a, b}; {b, a}; {a, c}; {c, a}; {b, ¢}, {c, b}; {a, a}; {0, b}; {c, cf.

(ii)) Néu khéng dé ¥ dén thi tu cac phan ti va ching chi
dudc chon mét 1an, s6 nhém thu duge trd thanh C; =3; 46 1a

{a, b}; {a, c}; {b, c}.

Thi du 1.6. Mét 16p phai hoc 6 mdn trong hoc ky, méi ngay
hoc 3 mén. Hdi cé bao nhiéu cach xép thoi khéa biéu trong
1 ngay?

(1.4)

Gidi. S6 cach x&p can tim chinh 1a sé cach ghép 3 mén tu 6
mén, trong d6 cac cach ghép sé khac nhau néu cé it nhat mot
moén khac nhau hodc thi tu mén khac nhau. Ti &6 theo (1.1)
ta ¢6 s8 cach can tim la A; = 6.5.4 = 120.

Thi du 1.7. C6 thé danh sb dugc bao nhiéu xe néu chi ding 3
con s6 tu 1 dén 5?

Giai. Mdi sb thit tu cia mot xe dé thay 1a chinh hdp lap chap
3 ti1 5. T d6 theo (1.2) ta c6 s6 lugng xe dude danh s6 sé 1a

A, =5%=125.

Thi du 1.8. C6 bao nhiéu cach lap mot hdi dong gbm 3 ngusi
chon trong s6 8 nguoi?
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Giai. Hoi déng 13 mdt nhém 3 nguoi 14y tir 8 ngudi, do d6
theo (1.4) s& c6 C; = 8!/(3!5!) = 56 cach lap.

Cubi cing, dé ¥ 1a ta da rat quen thudce véi khai niém t3 hgp
dudc dung trong cong thic nhi thic Niu-ton

(x+a)*=C’x" +C'x"'a+...+Cix"*a* + ...+ C'a".
Tit 46 c6 thé dé& dang chitng minh (déy C° =C" =1)
k n-k k -
C:=Cr* C:=CH +Ct .

§2. CAC DINH NGHIA CUA XAC SUAT

2.1. Binh nghia cé dién

Trong muc nay ta lam viéc véi cac phép thi cé6 két cuc
dong kha ndng. Khai niém dong kha nang déng vai trd chua
dao va khé c6 thé dinh nghia m6t cach hinh thic. Xét thi du
don gian sau day:

Thi du 2.1. Trong mot hdp c6 n vién bi gidng nhau vé kich
¢d va chi khac nhau vé mau sic, trong d6 c6 m bi trdng va n —
m bi do. Rut hu hoa ra mot vién bi (phép thi). Do s6 vién bi la
n nén tong sd cac k&t cuc khac nhau sé la n, va vi tinh giéng
nhau ctta ching nén méi vién bi ¢é cung kha ning duge rit.
Bay gid néu goi A 1a su kién rit dude bi trdng thi trong s6 n
két cuc dong kha nang c6 m két cuc thuan lgi cho A. Vi vay
truc giac cho thay nén chon ty s6 m/n lam x&c sudt caa viéc
xuét hién A.

Dinh nghia. Cho mét phép thu véi n két cuc dong kha
ning, trong d6 ¢6 m két cuc thuan lgi cho A, khi d6

p(A) =™ _ 80 két cuc thuan lgi cho A

n tong s6 két cuc cb thée

(2.1)
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Dinh nghia trén dudc goi 1a dinh nghia cé dién cia xac
suit. Cach tinh xac suflt theo (2.1) ¢6 tu diém la tuong d6i don
gian va tryc quan, tuy nhién pham vi 4p dung rat han ché chi
cho cac loai phép thit gébm hitu han két cuc dong kha nang.
Trong tinh toan thudng sit dung cac két qua (1.1) - (1.4).

Thi du 2.2. Gieo ddng thdi 2 con xtc sic giong nhau. Tinh
xac suit dé téng s6 cham thu dudc bang 6.

Gidi. Phép thu c6 6.6 = 36 két cuc (su kién so cdp) khac
nhau dbng kha ning. Goi A 12 su kién “tong s6 cham bang 6,
thi c6 tat ca 5 két cuc thuan 1gi cho A 14 {1,5}, {2,4}, {3,3}, {4,2}
va {5,1} (s6 thit nhat chi sd chdm cta con xtc sic 1, s thd 2 —
s6 chdm cta con xtic sic 2). Vay P(A) = 5/36.

Thi du 2.3. Trong hdp c6 4 vién bi tring va 6 vién bi dd cuing
kich ¢3. Rut hid hoa ra 2 bi, tinh cic xéc suit dé trong dé co:

a) hai vién tréng;

b) it nhat 1 vién do;

¢) vién thit hai do.

Gidi. Ta dung dinh nghia ¢d dién & trén.

a) Téng s cach dé rit ra 2 bi ¢6 quan tam dén tha tu la
A2 =10.9= 90, trong d6 s cach thuan 1gi cho A — rit duge 2
bi tring — 14 A? = 4.3 = 12; vay xac suit cin tim P(A) = 12/90
= 2/15. C6 thé st dung khai niém t8 hop dé tinh xac suét: tong
s& cach 14y ra 2 bi tit 10 vién bi 1a C?, (khéng quan tdm dén
thit ty), trong d6 dé rit ra 2 bi trdng c6 C? cach. Tt d6 ta cb
cung két qua nhu trén. |

b) C6 thé tinh truc ti€p xac sudt ctia B — su kién rut
duge it nhat 1 bi dd (tic 1a hodc duge 1 ho#c ca 2 bi d6). Dé
thdy sy kién d6i lap B — ca 2 bi déu trdng — @3 c6 xac suit
hién bing 2/15. T &6 P(B) = 1 — P(B) = 13/15 (xem tinh
chit cua xac suat ngay dudi day).
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c) Goi C la sy kién vién bi thd hai mau d&4. S6 cach
thuan 1gi cho C bao gém (c6 quan tAm dén tha tu): 6.5 = 30
cach d61 véi truong hgp vién bi ddu mau dd va 4.6 = 24 cach
do1 véi truong hop bi ddu mau trdng. Tu dé6 P(C) = (30 +
24)/90 = 3/5. C6 thé 1y luan don gian hon nhu sau: do vién bi
dau khdéng biét mau sic nén thong tin vé ty 1é6 mau khéng
thay doi véi vién bi thi hai. Vay sy kién C sé c6 cling xAc
sudt v6i viéc rat hd hoa ra 1 bi d6 tit hop 10 vién ban ddu va
xac sudt cua sy kién d6 rat dé tinh 1a 6/10 = 3/5.

Dung cong thic (2.1) dé dang ching minh cac tinh chat
sau day cua xac suidt (dung cho ca cac truong hop dinh
nghia khac):

(@) 12 PA) > 0;

(1) P(U)=1; P(V) = 0

(ii1) Néu A, B xung khéc thi P(A + B) = P(A) + P(B);

(iv) P(A) = 1 - P(A);

(v) Néeu A = B thi P(A) < P(B).

Dé khéic phuc han ché cta (2.1) chi 4p dung cho cac phép
thit ¢c6 htu han k&t cuc, ngudoi ta dua ra dinh nghia hinh hoc
cua xac sudt. Gai su tap hogp (vd6 han) cac két cuc dong kha
ning cua mdt phép thi ¢6 thé biéu thi bdi mdt mién hinh
hoc G (chang han doan thing, mdt mién mit cong hoic khéi
khéng gian...), con tap cac két cuc thuan 1¢i cho A bdi mot
mién con nao dé6 S < G. Sé rit hgp 1y néu ta dinh nghia xac
sudt bang ty sé d6 do cia S véi G (phu thude vao S va G ma
d5 do c6 thé la d6 dai, dién tich hodc thé tich...). Nhu vay ta
¢ P(A) bang xac suat dé diém’gieo roi vao S, véi gia thiét né
¢5 thé roi dong kha nang vao cac diém ctia G va
d6 do S

P(A) = ———.
do6 do G

2.2)
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Khai niém “roi dong kha nang vao G” ¢6 nghia 1a diém gieo ¢6
thé roi vao bat ky diém nao cha G va xac suit dé né rdi vao
modt mién con nao dé cia G ty 1& voi dd do cia mién Ay, ma
khéng phu thudc vao vi tri va hinh dang cia mién.

Thi du 2.4. Pudng day dién thoai ngadm ndi mot tong dai
v6i mot tram dai 1km. Tinh xac sudt dé day dat tai noi cach
tong dai khéng qua 100m.

Gidi. R6 rang néu day dién thoai déng chat, kha nang né
bi ddt tai mot diém bat ky 1a nhu nhau, nén tap hdp cac két
cuc déng kha niang c6 thé biéu thi bing doan thing nédi téng
dai véi tram. Cac két cuc thuan lgi cho A — sy kién ché diit
cach téng dai khong qua 100m — duge biéu thi bing doan
thang c6 46 dai 100m. T d6 theo (2.2) P(A) = 100/1000 = 0,1.

Mot s6 bai toan thuc t& khac ¢6 thé dua vé mo hinh dang
trén. Chil ¥ riang theo cach dinh nghia nay thi su kién c6 xac
suit bing 0 vAn c¢6 thé xay ra (chdng han mii tén bin tring
mot diém cho trude...). Tinh chit nay rat dac trung cho cac
bién ngiu nhién lién tuc sé nghién cu o chuong II.

2.2. Dinh nghia thong ké

Diéu kién dong kha ning cta cac két cuc modt phép thu
khoéng phai lic nao ciing duge bao dam. Cé6 nhiéu hién tugng
xay ra khong theo cic yéu ciu cua dinh nghia ¢d dién, ching
han khi tinh xac sudt mot dda tré sip sinh 1a con trai, ngay
mai tréi mua vao lic chinh ngo, v.v...

Cé mdt cach khac dé xac dinh xac suit cia mdt sy kién. Gia
su tién hanh mot loat n, phép thi cung loai, néu su kién A ndo
d6 xuat hién trong m, phép thu thi ta goi m,/n, 1a tan suit xuat
hién A trong loat phép thi da cho. Tudng tu vdi loai phép thu
thi hai, tha ba... ta ¢ cac tan suit tuong Ung m./n,, myn,,...
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Trén co s6 quan sat ladu dai cac thi nghiém khac nhau nguoi ta
nhan thay tdn sudt xuit hién mét su kién c¢é tinh 6n dinh,
thay d61 rat it trong cac loat phép thit khac nhau va dao dong
xung quanh mdt hang s6 xac dinh. Su khac biét d6 cang it khi
s6 phép thi tang nhiéu lén. Hon niia d6i véi cac phép thi xét §
muc 2.1 hing s& xac dinh dé tring véi xac suit theo dinh
nghia ¢b dién. Dac tinh 6n dinh cia tin sust khi s6 phép thi
tang lén kha 16n cho phép ta dinh nghia xac suat cua su kién
14 tri s6 6n dinh d6 cta tdn suit xuit hién su kién. Nhung do
hing s6 d6 chua biét, nén ngudi ta 1ay ngay tin suat khi sd
phép thi di 1én lam xac sudt cia su kién. Cach hiéu nhu vay
dudce goi la dinh nghia théng ké cua xac sudt.

Nhu vay xac suit & day 12 mot gia tri gin ding va nhiéu
ngudi cho réang d6 khéng phai 1a mét dinh nghia that su. Tuy
nhién, trong nhiéu nganh khoa hoc thuc nghiém xac suat dudc
xac dinh theo cach nay dat 46 chinh xac kha 16n va rat phu
hop v4i thuc t& cing nhu véi tinh toan 1y thuyét, nhiéu khi sai
s6 pham phai bé hon nhiéu so vé6i sai s6 do ctia thi nghiém. Vi
thé dinh nghia théng ké van dugc thita nhan rong rai va rat cé
v nghia. Ta c6 thé dinh nghia chat ché hon vé mat toan hoc nhu
sau: xac sudt cua sy kién 1a giéi han ctia tan suit xuit hién su
kién d6 khi s6 phép thu ting vo6 han. Su hgp ly cua dinh nghia
dude minh ching khong chi biang thuc nghiém ma ca bang ly
thuyét (sau nay ta sé thay ro trong luat sé 16n Béc-nu-li).

C6 nhiéu thi du minh hoa tinh 6n dinh cta tin suét khi sé
phép thit kha 16n. Ta ¢d thé tham khao dudi day cac tdn suit
xuat hién mit sap khi gieo mdt dong tién nhiéu lan:

Ngudi thi nghiém So6'lan gieo Sé lan sdp Tan sudt

Buyt-phong 4040 2048 0,5080
Piéc-xon 12000 6019 0,5016
Piéc-xon 24000 12012 0,5005
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Mat thi du khac: ¢6 thé cho rdng xac sudt phan rd cia mot
nguyén ti Ra**° sau 100 nam 1a 0,04184 (v8i d6 chinh xac téi 5
chit s6 sau didu phay); 6 day s6 lugng nguyén td tham gia thi
nghiém rat 16n (cd 10 — 10%%).

C6 thé kiém tra duge ring xac suit dinh nghia theo thong
ké thoa man cac tinh chat trinh bay ¢ muc trude. Chu v 1a
trong dinh nghia phai c¢6 diéu kién céc phép thu lap la: nhwu
nhau, diéu nay trén thuc té khéng dé bao dam nén tan sudt cé
thé phu thudc vao thdi gian. Méc du vay phudng phap xac
dinh x4c suat theo tan suéit c6 pham vi ing dung rit 16n trong
nhiéu nganh khoa hoc va ky thuat. Mat khéc, diém xudt phat
dé xay dung 1y thuyét xac suit nhu la mét khoa hoc ciing
chinh 14 viéc quan sat tinh én dinh thong ké cta cac tan suit
ctia vd van cac hién tugng thuc té&. Tir 46 dé hiéu vi sao c6 thé
dinh nghia ly thuyét xac sudt nhu 1a mét khoa hoc nghién cltu
cac md hinh to&n hoc cua cac hién tuong ngdu nhién cé tiu
suat 6n dinh.

2.3. Dinh nghia tién dé

Céac dinh nghia ¢ dién va théng ké cla xac sudt ¢6 nhiéu
han ché dé xay dung mét 1y thuyét téng quat. Khai niém cd
dién khong dung dugc trong trudng hgp khong thé xay dung
mot hé thong ddy da cac su kién ddng kha nang. Trong khi d6,
tdn sudt chi 1a mot gia tri x4p xi @€ danh gia xac suft, chua ké
do1 hoi 1 s6 quan sat phai rat 16n va gia tri tan suat tim duge
phai 16n hon rnhiéu sai s6 do va ca sai sé tinh toan.

Chiing ta bat dau tir hé théng cac tién dé dudi dang do
Kon-mo-gd-rop phat bidu. Cac tidn dé d6 (gidng nhu cac tién dé
toan hoc khac) duge thira nhan 14 ding dén, tat nhién can cit
vao kinh nghiém cudc song va hoat ddng thuc tién. Cach tiép
can nay lién hé chat ché 1y thuyét xac suit véi ly thuyér ham
s6 va tap hgp. Cach xac dinh xac suit theo tién dé sé chixz
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trong né cac dinh nghia c8 dién va théng ké cua xac suit nhu
la cac truong hgp riéng.

Ta quay trd lai khéng gian céc su kién sd cdp Q (xem §1),
con ban than cic phan ti 14 gi khéng quan trong. Tiép theo
xac dinh hé théng o cac tap hdp con ctia Q, cac phan tl cua of
dude goi 1a cac su kién ngau nhién. Ta dat cho o cac yéu cau
hgp 1y sau:

(1) <# chuda Q.

(i) NSuAvaB e Athi A, B,A+B,AB € .

Hé théng 4 théa man cac diéu kién trén dudc goi la dai s6
Bun. Néu ta yéu cau thém

(i) Néu A, A,. ..., A,. ... 12 cAc phén ti cha 4, thi tdng va
tichvbhan A, +A,+...+A, + .. AA, .. A,... cing thubc 2
Néu «# thoa man thém diéu kién (iii) ta c6 mdt truong Bé-ren,
hay o—dai so.

Bay gid ta da c6 thé dinh nghia x4c suit:

Dinh nghia. Ta goi x4c suit trén (Q, ) la mdt ham s8
xac dinh trén «# 6 gia tri trong [0; 1] va théa man 3 tién dé

(T)) P(Q) =1,

(T,) P(A + B) = P(A) + P(B) (A, B xung khic);

(T;) Néu day {A,} co tinh chat A, = A, Vi<jva

AA,..A,...=V, thi P@A,) ———0.

Xuat phat ti hé tién dé trén cé thé chling minh dugc cac tinh
chat ctia x4c suat da trinh bay 4 §1, hodc chinh ching da 1a cac
tinh chat d6 (tién d€ 1 va 2). Chu y rdng hé tién dé nay chua
diy 4l ting véi mot tap Q c6 thé chon xac suit theo nhiéu
cach khac nhau. Ngudi ta c6 thé thay tién dé 2 va 3 bing mét
tién dé c6 tén la tién dé cong md rong:
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(T,) Néu day {A,} c6 tinh chat xung khac tung d6i va
A= ZAn € A thi
n=1

P(A) = PA,) + PA) + ... PA) + ... = 3 P(A).

Dé két luin, c6 thé noi rang cach dinh nghia xac suét ¢
day nhin ti quan diém cuaa ly thuyét tap hgp chinh 1a sy dua
vao cliing v4i Q mot d6 do khong am, truc chuén, cdng tinh, xac
dinh cho moi phéan ti ctia tap <. Nhu vay khi dinh nghia xéac
suat ching ta phai cé khong chi tap Q cac su kién s cdp ban
dau, ma con phai cé tap cac su kién ngiu nhién o va ham s P
xéc dinh trén d6. T6 hop {Q, 2 , P} sau nay thudng duge goi 1a
khéng gian xdc sudt. -

§3. XAC SUAT cO DPIEU KIEN

3.1. Khai niém

Thuc ra moi xac suat P(A) déu 1a c6 diéu kién, vi su kién A
xay ra khi thuc hién mét by diéu kién xac dinh. Tuy nhién,
néu ngoai bd didu kién d6 ra con c6 thém diéu kién khac thé
hién bﬁr}g viéc xudt hién B nao d6, thi ngudi ta dua ra mét
khai niém mdi: xde sudt cé diéu kién cua A biét rang dd xdy ra
B, ky hiéu 1a P(4 | B). Bing truc giac ta ciing thay ring khi c6
B véi P(B) > 0 thi néi chung “kha ning” xudt hién A ciing thay
ddi; dac biét néu AB = V kha nang d6 triét tiéu, con néu B = A
thi kha ning tré thanh tat yéu. Vay 13, véi diéu kién da cé B,
ngudi ta xac dinh mét cach ty nhién kha niang xuit hién A nao
d6 bang mét sb ty 1é véi P(AB), tic 1a s6 ¢6 dang kP(AB), k > 0.
D& xac dinh hing s6 & d6, do P(A | B) = kP(AB) 1a mdt x4c suit
vatachon A =B, P(B|B) =1, nén kP(B) = 1. Tt d6
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he—t
P(B)

Pinh nghia 1. Gia su trong mét phép thu ta ¢6 P(B) > 0.
Khi dé xac suat c6 diéu kién cua su kién A nao d6, biét rang da
c6 B, sé& 12 mot s& khéng aAm, ky hiéu la:
P(AB)

P(B) -

Dé ¢ rdng néi chung P(A) = P(A | B). Ngoai ra xac suit cé
diéu kién c6 moi tinh chat ctia mét xac suit binh thudng.

" P(A|B) =

(3.1)

Thi du 3.1. Gieo 2 con xtic sic giong nhau. Tinh x4c suat
dé ta c6 tdng sO chdm thu duge bing 6, bidt rang téng d6 1a
mot sd chan. .

Giai. Ta da biét P(A) = 5/36 (xem thi du 2.2, A 1a su kién
xudt hién tong cham bang 6). Néu ky hiéu B 1a su kién xuat
hién téng cham chan, thi diéu kién dé tinh P(A | B) di thay déi,
tong s6 chan chi tudng tng véi 18 két cuc cua phép thi gieo 2
con xtc séc. Tt d6 P(A | B) = 5/18.

Thi du 3.2. Rat tu bd bai ta 16 kho 52 con lan ludt ra 2 con
hai. Tim xac suAt dé con thi hai lir At, biét rang con thi nhat
da la at.

Gigi. Dé thay néu ky hiéu A; 1a su kién con thi : 1a at
¢ =1,2), thi PA, |A1) = % = %, tuong duong véi1 viéc do da cbd
A, viéc tinh xac suat su kién A, dua vé tinh trong truong hop
chi con 51 con bai véi 3 con at trong d6.

Dinh nghia 2. Ta néi rang A va B ddc ldp (thong ké), néu

P(A|B) = P(A) hoic P(B|A) = P(B). (3.2)

Nhu vay néu A, B doc lap viée xuat hién su kién nay khong
lam thay d6i xac sudt cua su kién kia. Tuy nhién viéc kiém tra
tinh chat (3.2) trong thuc tién rat khé khin va trong nhiéu
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trudng hop 1a khéng thé. Vi vay dua vao thuc té& va truc giéc
ma ta thita nhan cac su kién d6c 1ap trong cac bai tap sau nay.
Cong thic tudng duong cua (3.2), ¢6 dé v dén (3.1) la:
P(AB) = P(A)P(B). (3.3)
Dinh nghia 3. Ta n6é1 by su kién A, A,, ..., A, déc lgp (hay
dée lap trong téng thé) néu

P(A A, .. A )=P(A )P(A,)... P(A) (3.4)
v6i moi day (i, ..., iy) g0m céc s6 nguyén khac nhau 14y tir {1, 2,

veey N},
Thi dy 3.3. Gieo hai 1an mdt dong tién va ta c6 4 két cuc
dong kha ning (S — ky hiéu mat sap, N — mat ngia)
Q=1{88, SN, NS, NN},
Ro rang cac sy kien A =88+ SN, B=8SS + NS, C=8S + NN

1a doc lap timg dsi do P(A) = PB) = P(C) = % con P(AB) =

PAC) = PBC) = -i- thoa man (3.3). Tuy nhién ching khéng

ddc 1ap trong téng thé do

P(ABC) = i + PAA)P(B)P(C) = -é-.
Nhu vay khong nén nhadm lan hai khai niém déc 1ap trong cac
dinh nghia 2 va 3. Khai niém doc 1ap trong tong thé kéo theo
doc lap ting 461 (do (3.3) 1a trudng hop riéng cua (3.4) khi
k = 2), nhung ngudc lail néi chung khéng dung.

3.2. Cong thirc cdng va nhan xac suat
1. Céng thic nhén xdc sudt
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A | B). (3.5)

D6 1a hé qua truc tiép suy ra tu (3.1). T (3.5) cé thé dan ru
cac k&t qua quan trong:
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(i) N&u A, B doc 1ap thi P(AB) = P(A)P(B) (xem 3.3)).
(11) Mo rong cho tich n su kién
PAA,.. A,)=
= P(A,)P(A,|A)PA, 1A A)..PIA,|AA,. A, ). (3.6)
(iii) NeuAA,, ... A, ddc 1ap trong téng thé, thi:

P(ﬁ At}:ﬁP(AI.).

2. Cong thite céng xdc sudt
P(A + B)=P(A)+ P(B)- P(AB). (3.7)

Viéc ching minh c¢Ong thic trén khong cé gi qua phic tap
(nhat 1A ti cac tién dé caa muc 2.3). T (3.7) ¢ thé dan ra cac
k&t qua sau:
(i) N&u A, B xung khéc, thi P(A + B) = P(A) + P(B).
(i1) M6 rong cho téng n su kién
P(i’Ai j =3 P(A)-S P(AA)+ Y PAAA)-..
t=1 r=1

i<j i<j<k

+ (-1)"'PAA..LLA). (3.8)
(iii) Néu 4,, A,, ... A, xung khéc ting d61
p[zAi] -3 PA)
=1 ; t=1

Cac ¢ong thic (3.5) — (3.8) cho ta cac cong cu hiéu qua dé
tinh xac suat cac su kién phic tap qua xac suit cac su kién don
gian hon.

Thi du 3.4. Hai coc bai duge 18y ti mot bd bai td 1o kho, coc
thi nhat gbm 4 con At, coc thit hai gébm 4 con ka. Rut ngau
nhién ti moéi coc bai ra mdt con bai, tinh cac xac suit dé
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a) ca 2 con la con co,

b) ¢6 it nhat 1 con co.

Ciing cau héi nhu vay nhung thay diéu kién dau bai: tron
coc bai va rit hud hoa tu d6 ra 2 con bai.

Giai. Goi A — con bai thit nhit 14 cg, B — con bai thit hai 14
co. D& y ring thuat ngit “thi nhat”... chi dé phan biét hai con
bai chét khong @€ chi thi ty nao ca. Trong trudng hdp hai coc
bai riéng ré, dé thay A va B djc lap. T d6

a) Xac suit cAn tim 12 P(AB), dé y dén (3.3) ta cé:

11 1
P(AB)=P(A)P(B)=—.—=—.
(AB) = P(A)P(B) 1 1°16
b) Su kién ta quan tdm la A + B, theo (3.7):
1 1 7
P(A+B)=P(A)+P(B)~-P(AB)=—+——-—
(+)()+()()441616

Trudng hop tron lan hai coc bai thanh mét thi A, B khéng
con déc 1ap nita. Tuy nhién cac xac sudt P(A) va P(B) déu bang
2/8 = 1/4 do vai tro hai quan bai nhu nhau. Tu dé:

a) Dung cong thitc (3.5):

1 1
7 28

P(AB) = P(A)P(B| A) .%

b) M6t lan nita theo (3.7):
' 1 1 13

P(A+B)=P(A)+ P(B) - P(AB)—Z 1728 " 98

Thi du 3.5. Ba xa thtt mbi ngudi bdn mot vién dan véi xac
sudt bén tring cua ting ngudi tudng vng la 0,7; 0,8 va 0,9.
Tinh cac xac suit:

a) ¢6 hai ngudi ban tring,

b) c6 it nhat mét ngudi bén truot.

Gidi. Goi A, 1a sy kién xa tha thit i bin tring (¢ = 1, 2, 3)
va PA,) =0,7; P(A4,) =0,8; P(A;) =0,9.
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a) Néu goi A 12 su kién c6 ding 2 ngudi ban tring thi:
A= AIA)!-A_.'Z +A, ZA:) + Z:AzAa‘

Dung tinh xung khéc clia cac s6 hang va tinh doc lap caa cac
A;va A, ( #1), tacé:

P(A)= P(A,A,A) + P(A, A A) + P(A A A)

= P(A))P(A,)P(A;)+ P(A)P(A,)P(Ay) + P(A)P(A;)(4y)
=0,7.0,8.(1-0,9+0,7.(1-0,8.0,9+ (1 -0,7.0,8.0,9
= 0,398.

b) Né&u goi B 1a su kién c6 it nhat mét ngudi ban trugt, thi
B la sy kién khong c6 ai bdn trugt hay ca ba déu bén tring.
R rang viéc tinh P(B) dé dang hon nhiéu so véi tinh P(B)
theo cach truc tiép, tit dé

P(B)=1- P(B) =1-P(A,AA)
=1-0,7.0,8.0,9 =0,496.

Thi du 3.6. Cho mdt mach dién gém 4 linh kién nhu hinh
1.3, trong d6 xac suidt hong cua ting linh kién trong indt
khoang thoi gian nao d6 tudng Ung 1a 0,2; 0,1; 0,05 va 0,02.
Tim xac suit dé mang hoat dong t6t trong khoang thdi gian
d6, véi gia thiét 1a cac linh kién 1am viée ddc 1ap v6i nhau va
cac day luén tot.

Gidi. Goi A, 1a su kién linh . é}
kién tha i lam viéc t6t (@ = 1,4).
Su dung cac tinh ch&t cua mang —®_ 3 ~®—
song song va néi tiép, goi A 1a su 1 ® 1
kién mang hoat dong t6t, khi d6
A=A (A, +A)A,. Hinh 1.3

Dé ¥ ring ti gia thiét ddu bai ta ludn c6 A,, A, va A, + A, dd¢
lap, nén:

P(A)=P(A)P(A, + A,)P(A). (3.9)
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Ta can tinh P(A, + A;), vado A, A, khéng xung khéc, nén

P(A, + A,) = P(4,) + P(A) - P(A,A,).
Thay vao (8.9), dé ¥ rang P(A,A,) = P(A,)P(A,) va gia thiét cua
d4au bai
P(A) = P(A)[P(A,) + P(A3) — P(A)P(A3)]P(A)
=0,8.(0,9 + 0,95 — 0,9.0,95).0,98
= (,78008.
Chd y ring néu ta khai trién A=AAA, +AAA, sau dé
diing cac cong thic (3.6) — (3.7) dé tinh P(A) thi sé phtc tap
hon mot chit, ban doc hay tu giai theo cach nay.

Thi du 3.7. Mot gia dinh c6 6 con. Tim xac suat dé gia dinh
d6 c6 sb con trai nhiéu hon sé con gai.

Gidi. Ta chap nhan xac suit sinh con trai bang xac suit
sinh con gai va bang 0,5, ngoai ra két qua mébi lan sinh duge
coi 1a ddc 1ap véi nhau. Goi A 1a su kién s6 con trai nhiéu hon
con gai, khi d6 viéc tinh truc ti€p P(A) dua vé xac dinh cac
trudng hgp: hoic 6 trai, hodc 5 trai 1 gai, hodc 4 trai 2 gai. Tuy
nhién cé thé dung cach khéc. Goi B 1a su kién s6 gai nhiéu hon
trai, con C 14 su kién s6 trai va sd gai nhu nhau. Dé thay

A+B+(C=UvaPA)+PB)+PC)=1.
Do tinh d61 xing ctia viéc sinh con trai va con gai, nén P(A) =
P(B), tit d6:

pea) - L=P©)

va ta can phai tinh P(C) — xac suit dé trong gia dinh c6 3 con

. L ~ ~ A d # A7 ]- ~ - A"
trai, 3 con gai. Mgt truong hgp nhu vay c6 xac suat — va co tat
2

ca C} =20 kha ning khac nhau, tir 46 P(C) = 20/64 = T% va
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5)

Pa)=—18- .

Thi du 3.8. Mot nguoi viét n 1a thu cho n ngusi khac nhau,
bo ngiu nhién vao n phong bi da c6 sdn dia chi. Tim x4c suit
dé c6 it nhat mdt 1a thu boé vao dung phong bi.

Giai. Got A, 1a su kién 1a thu thd ; bo ding phong bi (i =
1L.n),A-la su kién can tim xac suat, tac6 A=A, +A,+ ... +A,.
Do céac A; khéng xung khic, nén ta dung céng thic (3.8). Dé thay

P(4)=—="1,

n n!

1 (n-2)!
n-1 n'
(n-3)!

L
n!

P(AA,)=P(A)P(A]A)=—.
n

P(AA,A,)=P(A)PAIA)PAJIAA) =

-------------

1

P(AA,..A)=P(A)P(A|A)..P(A|AA,. A, )= =

Tu d6 theo (3.8)
P(A)=) P(A)-Y P(AA)+ D P(AAA,)-..
i=1 i<j i<j<k
+ (-1)""'P(AA,...A)
(n-1)! (n-2)!
n! n!

(n-3)!
n!

, 1
=C, ~C? +C? -+ (=D =
n!

. , 2 ” e ~ . 1
Khi n kha 16n xac suat can tim ~1-—.
e
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Thi du 3.9. Tim xac suit dé xuit hién it nhat 1 14n 2 mat
chdm khi gieo n 1an 2 con xuc séc.
Gidi. Xac suit dé trong 1 1an gieo 2 con xic séic ta ¢6 hai

. . 1 . . , C " .
mit 6 chim sé la 36’ va khong c6 hai mit 6 chdm sé la

1 ~ " N s A . -~ s A 1 s a s
1- 36 Néu diat A la su kién can tim, rd rang A la su kién gieo

n 1an 2 con xuc sic ma khéng 14n nao c¢6 2 mit 6 cham. T @6
— 1Y 35
PA)y=|1-— a P(A)=1-|—| .
(4) [ 36) va B4 [36J

3.3. Cong thuc Béc-nu-li

Xét mot day n phép thi doc lap gidng nhau, trong moéi phép
tht chi c6 hai két cuc hodc xay ra A ho#c khéng va PA) = p.
P(A) =1 — p = g khéng phu thudc vao s6 thit tu cta phép thi.
Nhiing bai toan thoa man céic yéu cau trén dugc goi 1a tuin theo
luoc dé Beéc-nu-li va hay gap trong nhiéu linh vuc Gng dung.

Ta quan tdm dé&n xac suit dé trong day n phép thi doc lap
néi trén sy kién A xuat hién dung & lan, ky hiéu la P, (k). Goi B la
su kién “trong day n phép thi Béc-nu-li sy kién A xuat hién
dung k 14n”, ta thay B c6 thé xay ra theo nhiéu phuong an khac
nhau, mién sao trong day cac két cuc cia n phép thu su kién A c¢6
mat ding & 1an. R& rang B sé 12 téng cia C* cac phuong 4n nhu
vay. Con xac suat dé xay ra mét phuong an, do trong day n phép
thit doc lap su kién A xuit hién ding % 14n, A xudt hién n — &
14n, nén sé bang p*q™*. Tu d6 ta c6 cong thic Béc-nu-li

P(B)=P (k)=Ctp*q"™*, k=0,1, ... n. (3.10)

Viéce st dung cdng thiic (3.10) sé don gian hon nhiéu viéc
dung cac cong thic (3.5) — (3.8) va vi vay nd ¢6 y nghia thuc
tién rat lén.

Thi du 3.10. Mot thidt bi c6 10 chi tist d&i véi do tin cay
(xac sudt lam viéc tot trong mot khoang thoi gian nao d6) cua
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méi chi tiét 1a 0,9. Tim xéc suit dé trong khoang thdi gian &y
c6 dung 2 chi tiét lam viéc tot.

Giai. R6 rang ta c6 luge @6 Béc-nu-li, véi n = 10, p = 0,9 va
k = 2, ap dung (3.10) ta c6 xac suit can tim la:

P.o(2) = C% .(0,9)%.(0,1)* = 3645.1071°.

Thi du 3.11. Mot bac sy c6 xac suét chita khoi bénh 1a 0,8.
C6 nguoi néi rang ci 10 ngudi dén chita thi ¢6 chic chin 8
nguoi khoi bénh; diéu d6 c6 ding khéng?

Gidi. Cau khing dinh 1a sai. O day c6 thé coi viéc chita
bénh cho 10 nguai 1a day 10 phép thu, trong d6 A 1a su kién
duge chita khoi bénh c¢6 P(A) = 0,8. T d6 xac suit dé trong 10
bénh nhan d&n chiia c6 8 ngudi khoi 1a:

P (8)=C" .0,8"0,2 ~ 0,3108.

Thi du 3.12. Ty 1é ph& pham ctia mét 16 hang 1a 1%. Hoi ¢4
mau can chon ra 1a bao nhiéu (c6 hoan lai) sao cho trong méu
c6 it nha't 1 phé pham véi xac suit 1dn hon 0,95?

Giai. Gia st mau chon ra c6 kich ¢d 1a n va viéc chon ra mét
san pham c6 hoan lai 1a mét phép thit Béc-nu-li véi p = 0,01. RS
rang xac suit dé trong mau c6 it nhat 1 phé& pham sé 1a:

1—(1-p)y' =1-0,.99".
Theo yéu ciau cua dau bai
1-0,99" > 0,95 < 0,05 > 0,99"
log 0,05
n>——_—x
log 0,99

Nhiéu khi ta mudn tim xac sudt dé trong day n phép thu
Béc-nu-ni sy kién A xuat hién véi sé lan tu k, dén k,; dé
thdy xac suit can tim, ky hiéu 1a P, (k,, k,), sé la:

P (k,; k)= i P.(k) = i C*p*q™*. (3.11)
k=k, =k,

296.
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Ta c¢6 nhan xét ring khi n va k kha 16n, viéc tinh toan xac
suat theo (3.10) va (3.11) rat cong kénh va khé khin; vi vay
ngudi ta tim cach tinh gAn ding cac xac sudt d6. Co thé su
dung cac cach xép xi sau day:

(1) Néu n rat 16n, trong khi p rat nho, xac suit theo céng
thitc (3.10) ¢6 thé xap xi bing (x4p xi Poa-xong)

P (k) ~ (”IZ) . (3.12)
(ii) Néu n 16n, nhung p khéng qua bé va qua 1én, ta cé xdp
xi chudn (dinh 1y giéi han dia phuong Moa-vrd — Lap-la-xo)

AR AT Al (3.13)

Jnpq Jnpq’

e 2 12 ham Gao-xd (xem bang 1).

1
trong dé ¢(x) =
N27
(iti) Néu n 16n, nhung p khong qua bé hoic quéa 16n thi xac
sudt trong (3.11) c6 thé x&p xi bing (dinh 1y gi6i han tich phan
Moa-vro — Lap-la-x0)
k;—np

Vnpgq

I 2 dt 12 ham Lap-la-xo (xem bang 2).

P (k; k)= d(x,)— ¢(x,), X, = ,J=1,2 (3.14)

va trong d6 ¢(x) =

\[—

Thi du 3.13. Xac suit san xuit ra phé’ phim ciia mdt may
12 0,005. Tim x4c suidt dé trong 800 san pham cua may dé6 cb
ding 3 phé& pham.

Gidi. R5 rang c6 thé dung x4p xi Poa-xéng theo (3.12), véi
np=4

=(,1954.
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Thi du 3.14. Xac sudt ném tring rd ctia mdt cdu thua la 0,8.
Tim xac suit dé trong 100 lan ciu tha dé:

a) ném tring 75 lan;

b) ném tring khéng it hon 75 lan.

Giai. Viéc tinh theo céng thiic (3.10) hodc (3.11) cua luge
d6 Béc-nu-li sé kha phiec tap. Ta sé tinh xap xi theo (3.13) va
(3.14):

w( 75-0,8.100 J
100.0,8.0,2 ) of-
Y Fin (195 \/\{oo 0,80,2 . 225) = 0,04565.

b) P,yo(75; 100) = ¢(5) + ¢(1,25) = 0,8943.

§4. CONG THUC BAY-ET

4.1. Khai niém nhém day du

Pinh nghia. Nhom cac sy kién A}, A,, ..., A, (n = 2) cua
mét phép thi dudge goi 1a (hay tao thanh) mét nhém day du, néu

(i) AA; =V, Vi #j (xung khéc ting dbi),

A, +A,+...+tA,=U.
Theo dinh nghia nay & phép thi dang xét chi c6 thé xuit hién
mét su kién trong s6 n su kién A, ..., A, (vA phai c6 mdt su
kién). Nhém A, ..., A, c6 cic tinh chat trén con duge goi 1a mot
hé thong day dq.

Thi du 4.1. Xét phép thi gieo mdt con xuc sic. Néu ky hiéu
A, 1a sy kién xuét hién mat i ch&m ( = 1,6), ta c6 mdt nhém
day 4 {4, i = 1,6}. Cé thé tao thanh nhidu nhém diy da khac
cho phép thii nay, chdng han d4t A = A, tir d6 A=A +A+...
+A;= A, vanhém {A, A} chinhla mét nhém diy du.
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Nhu vay dé thay tap hop tat ca cac su kién sd cidp tao nén
mdt nhém day du. Tong quat hon tap cac su kién tao nén mot
phan hoach cia khéng gian Q céc su kién sd clp cing la mot
nhém diy du. Tap {4, A}, véi A 1a sy kién tuy ¥ 1a nhém day
du bé nhat (chi ¢6 2 phan ti). Dé y {U, V} ciing tao nén mét
nhém diy du va dude goi 14 nhom day &t tam thuong.

4.2. Cong thic xac suat day da

Gia st ta c6 mdét nhém day du cac su kién A, A,, ... A, va
dong thoi xét mdt sy kién H nao d6. Néu da biét cac P(A) va
PHIA), ta c6 thé tinh dugec P(H). R rang tut gia thiét vé
nhom day du:

H=AH+AH+..+AH=) AH.
=1

Tt d6 P(H) = P(i A,.HJ =3 P(AH) (do xung khic),
=1 i=1
va ap dung cong thic nhéan (3.5):
P(H)=Y P(A)P(HIA,). (4.1)
i=1

Cong thic (4.1) c6 tén goi 1a céng thirc xdc sudt day du (hay
xdc sudt toan phan).

Thi du 4.2. Mot phan xuong c6 3 may san xuit cung loail
san phdm véi ty 186 ph& pham tuong tng 1%; 0,6% va 0,2%.
Biét ring may I san xudt ra 35%, may 11 — 45% va may III —
20% san pham. Chon hi hoa ra mot san pham, tim xac suét d6
12 phé& pham.

Gidgi. Pat M,, M, va M, tuong ing la su kién san phiam
chon ra do may I, II va III san xuat. Dé thay {M, i = 1,3} tao
nén mot nhém day da va P(M) = 0,35, PM,) = 0.45:
P(M.,) = 0,20. Goi H su kién rit duge ph&€ pham, ap dung (4.1) d&
y ring PH | M) = 1%; P(H | M) = 0,5%: P(H| M,) = 0,2%, ta c6
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P(H) =3 P(M)P(H|M,) =

=0,35.1% + 0,45.0,5% + 0,20.0,2% = 0,615%.
Y nghia clia xac suit nay la ty 1é ph& phdm clia phin xudng.
Thi du 4.3. C6 hai hdp 4o, hop I ¢6 10 o trong d6 c6 1 phé
pham, hop II ¢6 8 4o trong d6 c6 2 phé& pham. L&y hi hoa 1 4o
tit hdp I bo sang hop II, sau d6 ti hdp nay chon hi hoa ra 2 4o.
Tim xac suit dé ca 2 4o d6 déu la phé pham.
Gidi. Ta lap nhém day du dé lam rd thong tin vé chat
lugng chiéc 40 mang tir hop I sang; goi A — 4o @6 1a phé pham,

A — 4o tdt. Pat H 1a su kién 2 4o cudi chon ra déu la phé
phim. R rang P(4) = 16 P(A)= %; ta con can tinh P(HlA)
va P(H\ A). Dung dinh nghia xac suét:
P(H|A) = gzz ) 312 ) 112;
= 1 2 1
P(HIA) - CZ 98 36

Tu d6 dung (4.1)

1,9 1 _1

P(H) = P(A)P(H|A) + P(A)P( H|A)—1O TR

4.3. Cong thuc Bay-ét

(ia sl ta ¢6 mdt nhém day da 4, A,, ... A,, sau d6 c6 thém
s kién H nao d6. Dbi khi ta mudh xac dinh xac suat P, | H), i 1a
modt s6 ndo do trong {1, 2, ..., n}. Theo coéng thiic nhan (3.5) ta ¢6

P(AH) = P(A)P(H | A) = P(H)PA, | H).
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P(A)P(H|A)

Tit 46 P(A,|H) = B (4.2)
va thay (4.1) vao (4.2)
P(A|H)= RP(A*')P(H'A*') . (4.3)

Z P(A)P(H|A)

Coéng thuc (4.3) c6 tén goi la cong thuc Bay-ét. Cac xac suat
PA), i = 1—,—1{, da duge xac dinh tu trude, thuong dude got 1a
x4c suat tién nghiém; con cac xac suit P(A,|H), i = 1. n, dude
xac dinh sau khi da ¢6 két qua thi nghiém nao d6 thé hién qua
sy xuat hién cua H, thuong duge goi 1a xac suit hdu nghiém.
Nhu vay cong thitc Bay-ét cho phép danh gia lai xac suit xay
ra cac A; sau khi da c6 thém théng tin vé& H. Can phai nhan
manh ring néu mudn dung cac céng thiic (4.1) hodc (4.3), nhat
thiét phai c6 nhém day d4. Ngoai ra néu (4.1) cho ta xac suat
khéng cé diéu kién, thi (4.3) cho phép tinh xéc suit c6 diéu
kién, trong d6 su kién A, can tinh xac sudt phai la mét thanh
vién cua nhém day dua dang xét. Tu d6 thay ring viéc dung
cdng thiic Bay-ét dé tinh xac suét cé diéu kién da ggi ¥ cho ta
cach chon nhém day du sao cho su kién quan tdm phai la
thanh vién. Trong truong hdp khong cé (hoic rat khé xac dinh)
nhém day du, nén dung céng thic (4.2), trong trudng hgp nay
viéce tinh P(H) sé khé hon la dung c¢ong thic (4.1).

Thi du 4.4. Mot mach dién gbm 2 bo phan maéc ndi tiép, véi
xac suét lam viéc tét trong mdt khoang thoi gian nao d6 cua
m&i bd phan 1a 0,95 va 0,98. O mot thdi diém trong khoang
thoi gian trén ngudi ta thady mach dién nging lam viéc (do bd
phan nao d6 hdong); tim xac suit d€ chi bd phan thd hai hong.

Gidi. Do hai bd phan méc ndi ti€p nén chi cAn mdt bé phan
hong 12 mach ngiung lam viéc. Goi A; (0 = 1, 2) la su kién bd
phan tht i tot; khi d6 c¢6 thé xay ra 4 kha nang khac nhau:
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B, — ca hai bd phan déu t6t; B, — bd6 phan I t6t, IT hong; B, — bd
phan II t6t, I hong; B, — ca hai bd phan déu hong. Dé thay cac
B, i = 0,3, tao nén mdét nhém day du va do tinh déc lap
P(B,) = P(A,A,) = 0,95.0,98 = 0,931
P(B)=P(AA;)= 950,02 = 0,019;
P(B;) = P(A44;) = ( 050,98 = 0,049;
P(By) = P(A A) = 050,02 = 0,001,
Goi H — su kién mach khéng lam viéc, ta c¢6:
P(H|B,)=0; P(H|B,) = P(H|B,) = P(H|B,) = 1.
Tu d6 theo cong thic Bay-ét (4.3):

p(B. |y~ PBIPHIB) _ 0,019
1 ~ 73 =
i=0
_19
69

Dé y ring ta c6 thé dung (4.2) dé tinh P(B,|H). Dé lam diéu
dé6 ta viét:
H=AA +AA +A A,

Do tinh xung khéc va ddc 1ap cia cac sy kién tuong tng ta
¢6 P(H)=P(A)P(A,)+P(A)P(A,) + P(A)P(A,)=0,069. Mt
khac B,H = A A, (nhan B, vio cong thitc cia Hva dé y A A,
= V), nén tu s6 cua (4.2) sé 1a 0,019; tit d6 ta c6 lai két qua can

tim ma khéng cdn dén nhém day du. Tuy nhién moi khé khan
roi vao viée tinh truc tiép P(H).

Thi du 4.5. Tai mot phong kham chuyén khoa ty 1& nguoi
dén kham c6 bénh 1a 83%. Theo théng ké biét ring néu chin
doan cé bénh thi ding tdi 90%, con néu chan doan khong bénh
thi chi dang 80%.
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a) Tinh xac suit chan doan ding.
b) Biét c6 mét trudng hgp chan doan didng; tim xac suit
ngudi dudc chan doan ding c6 bénh.

Gidi. Goi H su kién chidn doan ding, vay H — chin doan
sai; A — ngt{f_ﬁ c6 bénh, A — ngudi khéng cé bénh; B — chan
doan bénh, B — chan doan khéng bénh.

a) D€ tinh P(H), ta thi ding cong thic (do A, A — nhém
day dn):

P(H)=P(A)P(H|A) + P(A)P(H| A),
tuy nhién P(H|A) — x4c suit dé khi chdn doin ngudi c6 bénh
thi ding — chua biét (chd ¥ phan biét véi xac sudt chan doan
c6 bénh thi ding 12 P(H|B). Vi vay ta tim cach dung cong thic
thit hai (do B va B tao ra nhém day du).

P(H)=P(B)P(H|B)+ P(B)P(H|B). (4.4)
Nhung P(B) (va P(B) nita) lai chua biét, tuy nhién ta c6 thé
khai thac cong thiec:

P(A) = P(B)P(A|B)+ P(B)P(A|B). (4.5)
Theo gia thiét dau bai P(A) = 0,83; ngoai ra dé thay:

PA|B) =P(H|B) = 0,9;

P(A|B)=P(H|B)=1-P(H|B)=1-0,8=0,2.
T d6 néu dit P(B) =x, P(B) =1 — P(B) = 1 — x va thay tat ca
vao (4.5).

0,83 =0,9x + 0,2(1 —x) = x = P(B) = 0,9.
Tu @6 thay cac két qua trén vao (4.4)

P(H)=0,9.0,9+0,1.0,8 = 0,89.

b) Xac sudt can tim 1a P(A|H). Ap dung céng thiic (4.2):
_ P(A)P(H|A)
PA|H) = B
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Mat khac dua vao y nghia céc su kién va lai dung ti€p (4.2)

P(B)P(A|B)
PA)

PH|A) = P(BIA)_—_-

tu dé thay vao cong thic trén:

9.

P(B)P(A|B) _0,9.0,9

PalH) = P(H) 0,89

~0,91.

BAI TAP

Cho 4 san phdm va goi A 1a su kién ¢6 it nhit mot phé
pham, B — ca 4 déu tét. Cho biét ¥ nghia cta cac su kién
sau: A, B, A+B AB, AB, AB, A+B,A+B, A+ B,AB.
Ching minh c¢ong thic Dd Mobe-géing:

A+B=AB, AB=A+B.
Cé bao nhiéu s6 tu nhién ma méi s6 c6 4 chit s6?
Tim su kién X tit ddng thic X + A+ X+ A =B.
Mbt giai béng da gébm 16 ddi. Hoi phai td chic bao nhiéu
tran dau, biét ring méi ddi gip nhau 2 1an?

Cé bao nhiéu cach xép 10 qua béng vao 2 hop?

Cé bao nhiéu s6 dién thoai c6 cac chit s6 khac nhau ¢ mot
tong dai nodi by véi cac sb chi ¢ 4 chit s6? Cé bao nhiéu s6
dién thoai ¢6 ding 1 cép s6 trung?

Cé bao nhiéu cach x&p 5 ngudi ngdi quanh mét ban tron
sao cho hai ngudi dinh truéc ngdi canh nhau? Ciing cau
hdi nhu vay nhung thay ban troén bang ban dai.

Mbt 16 hang c6 N san pham trong d6 ¢c6 M phé pham. Cé bao
nhiéu cach chon ra n san phim dé trong dé cé6 m phé pham?

10. C6 bao nhiéu cach dé 8 ngudi 1én tAng cia mot toa nha cb 4

tang lau?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Xé&p ngau nhién mot bd sach gébm 6 tap lén gia sach, tim
x4c suit dé bd sach duge xép ding th tu.

Mot cAu bé ¢6 10 bi, trong d6 c6 6 d6 va 4 xanh. Mot hom
cau thady m&t mot vién bi, tim xac suit dé néu rut ha hoa
ra 1 bi trong s6 con lai thi d6 1a bi do.

Tim x4c xudt dé khi rit hd hoa ra n con bai tir ¢d bai tu lo
kho 52 con thi chung c6 gia tri khac nhau (khéng dé v dén
chat).

Mot 16p hoc sinh ¢6 30 sinh vién trong d6 cé 4 gi6i, 8 kha va
10 trung binh. Chon hu hoa ra 3 nguoi, tinh cac xac suit:

a) ca ba déu la hoc sinh yéu;

b) ¢6 it nhat mdt hoc sinh gioi;

¢) ¢6 dang mdt hoc sinh gioi.

Gieo dong thoi 4 déng tién can d61 dong chat, tim cac xac suat:
a) ca 4 mit gidng nhau xuit hién;

b) c6 ding 2 mit sip.

Tim xac suat khi chia d61 mét bd tam cic thi mébi phan cé
ding mdt nia la quan 4o.

Bé ngiu nhién mot thanh gé c6 d6 dai ! thanh 3 doan. Tim
xac suit dé ba doan d6 tao duge mot tam giac.

Tim xac suit dé khi 18y hd hoa ra mdt s6 ¢6 hai chit s6 thi
né 1a boi s cua 2 va 3.

Bai toan Bujt-phéng. Trén maiat phing da ké sdn cac
dudng song song cach déu nhau mét khoang c6 d6 dai 2a
gieo ngiu nhién mét kim dai 2! (I < a). Tinh xac suat dé
chic kim c&t mét dudng théng nao doé. '

Bai toan Ba-nic. Mot ngudi c6 trong tai 2 bao diém. mdi
bao ¢6 n que. Mbi khi can diém anh ta riat ha hoa ra mét
bao. Tim xac suit sao cho ngudi d6 1an dau rat phai bao
rong thi trong bao kia con ding k que (k = 1, 2,..., n).



21.

22.

23.

24.

25.

217.

28.

Xac suit tring dich ciia mét 1an bén 12 0,4. Can phai bin
bao nhiéu phat dé xac suit c6 it nhdt mot vién tring sé ién
hon 0,957

Mot xi nghiép ¢6 3 xe tai véi xac sudt hong trong ngay cua
mbi xe tuong dng 1a 0,01; 0,005 va 0,002. Tim xac suat dé
trong ngay:

a) ¢6 2 xe bi hong;

b) ¢6 it nhat mot xe hong.

Xé&p ngiu nhién 10 quyén sich vao 2 ngan kéo. Tinh cac
Xac suit:

a) ngian kéo nao ciing c¢6 sach;

b) ngan kéo thit nhat c6 2 quyén sach va ngan thit hai c6 6
quyén sach. .

Ching minh ring néu A va B ddc lap thi cac cdp su kién
sau ciing doc lap: Ava B, A va B, A va B.

Mot gia dinh c6 6 con. Gia st xac suat sinh con trai 1a 0,5,
tinh cAc xAc suit dé trong 6 con cé:

a) dung 3 con trai;

b) ¢6 khong qua 3 con trai;

¢) c6 nhiéu nhat 4 con trai.

. Mét xa tht phai bén cho dén khi nao tring thi théi. Tim

xac suit dé anh ta phai bin khéng qua 4 1an, biét rdng xac
suit tring cua mdi lan bén 1a 0,6.

Trong thoi gian cé dich ¢ 1 ving dan cu cit 100 ngudi bi
dich thi ¢6 10 ngudi phai di cAp ciu. Xac sudt gdp mot
nguoi phai cap ciiu vi mac bénh dich 6 vung d6 la 0,06.
Tim ti 16 méc bénh dich ciia viing dan cu.

Mbt céng nhan didng may 1000 dng soi. Xac suidt mdi dng
bi ditt trong vong mot gid 1a 0,005. Tinh xac suét dé trong
vong 1 gid c¢6: a) 40 6ng soi bi dit; b) khong qua 40 6ng sgi
bi dtt.
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29.

30.

31.

32.

33.
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Ti 1&é hat thuéc 6 mdt vang 1a 35%. Theo thong ké biét
rang ty 1é viém hong trong sé ngudi hut thude 1a 60%,
con trong sé khéng hut 14 30%. Kham ngau nhién mét
ngudi thi thdy anh ta bi viém hong; tim x4ac suat d6 1a
nguoi hit thude. N&u anh ta khong bi viém hong thi xac
sudit ¢6 bang bao nhiéu?

Mot xa thu ban 4 phat dan véi xac suat bin tring cia méi
vién dan 1a 0,7. Biét rang c6 hai vién triing, tim xac suat
dé vién thi nhat da tring dich.

Mot phan xudng c6 3 may vdi xac sudt truc tric trong ngay
cua ting may la 0,1; 0,05 va 0,2. Cudi ngay thay c¢6 2 may
truc tric, tinh xac sudt d6 1a may thi hai va ba.

Mot ngudi c6 3 chd wa thich nhu nhau dé cau ca. Xac suit
dé cau duge c4 méi 1an tha cau & tung ndi tuong tng 14 0,2;
0,3 va 0,4. Biét rang 6 mdt chd anh ta tha cau 3 lan va chi
cau dudc 1 con ca, tim x4ac suit dé d6 1a chd thi nhat.

0 mdt bénh vién ty 1& méc bénh A 13 15%. Dé chin doan
xac dinh ngudi ta phai lam phan Gng mién dich, néu khéng
bi bénh thi phan ing dudng tinh chi c6 10%. Mat khac biét
ring khi phan dng 1a4 dudng tinh thi xac suit bi bénh la
60%.

a) Tinh x4c suit phan (ng dudng tinh cua nhém c6 bénh.
b) Tinh xac suit chin doan ding.



Chuong i

BIEN NGAU NHIEN VA
LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

§1. KHAI NIEM BIEN NGAU NHIEN

1.1. Khai niéem

Tinh toan bing s6 vén da quen thudc va dé st dung
trong ung dung, nhat 1a ¢6 dung t8i may tinh. Khi nghién
ciu céac sy kién ngau nhién, rat bat tién khi mé td va lam
tinh vé1 cac su kién.

Khai niém bién s6 (dai lugng bién thién) da rat thong dung
trong giai tich toan. Chinh vi thé& ta tim cach dua vao khai
niém bién s6 ngau nhién nhu 1a moét dai luong phu thude vao
két cuc cia mét phép thit ngau nhién nao dé.

Thi du 1.1. Gieo mét con xiic sic. Néu ta goi bién ngiu
nhién 1a “s6 chAm xué4t hién”, ré rang né phu thudc vao két cuc
cua phép thd va nhan cac gia tri nguyén ti 1 dén 6.

Thi du 1.2. Nghién c(iu bién ngau nhién “nhiét d§” cua
modt phan tng héa hoc trong mét khoang thoi gian nao 6. Ra
rang nhiét d6 dé nhan gia tri trong mét khoang [¢; T, trong d6
t va T 1a cac nhiét d6 thap nhat va cao nh&t cua phan ung
trong khoang thai gian trén.

V& mit hinh thic, c¢6 thé dinh nghia bién ngau nhién nhu
132 mot ham s6 ¢6 gia tri thuc xac dinh trén khong gian cac su
kién so cap (sao cho nghich anh ciia mét khoang s6 1a moét sy
kién). D& phan biét sau nay ta ki hiéu X, Y,... 1a cac bién ngiu
nhién, con x, y, ... 1& gla tri cua cac bién ngau nhién d6. Nhu
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vay. X mang tinh ngau nhién, con x 1a gia tri cu thé quan sat
duge khi phép thit da tién hanh (trong théng ké dudc goi 1a thé
hién cua X).

Viéc x4c dinh mét bién nglu nhién bing tap cac gia tri cua
né ro rang la chua du. Budc tiép theo 1a phai xac dinh xac suit
cua ting gia tri hodc ting tap cac gia tri. Vi th& § tiét sau ta sé
phai dung t1 khai niém vé phan phél x4c suit cua bién ngau
nhién X.

1.2. Phan loai

Bién ngau nhién dude goi 1a roi rac, néu tap gia tri cua nod
12 mét tap hitu han hodc vé han dém dudgc cac phan ti. Thi du:
s6 diém thi cita mdt hoc sinh, s8 cudc goi dién thoai cua mét
tong dai trong mot don vi thdi gian, s tai nan giao théng, ...

Bién ngiu nhién dudge goi la lién tuc, néu tap gia tri cla
né 1ap kin m3: khoang trén truc s8 (s6 phan tu cia tap gia tri
12 v6 han khéng dém dudc theo 1y thuyét sd). Thi du: huyét ap
cua mét bénh nhéan, d6 dai cta chi tiét may, tudi tho cua mét
loai bong dén dién tu, ...

Nhu vay mién gia tri ciia mot bién rdi rac sé la mot day so
X1, Xgy vy X ... €O thé hitu han hodc vd han. Mién gia tri cia mot
bién lién tuc sé 1a mét doan {a; b) R hodc 1a chinh R = (—0, +w),

§2. LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

2.1. Bang phan phdi xac suit va ham xac suat

D41 véi bién ngiu nhién réi rac, moi gia tri cua né dude
gdn véi mot xac suit dic trung cho kha nang bién ngau nhién
nhén gia tri d6 p;= P(X = x,). Nhu vay ta da xac dinh:

Dinh nghia 1. Bang phdn phéi xdc sudt cua bién ngau
nhién X la
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A=x le X, X

p@) | py P, P,

trong dé {x,, Xy, ..., X,, ...} 12 tap chc gia tri cua X (da sip xép
theo thi ty tang); con p, = p(x,) = PX = x,).

Thidu 2.1. Bang phan phéi xac suét cua thi du 1.1 §1 sé la:

x | .1 2 3 4 5 6
po| 1 11111
6 6 6 6 6 6

Dé thay cac p(x), x =1,6, déu bang nhau; hay X cé phan phé:
déu trén tap s6 {1, 2,..., 6}. Chid ¥ rang p(x) = 0 véi moi x khéng
ndm trong tap gia tri trén cua X, chidng han p(8) = 0.

Thi du 2.2. Mot xa thu chi ¢6 3 vién dan. Anh ta duge yéu
cd1 bin tung phat cho dén khi tring muc tiéu thi ding bén,
biét rang xac suidt tring cua mdi lan bén 1 0,6. Hay lap bang
pkan phol xac suat chia s6 dan cin bén.

Gidi. Rd rang s6 dan can bén, ky hiéu 1a X, 124 mot bién
ngau nhién roi rac va ti yéu cau cua bai toan sé co 3 gia tri la
1,2 va 3. X = 1 14 su kién phéat thit nhat tring va p, = PX = 1)
= ),6; X = 2 1a su kién phat thi nhat trugt, con phat thd hai
tring va do doc lap nén p, = P(X = 2) = 0,4.0,6 = 0,24; cubi
cung néu vién tha hai van trugt, thi du vién thd ba két qua
th¥ nao, p; van bang P(X = 3) = 0,4% = 0,16. T d6 bang pirén
ptoi can tim:

X | 1 2 3
pG) | 0,6 0,24 0,16

Thi du 2.3. Mot xa tht bdn 3 phat, x4c suit ban tring muc
tieu ciia moi phat 1a 0,6. Hay lap bang phan phéi x4c suit cua
s¢ dan tring muc tiéu.
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Gidi. Néu goi X la s dan béan tring, ta cé tap gia tri la
{0, 1, 2, 3}. Ta tinh xac suat P(X = k) = p(k) bang cong thic
Béc-nu-li p(k) = C,’fpkq"‘k; n =3, p=0,6; tit d6 bang phin phéi
cAn tim:

x| o 1 2 3
px) | 0064 0288 0432 0216

Ham sé p(x) = P(X = x), x € tap gia tri cua X, thuong duge goi
1a Aam xdc sudt cua X; n6 cé hai tinh chat co ban:

(1) pkx)= 0 Vx;

Gy 3 p(x)= 1.

moi x

Ban doc ¢6 thé kiém tra dé dang cac tinh chit nay trong 3 thi
du trén. Ngoai ra c6 thé thay rdng ham cta mdt hoac nhidu
bién ngau nhién van tiép tuc 12 mdt bién ngau nhién. Trong
trudng hgp Lién roi rac viée tim luat phan phéi cua mét bién
ham nhu vay thudng dé hon so véi bién lién tuc.

Thi du 2.4. Cho hai bién X va Y ¢ bang phin phéi tuong ng:

x | -1 0 1 y | 1 e

va

p | 03 04 03 p®) | 03 07
Hay lap bang phan phéi xac suat cua: a) X3 b) X +7.
Gidi. a) Bién Z = X° rd rang chi ¢6 hai gia tri 0 va 1, tir d6
bang phan phdi xac sut cua né:
4 \ 0 1
p2) ' 0,4 0,6
b) Bién Z = X + Y ¢6 céc gia tri sau: 0, 1, 2 va 3. Dé ¥y rang

P(Z=2)=P(X+Y=2)= ) PX=x:Y=y)

x‘ ‘1")’1‘:2*

trong d6 tong hiéu theo nghia 14y theo moi gia tri x, va Y,
cua X va Y sao cho x; + y; = z;; cdon P(X = x;; Y=y, 14 x4c suit
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dé déng thoi X=x, va Y = y,. Néu X va Y khong c¢6 quan hé gi
(tic doc lap. sé néi dén & chuong III) thi rdé rang xac suit
PX=x;Y=y)=PX==x)PY =y,). Tt d6 bang phan phoi
cua Z:

2 | 0 1 2 3
p() | 0,09 0.33 0,37 0,21

(chding han P(Z =2) =PX =0, Y =2+ PX=1Y=1) =
0,4.0,7 + 0,3.0,3 = 0,37).

2.2. Ham phan phdi xac suat

Bang phan phdi xac suat ¢6 mot han ché co ban la chua du
téng quat dé dic trung cho mét bién nglu nhién tuy ¥, nhat 1a
trudng hdp bién lién tuc. Vi vay nguoi ta dua ra khai niém sau:

Dinh nghia 2. Ham phén phél xdc sudt cua bién ngau
nhién X, ky hiéu la F(x), dugc xac dinh nhu sau:

Fix)=P(X<x),x € R (2.1)

Tw dinh nghia trén, F(x) phan anh d6 tap trung xac suit o
bén phai cia sd thuc x. Trong trudng hop bién ngiu nhién roi
rac, (2.1) cho ta mot ham con dude goi 1a ham phan phd tich
iy (hay xac suét tich lay).

Thi du 2.5. T bang phan phdl caa thi du 2.2 va ding (2.1)
ta sé co F(x) = Z p(x;)va

0O, x <1,
0,6, 1<x<2,
F(x) =+
0,84, 2<x<3,
1, x> 3.

D6 thi cia ham phan phdi xac suft nay 1a ham bac thang.
Dé ¥ 1a X c6 bao nhiéu gia tri thi F(x) ¢6 bang 4y diém gian
doan loal 1 (xem hinh 2.1).
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Ham phéan pho6l xéc sudt ¢ A F(x)
val tro quan trong khi nghién
citu cac bién ngau nhién lién

e - at N 1 """""""""""" -(——-—---'
tuc. Néu ta biét dugec ham Ggq|........... :
phan phéi x4c sudt c6 nghia la | |

x4ac dinh hoan toan bién ngiu
nhién. Tuy nhién trong thuc té
ciing phai thay riang viéc tim
duge F(x) 1a rat khé, néu khéng Hinh 2.1

n6éi 1a hau nhu khéng thé lam

dugc.

Cé thé néu ra mét vai tinh chat cha ham F(x):

112 F(x) = 0.
| (i) F(x) 1a m6t ham khéng giam, ttc la néu x, > x, thi

F(xy) = F(x,).

() Plas X < p) = F(P) - Fla). (2.2)

Hé qua hién nhién: néu X lién tuc va F(x) lién tuc tai a thi
PX=a)=0.

(1v) F(+w) = 1; F(—0) = 0.

Viéc chitng minh céac tinh chat trén c6 thé dua vao dinh
nghia (2.1). Ciing tit dinh nghia 4y ta thay F(x) it nh4it phai la
ham lién tuc trai (xem vi du 2.5 & trén), con trong truong hop
X lién tuc thi F(x) n6i chung la mdt ham lién tuc. Trong tinh
chat (iv) F(+o) ky hiéu lim F(x), tuong tu doi véi F(—w0). Cudi

X >+

cung dé y 1a (2.2) ludn ding véi moi bién X lién tuc hay rdi rac,
trong trudng hap F(x) lién tuc c6 hé qua hién nhién:
Pla<X<P=Pla<X<p=Pa<X<p=Pas<X<p.
Thi du 2.6. Cho ham phén phéi xac sudt cua mdt bién
ngau nhién lién tuc X c6 dang:
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0, X < 2,
Fx)=<a(x -2)%, 2<x < 4,
1, x > 4.
Xac dinh hing sd @ va tinh P(2 < X < 3).
Giai. Do F(x) lién tuc, nén tai x = 4 ta phai c6 a4 — 2)*=1,
tudéa= ;1;: Dung (2.2) ta co:

P2 <X<3)=F@3)-F(@2) = -3(3-2)2-0%.

2.3. Ham mat do xac suat

Ham phan phél F(x) ¢con mdt han ché& (ma bang phan phdi
khong c6) 1a khong cho biét rd phan phéi xac suit 6 lan cAn mot
diém nao d6 trén truc s6. Vi vy d61 vdi cac bién ngdu.nhién lién
tue, ¢6 F(x) kha vi, nguoi ta dua ra khai niém sau day.

Dinh nghia 3. Ham mdt dé xdc sudt cua bién ngau nhién
X, k¥ hiéu 1a flx), ¢6 ham phan phdi F(x) kha vi (trit 6 mot sb
hitu han diém gian doan bi chin), duge xac dinh bing

fx) = F'(x). (2.33)

T cong thic dinh nghia (2.3a) va cac khai niém dao ham
va tich phén, ta ¢6 ngay do tich phan 14 phép toan ngudc cua
dao ham

F(x)= [f(t)dt. (2.3b)
. Tu d6 cong thie (2.2) sé tuong duong véi:
B
P(asX<ﬂ)=If(x)dx. (2.4)

V& mat hinh hoc (2.3b) va (2.4) cho ta dién tich phan mat
ph_egtng chan bdi dudng cong y = flx), truc Ox va cac dudng
thang tuong Ung (xem hinh 2.2 va 2.3).
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F(x) f(x)

e

o s,
0 o X 0 o ﬂ x

Hinh 2.3. Xdc suatP (a s X< p)

Hinh 2.2. Gid tri cUa F(a)

Ham mat d6 xac sudt cua mdt bién lién tuc cdé hai tinh
chit co ban giéng nhu ham x4c suit 6 muc 2.1 1a

(1) flx) 20 Vx;

(ii) j f(x)dx = 1.

Tt dinh nghia (2.1) va khai niém dao ham, ta c6 thé thay &
ndi nao gia tri ctia flx) 16n thi tai 1an can diém d6 c6 d6 tap
trung xac sut cao, diéu d6 giai thich t&n goi mat d6 xac suit.

Thi du 2.7. Cho ham mat d6 ciia bién ngiu nhién X ¢6 dang :

( V4 7[-
aQCOoSX, X —-2—;5 R
f(x)=+ - .
x T
0, xe|——; —|.
\ | 2 2

a) Tim a va xac dinh ham phén ph6i xac suit F(x) caa X.
b) Tinh x4c suit dé X nhan gia tri trong khoang (%,7{].

Giai. a) Dung tinh chit (ii) caa ham mat dé:

T

If(x)dx =a |cosxdx = 2a =1,

z
2

V]

tddoratra a = é— Viéc tim F(x) dua vao c¢dng thic (2.3b). Ta c¢6:
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Véi x<-Z thi jf(x)dx=o;
2 bt i
Véi u-’éqgg thi _if(x)dxz

4

2
= Ide+

J‘—l—cosxdx = l(sirwc +1);
)3 2

T

0, xs—z,

2

Tu d6 F(x) = <l(sinx +1), L z,
2 2 2

1, X >£.

2

b) Theo (2k.2):
P££<X<n]=P(£$X<:rrJ:F(7r)~—F[£J
4 4 4
:1——1—[sin£+1)=l——\/—§—,
2 4

2 4
Thi du 2.8. Cho xac suit phan ra cua mdt nguyén tu chit
phéng xa trong khoang thai gian dt kha bé 1a Adt (gia su su
phan ra d6 khong phu thudc vao qua khi). Hay xac dinh:

a) Xac suit dé nguyén tu d6 phan ra trong khoang thoi
glan ¢;

b) Ham mat do xac sudt cua thoi diém phidm ra cua
nguyén tu.
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Giai.

a) Dé thay xac suat khong phan ra cia nguyén tiu trong
khoang thdi gian dt 1a 1 — Adt. Chia khoang thoi gian ¢ thanh
t/dt cac khoang con c6 @6 dai dt; tit d6 xac sudt dé nguyén tu
khéng phan ra trong khoang thoi gian d6 xdp xi 1a (do cé gia
thuyét déc lap) (1 — Adt)"#. Lay giéi han khi dt — 0, ta ¢6 xac
suit can tim 1a 1 — e (bdng 1 — xac sudt nguyén ti khéng
phan ra trong khoang thoi gian ¢).

b) Goi T'1a thdi diém phan ra clia nguyén ti va £(¢) 1a ham
mat do cta T. Ro rang xac suit dé nguyén tU phén rad ¢ thoi
diém trong khoang thdi gian tit ¢ dén ¢t + dt sé bang xac suat
khéng phan ra trong khoang thai gian ¢ trude dé nhan véi xac
suidt phan ra trong khoang thdi gian dt, tu dé:

Pt <T<t+dt) =f{t)dt =e*Adt.
0,t<0,

Vay tacé f(t) =
_y‘ F®) {le"”,t>0.

Pay chinh 12 ham mat d6 cua bién ngiu nhién tuin theo
ludt phdn phot mi, ky hiéu 6 day T ~ £(4).

§3. CAC SO DAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN

‘DAu biét rang ham phan phéi xac sudt cho ta théng tin
day du nhat vé bién ngiu nhién, nhung trong thuc té ta khéng
thé xac dinh dudc né; tir d6 din dén viéc tim mot vai dic trung
quan trong, thong thudng la dic trung vé vi tri va vé d6 phan
tan. Trong 3 s6 dic trung vé vi tri, dau tién ta xét vé ky vong,
hai s6 khéac 12 mét va trung vi sé xét 6 muc 3.3.

3.1. Ky vong
Dinh nghia 1. Ky vong cta bién ngau nhién X, ky hiéu la
EX, dudc xac dinh nhu sau:

48



— néu X 1a bién roi rac ¢6 ham xac suat p(x) =p, i = 1, 2,... thi:
EX=) x p; | (3.1a)
7i

~ néu X 14 bién lién tuc c6 ham mat d6 f(x), x € R, thi:
EX= |xf(x)dx. (3.1b)

Tir (3.1) ta thay ky vong chinh 14 tong cd trong sd cua tat
ca cac gia tri cua X, hay con 1a tri trung binh cia bién ngau
nhién (phan biét véi trung binh céng cua cac gia tri). Trong
thuc té, néu quan sat cac gia tri ctia X nhiéu lan va ldy trung
binh cdng, thi khi s6 quan sat cang 16n sd trung binh @6 cang
gan téi ky vong EX, vi vay ky vong con dudc goi 1a tri trung
binh cta bién X ma khéng sg nham lan.

Thi du 3.1. Xét lai thi du 2.1 vé1 X 14 s6 chdm xuat hién
khi gieo mét con xtc sic. Theo (3.1a)

EX:é(1+2+3+4+5+6)=3,5.

Nhu vay trong truong hgp xac suadt duge phan phéi déu trén
tap gia tri, ky vong chinh 14 trung binh cdng cua cac gia tri ay.
EX = 3,5 cdn c6 nghia 1a néu gieo nhiéu lan sd chdm trung
binh thu dugc sé la 3,5.
Thi du 3.2. Tim ky vong ctia bién X trong thi du 2.3.
Giai. Tl eo (3.1a) ta cé:
1'X=0.0,064 +1.0,288 +2.0,432 + 3.0,216 = 1,8.
Thi du 3 3. Tim ky vong cta bién X trong thi du 2.6.
Giai. Trudc hét ta phal tim ham mat d6 cua X, theo (2.3a)
‘l(x -2), x € [2;4],
flx)=12
0, x ¢[2;4].
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TU d6 theo (3.1b):

i fex ‘ 10
EX = _;[xf(x)dx - Jg(xWZ)dx -5

Thi du 3.4. M6t ngudi mua 10000 dong xo6 s6 16 t6 2 sb véi
luat choi nhu sau: anh ta sé thidng 700000 ddng (gdp 70 lan
tién mua) néu sé mua triung véi 2 sé cudl cua giai doc dic gan
nhat sap téi (va khéng dude déng nao néu khong trung). Hay
tim s6 tién thang trung binh cia mot 1an chdi nhu vay.

Giai. Goi X 1a s6 tién thing cua mét lan choi, rd rang X
nhén cac gia tri 04 va 700000¢ véi cac tan suit (va coi luén 1a
x4c suit ciing khong sg lam mat tong quat) tuong tng 1a 99%
va 1%. Tu d6 sb tién thang trung binh chinh la:

EX = 0%99% + 700000%.1% = 7000 déng.

Mic du EX > 0, nhung chd quén rang anh ta da bo ra
10000 déng dé mua x6 s6. Nhu vay trong thuc t& mdi 1an choi

-anh ta mat trung binh 3000 déng.

Ta phat biéu mét s6 tinh chdt clia ky vong:

(i) Ec =c (c —hang sd );

(11) E(cX) = cEX;

) EX+Y)=EX+EY,

(iv) N&u X, Y déc lap thi E(XY) = EX.EY
(dé ¥ rang khai niém doc 1ap sé duge lam rd hon & chuong I11);

(v) Néu Y = ¢(X), thi phu thudc vao X roi rac hay lién tuc

ta co: EY:ZGD(% )p; hoac EY = Igo(x)f(x)dx, trong d6 cac
p(x) va f(x) 1a cac ham xac suit hodc mat dd tuong ung.

Thi du 3.5. Gieo déng thdi 2 con xuc sic. Tim tong s6 chdm
trung binh.
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Gidi. Goi X, 1a s8 chdm xudt hién cua con xtc sic thd i
(i =1, 2), dé thdy tu thi du 3.1 EX, = EX, = 3,5. Mat khac téng
s& chdm cua 2 con xuc sic sé la X, + X,, tit @6 dung tinh chat
(iii) cua ky vong, tac6 E(X, + X,) = 3,6+ 3,6 = 7.

3.2. Phuong sai

1. Dang phép 14y ky vong & muc truéc, ta c6 thé dinh
nghia khai niém phuong sai.

Dinh nghia 2. Phuong sai cia bién ngau nhién X, ky hiéu
la VX. dugc dinh nghia nhu sau:

VX = E[(X — EX)?]. (3.2)

Trong (3.2) ta thay X — EX chinh 14 d6 léch cua bién X so
v61 trung binh cua né, tit d¢6 phuong sai chinh la trung binh
cua binh phuong dd léch d6. Vay phuong sai dic trung cho 46
phan tan cta bién ngiu nhién quanh tri trung binh cta bién
d6. Cling theo ¥ nghia d6 phuong sai cang 16n thi d6 bat dinh
cua bién tuong tng cang 1dn.

Trong tinh todn, phu thudc vao X 1a ro1 rac (véi ham xéac
suat p(x)) hay lién tuc (v61 ham mét d6 f(x)), ta cé hai céng
thuc tinh phudng sai:

VX = (x, - EX) p,. (3.3a)

o

hoic: VX = [(x-EX) f(x)x. (3.3b)

Tuy nhién viéc tinh theo (3.3) kha phic tap, vi vay, dung céac
tinh chat cua ky vong, ta c6 thé bién d6i (3.2) vé dang tuong
duong, kha dé dang dé tinh toan

VX = EXX? - (EX)?, (3.4)
vl1 cac phuong an tinh tng v6i X rdi rac hay lién tuc nhu
trong (3.3): :
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VX => xp, —(in j2) J” (3.4a)

VX =+Tx2f(x)dx—{+fxf(x)de (3.4b)

Thi du 3.6. Bang phan phéi cia bién ngau nhién X trong
thi du 2.3 c6 dang:
x | 0 1 2 3
() ] 0,064 0288 0,432 0.216
Hay tinh VX,
Giai. Ta da tinh EX = 1,8 trong thi du 3.2. R6 rang viéc
tinh theo (3.3a) kha phic tap. Ta sé dung c¢6ng thic (3.4a)
VX = 020,064 + 1%.0,288 + 2°.0,432 + 3*.0,216 — 1,8°
= 3,96 — 3,24 = 0,72.
Thi du 3.7. Cho ham mat d6 cua bién ngau nhién X tuan
theo phan phéi ma (xem thi du 2.8, dé y 4> 0)
0, x<0,

Ae ™ x>0.

f(x)={

Hay tinh phudng sai cua X,
Giai. Dau tién ta tinh ky vong theo (3.1)

+C

EX = jxf(x)dx = ije““dx = %1—

—an

Twu d6 dung (3.4b) ta c6:

VX=iIx2e‘Axdx——1—2=—1—2.
: A A
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2. Pé y ring phuong sai VX ludn 12 mét s6 khéng am. Tu
dinh nghia ta cting thdy rang vé mat vat ly VX khéng cung
thd nguyén (cung don vi do) d61 vdi X, vi vay ta dua vao khai
niém sau day:

Dinh nghia 3. D6 léch chuin cia bién nglu nhién X, ky
hiéu 1a ofX), duge dinh nghia nhu sau:

o(X)=JVX. (3.5)

T dinh nghia (3.5), nhiéu khi ngudi ta ky hidu phudng sai
1a 6“(X) hoac o* (néu da biét rd 1a phuong sai cia bién nao). Db
léch chuin duge dung thudng xuyén hon phudng sai do ¢é ciing
don vi do véi chinh bién X.

3. Cubi cung ta phat biéu mét s6 tink chdt cia phudng sai
va d6 léch chuén:

(1) Ve = 0 (c — hang sd);

(i1) V(eX) = ¢*VX; o(cX) = le|o(X);

(i1i) Néu X, Y doc lap thi V(X+Y) = VX + VY;

o(X+Y)=Jo? (X)+o? ().

Chu y dicu kién ddc lap la kha chat, sau nay ¢ chuong 11
ta thay c6 the gidm nhe. Tu ba tinh chit trén, ta c6 thé din ra
2 hé qua quan trong:

-VX+)=VX.

— Phudn : sai cda trung binh cdng n bién ngiu nhién doc
lap cuing ph. n phdi sé bé hon n lan phuong sai cua cac bién
thanh phan, :c la néu VX, = ¢* Vi = 1,n, thi:

2
X, +X,+..+X, _o
n

V?Z’:V[ .
n

Day chinh 1a ly do khi do dac cac dai lugng vat 1y nguoi ta
thuong do nhiéu lan réi 14y trung binh céng cac két qua.
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3.3. Mot sd dic sé khac

1. Mét 1a gia tri cia bién ngau nhién X cé kha ning xuit
hién 16n nhat trong mét l1an can nao d6 cua né. Nhu vay déi
vdi bién rdi rac mot la gia tri cua X @ng v6i xac sudt 16n nhat,
con d61 véi bién lién tuc mét 14 gia tri lam ham mat 46 dat
max. Nhu vay mdt ¢é thé chi 1a cuc dai dia phuong va mét bién
ngiu nhién c¢6 thé c6 mot mdét hode nhiéu mét.

Thi du 3.8. Cho ham mat d6 cua bién ngau nhién X tuin
theo phédn phéi Vay-bun

Hay xac dinh mét cua X.
Giai. Mot cua X sé 13 nghiém cta phuong trinh:

2
T d6 mét sé 1a nghiém cua 1 — % = 0. Nhung do x > 0,

suy ra mot = V2 ~ 1,414.

2. Trung vi 1a gia tri cia bién ngiu nhién X chia phan phéi
thanh hal phan cé xac suat gidng nhau, titc 13 néu ky hiéu
trung vi la medX thi:

P(X < medX) = P(X 2 medX) = %
Tt dinh nghia ham phéan phéi, ré rang dé tim trung vi ta chi
can gidi F(x) = % Trong nhiéu truong hdp tng dung, trung vi

1a ddc trung vi tri rat tét, nhiéu khi t6t hon ca ky vong, nhat la
khi trong s6 liéu ¢6 nhiing sai s6t thai qua.
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Trung vi con c6 tén goi 12 phan vi 50% cua phan phol
Phén vi la mdt di€m (gia tri cua X) sao cho xac suit dé bién
ngau nhién nhan gia tri bé hon né sé bang sd phan tram cho
trude cua tong xac sudt phan phéi, chidng han ta néi ring 2 1a
phan vi 72% cua X néu F(2)= 0,72. Théng thudng nguoi ta hay
xét cac phan vi 25%, 50% (trung vi), 75%, 95%,...

Thi du 3.9. Tim trung vi cua bién X trong thi du 3.8.

Giai. R6 rang trung vi 1la nghiém cua phudng trinh:

medX (med X)'
I f(x)dx =0,5hay 1 —-e * =0,5;

0

tu dé suy ra medX = 1,665.

Né6i chung, ba s0 dic trung ky vong, mot va trung vi khong
trung nhau, chang han ti thi du 3.8 va 3.9 va tinh thém trung
binh, ta ¢6 EX = 1,772; mot = 1,414 va med X = 1,665. Tuy
nhién trong truong hgp phan phéi d61 xing va chi ¢c6 mot mot
thi ca ba dic trung d6 trung nhau.

3. Mémen la khai niém tong quat hon so véi ky vong va
phuong sai.

Dinh nghia 4. M6 men cdp k db1 véi a cha bién ngiu
nhién X 14 mét s6 xac dinh nhu sau:

vi(a) = E[(X - a)*]. (3.6)
Néu a =0, ta ky hiéu v, = v,(0) = E(X*) va goi né 1a mémen géc
cdp k. R rang ky vong chinh la mdmen goc cdp 1 EX = v,. Néu
a = EX, ta ky hidu u,= v, (EX) = E[X — EX)*] va goi n6 1a
mémen trung tdm cdp k; cing rd rang phuong sai 1a mémen
trung tam cap 2 VX = p,.

Mémen c6 vai tro quan trong trong thong ké va ting dung
xac suat. Giia chung (mémen gdc va mdémen trung tam) cé cac
lién hé sau:
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iy =V, — V) =07, f(x) 1 Il

3 3 4

Nguoi ta con dung cac —

mémen dé dic trung cho hinh 0 , *
. . s 3a R ” Hinh 3.1
dang cua ham mat d6 phan phor:
— Hé s6 bat déi xuwng 1a ty s6 p, o BT B, =0 duong
Ty

cong mat d6 d61 xiing, néu né am hay duong duong cong d6 sé
bat d6i xting tuong Gng véi cac duong I va II trén hinh 3.1.

— Hé s6 nhon la ty sd6 B - Néu ty sd0 nay cang lén
( y 2

0-4
dudng cong ¢6 dinh cang nhon hon. Dudng cong mat do cua
phén phdi chuan (xét 8 muc sau) c6 £, = 3.

$4. MOT SO PHAN PHOI THONG DUNG

4.1. Phan phéi déu
1. Phéan phoi déu roi rac
Dinh nghia 1. Bién ngau nhién X duge goi 1a tuan theo
luat déu roi rac véi tham sé n, ky hiéu 1a X~ @ (n), néu X cé
bang phan phdi xac suét
X l 1 2

(4.1)
pix)

S|~z

L
n n

oy - a7 e - - l . N .
Nhu vay ham xac suit sé ¢6 dang p(i) = —, i=1,n. Ngudi
n

ta con md rong khai niém phan phdl déu cho bién X nhan gia tri
trén mot tap hitu han bat ky c6 n phan ti ix,, x,, ..., x,}; khi dé:
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plx;) = —1— i=1,n.
n

Dé dang, néu X ~ @/ (n) va ti (4.1), ta c6 ngay:

2
n+1;VX:n 1
2 12

2. Phéan phéi déu lién tuc
Pinh nghia 2. Bién ngau nhién X dudgc goi 1a tuidn theo
ludt phdan phéi déu lién tuc trén [a;b] ky hiéu la X~ @/ ([a; b)),

néu X c6 ham mat do (a < b):
1

f(x)=4b-a’
O,xe[a; b}

EX =

¥ ela:b) (4.2)

D4 thi ctia ham fix) cho trén hinh 4.1. Bang tinh toan don
gian c6 thé tim dude: néu X ~ 2 ([a; b)) thi:

EX=a+b;

(b-a) f )

12 bl
Phan phéi déu 2 ([0; 1]) ¢6 vai trd
rit quan trong trong mo phong cac
s6 ngau nhién.

a

. — —— —

Ql
)
o
b

4.2. Phan phdi nhi thic Hinh 4.1
1. Phén phéi Béc-nu-li
Dinh nghia 3. Bién ngau nhién X dugc goi 1a tuan theo
ludt phdn phéi Béc-nu-li, ky hidu 1a X ~ .2(1, p), néu ham xac
sult cua né cd dang:
p(x) =p*(1-p) >, x=0va l. (4.3)
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Ta th&y moi phép thit chi c6 hai két cuc déu coé thé mo
hinh héa bing phan phéi nay. Chang han mét phép chi c6 két
cuc A véi xac sudt p va A véi xac sudt ¢ = 1 — p. Xay dung
bién ngau nhién X sao cho PX=1)=PA) =p va PX =0) =
P(ﬁ)= q,tacé6 X ~%(1, p).

Dé dang t (4.3), bang phan phdi xac sudt cua X:
X ] 0 1

p@ | g p
EX=0.q+ 1p=p,
VX =0%g+1*p - p*=p(1 -p) = pq.

Trong thuc t&é phan phéi Béc-nu-li it dude stt dung (c6 thé
do né qua don gian), tuy nhién né dude dung lam cd sd dé tim
luat phan phoi cia cac bién ngau nhién khac.

2. Phdn phot nhi thic

Day 1a mét trong cic phan phél radt hay dung trong théng
ké hién dai. 0 chuong I ta da lam quen véi luge d6 Béc-nu-li
khi xét day n phép thi déc lap, giéng nhau, trong méi phép
thu su kién A xudt hién véi xac sudt p. Néu goi X 1a sé lan
xudt hién A trong day n phép thu d6, ta da biét X c6 cac gia
tri tit O dén n véi cac xac suit tuong ing (g = 1 - p):

p(x)=P(x)=Cip'¢"*, x - 0,n. (4.4)

n

Dinh nghia 4. Bién ngau nhién X duge goi 12 tudn theo
ludt phdn phéi nhi thie, ky hiéu X~ .2(n, p) néu ham xac suit
cua né c¢b dang (4.4).

Ban doc hay tu xdy dung bang phan phdl xac suat cua X ~
Z(n, p). Ro rang phan phdi Béc-nu-li ¢ trén 14 mdt truong hop
riéng cua phan phdi nhi thic khi n = 1. CAn nhéc lai cac diéu
kién dé c6 phan phéi nhi thic:
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- day cac phép thu giéng nhau, doc lap;

— trong mdi phép thu chi cé 2 két cuc (c6 va khong);

— hai tham sé& hang xac dinh: s8 cac phép thu n va xac suat
xuat hién 1 trong 2 két cuc trén la p.

Thi du 4.1. Cho X ~.% (5; 0,25). Hay x4y dung bang phan
phél xac sudt cua X, sau do tinh céc xac suét:

a) X > 3; X >1: c) X <4,

Giai. Vé mat ¥ nghia X 1a s6 lan xudt hién su kién A nao
do trong day 5 phép thu doc lap, biét rdng trong moi phép thu
su kién A c¢6 xac sudt P(A) = 0,25. Dung coéng thic (4.4) véi
n =25, p=0,25, ta sé co:

x |0 ] 9 3 4 5

plx) ! 0.2373 0,3955 0,2637 0,0879 0,0146 0,0010

(Quan sat bang s6 nay ta thay X = 1 1a gia tri ¢6 xac suat 1én
nhat. vay 11a mét cua X, trong ing dung ngudi ta goi la sé'lan
xudt hién chdce chan nhdt. Viéc tim cac xac suit tuong Ung dua
vao bang so trén:

a) PX >3)=p4) + p(5) =0,0156;

b) PX21)=1-PX<1)=1-p(0)=0,7627:

) PX<4)=1~-PX>4)=1-p(d)=0,9990.

Cé thé dung biéu dd (d6 thi cia ham rdi rac) cuia p(x) nhu
hinh 4.2.

Bay gid ta tinh ky vong va
phuong sai cia phan phoi nhi 047
thitc. RO rang néu X ~.%(n, p)
thi X 14 86 1an xuét hién sy kién 0.27
A nao d6 trong day n phép thu
Béc-nu-li. Goi X, 1a s6 lan xuit
hién sy kién A dé trong phép thu

 p (x)

.

01 2 3 4 5 «x
Hinh 4.2
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thiti, i = 1,n. Ta thay X, chi ¢6 hai gia tri 0 va 1 va P(A) =p =
PX =1),X=X,+X,+ ...+ X,. Do cac X, doc lap, mat khac EX,
=p, VX, = pg, nén ta cb:

EX =Y EX, = np;

VX = ;VXI. = npq.

Chu ¥y rang khi n kha 16n mic 49 d61 xting (d61 véi ky
vong) cua ham xéc suft cang ré rét. N6i chung viée tinh xac
suit theo cong thitc (4.4) kha phic tap, tuy nhién bang cac
chuong trinh may tinh thi khéng c6 vdn dé gi 16n. Viéc tinh
x4p X1 cac xac suidt d6 da xét g §3 chuong I va ¢ cac muc dudi
day. Ngoai ra dé dang chiing minh hai két qua sau:

Q) NeuX ~2B(n, p)thiY=n-X~%(n,1-p).

(1) Néu X, ~ @B (n,, p), X,~ B(n, p). thi X, + X, ~ % (n, + n,, p).

4.3. Phan phoi Poa-xdéng
Dinh nghia 5. Bién ngiu nhién X dugc goi la tuan theo
ludt phdn phdi Poa-xéng, ky hiéu 1a X~ £ (1), n€u ham xac
suat cua né c6 dang:
1%et

p(x)= T x=0,12 .. (4.5)

Phan phéi Poa- xong c6 nhiéu dUng dung trong ly thuyet
phuc vu dam dong, kiém tra chat luong san pham... Chang
han s8 cudc goi dién thoai clia mot tdng dai trong 1 ngay, s6
lugng khach hang cua mét nha biang trong 1 gid... déu 1a cac
bién ngiu nhién cé phan phéi Poa-xéng.

Cé thé ching minh ring CXp*(1-p)"™", khi n > + =,
x -4

p — 0 sao cho np - A =hing s6, c6 giéi han . Trong thuc

hanh, néu n kha 16n va p kha bé, thi (1 = np):
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Ate ©

P(x)=Cip*1-p)"* ~ —
X.

Thi du 4.2. Nguoi ta van chuyén 5000 chai rugu vao zho
vOl xac sudt v4 cta mdi chai 14 0,0004. Tinh xac suit dé khi
van chuyén c6 khéng qua 1 chai bi v8.

Gidi. C6 thé ding luge d6 Béc-nu-li (phéan phéi nhi thuc),
nhung n = 5000 r&t 16n, con p = 0,0004 qua bé. Néu goi X 14 s6
chai bi v& khi van chuyeén, c6 thé coi phin phdi cia X x4p xi
vGi phan phoi Poa-x6ng véi A = np = 2. Tu d6 theo (4.5):

0 1
P0sX<1)=e? 2 e 22 L0406,
0! 1! e2
Ta di tinh cac s6 dic trung caa X ~ . 2(1):

an

EX = ixp(x) = er"’t_fl_i

x=0 =0 x!

e A e AT A4
- =2 =2 = 2
T Ay Ay

VX = E(X*)-(EX) =2 +A-2%=A.

D61 khi nguoi ta yéu cau tinh moét cta X. Nguoi ta da
chitng minh 1 — 1 < mét X < A. Néu A nguyén, ta c6 2 mét 1la 4
va A — 1; con néu A khong nguyén, mét sé 1a gia tri nguvén
nam gida A — 1 va 4. Trong thi du 4.2 mét cha X 1a 1 va 2, d6 1a
s6 chai ¢6 kha nang vd nhiéu nhit khi van chuyén (xac suit vé
béng 0,2707 cho mdi trudng hgp X = 1 hodc X = 2).

4.4. Cac phan phdi réi rac khac

1. Mot trong céc gia thiét cua phan phdi nhi thic 1a su doc
lap cua cac phép thu thanh vién trong day. Trong nhiéu bai
toan thuc té€ giai thiét d6 khéng duge thoa man. Mét trudng
hop ¢o dién 1a viéc chon mau khéng hoan lai, trong d6 xac suit
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khéng con !a hang s6 nta. I'hi du ta ¢c6 N san pham trong d6
c6 m ph& phbAm: néu ta chon khong hoan lai ra n san phim va
goi X 1a s6 ph& pham trong d6 thi P(X = x) sé khong con duge
tinh theo (4.4) dudc nita (dé ¥ muc")'n tinh theo (4.4) ta phai
chon ¢6 hoan lai). Theo dinh nghia ¢6 dién, xac suit dé trong n
san pham cé ding x phé pham chinh la:
CI CN X
P (x)= __u__,_f\__le_ x=0.1,...n.
Cy
Dinh nghia 6. Bién ngau nhién X dugc goi la tuan theo
ludt phan phét siéu hinh hoc, ky hiéu la X - 97N, n, p). néu
ham xac suit duge xac dinh theo cong thic:
CJ. CH, X
plx) = ___L\‘;J_E cx =0,1, (4.6)
CN
Dé y rang frong cong thic (4.6). néu tuu y dén thi du bén
trén dinh nghia, tacé p = ——In\—;- 14 ty 1¢& phé pham lie ban dau. va

néu dat g = 1 — p thi (4.6) sé trd thanh:
CI Cn X

Np™ Ny

x)= —— T x=0,1, .. n
p(x) = cr

Khi N rat 16n, xac suit p sé it thay doi va khi d6 ta ¢ thé
dung lai (4.4) dé x4p xi cho (4.6) va gia thiét p 1a hing xéac
dinh khong bi thay d6i dang ké.

Thi du 4.3. Trong mdt hdop dén 15 bong ¢6 5 bong kém chat
lugng. Chon ngau nhién ra 10 béng (tat nhién khong hoan lai),
hdy l4p bang phin phéi xac suit caa sé bong kém chit luong
trong mau chon ra.

Giai. R6 rang X tuan theo phan phdi siéu hinh hoc vdi
N=15,n=10va p= 313- Diing phdn mém dé tinh theo (4.6), ta

¢6 bang phan phdi nhu sau:
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x|o 1 2 3 4 5

p(x)|0,00033 0,01665 0,14985 0,39960 0,34965 0,08392

x | 6 7 8 9 10

px) | 0 0 0 0 0
Trong truong hop nay ta khong thé x&p xI cac xac sult bang
phan phdi nhi thic duge. ching han tinh theo (4.4) vé1i n = 10,
p = % ta c6 P,o(3) = 0,26012: P,(7) = 0,01626, ... Trong thuc

hanh khi N > 10n ngudi ta méi chap nhan xi bang phan phéi
nhi thiec.
Co thé chiing minh dude rdng néu X ~ 7 (N, n, p):
N-n

EX=np: VX = npg- .
np npq—

Ngoal ra kh1 N - « sao cho 50 tacé:

Cx =%

. Np~Nq _ ~x_x n-x
}llm —on - C.p'q
- () N

Af
o m P ” S T P A AT E) "™ AT <~
vil p = N Diéu do giai thich cho viéc x4p x1 phan phoi siéu

hinh bang phan phoi nhi thic khi NV kha 16n.

Trong muc nay ta dinh nghia thém hai phan phéi rai rac
14y ¢o s6 cua phép thu Béc-nu-li.

2. Pinh nghia 7. Bién ngiu nhién X dugc goi 14 tuan theo
ludt phén phét hinh hoc, ky hiéu 12 X ~ &(p), néu ham xac
sudt cua né c6 dang:

px)=p(l-p). x=0,1,2,... 4.7)

Tu 46 ta thidy X chinh 1a s6 lan khéng xuit hién trude
lan xuft hién dau tién cia mét su kién A nao d6 (trong day
Béc-nu-li v8i P(A) = p). Dé dang ching minh khi X~ &(p).
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— 1-—
EX-—-l—p:g;VXz 2p = qz_

p p p° p

3. Dinh nghia 8. Bién ngiu nhién X dudgc goi 1a tuén theo
ludt phéan phéi nhi thicc 4m, ky hiéu 1a X~ % (r, p), néu ham
xac suit cua nod cé dang:

px)=C;_, . p"1-p), x=0,1,2, .. (4.8)

Y nghia ctia X chinh 14 s§ 14n khéng xuit hién trude 14n xuat

hién thit r (r > 0) cia mdt su kién A nao d6 (trong day Béc-nu-li

v6i P(A) = p). So sanh (4.7) va (4.8) ta thay ring phan phéi

hinh hoc 14 trudéng hdp riéng cua phan phéi nhi thitc Am khi

r = 1. Cing ¢6 thé chitng to khi X ~ o+ % (r, p).
Ex="L,vx=1 (g=1-p)

2

p p

C6 thé tom tat cac quan hé cua cac phan phoi roi rac  trén
bang so d6 sau:

S& khong xuit hién

Béc-nu-li trudc lan xuat hién tha r
Y
S& xuat hién
trong n phép thu
n>1 n=1
Y A4

A p—0 . . . .o
Poa-x6ng ey Nhi thuc Nhi thic am
N> 10n Chon khéng r=1 r>1

hoan lai
|S1éu hinh hoc Hinh hoc

S0 dé quan hé gita cdc phan phdi roi rac
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4.5. Phan phéi chuan

Day 1a phan phdéi lién tuc quan trong va c¢6 ting dung rong
rai nhat, con c¢é tén goi la phdan phét Gao-xo.

Pinh nghia 9. Bién ngau nhién X dudc goi 1a tuan theo
lugt phan phéi chudn, ky hiéu la X ~ o#(a, o%), néu ham mat
dd cua né cé dang

_tx-a)’
f(x)= ! e 2 xeR. (4.9)
ON2T
Dé thay hai tham sé
trong (4.9) 1a a va &° clng f(x)

chinh 13 hai s& dic trung :
quan trong EX va VX, con o |
la d6 léch chuan cua X. Vé ‘
mat do6 thi, dudng cong (4.9) 1

c6 dang hinh chuéng (xem 0O : : ! 68‘;6% | ; :x
hinh 4.3). Ta hinh vé 4.3 ta | : 95 44% : I
thé’y ham f(x) trong (49) d(’j’l : 99,74% :
xing qua EX = a, tu d6 Hinh 4.3

medX = a, dong thoi mét X =a
do ham dat max tai x = a. Néu ta 14y 1an can o cua a, thi phan
dién tich chin bdi f(x), tuc hoanh va cac dudng x = a £ o sé
c6 dién tich bang 68.26% (don vi dién tich). Pé cling chinh 1a
P( X —al < 0) = 68,26%. Tuong tu ta cling c6

P(X ~al<20)=9544%:

P(X -al<30)=99,74%. (4.10)

Céng thic (4.10) cho ta thay hau chac chan bién ngau nhién

X ~ ofla, o) sé nhan gia tri trong 1an can 3o cua ky vong, su
kién d6 mang tén goi quy tdc 3o rat quen thude trong cac tinh
toan ky thuat. Qua hinh 4.3 ta ciing thay r6 néu EX la dac
trung dinh vi cua phan phol, thi VX la dac trung do tan xa.

65



Néu ¢* cang 16n f(x) phan tan nhiéu hon, dinh d6 thi cang
thdp va ti hon, dudng cong tiém can tdi truc hoanh cham
hon (chd ¥ 14 tong dién tich chin bdi flx) va truc Ox ludn
bang 1).

Thi du 4.4. D6 dai mdt chi tiét may gia su tuan theo luat
phan phoi chuén véi tri trung binh 20cm va d6 léch chuén 1a
0,5. Hay tinh x4c suat khi chon ngau nhién ra mdt chi tiét thi
d6 dai cua né:

a) 16n hon 20cm;

b) bé hon 19,5cm;

¢) 16n hon 21,5cm.

Giai. Goi X 1a d6 dai cua chi tiét may chon ra. ré rang
X ~ #120; 0,5%).

a) Do phan phéi déi xing qua ky vong nén P(X > 20) =

b) Do P(19,5 < X < 20,5) = 68,26% (quy tic 1o) nén xAc
suit dé X nam ngoai khodng d6 la 31,74%. Do tinh d6i xiing
P(X < 19,5) = 15,87% (va ciing bang P(X > 20.5)).

¢) Do cing l§ do nhu trén va dung quy tdc 30 ta cé
PX > 21,5) = (1- 99,74%)/2 = 0,13% = 0,0013 (xac sudt khong
dang ké).

Tuy nhién trong thi du trén khé tim duge xac suit dé dd
dai X nam trong mot khoang tuy y. Cé hail cach giai quyét
hodic diing may tinh véi cac phan mém tudng tng, hoic si

dung cac bang s c6 sin. 0 chuong 1 §3 ta da dua vao khai
niém ham Lap-la-xg

#(x \/_ je Sdr. (4.11)
Ta s tim cach bién d5i (4.9) va ham phan phdi tudng Gng cta
X ~ o#(a; 0°) dé c6 thé dung dude bang s6 ham trén. D& thay
tit (4.9), ham phan phéi caa X ¢6 dang:
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)

‘[e 20° dt (412)

1
Fix) =
(x) = ol

Dung phép bién ddi z = t-a ta c6 thé dua (4.12) vé dang

F(x)= ———\/;_x I e 2dz
Q0 z i;E _iz_
__ L [ 7dz + 1 [e7de. (4.13)
27 = 2r

Mt khac phép bién @81 bién trén sé Gng véi phép bién déi:

- ; ' (4.14)

ttt 46 do X~ o#(a; %), nén Z ~ o#(0; 1) v4i ham méat db:
1 -Z
= e 2 (ham Gao-x0).

Phan phdi o#(0; 1) sé c6 tén goi 14 phan phéi chudn rit gon,
hay phan phéi chudn chudn tdc va dong tac bién ddi (4.14)
dudc goi 1a quy chudn. Do ky vong ctia Z bang 0 nén

P(Z<0)= jf dz = 0,5

va tu (4.13) ta cé:

Fx) =

w!r—-

o}

[x““]. (4.15)

Viéc biét dugec ham phan phdi trong (4.15) cho phép ching ta
tinh duge moi xac suit cua X théng qua ham Léap-la-xo trong
(4.11) duge xac dinh trong bang s6 2. Chu ¥ ring Z chi c6 phan
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phéi chuén khi bién X tucng tng tudn theo luat chuan. tuy
nhién Z 1uén ¢6 ky vong 0 va phuong sai 1.
Bay gio gia st ta mudn tinh P(a < X < g), biét rang X~ of’

(a; ¢°). Dung tinh ch4t cita ham phén phéi cita X ta ¢é ngay. ¢6
tinh dén (4.15):

Pla<X<p)=F(B)-F(a)= ¢[ﬁ'“]—-¢(“;aj. (4.16)

o)

Trong trudng hop dac biét néu ta mudn tinh P(|X —a|) < ¢) tuy

¥y, viét lai |X - a| <& thanh a-¢ < X <a+¢ va tit dé:

P(|X - a|<¢) = ¢(—§) - ¢[-§-] - 2¢(-§].

V41 su kién nay, cac két qua dude tinh trong thi du 4.4 13 cac
truong hdgp riéng ting véi ¢ =o va 3o. Néu ta chon ¢ tuy ¥,
chdng han ¢= 1,25 (dung sai cia may) va mudn tinh xac suit
P(|X—2OI) <1,25) v61 a = 20 chinh 1a d6 dai quy dinh, khi d6
theo cong thiic trén:

P(|X -20|<1,25) = 2¢(%-2§3) = 2¢(2,5)

3

. = 2.0,4938 = 0,9876.
O day xac suit nay cé ¥ nghia la ty 1& chinh phdm cla chiéc
may da cho bing 98,76%.

Téng cia n bién ngiu nhién ddc 1ap cung c6 phan phoi
chuan van 14 mét bién nglu nhién chuin (ma ta cé thé chiing
minh bang cac két qua & chuong III). T d6 néu X, ~ of{a; o)
Vi=1n,va doc lap, theo cac tinh chat cua ky vong va phuong sai:

X,:XI+X2+...+XH~ [ 02}

a,—
n

; (4.17a)
n
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tuong duong véi diéu dé néu dat:
X-a

o

Z:

Jn,thi Z - o410: 1). (4.17b)

Phan phéi chuédn c6 thé dung xap xi kha tét cho mét s6
phan phoi rdi rac. D61 v61l phan phét nhi thic, khi tham s6 p
khéng qua gan 0 hoic 1 va n kha 16n, £ (n, p) sé rat gan véi
oA (np; npq); viéc x4p x1 sé rat t6t néu np > 5 khi p < 0,5 hoic
n(l —p) =5 khip >0,5. T dé6 néu X~ L (n, p) va co cac diéu
kién g trén thi (xem §3 chuong I):

Pla<X<p)- ¢(H]¢[HJ (@.18)

[g:_@_\
s
Jnpq

Trong trudng hdp nhu vay ngudi ta néi rang luat nhi thic Aéi
tu theo ludt d&n luat chuin chuén tic va viét:

'
P(X=a)= , @ — ham Gao-x0.

X -np L

\/n—q n—o
Thidu 4.5. Xét X~ % (20; 0,4), tinh P(4 < X <13).
Giai. Theo (4.18):

13-8 4-8
P(4<X <13)=¢| ——— |~ @] ——= | =¢12,28 1,83
(45X 13) ¢[ 4,8] ¢( 4,8] 6(2.28)+ $(1,83)

>t (0; 1).

= 0,4884 + 0,4664 = 0,9548.
Nhung do n = 20 van chua that ldn, trong thuc hanh ngudi ta
hiéu chinh (4.18) nhu sau:

‘ 'ﬁ+0,5—np a-0,5-np
Pla<X<p)=¢ —¢ -
. ) { vipq J ( vnpq J
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Viéc cong thém vao +0,5 va —0,5 chinh la yéu t6 hiéu chinh khi
x4p xI mot bién roi rac béng bién lién tuc. Tu d6

P(4< X <13)=¢(2,51)+ ¢(1,60) = 0,9743.

Dé ¥ 1a két qua that cia xac sudt nay 1a 0,978.
Ngudi ta cung chiing minh dude rang, néu X ~ #2(1) thi:
X-2 L

\/I A—rw

4.6. Cac phan phai lién tuc khac

Ngudi ta da thay rang nhiéu phan phdi lién tuc duge cam
sinh truc tiép bdi phan phdi chuin (k€ ca chuin). Trong muc
nay ta sé xét mot s6 phan phdi quan trong hay dung trong
thong ké. Cac phan phéi khac c¢6 thé tham khao trong bang
théng ké & cudi tiét nay.
| 1. Phén phoi ¥ v6i n bac tu do, ky hiéu 1a F4(n), c6 thé
duge dinh nghia bang viéc xac dinh ham mét dé:

> oA (0; 1).

n, o .x

2 2
f(x)zji—e,x>0,n>0, (4.19)

ZEF(E)
2
trong d6 ham gam-ma da dugc xét trong giai tich

' (x) = ]-tx'le"dt, x>0
0
c6 céac tinh chat Vi nguyén
ODIreg+H=i!@G=0);
. l l L 31 . 5
(11) F(EJ = (E - 1)(5—2J—2-—2—\f; @ >2,le);
M) I'x)=x-1D7I"(x-1),x € R.

70



Tuy nhién cach dinh nghia nay kha phic tap va khéng cho
ta cAch xac dinh rd rang phan ph6i ¥® xuit phat t¥ phan
phéi chuan.

Dinh nghia 10. Xét n bién ngau nhién doc lap X; ~ o#10; 1),

i = 1, n. Khi d6 bién ngiu nhién:
U, = ZX,% 2 (n). (4.20)

Ro rang (4.20) cho ta cach nhan biét don gian mot bién cé
phéan phdi khi binh phuong xuat phat tit n bién doc lap cung
phan phdi chuan chuan tic. Dang d6 thi cia ham mat d6
(4.19) cho ¢ hinh 4.4. Cac s6 dac trung quan trong 1a

EU,=n
‘/l]Jrl =2n. £x)
Phan phoil * ¢6 mét vai tinh n>2

chat quan trong:
a) Neu X ~ y’(n), Y ~ ¥* (m),

| B n=2
vidéclap =X +Y ~ ¥(n + m). n=1 _
0
U -n . x
b) —= L 5ot (0;1). Hinh 4.4
T (0 "

~

Ngoai ra c6 mot hé qua quan trong sé dudc dung nhiéu
trong théng ké: Néu ta cé n bién déc lap X, ~ Aa; 6); i=1, n,

va X = (X, 4.+ X,) thi =3 (X, - X) - 22 (n-1). (4.21)

n o il
Trong (4.21) do ta thay thé @ bang X, vi vay bac tu do cia
phan phdl y* da bét di 1. Viéc tinh toan v6i phan phdl 4*(n) dua
vé su dung bang 4 trong phu luc hosic dung may tinh.

2. Ta sé dung cach dinh nghia § trén dé xac dinh luat phan
phét Stiu-don v6i n bac tu do, ky hiéu la ¢(n).
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Pinh nghia 11. Cho X va Y 14 hai bién ngau nhién doc 14p
tudn theo luat o#70; 1) va #2(n) tuong dng. Khi d6 bién
X

n

Ham mat d6 cia phan phéi ¢(r) cho ¢ bang cudi tiét, d6 thi
cia né cb dang rat giéng véi duong cong chuan. Cac sé dic
trung cua T, 1a (chd y ham mat d6 dé1 xing):

ET,=0(n>1);

VT, = (n>2).

n-2
Phan phél Stiu-don ¢ tinh chét quan trong:
T, —=— o/ 7(0; 1).

Trong thuc hanh, khi n > 30, d6 thi cia duong cong mat @9
phan phéi t(n) da rat gan véi o#(0; 1). Chuy khin =1, ta ¢
phan phoi Co-si, d6 14 phan phél khong ¢6 mdé men nao. Bang
phan vi ¢(n) cho 6 phan phu luc (bang 3).

3. Ty s6 cua hai bién ngiu nhién doc lap c6 phan phdi »°
cho ta mét phan phél méi (ky hidu 14 % (n, m) — phdn phét Phi-so
— Sne-do-co v61 n va m béc tu do).

Dinh nghia 12. Cho X va Y 14 hai bién ngau nhién doc lap
tuan theo luat *(n) va ¥*(m) tuong tng. Khi d6 bién

X/n |
Yim

Ham mat d6 cta phén phéi & (n, m) cho ¢ bang cudi tiét.
D4 thi ciia ham d6 c¢6 dang gan gidng véi dudng cong mat dd 1*.
Bién c6 cac dac trung:

U= ~%F(n, m). (4.23)

EU=-—m—(m>2),
m-—2
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2m2(n+m—2)

VU = — 2
n(m-4)(m-2)

(m > 4).

Pé y tu (4.23), do vai trd cia X va Y ¢6 thé d6i cho nhau nén
néu U~ F(n, m), V~ %(m, n)thi U va %/— c6 cung phan phoi.

Ngoai ra néu n = 1, tit (4.22) thay ngay riang T, tuin theo luat
F(1, m).
4. Pinh nghia 13. X tuén theo luat phdn phéi Gam-ma,
ky hiéula X ~ y(r, ), néu ham mat dd c6 dang:
A e x" ' r>0,4>0 x>0. (4.24)
I(x)

(ham 7"(x) da xac dinh ¢ trén).

f(x) =

Céc s0 déc trung caa X ~ y(r, 1):
Ex=";vx=L
A ,12
Ta dé ¥ mdt sé tinh chit quan trong cla phan phéi Gam-ma
a)yNeuX~yp, 1), Y~ng, AHvadoclap =>X+Y~Ag +p, A).
b) Neu X ~y(r,1) thi
X-r L
\/; r—xo

Dé ¥ néu r = 1, ta c6 phan phdi mi &4) (xem thi du 2.8

> A(0; 1).

chuong nay) c¢6 nhiéu dng dung trong ly thuyét do tin cay.
5. Bang téng két cac phan phai lién tuc.
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Bang téng két phan phoi lién tuc

Ham mat do fix) EX VX
1 1 x-a
expl —— ,o>0 a 2
ovN2rm [ 2{ o H U
n_ X
x2 e? x>0
n o\ n>0 n 2n
zzr[_]
2
1
p(n_J’_) _[n_“]
1 2 x2 L2 n
1+ — ,n>0 0 1 n>2
N7n [g] [ n) (n>1 n—Z( )
2
nEmEF[n;m) n-2 n+m 2
x 2 (m+nx) 2 _ om®(n+m—2)
n m —_— 2 A
F(z]F(z) m—2(m> ) n(m-2) (m-4)

(m>4)




Bang tong két phai lién tuc (tiép)

A, r-1 _ x>0
(/lx) e, A, r>0 r !
1a F(r) ? /1 /1‘_.’
Ae ™, 1 x>0 1 —17
A A”
1 e<x<h a+b (b—a)2
b-a - 2 12
iy x>0 - 1 -2 2 of, 1
ailx exp( )a,/l>0 a ~F(1+z a [I’(1+IJ—F (1+Zﬂ
\/_x exp[ (ln.;oﬂa)J ;Z% exp(awtc;uJ exp(2a+0'2)[exp(o'2)—1]
o
r(a+/1) x ..l(l_x)/?.—] 0<X<l o a’i
I(a)r(a) a, >0 a+ A (a+A) (a+i+1)




Tit bang tong két trén, c6 thé xay dung so 6 quan hé sau:

() zex)
np =25vap <0,5

Chuan (X) Z » Stiu-don
@ ' A
InX
‘ l /x2(n)/n

; 2 JZF(Q
Léga chuan 2(Z;) #(, n)
QQ}-
).,'Z
O, T
r=— T &
2 Z(X,-) nl-—%
2 = —):l,_ Bé'ta
2 RN
= -_ r=1
Vay-bun a=4 )Mﬁ_l‘ . Gam-ma ¥ < |3 o
ﬁ= 1 — Z(X) > .
: Deu
So dé quan hé giira cdc phén phdi lién tuc
BAI TAP

1. M6t xi nghiép ¢6 3 xe 6 td v8l cac x4c suit lam viéc tot
trong ngay 1a 0,99; 0,995 va 0,999. Tim bang phan phoi
x4c sudt cua sd xe héng trong ngay.

2. Hai cdu tha thay nhau ném béng vao r6 cho d&n khi nao
tring rd thi dirng ném, biét ring xac suit ném tring cia
mbi ngudi tuong dng la 0,6 va 0,7 (trong mdi 1an ném).
Tim luat phan phéi xac sudt cua:

a) $6 14n ném cta ciu tha thi nhat:
b) s6 lan ném cuia ca hai ciu thu.

3. Mot t6 c6 6 nam va 4 nit. Chon ngéu nhién ra 3 ngudi. Tim

luat phan phéi cia sd nit trong nhém dudge chon.
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10.

Xac suit chita khoi bénh A cia mét bac si 1a 0,8. Tim luat

phan phdi cua s6 duge chita khoi bénh trong mot nhém

bénh nhan gém 5 ngudi do bac si d6 diéu tri.

Cho bang phan phéi xac suit cua mét bién X nao d6 c6 dang:
x |1 2 3 4 5

p(x) ‘ a 2a a 3a 2a

(a 14 tham s6). Hay xac dinh: a) tham sé a; b) gia tri £ nho

nhat sao cho P(X <k)> %

Mot viing dan cu c6 ty 1é sot rét 1a 5%. Can chon ra it nhat
bao nhiéu ngudi dé véi xac suit 95% trong sb d6 cé it nhat
1 ngudi mic bénh sot rét?

Xac suit ban tring dich cia mét khau sing la p. Tién
hanh ban lién tiép trong diéu kién nhu nhau dén khi
tring thi ditng bén. Tim s6 dan trung binh phai bén.

Cho ham mat d6 cua bién ngau nhién X ¢6 dang:

X

€

= , 0.
fx) (1+e*)In2 x=
Hay tinh EX va VX.

Cho bién X c6 ham phan phdi ¢6 dang:
' 0, x <2,

F(x)=<a+barcsin—;£, ~2<x <2,

1, x > 2.

LS

a) Xac dinh a va b; b) Tim ham mat dd f(x); tim cac sb dac
trung EX, VX, mét X, medX.

Ning suit lia ¢ mot dia phuong l1a bién ngau nhién c6 phan
phéi chuén véi ky vong 42 ta/ha va o= 3 ta/ha. Tim xac suat
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11.

12,

13.
14.

15.

16.

17.

18.
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dé khi giat nglu nhién 3 thia rudng thi ¢6 2 thiia ¢6 nang
suit sai léch so v6i trung binh khéng qué 1 ta/ha.

Kiém tra ch&t luong 100 san phidm véi ty 1& chinh phéam
0,95. Tim xac suét dé s6 san pham dat tiéu chudn nam
trong khoang tit 900 dén 980.

0 mot thia rudéng trung binh trong mot gid tim duge 60
con sdu. Tim x&c suit trong vong 1 phuat khéng tim thay
con sdu nao.
Tim mo6t cta bién X tuan theo luat nhi thie.
Mot vién dan c6 tAm xa trung binh 14 300 m. Gia st tam xa
d6 12 mét bién ngiu nhién tuin theo luat chudn véi o = 10.
Hay tim ti 1é dan bay qua tidm xa trung binh tir 15 d&n 30 m.
Bién d6 dao ddng cua thanh tau thuy la bién ngau nhién X
tuan theo luat phan phoi Ré-le
o
fx)= e 2 (x>0).
g

Tim xac sudt dé bién d6 dao déng 16n hon trung binh cta né.
T két qua 2 1an thi nghiém ta c6 2 dai ludng nglu nhién
doc lap cung phan phéi »* véi bac tu do tuong ting 1a 4 va
6. Tim xac sudt dé dai lugng thd nhit bé hon 3 lan dai
lugng tha hai.

Chcac X, ~ M"[O, —;J i=15Y, ~ M’(O, %], [ =111, v. gia

5 11
st chung doc lap. Tinh P( Z 221@2}
=1 i=1

Cho X ~¢#7(3,1),Y ~ o#7(4,2) ddc lap. Tim céc xac sud
a)X>Y,;
b) X > 2Y.



Chuong lli
BIEN NGAU NHIEN NHIEU CHIEU

§1. LUAT PHAN PHOI CUA BIEN NGAU NHIEN
NHIEU CHIEU

1.1. Céac khai niém co sd

1. O hai chuong trudc ta da nghién citu ban chat xac suit
cua mdt bién ngau nhién riéng ré. Nhung trong thuc té nhiéu
khi phai xét déng thai nhiéu bién khac nhau ¢é quan hé tuong
ho va dan tdi khai niém véc to ngdu nhién hay bién ngdu nhién
nhiéu chiéu. Nhitng thi du vé ciac bién nhiéu chiéu rat phd
bién, chdng han khi nghién citu mét chi tiét may, ta quan tim
dong thoi dén nhiéu khia canh khac nhau nhu trong lugng,
kich thuéce (riéng né da 1a nhiéu chiéu), chat lugng, chat liéu...
Viéc nghién cdu riéng ré tung khia canh c6 thé cho ta cac
thong tin khéng day du.

Dé cho don gian, ta nghién cu bién ngiu nhién 2 chiéu
(X, Y), trong d6 X va Y la cac bién mot chiéu. Hau hét cac két
qua c6 thé md réng kha dé dang cho bién n chiéu. Néu X va Y la
roi rac, ta ¢6 bién ngau nhién hai chiéu roi rac; néu chung lién
tuc, ta c¢6 bién hai chiéu lién tuc. Sé phtc tap hon moét chut 1a
mot bién roi rac va mét bién lién tuc ma ta khong xét 6 day.

2. Ta phat trién khai niém ham phan phéi xac suit cho bién
ngau nhién hai chiéu. Xét hai su kién A = {X <x} va B ={Y < y}.

Dinh nghia 1. Ham phén phéi xdc sudt cia bién hai chiéu
(X, Y) duge xac dinh nhu sau:

F(x,y)=P(AB)=P(X <x; Y<y),x, yeR. (1.1)
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Trong nhiéu tai liéu ham F(x, y) trong (1.1) dudc goi la
ham phdn phéi déng thoi cia hai bién X va Y. Day 1a mét ham
thuc hai bién va vé mat hinh hoc ta c6 thé biéu dién tap xac
dinh cua F(x, y) bing cac diém trén mit phing toa do Dé-cac.

Tuong tu nhu trudng hop mét chiéu, ta ¢6 thé din ra mot
s0 tinh chat cia ham phéan phéi hai chiéu

1) 12>Fx,y) 20;

(11) F(x, y) khong giam theo ting dé1 s6;

(iii) F(-e0, y)=F(x;~)=0; F(+o0; +20) =1(gl4 tri *oohiéu
theo nghia ldy gi161 han);

(1v) V61 x, < x5, 5y, <y, taludn cb

P, < X <xy;y, Y <y,) =F(xy, yo) — Flxy, y) — Flx,, y2) +
F(x,, y)).

D6 chinh 14 xac sudt dé diém nglu nhién (X, Y) roi vao mién
chii nhat ABCD (xem hinh 1.1).

Dé y ring

F(x;+0)=P(X <x;Y <+w0)=P(X <x)=F(x);

F(+0;y)=P(X <+, Y <y)=P(Y <y)=F,(»)
la cac phan phdél cua riéng ting
thanh phan X va Y tuodng tng;
ching dugce goi 1a céc phdn phéi y
bién cua bién hai chiéu (X, Y). Do D

ciing chinh 14 cac phan phéil (moét Y7 C
chiéu) théng thuong cua X va Y. ¥4 ///%

[ Al \B
3. O chuong I ta da lam quen i .
L. S A ” : 0 Xy X X
véil khal niém doc lap cua hai su
kién A va B: ching dudc goi la déc Hinh 1.1

lap néu P(AB) = P(A)P(B). Ap dung
khal n1ém nay vao (1.1) ta ¢6
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Dinh nghia 2. Hai bién ngau nhién X va Y dugc goi la déc
lép néu

F(x,y)=F (x) F,(y). (1.2)

T4t nhién néu X va Y doc lap, ta c6 thé nghién citu riéng ré
ting bién theo cac phuong phap da cé va tir cac phan phéi bién
cia X va'Y c6 thé xac dinh dugc phan phéi cta (X, Y) theo
(1.2). Tuy nhién ching khong di dé xac dinh phan phéi déng
thoi néu X va Y khéong doc lap.

1.2. Phan phéi xac suat cta bién ngau nhién hai chiéu rdi rac

1. Giéng nhu truong hop mot chiéu ta tim cach xéc dinh
bién hai chiéu rdi rac qua bang phan phéi xac suat.

Dinh nghija 3. Bang phdn phéi xde sudt cua bién (X, Y)
roi rac la

¥y | » Ya 7 o | Y | Z
X J
Xy P Do plj P Py (xl)
Xy D3, P22 Py - Pom Py (x2 )
X; Pi Pi2 . by Pip, b, (x,; )
xn pnl pnz e pnj e pnm pl (xn)
Zi:' Pz(yl) pz(y2) Pz(yj) oo | P2Vm) 1

trong d6 p; = P(X =x;Y = yj) 1a xac suéit déng thoi dé X 14y
gid trix, i=1,n,vaY lay gia ¥ J = 1,m. Bang nay c6 thé trd
thanh v6 han khi n, m nhan gia tri .

Gidng nhu trong trudng hop mdot chiéu, ta xac dinh ham
xéac sudlt p(x, y)sao cho p(x;, y;)=p;,i=1n, j=1,m. Ham nay

c6 tinh chat:
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(11) ZZ p; =1 (tdng hiéu theo nghia 14y theo Vi, j).
iJ
T dinh nghia 3, ta c¢6 thé tim duge ham phan phéi xac
suat duge dua vao bang (1.1):

F(x, y) = Z Z py- (1.3)

<X )y <Y
Cac phan phéi bién ctia bién hai chiéu dang xét dugce xac dinh ti:
P(X =x)=p,(x)=.p;i=Lm; (1.4a)
i

P(Y=y;)=p(y;)= 2y i=1m (1.4b)

Thi du 1.1. Cho bang phéan phgi dong théicaa Xva Y:

Y11 9 3
X
1 0.10 0.25 0.10
9 0,15 0,05 0.35

Tim luat phin phéi x4c suit ctia cac bién X va Y, sau d6 tinh
F@2, 3). |

Gidi. Ldy tong hang va téng cdt tuong dng cta bang sb, ta
c6 cac phan phéi bién cin tim (xem (1.4)):

x|12 -y\1 o 3

p,(x) | 0,45 0,55 D, | 0,25 0,30 0,45
Viéc tinh F(2, 3) dua vao (1.3):
F(2, 3)=Z Zp{.,.=p“+p12 =0,35.

x;<2  y;<3
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Tit dinh nghia 2, hai bién rdi rac X, Y dudc goi 1la doc lap
néu v4i moi cip gia tri x, y;, ta ludn c6

p; = pi(%:)p(y), i =Ln, j=1m (1.5)

Ro6 rang trong thi du 1.1 ta thay p,; = 0,10 = p,(1)p,(1) = 0,1125;
vay hai bién X va Y 6 day khdéng ddc 1ap do (1.5) bi pha khi
i =j=1.Céthé chiing té (1.2) va (1.5) la tudng duong.

2. Bay gid gia st Y lady mdt gia tri ¢4 dinh nao d6 va ta
mudn quan tdm dén luat phan phéi xac suat cia X ¢6 bi anh
hudng khéng. Theo céng thic xac suat c6 diéu kién 6 chuong I
P(X =x;Y =y,)

P(Y = )

Nhu vay (1.6) cho phép ta dinh nghia luat phan phéi c¢6 diéu
kién caa X biét Y nhan gia tri y, cu thé. Tuong tu c6 thé xac

i=1n (1.6)

P(X=x|Y =y,)=

dinh luat phan phéi c6 diéu kién cua Y biét X nhan mot gia tri
cu thé nao dé.

Thi du 1.2. Tim phan phdi c¢6 diéu kién cta X biét riang
Y =1 trong bai toan 6 thi du 1.1.

Giai. Theo (1.6)

P(X=1|Y=1)= P(i(_yl’zyl)" b . pfl(ll) = g:;g = 0,4;
0,15
P(X=2|Y=1)= p‘;’z(ll) - o35 =06
Bang phan phoi xac sut c6 diéu kién ciia X biét Y = 1 la:
x ‘ 1 2
p|Y=1) | 0,40 0,60

Téng quat, néu ta biét mot diéu kién Cy nao d6 caa Y, thi
phén phéi c¢6 diéu kién caa X biét Cy sé la:
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P(X=x,Cy)
P(Cy)

P(X=x| CY)=

Chéng han néu ta biét y, <Y <y, vdiy, vay, nao d¢, thi:
P(X=x;y, <Y <y,)
P(y, <Y <y,)

Dé ¢ ring trong (1.7) bién nglu nhién Y c6 thé roi rac hoic
lién tuc. -

P(X=x|y <Y <y)= . (L.7)

1.3. Phan phai xac suat cua bién ngau nhién hai chiéu
lién tuc
1. Khai niém ham phéan phéi x4c suit cua bién hai chiéu
(X, Y) lién tuc da duge xét 6 dinh nghia 1 (cdng thic (1.1). Ta
s& dua ra khai niém ham mat do cua (X, Y) nhu sau
Dinh nghia 4. Néu ham phan phéi F(x, y) cia bién hai
chiéu (X, Y) c6 dang:

F(x, y)= ] lef(u,v)dudv, (1.8a)

trong d6 f(x, y) > 0, thi ham f(x, y) dudc goi la ham mdét dé cua
bién (X; Y) (hay ham mdt d6 dong thoi clia X va ).

V& mat hinh hoc, ham fix, y) ¢6 thé xem nhu la mdt mat
cong trong R? va dudc goi 12 mat phan phéi xac suit. Néu flx, y)
lién tuc theo ca hai bién thi:
oF (x,y)

Thi du 1.3. Cho ham mat 36 déng thoi cia X va Y 1a flx, y)
=1, vdi 0< x,y<1. V& ham flx, y) va tinh ham phan phdi
dong thoi F(x, y).

flx y)= (1.8b)
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Giai. Mat cong phan phoi lf(x, y)

cho trén hinh 12. Dé y Ia fx,y)=1
f(x, y)#0chi véi cac (x, y) thudc 1

khoang vuédng [0; 1] x [0; 1]. Ham

phan phéi F(x, y) dugc tinh theo .

(1.8a): 1 y
) 1

Hinh 1.2
x

(0,néux <0hodcy<O0;
xy, néu 0 =x <1 va 0 <y <I;
F(xyy)={x,néu 0<x<lvay>1

y,nfux>1va0<sy<l;

L,néux>1 vay>1.
w

Dang ham phan phéi thuong kha phitc tap, nén nguoi ta hay
dung ham mat 6. Day la thi du vé phén phéi déu hai chiéu, tong
quat héa phan phdi déu lién tuc %/ ([0; 1]) da xét & chuong II.

Ham mat d6 ctua bién hai chiéu (X, Y) cé cac tinh chat
guan trong sau:

(1) flx, y) 20;

+2C +C0

(i1) I If(x,y)dxdy =1;

= =

(i) P[(X.¥)e 2] = [[f(x y)dxdy.
7
Ching han, trong thi du 1.3, ta mudn tinh P(0,2 < X < 0,7;
0,25 <Y <0,45), d6 chinh 1a tich phan kép cua f(x, y)
0,7 0,45

[ | dxdy=(0,7-0,2)(0,45-0,25)=0,1,

0,2 0.25
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V& mait hinh hoc, d6 1a thé tich mét hdp chi nhat c6 day trén
nidm trong mat phan phéi f(x, y) = 1. Trong thudng hgp tong
quat, £ sé 12 m6t mién nao d6 thudc mat xOy va P[(X, Y) € 9]
bing thé tich ca hop chit nhat cong gidi han bdi phan mit xac
sudt f(x, ¥) va c6 day 1a hinh chiéu cia m#it d6 trén mat xOy
(chinh 12 mién 9.
Tuong tu nhu 6 muc 1.1, ta xac dinh cac ham mat dé bién
cta bién (X, Y):
filx)= | F(x y)dy,
' (1.9)
fo{y)

f(x,y)dx;

Dé ¥ f.(x) ciing chinh bing —aa—zl— va 12 mat d6 cua bién thanh

phan X, tuong tu 481 véi fi(y).
Thi du 1.4. Tim cac ham mat d6 bién cua bién (X, Y) cé
1

7 (1+27)(1+ ?)

ham mat 46 hai chiéu f(x,y)= ,x,yeR.

Giai. Dé thay theo (1.9)

+a0

fi(x)= 12 21 v =';2"-
71 _;[(1+x )(1+y ) 7 Jr(l-l-x )

1
7|l+
(1+57)

2. Tuong tu nhu (1.2), hai bién ngiu nhién dude goi 1a doc
lap, néu

Do tinh d8i xitng, ta ¢6 ngay f,(y) =

f(x, )= fi(x)fa()- (1.10)
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Néu mat 6 déng thdi cia X va Y khong bang tich cac mat 4o
bién f, va f,, ta néi X va Y khong ddc lap. Trong truong hop dé
c6 thé dua vao khai niém ham médt d6 cé diéu kién cia thanh
phéan X biét Y = y, ky hiéu la

i fE=y)_ flmy) ‘
o(#19)=7 75 Tf(x,y)dx’ (1.11)

tuong tu nhu u/(y|x)lé ham mat d6 c6 diéu kién cua Y biét
X = x cu thé nao d6, nd sé bing flx, y)/fi(x). Chi ¥ ring céc
mat d6 c6 diéu kién cling thoa man cac tinh chat cia ham mat
dé binh thudng.

Thi du 1.5. Cho ham mat &6 déng thoi fix) =x +y, 0 <x, y
< 1. X4c dinh cidc ham mat d6 cé diéu kién.

Gidi. D& c6 thé dung duge (1.11), trudc hét ta pha1 tinh cac

fi(x) va f5(y) (1a cAc méat 40 bién, xem (1.9)):
1

ﬁ(x)= J‘(-‘C+y)dy=x+%,05xsl;
0

tuong tu £, (y) = y+%, 0<y<1. Tu dé theo (1.11), v61 0< y<1

x+y

,0<x<1,
¢(x)|y)= ,y+0,5
0, x ¢[0;1],
vavBi0<x<1:
xX+y
0<y<l,
W(ylx): x+05 Y
0, ye[0;1)

D& ¢ 1a ham mat d6 c6 diéu kién qo(x | y)lé ham cta x, dong
thdi néu col y 1a tham sé thi né ciing 14 ham caa y. T (1.11) ta co
f(x,9)=Ff(¥)e(x|y)=Ffi(x)y(y|x) va ro rang néu:
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o(x]y) = fix) (hoscw(y |x) = f,(»))

ta cé lai diéu kién déc lap (1.10).
Cudi ciing c6 thé dan ra cac cong thic tdng quat sau day
(xem (1.7) va (1.8)):

]‘f(u, y)du
qo(x ly) == £(7)

(phan phéi cé diéu kién);

x Y2
J.du If(u, v)dv
qo(xlylSYs;yz):P(X<x|y1$YSy2)="°° 2 ;

< o]

Idu yif(u, v)dv

Yo

ff(x, v)dv
qo(xiyleSy‘z):My‘ (1.12)

| jdu yjff(u, v)dv'

DEé y trong cac cong thiic trén cAn bdo ddm dé mau s8 khac khéng.
Thi du 1.6. Lay ham mat d6 caa thi du 1.5, hay tinh cac ham
mat 49 c6 diéu kién ca X biét Y €[0,5; 0,75 biét Y =0,5.
Giai. Theo céng thic (1.12) ta cé:
0.75

I (x+y)dy
¢(x|Y 6[0’5; 0'75]): 0‘? 0.75 - %x + _g’
| I f(x + y)dxdy
0 05
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déyla 0<x<l;néu x e[O; 1] thi (p(x ] 0,6<y< 0,75) = 0.Trong

truong hop biét Y = 0,5;
x + 0,5

———=x+0,5, 0 < x L1.
0,5+ 0,5

(p(x|Y:0,5):

§2. CAC SO DAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN
HAI CHIEU

2.1. Cac sd dic trung cua cac bién thanh phan

Cac bién X va Y da c6 cac sd dic trung quan trong la ky
vong va phudng sai. O day ta nhéc lai két qua da biét c6 dé y
dén cac khai niém mdi 6 chudng nay, cac céng thic chi viét cho
bién X, doi vdi Y hoan toan tuong tu.

Néu X 1a bién rdi rac:

EX =% x,p(x) =2, x,p(x, ¥,);
VX = Z(xi - EX)’p (x,) :Zfop(xi, y,)—(EX)’.

Con néu X 1a bién lién tuc
EX = -xfl(x)dx = f jxf(x, y )dxdy:;

2

VX = (x - EX)2 fi(x)dx = j a]-fo(x, y)dxdy - (EX)z.

Y ape—g o

M6 réng phép 14y ky vong, ta ¢6 thé dan ra céc cdng thic
téng quat hon. Chang han néu (X, Y) ¢6 phan phoi da biét va
ta xac dinh bién méi Z = g(X, Y) (g 1a ham do dugc), khi dé:
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E {g (X, Y)} = ZZg(x{;, yj-) p(xi, yj) (bién roi rac);

- I J g (% y) f(x, y)dxdy (bién lién tuc). (2.1)

Y,y
Khi d6, dé tinh EX ta chi can dat g = X va thay vao cong thic
(2.1); dé tinh VX dat g = (X - EX)”.
2.2. Hiép phuong sai va hé sé tuong quan
Trong (2.1), néu thay g(X,Y)=(X - EX)(Y - EY),ta ¢
dinh nghia hiép phuong sai ctia hai bién X va Y, ky hiéu 1a sy
uyy =E|(X - EX)(Y-EY)|=E(XY)- EXEY. (2.2)
Chu ¥ 1a phép toan 18y E & bén ngoai ddu ngodc méc hiéu theo

nghia (2.1) va khéng gidng nhu trudng hgp bién mét chiéu.
Phu thudc vao (X, Y) 1a roi rac hay lién tuc, ta cé

Hxy :Zinxjp(xi,xj)—EX.EY, (2.2a)
Lo
Hyy = I_[ ]xyf(x, y) dxdy - EX.EY. (2. 2b)

Dé thdy phuodng sai 1a trudng hop riéng cua hiép phuong sai
kh1 X = Y va VX = uyxy. Hiép phuong sa1 duge dung lam d6 do
quan hé gitia hai bién X va Y; néu chung dong bién cung nhau
thi hiép phuong sai dudng, néu ching nghich bién ta cé hiép
phudng sai am.

Ta biét néu X va Y doc lap thi E(XY) = EX . EY, diéu d6 kéo
theo hiép phuong sai ctia hai bién déc 1ap bing 0. Nhung diéu
ngudc lai khéng chic dung. Vi vay ta dua vao khai niém méi:

Dinh nghia 1. Néu g = 0, ta néi rang X va Y khong
tuong quan. .

Ro6 rang khai niém déc lap 14 manh hon khong tudng quan.
Nhiéu khi dé don gidn ky hiéu, ngudi ta tap hgp cac hiép
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phuong sai cia mét véctd ngau nhién vao mdt ma tran goi la
ma trgn hiép phuong sai; trong truong hgp bién 2 chiéu (X, Y)

dé 1a:
r:{VX “X”}.
tyy VY

Trén duong chéo chinh la cac phuong sai, va do uyy _ pyxy nén
ma tran nay déi xing.

Hiép phuong sai c6 han ché co ban la khé xac dinh dugc
mién bién thién, nd thay déi ti cdp bién nay sang cip bién
khac. Chua ké vé mat vat 1y né ¢é don vi do bang binh phuong
don vi do cia X va Y (néu ching cung don vi do). Vi thé ngudi
ta dua ra mot so dic trung khac goi 1a hé sé twong quan, ky
hiéu la p,,, dudc xac dinh nhu sau:

Py = XL (2.3)
OxOy

C6 thé chitng minh ring |pxy|<1.Néu pyy =+1, ta c6 hai
bién X va Y tuong quan dang tuyén tinh (titc 1a tén taia va b
sao cho Y =aX + b); con néu pyy =0 thi X va Y khéng tuong
quan. N61 chung 0 < ‘pXYl <1, trong trudng hdp nay ta néi rang
hai bién X va Y tuong quan véi nhau. Hai bién tuong quan thi
phu thudc (khéng doc lap), nhung khdéng tuong quan thi chua
chac ddc lap.

Thi du 2.1. Tinh hiép phuong sai va hé sd tuong quan cua
X va Y trong thidu 1.1.

Giai. Ta phat tinh VX, VY va E(XY) - EX.EY. Hai bang
phan phdi bién da tim duge trong thi du 1.1.
1 2 y |1 9 3

0,45 0,55 p,») 1025 0,30 0,45

"
:!I-

X
@) |
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Ta cbé ngay EX = 1,55; EY = 2,20; VX =0,2475; VY = 0,66. Tinh
E(XY)=) Y xx;p(, y)=
i

=1.1.0,10 +1.2.0,25 +1.3.0,10 + 2.1.0,15 +
+2.2.0,05 + 2.3.0,35 = 3.50.
Tu d6 hiép phuong sai
styy = E(XY) - EX.EY = 3,50 - 1,55.2,20 = 0,09.
Hé sb tuong quan dude tinh theo (2.3)
tyy 0,09

PXY " WX .VY  J0,2475.0,66

Thi du 2.2. Bién ngiu nhién hai chiéu (X, Y) c6 ham mat dé:

~ (,22.

1 2 g
—, 4x° + <4,
flx,y)=12n Y

0, 4x° + y* > 4.
Chiing to X va Y phu thudc va tinh hiép phuong sai uyy.
Giai. Cac ham mat d6 bién duge tinh theo (1.9):

2 7 2
= —1-x", |x| £1,
fix)= [f(x y)dy=1n H
e 0, |x| > 1,
1 2
» = Ja—9y2 hyl< 2,
()= [F(x y)de={2a V7P
~a 0, |y|>2.

Do f(x, y)# fi(x)f;(y) nén X va Y phu thuje. DE tinh uyy ta

dung cong thic (2.2). Vi fi(x) va f,(x) 1a cac ham chin nén d6
thi d61 xlng qua céc truc tuong tng va EX = EY = 0, tit dé:

Hyy = m[wjxyf(x; y)dxdy

_O;ixl 2127
= -é—;__[xdx Iydy =0.

—-2V1-x*
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(tich phan trong 14y theo ham 1é c6 can d61 xing). Ro rang X
va Y khéng tuong quan, nhung van phu thudc nhau.

2.3. Cac so dic trung cd diéu kién

Dung cac khai niém xac suit c6 diéu kién (xem (1.6)) va
ham mat dd ¢6 diéu kién (xem (1.11)), ta c6 thé dinh nghia ky
vong c6 diéu kién cua bién ngiu nhién X v6i Y = y 1a mét gia
tri xac dinh nhu sau:

E(X|y)=2xP(X =xY -y,) X rdirac),

X|y -= aj‘x(o x|y dx (X lién tuc).

Tuong tu c6 thé dinh nghia E(Y|x) va cac phuong sai tuong Ung.

Ky vong c6 diéu kién E(Y|x) la mét ham phu thudc x, va

trong thong ké ngudi ta goi 1a ham héi quy caa Y d61 véi X . D
thi cia ham d6 trén mit phing toa d6 Dé-cac c6 tén goi la
dudng héi quy. Sau nay ta sé dang hdi quy dé biéu dién su phu
thudc tuong quan gida cac bién ngau nhién (xem chuong VI).

Dé y 1a cac ky vong c6 didu kién E(X|Y), E(Y|X) (ciing nhu
cac s6 dic trung cé diéu kién khac) 14 cac bién ngiu nhién nén
dén lugt minh né lai c6 thé ¢6 nhitng dic s6 tuong Gng.

Thi du 2.3. Cho bang phén phéi caa bién (X, Y):

Y 1 2 3
X
2 0,15 0,08 0,27
4 0,10 0,20 0,20

Tinh cac ky vong cé diéu kién E(X | 7 ); E(Y | xz).
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Giai. Dung (1.3) va (1.6) ta cd

Tu doé

P(X=2|y=1)=-21 215 o6
p,(1) 0,25
P(X=4|Y=1)=-F2 219 o4
| p,(1) 0,25
EX|Y=1)=2.0,6+4.0,4 = 2,8. Tuong tu
P(Y=1|x=4)=-Pon__219 gy
p;(4) 0,50
P(Y=2|x=4)=P2_ 220 g,
p,(4) 0,50
v oaly 4\ P _ 0,20 _
P(Y =3 X = 4) o (4) 050 %

vatddosuyraE(Y|X=4)=1.02+2.0,4+3.0,4=2.2.

Cusdi cung, luu ¥ d&n mét sd tinh chat cua ky vong ¢6 diéu
kién E(Y | X):

(i) véi moi g lién tuc E[ g(X)Y|X|=g(X)E(Y|X);

(i) EX, + X, |X) = EX, | X) + EX, | X);

(iii) N&u X, Y doc lap E(Y | X) = E(V);

(iv) E[E(Y| X)) = EY.

2.4. Phan pl8i chuan hai chiéu
Dé cho gon, ta ding cac ky hiéu sau:

ay =EX;a, = EY;04 =VX; 0, = VY, p= pyy VA& = fyy.

Dinh nghia 2. Bién ngau nhién hai chiéu (X, Y) dudc goi
1a tuan theo ludt phén phdi chuén, ky hidu la of(ay, ay, ol

oy, p), néu ham mat d6 dong thoi cia X va Y ¢6 dang
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< exp{-———; (x_asz{y_ay]z‘"*P(x_“")(y_“")l. @2.4)
2(1-p%) Oy Oy OOy i

C6 thé chi ra dé& dang néu X, Y khéng tuong quan (p = 0) thi
gia thiét chuan cho phép két luan ching la doc lap. Ban doc ¢6
thé chitng minh trong trudng hdp nay f(x 5)=1fi(x)fa ()

Dung ma tran hiép phuong sai /" va vécts x xac dinh nhu sau:

y M crf,

ta c6 thé bidu dién ham mat d6 chudn (2.4) dudi dang gon hon

' 1 1 t -1
f(x)—f(x,y)—zxmeXp{—E(x—Ex)f (x—Ex)},

trong d6 det 1a ky hiéu dinh thic, ¢ — phép chuyén vi, con Ex
hiéu theo nghia 13 véctd c6 cac thanh phan EX va EY (hay
ax Va ay).

Thi du 2.4. Cho (X, Y) ~ aV(aX, ay, oy, 0%, p). Hay tinh

cac ky vong c6 diéu kién va phuong sai c6 diéu kién.
Gidi. Ban doc c6 thé tinh dugc dé dang tit (2.4)

) -t ey Y < ohay, o2
) = ey a ~ a,O’ ’
zy) O_Y‘/z—”- y Y Y
tu d6

f(x ¥)
p(xy)= =
=)= 275

2
1 1 Oy J

= exp < — x—ay,-p—(Y-a ,

\/271'0,(\/1—,02 { 20; (1—92)[ . G"( Y) }

Biéu thiic trén chinh 12 ham mat d6 ciia phan phéi chuén
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cylf(ax + p%(y - ay); oy (1_p2)),

trd6 E(X|Y=y)=ay + p-X @y —ay);
Oy

V(X1Y =y)=0%(1-p°).

Hoan toan tuong tu d61 bién Y (do tinh dd1 xting ciia hai bién):

E(Y1X =x)=ay + p-X(x-ay);
Ox
V(Y1X =x) =03 (1-p°).

§3. HAM CUA CAC BIEN NGAU NHIEN

3.1. Ham cda mot bién ngau nhién
Néu ta xac dinh Z = g(X) 12 mot ham cta bién ngiu nhién
X thi Z tré thanh mot bién ngiu nhién mdi. Van dé dat ra 1a
tim cach xac dinh luat phan phéi cia Z qua luat phan phéi da
biét ctia X. O day ta chi xét cac trudng hop don gian khi ham g
khéng qua phue tap. Xét truong hgp roi rac.
Thi du 3.1. Cho bién ngau nhién X cé luat phan phéi
x | 2 1 0 1 2
p(%) | 01 0,2 0,3 0,2 0,2
X4c dinh luat phan phéi cta Z = X? va tim ky vong cta Z.
Gidi. D& thdy P(Z = 0) = P(X = 0) = 0,3:
Z=1oX=-1hodcX=1suyraP(Z=1)=0,2+0,2=0,4;
Z=4X=-2hodacX=2,suyraPZ=4)=0,1+0,2=0,3.
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T d6 bang phan phdi cua Z = X% 1a:
z |0 1 4
p@) |03 0,4 0,3
Xuit phat tit luat phan phdi trén:
EZ=) zp(z)=00,3+10,4+4.03=16

Trong trudng hgp Z = g(X) téng quat, ta c¢6 thé tich truc
ti€p ky vong cua Z khong cdn qua luat phan phdi (xem tinh
chat ky vong & chuong II):

EZ =) 8(x)P(X =x)=2 &()p:

Trong thi du 3.1, dé thay EZ = (-2)2.0,1 + (-1)%0,2 + 0%.0,3 +
1%2.0,2 + 22.0,2 = 1,6.

Khi X 12 bién ngiu nhién lién tuc, van dé sé phic tap hon.
Gia su X ¢6 ham mat d6 f(x) da biét va Z = g(X), trong d6 g 1a
ham don diéu sao cho ton tai ham ngudc duy nhat X = yp(Z) =
£ '(2). Khi d6 ham mat d6 cua ¢(z) cia bién Z = g(X) sé la:

w2) = iyl v . (3.1)

Thi du 3.2. Bién nglu nhién X tuén theo luat phan phéi mi
v6i tham s6 A = % . Tim lu4t phan phéi x4c suit cta bién Z = X°.

Gigi. Vi ham y = x° 1a don diéu tang va kha vi, do d6 c6 thé

1
4p dung cong thie (3.1). Dé thdy y(y)=y* ==x, mat khac do

ham méat d6 cua X c6 dang:

f(x) =te™ x>0,

nén néu dat ¢(z)1la ham mat dg ciia Z = X°, ta c6
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Thi du 3.3. Cho bién ngau nhién X ~M/(m, 02). Tim luat

phan phéi x4c sudt cla bién Y =aX + b trong d6 a, b € R.

Gidi. Ham s0 y = ax + b kha vi don diéu, c6 ham ngudc la

x=y(y)= y;b(a;so). Tit d6:

_ 1 exp[~(y—~am —5)2].

oN2r - 2(ao)’
Tu &6 dung cong thic (3.1) ta ¢c6 ham mat dd cua Y =aX + b la:
[y - (am + b)]2
2(0,0)2 .

o(y)=fly (D] ()= H—;—l—é\/——;exp -

D6 chinh 14 hAm mat d6 cha luat phan phdi chuédn véi hai tham
s6 EY = am + b va VY = a®0® Nhu vay mdt ham tuyén tinh cua
bién ngiu nhién chuin vin bao toan tinh phan phéi chuin.

3.2. Ham cua hai bién ngau nhién
'Xét bién ngau nhién Z = g(X, Y), trong d6 (X, Y) la bién
ngau nhién 2 chiéu da biét luat phan phoi xac suit. Néu g 1
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mot ham tuy y thi bai toan xac dinh luat phén phéi cua Z qua
luat phan phéi cia (X, Y) sé rat phiic tap. Ta sé xét mdt truong
hop don gian khi g(X, Y) = X + Y.

1. Truong hop cdc bién X, Y roi rac

Theo cong thic xac sudt ddy da (tong 14y theo i sao cho
X+ Yi = 2)

P(Z=2,)= ZP(X x;Y =2, - x;)

(hoéC:ZP(Xzzk—-yj;Y=yj)
=ZP(X x; )P (Y z-% | X = x)

Néu X va Y doc lép'

=2z,) ZP (X =x;) - x;). (3.2)
Thi du 3.3. Cho luat phan phoi cua (X, Y) c6 dang.
Y1 2 3 4
X
1 0 0,15 0,05
2 10,20 0,10 0
3 0,25 0,05 0,20

Xac dinh luat phén phdi xac sudt caa X + Y.

Gidi. Tap gia tricta Z = X +Y 14 {3, 4, 5, 6, 7}, tit d6
PZ=3)=PX=1Y=2)= |
PZ=4)=PX=1,Y=3)+PX=2,Y=2)=0,15+ 0,20 =0,35;
PZ=5))=PX=1,Y=4)+PX=2Y=3)+PX=3,Y=2)

= 0,05+ 0,10 + 0,25 = 0,40;
PZ=6)=PX=2,Y=4)+PX=3,Y=3)=0+0,05=0,05;
PZ=7=PX=3,Y=4)=0,20. ‘
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T bang phan phéi xac suit caa Z la:
| 4 5 6 7
p(2) ‘ 0,35 0,40 0,05 0,20
Thi du 3.4. Cho X va Y la hai bi€n ngau nhién déc 1ap tuin

theo luat Poa-x6ng v6i cac tham s6 tuong ting A va u. Tim luat
phanphéictaZ=X+Y.

Giai. Theo cong thie (3.2)

Nhén va chia vé phai véi 2!

—{A+u) z
e icxixﬂz—x — e—().+y) (/‘l + ﬂ) .
x=0 : 2!

P(Z=2)=

Hé thic cudi cho thdy Z = X + Y cling tudn theo luét
Poa-xéng v8i tham sd A + u.

2. Truong hop cdc bién X, Y lién tuc

Goi ¢(z) 1a ham phan phéicia bién Z =X +Y, ta cé:

¢(z)=P(Z <z)=P(X +Y <2z).
5 - 4

Bidu dién tap gi4 tri cha (X, Y
Y) sao cho X + Y < z 13 mién
£ (mién gach chéo trén hinh
3.1) nén theo tinh chat (iii) caa
ham mat 46 2 chiéu:

#(z)=P((X.Y)e 2)= [[f(x, y)dxdy  °

= T{T f(x, y)dy}dx- Hinh 3.1

- -0
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Lay dao ham hai vé theo z va goi ¢(z) = #(z) 14 mat do caa Z:
= Tﬁ(x,z— x)dx. (3.3a)
Tuong tu néu ta théy d6i trinh tu 14y tich phan:
= [f(z-2 y)ay (3.3b)
Trong truong hép riéng, khi1 X va Y doc lap, tu (3.3) ta cé:

o(2)= jfl JACE xdx—jﬁ (z-9)f(y)dy. (3.9)

trong d6 /, va f; 1a cac ham mat d6 bién cua X va Y tuong dng.
Biéu thie (3.4) mé ta mot phép toan lien hé hai ham f, va fi
né dudce got la tich chap, ky hiéu la f,*f..

Thi du 3.5. Cho hai bién X, Y déc lap cting ¢6 phan phéi déu
trén doan [0; 1] (tc ham méat do fi(x) = f.(x) = 1 kh1 x € [0; 1]).
Tim Lam mat d6 va ham phanphéictaZ =X +Y.

Gidi. Dé y rang ca hai ham mat do ciia X va Y déu bang 0
khi d6i s6 nim ngoai [0; 1]. Goi ¢(z) la ham matddcua Z =X +
Y, ta c6 theo (3.4):

1

o(2)= Jﬁ (x)f, (2 -x)dx. (3.5)

G

Do fi(x) va f,(x) ¢6 gia tri khac khong trén [0; 1], nén ¢(z)
chi c6 thé c6 gia tri khac khong nén [0;2]. Ta tinh lan lugt:

~néu z<0,¢(z)=0;
- néu 0<z <1, (3.5) dugce viét lai:

z

(p(z) J‘f( ¥o(z - x)dx + Ifl ) f,(z - x)dx;

0
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do tich phan thit hai bang 0 bdi f; = 0, suy ra ¢(z)= Idx =2z;
0
-néul<z<2 hay0<z-1<1,(3.5) trd thanh

ole)= Tl 2)ds + [ R(x)le -2)as

1
do tich phén thit nhat bang 0 béif; = 0, suy ra ¢(z) = Jldxzzaz;

z-1

-néuz>2, ¢(z)=0. fx)
Tudé matdocuaZ =X+ Yséla
[0, z2<0, o
z, 0<z<],
o(z)= = -
2-2, 1<2<2, 0 1 2 x
| 0, z>2. Hinh 3.2

Bién ngau nhién Z ¢6 ham mat dd nhu trén dude goi 1a tuin
theo ludt phdn phéi tam gidc, hay phdn phér Xim-xon (xem
hinh 3.2). Viéc tim ham phéan phéi cua Z khéng gi phic tap:

0, z2<0,
22

"'é“, 0<ZS].,
¢(z)=< 2
(2-2)

- , 1<2<2,

| 1, z2>2.

3.3. Cac sd dic trung ctia ham cua cac bién ngau nhién

Khi muén tinh cac sé dic trung (ky vong, phuong sai, ...)
ctia bién ngiu nhién X = g(X, Y), da biét luat phan phan phéi
xac suat cua Z, ta khéng gép tré ngai gi 16n. Tuy nhién viéc xac
dinh luat phan phdi caa Z kha phic tap. Trong thuc t& nhiéu
khi ta chi cAn quan tAm d&n cac s6 dic trung cua Z 1a du.
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Chéng han trong trudng hgp khi X va Y 1a cac bién rdi rac
va da biét phan phdi dong thai p(x; y,)

EZ-E[g(X,Y)]=3> gtsy) psy).  (3.6a)

Néu (X, Y) lién tuc c6 ham mat 43 f(x, y), thi
EZ = [ [g(x, )f (x, y)dxdy. (3.6b)
R‘l

T4t nhién (3.6) chi ¢ gia tri khi tong va tich phéan ton tai.
Dé ¥ 1a (3.6) cho phép ta ching minh chit ché nhiéu tinh
chit cua ky vong nhu:
+EX+Y)=EX+EY,
+ néu X va Y déc lap, E(XY) = EX. EY.
Ban doc thit thiét 1ap céng thic sau day cho phudng sai:
+VIX+Y)=VX+ VY — 1.

§4. CAC DINH LY GIOI HAN VA LUAT SO LON

Cac dinh ly gidi han va luat sd 16n rat c¢6 y nghia trong
thuc tién. N6 tao ra co so cho cac ng dung cua théng ké toan
hoc sau nay.

4.1. Sy héi tu cla ddy bién ngau nhién
1. Hoi tu hdu chdc chdn
Ta néi ring day bién ngiu nhién {X,} héi tu hdu chdc chan

(hay héi tu manh) dén bién X, ky hiéu la X, —* 5 X, néu

P(lim X, » X)=0.
C6 thé dung mét tiéu chuin khac dé xac dinh héi tu hau

& & . A . ~ w 7 a7 o
chéc chin: Diéu kién can va du dé X, -—%—»X, lave >0:
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P

mz2n

{SUp|Xm -X|>¢ H“____)o_ (4.1)

Nhu vay héi tu hau chéc chin triing véi hdi tu thudng déi voi
su kién c6 xac suat 1. Chi ¥ 1a c6 thé thay (4.1) bang cac diéu
kién tuong duong |

(
Pl 2 {Xn —X|>5}J—n;ﬁ0-

.mzn

¢
P H {’Xm quSE}}Tl

\mZn

2. Hoi tu theo xdc sudt
Ta néi rang day {X,} héi tu theo xdc sudt dén X, ky hiéu

X —% X, néu

VE>0:P({an —X|>g}) ———0. (4.2)
R6 rang héi tu chic chén (xem (4.1)) kéo theo hoi tu theo
xac sudt (4.2), diéu nguge lai néi chung khéng ding.
3. Hoi tu theo ludt
Ta néi ring day {X,}héi tu theo ludt dén X, ky higu la

X, L —> X, néu day ham phén phdi F,(x) caa X, héi tu dén

ham phén phéi F(x) cta bién X tai moi diém lién tuc cia ham F(x).

Dé ¥ @61 v6i bién nglu nhién rdi rac sy hodi tu theo luat
duge dién dat boi hé thic

pu(x) = P(X, = 3) — P(X =) = p(x).

Ngudi ta ching minh dude ring hoi tu theo xac suat kéo theo
héi tu theo luat. Day la kiéu hdi tu y&u nhit, tuy nhién lai
hay dung nhit. 3 chuong II ta da st dung kiéu hdi tu nay,
thi du trong cac céng thic xa4p xi chuan. Chang han néu
Y,~ #(n, p), v6i p khong qua gan 0 hodc 1, ta da c6

104



X, =22 L, (01) (4.3)

n np(l—p) n-—w

o#7(0,1) hiéu theo nghia 14 bién ngiu nhién c¢6 phan phdi
chuan chuan tic).

4. Hji tu trung binh cdp k

Ta néi rang day {X,} héi tu trung binh cdp k dén X, ky hiéu

la X, —2%—X, néu E||X, - X|'| —5—0, (véi diéu kien ky

vong d6 tén tai). Hoi tu trung binh cdp k (thudng hay dung véi
k = 2 — ho1 tu trung binh binh phudng) kéo theo hdi tu theo
XAac sudt.

4.2. Cac dinh ly gigi han

1. Cac dinh ly gidi han Moa-vro — Lap-la-xo

St dung két qua (4.3) dé dang suy ra dinh 1y gidi han dia
phudng Moa-vrd — Lap-la-xo (xem (3.13) chudng 1)

(D(xk) k - np 1 =
P (k)= , Xy = sp(x)=—e ?; (4.4)
Jog ' Jnpg ) J2r
va dinh 1y gié1 han tich phan (xem (3.14) chuong 1, (4.18)
chuong II)

P (R, k)= p(xy) - 6(x)), x;, = 2——,1=12, (4.5)

1

¢(x) = T ]-emt"édt = ]w(t)dt.

Cong thic xap xi (4.5) sé kha tot khi np > 5 hoéic ng = 5. Néup
cang gan 0,5 d6 thi cia phan phdi nhi thitc cang rat gdn chuan.

2. Pinh ly gidi han trung tém
Lin-do-bée — Lé-vi d@ mé réng dinh 1y gidi han Moa-vrd —
Lap-la-xo tit nam 1922 va két qua d6 mang tén dinh ly gidi
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han trung taém: gia st {X,} 1a day cac bién ngau nhién doc lap
c6 cing phan phol voi EX, =m va VX, = &® Vn, khi d6
X -m

n

n n—_‘i‘mnyV(O 1), véi X ZX (4.6)
)

¥ nghia cia dinh 1§ giéi han trung tim la khi cé6 nhiéu
nhan t& ngau nhién tac dong (sao cho khéng ¢6 nhin t§ nao
vugt trdi 1an at cac nhan t6 khac) thi két qua cua ching ¢
dang phan phéi tiém can chuan.

Thi du 4.1. Mdt qua dau cb trong lugng trung binh 13 15 gam
v6i d6 léch chudn la 3 gam. Mot tii gdm 100 qua dau ciing loai
dugc goi 1a dat loai A néu trong lugng it nhat phai dat 1,5 kg.

a) Ly ra ngAu nhién mét tdi, tim xac suit dé€ tai d6 dat
loai A.

b) Chon ngiu nhién ra 40 tii dau, tim xac sudt dé sé tui
loai A khéng vugt qua 15.

Giai. Goi X; — trong lugng qua dau thit { trong tui (@ =
1,100), rd rang trong lugng cta tdila S, =X, + X, + ... + X100 V2

theo dinh 1y giéi han trung tdm (4.6) S, —=—

n x&p xi
(ES o; )De thdy o0 day ES,, = 100.15 gam = 1,5 kg,

VS0 = crsm0 = 100.3% = 900gam? T d6 c6 thé coi S,y ¢6 phan
phéi x4p xi chuén.

a) R rang do S,,, ¢6 phan phdi chuin nén P(S,p, 2 ES ¢ =
1,6 kg) =

b) Chon hi hoa ra 40 tdi va goi p = 0,5 14 x4c suat dé mot
tal dat loal A, suy ra sd tui loai A trong loat tii 40 tai d6, ky
hiéu 1a X, tudn theo luat nhi thic £ (40; 0,5). Tu d6 ta can

phai tinh P(X < 15) = P,(0; 15). O day np = 40.0,5 = 20 > 5, ta
ap dung céng thic (4.5)
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P (0:15) ~ 4 [15;;”] i ¢[0r__;;5]

_ ¢(:_5_. _¢(Z\/-f-_g-) - ¢(2\/1‘0)—¢[—\%—§-)-

(6,32) - ¢(1,58) = 0,5 - 0,443 = 0,017.

u
A=Y

4.3. Luat sd I1én

M6t 18p cac dinh 1y gidi han d#c biét cé tén goi 1a ludt sé
lon. Dé y 1a trong cac két qua sau nay ta st dung khai niém
héi tu theo xac suat (manh hon (4.4) — (4.6) dung hoéi tu theo
luat phan phéi).

1. Bit déang thic Tré-bu-sép

Dinh ly 1. Néu bién ngau nhién X c¢6 ky vong EX = a va
phuong sai VX = ¢ hitu han thi:
e

82

Chung minh. Ta sé chitng minh cho truong hop bién X lién
tuc. Viéc chiing minh cho truong hgp X rdi rac danh cho ban doc.
Dt flix) 1a ham mat d6 cua X, theo tinh chit cua ham mat d

P(X-al>¢)=  [fodx.

lx-a|ze

P(|X —al > e) , Ve > 0. (4.7)

Trong mién l4y.tich phan dé thay (x —0)2 > g%, nén:

[f#)dxs = [(x-a) f(x)dx

|x-alze ix-a|2&
< -‘—:?ﬁ[(x - a)zf(x)dx = (:—2 (dpcm).

B4t ddng thic (4.7) c6 thé chuyén vé dang tuong duong
2
P([X~a]<g)21~—g—2—,V£>0. | (4.8)
, P |
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Mac du (4.7 — (4.8) dugdc chiing minh khia don gian, song
chiing c6 ¥ nghia rat to 16n dé dung lam co sd cho cac dng dung
cia thong ké. D& ¥ néu chon ¢ kha bé, chdng han ¢ < o, bat
dang thic Tré-bu-sép tré nén tdm thudng; néu chon £ = 3o ta

co P(|X~a| <3£) >1- —é- ~ 0,9 (it nhat bang 0,9, ¢ chuong II ta

da biét néu X ~ aV(a; oz)thi xac sult trén =~ 0,9973).

2. Ludt s6'lon Tré-bu-sép

Pinh ly 2. Néu day cac bién ngiu nhién X, X,, ..., X,, ..
doc 1ap ¢6 ky vong hitu han va phuong sai bi chan déu (tuc 1a
VX, < C Vi), khi 46 v6i moi £> 0

lim P( ZX ———ZEX

1=]

< 5J =1. (4.9)

n

Chizng minh. Dat X = lZXi’ tu do
nz

X = —I—ZEXL- hiiu han;

s 1 C
W = ?Z‘/X‘ < *;;"
Tu &6 ap dung (4.8) cho bién ngiu nhién X

P(‘X—E)_{|<g)21——‘§zl—;i—2. (4.10)

Do xac suit khéng vugt qua 1, nén khi chuyén qua gidi han
n—o ta c6 két qua can chiing minh (4.9).
DE y dén (4.2) va (4.9), rd rang

—ZX _ZEX
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Diéu d6 c6 nghia 1a khi n &a 1én thi trung binh cdng cta céac
bién ngau nhién sé c6 gia tri léch rat it so véi trung binh cdng
cua cac ky vong. Mt hé qua quan trong cua dinh 1y 2 1a néu
dua thém gia thiét lacac X, i = 1, 2, ... ¢6 cung vong sd (tdc l1a
EX,=a,i=1,2,..) thi (4.9) sé trd thanh

A x -
P{nle a

i=1
Su kién nay cho phép ta udc lugng ky vong bing trung binh
cdng cac két qua do dac ddc lap cua bién ngau nhién c6 ky
vong d6. Ngoai ra coéng thic (4.10) cung cdp mé6t danh gia kha

t8t xac suét P(|X' - E2| < g), nhat 1a khi n d lén.

< gJ——)l, ve > 0.
n-—o0

3. Lugt s8' ldn Béc-nu-li

Dinh ly 3. Néu ta c¢6 day n phép thu d6c lap Béc-nu-li, véi
p = P(A) va m 12 s6 1an xuit hién A trong day phép thi 46, thi
Ve>0
m

B
n

limP[ <g]=1. (4.11)
Viéc ching minh (4.11) khéng qua phic tap vi nd la trucng

hdp riéng cua (4.9), néu ta ky hiéu X; 1a s6 lan xuat hién A trong

phép thu tha i,i = 1,n. R6 rang X, tuan theo luat Béc-nu-li va

i=1
cac diéu kién cta dinh 1y 2 d3 dugc thda méan va ta suy ra
ngay (4.11). K&t qua nay cho ta:

=X p=P(A),

n-—w
n

d6 chinh 14 co s3 cho dinh nghia théng ké cua xac suit da dua
ra 6 chuong I.
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Nhu vay tong cua mot s6 kha 16n cac bién ngau nhién

tuong d61 tiy ¥ lai trd nén tuan theo mot sé quy luat xac dinh.
Piéu nay cho phép ching ta (tng dung rong rai cac két qua cua

Xac

hoc

110

sudit va théng ké vao nhiéu linh vuc khéac nhau ciia khoa
va doi séng.
BAI TAP

Cho bién ngau nhién hai chiéu (X, Y) cé bang phan phéi
nhu sau

Y
X N Yz
X, 0,18 0,08
X, 0,22 0,16
X4 0,16 0,20

X4c dinh luat phan phdi bién cua titng bién X, Y.

Nguoi ta tién hanh 3 thi nghiém véi xac suat thanh cong
ctia moi !an 1a 0,7. Tim luat phan phéi déng thdi cha cap
bién X, Y véi X la s& thi nghiém thanh cong, con Y 14 s6
that bai.

Luat phan phdi cua bién (X, Y) cho badi bang

Y 20 40 60
X
10 A A 0
20 24 A A
30 3 A A

X4ac dinh A va cic phan phéi biéncaa X vacaa Y.

Luat phan phéi déng thdi cta s6 161 vé mau X va s6 16i dic

Y ctia mét loai sdn pham nhua 6 mdt céng ty cho bdi

Y 0 1 2
X
0 0,58 0,10 0.06
1 0,06 0,05 0,05
2 0,02 0,04 0.01
3 0,02 0,01 0,00 |



10.

Hai bién X va Y ddc 1ap khong? Tinh xac suidt dé tong s&
cic 16i vé mau va 161 dic 16n hon 4. Néu ta biét trén san
pham c6 2 161 vé mau thi xac suat dé khong cé 161 diic bang
bao nhiéu?

Cho luat phin phéi cia bién hai chiéu (X, Y) nhu sau:

Y1 9 3 5
X
1 0.1 0 0.1
4 0.2 0,5 0,1

Tim luat phan pho6i xac sudt cia ham X + Y va XY sau d6
tinh cac ky vong va phuong sai.
Bién ngiu nhién (X, Y) c6 ham mat d6 déng thai

flx y) :cr,(x2 + yz), x? + y? <4,
Xac dinh hé s6 a, cac ky vong thanh phan va hiép phuong sai.
Cho bién hai chiéu (X, Y) c6 phan phdi déu trong mat tron
tam d gbc toa dd va ban kinh r. Hay x4c dinh ham phén
phoi bién cia X va Y, sau d6 tim ham mat 46 c¢6 diéu kién
o(x|y)

‘Cho ham mat do déng thoi cia X va 'Y

flx, y) =cxy,0< x<4;0<y< 5.
Xac dinh hang s6 ¢, sau d6 tim cidc ham mat d6 bién va
ham mat dd cé diéu kién cua Y biét 0,5 < X< 2.
Cho ham mat d6 déng thdicua X vaY

f(x, y) _ ae—l(x"’ + 2xy + 5y2).
X4c dinh hing s8 a, sau @6 tim ciac ham mat dd c6 diéu kién.
Hai may tu dong lam viée doc lap, xac suit dé tiing may
san xudt ra san pham tét tuong dng la p, va p,. Gia st méi
may lam dudc 2 san pham va goi X va Y tuong dng 1a s8
san phidm t6t cia ting may. Hay tim bang phan phéil xéc
sudt ctia bién hai chiéu (X, Y).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Tinh hiép phuong sai va hé s6 tuong quan cua X va Y cho
trong bai tap 4.

Céac toa d0 (X, Y) cia mdt diém nglu nhién trén mit
phéng tuan theo luat phan phdi c6 ham mat do

A
2;rlab e 2[:2 Zz}, a,beR*.

fx. y)=

Tim xédc suit dé diém d6 ndm trong mét elip ¢6 cac ban
truc bing ka va kb nim trén cac truc toa d6 Ox va Oy.
Tinh hé s6 tudng quan cua X va Y ¢6 ham méat d6 dong thoi

Flx.v)= 2

;r(x2 +y° + 1)3 |

Cho hai bi€n ngau nhién X va Y ddc lap, ¢6 cung phan phoi
chudn o#10. ¢%). Tinh cac xac suldt cia cac su kién saw
X<Y;|X >Y:dongthoiX<1lvaY <1l

Cho hai bién ngau nhién X va Y déc lap, ¢6 cung phan phii
déu trén {a; b]. Xac dinh ham phan phéicua Z = X + Y; sau
d6 tinh ky vong va phuong sai cua Z2.

Xac suit dé co6 16 héng trong mét vat duc 1a 0,2. Tim xac
suadt dé trong 1000 vat didc do léch cha s6 vat didc tot
(khéng c6 16 héng) so véi 800 khéng vugt qua 5%.

Cho 40 léch chuén ctia méi bién trong s6 2500 bién ngiu
nhién d6c¢ 1ap khéng qua 3 (don vi). Tim xac sudt dé do
léch tuyét dé1 cua trung binh cdng cac bién d6 so véi trung
binh cdng cac ky vong cua ching khéng vugt qua 0,3.

Gieo 1000 lan mot dong tién can do1 dong chat. Hay danh
gia xac sudt dé tan sudt xudt hién mat sip léch khoi 0.5 sé
khéng vugt qua 0,1. Tim khoang dao dong clua s 1an xuit
hién mat sdp tuong Ung.



Chuong IV
MAU THONG KE VA UGC LUONG THAM SO

Tit chuong nay ta bat ddu nghién ciu théng ké, mot linh
vye rong tdi mic khé cé thé dua ra mot dinh nghia chung. Mic
du vay cling c¢6 thé tém tit thong ké nhu 14 mét khoa hoc vé
phdn tich dit liéu (bao gébm ca thu nhap va xd 1y) nhiam thu
nhan théng tin chan thuc vé d61 tugng nghién ciu véi mot do
tin cady nhat dinh va rut ra nhiing ké&t luan hop ly. Nhiing
quyét dinh théng ké c6 tng dung to 16n nhu: du bao, chin
doan, diéu khién ngiu nhién, kiém tra chit lugng san pham,
tham do du luan...

Ciing cAn luu ¥ rang cac vin dé théng ké xuat hién néu co
hai diéu kién: (i) c6 nhiéu tinh hudng can phai lya chon (chon
mot hoac mdt s6); (i) cb cac théng tin vé cac tinh hudng théng
qua cac dit liéu théng ké. Trong gido trinh nay ching ta chu yéu
nghién citu viée xi 1y di liéu s6 ma ta hay goi 1a xu Iy sé'liéu.

§1. MAU VA THONG KE MO TA

1.1. M3u va tap dam dong

Trong cong viéc hang ngay ta phai lam viée véi cac day so
lidu. Chuing c6 thé 1a két qua cha viéc dém khi quan sat, ciia
do dac nhd cac thiét bi do, ctia tinh toan trudc dé... va can
dudc thu thap, luu trit va phan tich. Dé lam dude diéu dé ta
cin sip xép lai cac s6, tong hgp va xt 1y budec ddu nhim tim
kiém cac thong tin quan trong cua tap s6 liéu. Phan coéng viéce
nay va van dé thu thap cac sé liéu dudc mang tén goi la théng
ké mb ta.
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Day sb liéu thong ké thudng dudc goi 1a mau. N6 ¢6 ngudn
goc ti mot tap 16n hon ma ta sé goi la tdp daim déng hay tép
nén. Chinh vi th& mau sé mang théng tin nao dé vé tap nén,
mic du cac thong tin dé c¢6 thé khac nhau d nhitng mau khac
nhau. Sau nay dé cho xac dinh, ta gia st ring ca tap nén lan
mau déu 1a tap cic sd cung ban chat, dic trung cho mdt s8 khia
canh ndo d6 cha cac d61 tugng quan tdm. Cac sbé d6 chinh 1a cac
gia tri khac nhau cia mét bién s3. Néu tap gia tri c6 thé c6 caa
bién sb ¢6 s6 lugng hitu han, ta c¢6 bién roi rac. D61 véi cac bién
lién tuc, sd lugng gia tri 14 vé6 han khong dém dudc va tap sé
liéu chi phan anh tap nén véi mot 6 chinh xac nhit dinh.

Muén c6 day da thong tin vé d61 tugng nao d6, ta phai lam
viéc v4i tap nén. Tuy nhién viéc nghién ciiu tap nén sé vo cang
khoé khan vi:

— do né qua 16n dan dén d61 hoi qua nhiéu chi phi vat chat
va thoi gian;

— do trinh dd t& chic va nghién citu han ché ctia d5i ngi
khi lam viéc véi quy md 16n, khong ndm bit va kiém soat duge
qua trinh nghién ciiu;

— do nhiéu khi khéng thé 1am dugc néu tap nén bién dong
nhanh, cic phin ti thay doi thudng xuyén, v.v...

‘Nhu vay viéc nghién ciiu trén tap nén, tri cac tap du bé,
thudng khéng thé thuc hién duge. Tt d6 dat ra van dé chon
mau va nghién ctu trén tap mau. Néu miu duge chor ngiu
nhién va v8i s6 ludng du, chiing ta hy vong rang viéc xu 1y
ching sé cho ta két qua vita nhanh vita 6 t6n kém ma van
dat duge dd chinh xac va tin cay can thiét.

1.2. Van dé chon mau
Ta mong mudn mau c6 tinh dai dién tot cho tap nén. bdi vi
viéc nghién citu v8i mau nhu vay cho ta d6 tin cay cao. Hiin nay
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c¢6 nhiéu phuong phap khac nhau dé chon miu, nhung khé ¢6
thé néi rdng phuong phap nao 1a t&t nhat. Viéc chon phuong
phap 14y mau pha hgp phu thudc vao chinh tap d6i tugng cu
thé va vao théi quen sd trudng ciia nha nghién citu.

1. Chon mdu ngéu nhién

Trong phuong phap chon miu ngiu nhién, méi phan tl
cia tap nén di c6é xac suit chon xéac dinh ti truée ca khi chon
mau. Miu ngau nhién cho phép danh gia khach quan hon céc
dic trung cua tap nén. Cé 3 cach chon nhu sau:

a) Chon mdu ngau nhién don gidn 1a phuong phap chon
mau c6 tinh chit: moi méiu c¢é ciung kich ¢d (cing sé phan ti)
c6 cung xac suit duge chon vad moi phan tl cha tip nén cb
déng kha ning lot vio miu. D& viéc chon hoan toan ngiu
nhién, ta c6 thé tién hanh theo kiéu bdc tham ho#c dung bang
s6 ngau nhién. o) day dé ¥ c¢6 hai phuong thitc chon 1a khéng
hoar lai (mdi phan ti chi duge chon mét 1an) va cé hoan lai.
Néu sbé lugng phan ti cia mau khi bé so v6i tap nén thi két
qua 18y miu theo hai phudng thic sai léch khéng dang ké. Do
tinh ngidu nhién nén mau cé tinh dai dién cao va tin cay. Tuy
nhién phuong phap doi hoéi phai biét toan bé tap nén va vi thé
chi phi chon mau kha 1én.

b) Chon mau phan nhém: DAau tién ta chia tap nén thanh
cac nhém tudng ddi thuan nhat, sau d6 tir mbi nhém trich ra
modt mau ngau nhién; tap hdp tat ca cac mau dé cho ta mot
mau (ngiu nhién) phin nhém. Ngudi ta dung phudng phap
nay khi trong néi boé tdp nén c6é nhiing sai khéac 16n. Nha
nghién c@u phai ¢6 hiéu biét nhat dinh vé cdu tric tap nén dé
phin chia nhém hgp 1y. Sau nay mdi nhém sé cé vai trd khac
nhau phu thudc vao dd quan trong cta chiing trong t4p nén.
Han ché cua phuong phap la tinh chu quan khi phin chia
nhém. Nhung né van hay dudc diung do cach thic don gian khi
lam viéc véi cac nhém da kha bé va thuan nhat.
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¢) Chon mau cham chinh 1a chon mét mau ngiu nhién caa
cic tap con cua tap nén, dudc goi la cac chum. Ta ciing gia su
réang cac phan td cua mdi chum mang tinh dai dién cho tap
nén. Ngoai ra ta c6 ging sao cho mbi chim van ¢é d6 phan tan
cao nhu tap nén va ddng déu nhau vé quy mé. Ching han ta
mudn nghién ctu nhu ciu tiéu thu mdt mit hang nao d6 bang
phuong phap chon mau chum: diu tién ta chia thanh phd
thanh cac khu dan cu. sau d6 chon ra mét sé6 khu lam phén ti
cia mau, cudl cuang ta nghién clu tit ca cac gia dinh séng
trong cac khu dan dugc chon. Phuong phap nay cho ta tiét
kiém kinh phi va thoi gian (vi khéng phai di chuyén trén toan
thanh phé), nhung sai s6 ¢6 thé 1dn hon hai phudng phap trén.

2. Chon méu co suy luégn

Phuong phap chon mau nay dua trén y kién cac chuyén gia
vé d6i tugng nghién ciu. Nhu vay viée chon mau dua trén hiéu
biét va kinh nghiém cta mdt vai nha chuvén mén. Tuy nhién
phuong phap nay ciing cé han ché co ban: Khi khong ¢6 su tham
gia caa cac céong cu théng ké vao viée chon mau tinh khach
quan riat khé duge bao dam, ti d6 kéo theo cac két luan mang
nang tinh chu quan. T4t nhién diéu d6 khong cé nghia 1a khéng
nén dung cac phuong phap chuyén gia. Rat rd rang chat lugng
mau phu thudc nhiéu vao trinh d6 cda nha nghién cdu va kinh
nghiém cua ho hy vong tré thanh mot cong cu hitu hiéu.

1.3. Phan loai va mé ta sé liéu mau

1. Phén loai. Gia su tit mot tip nén c6 N phan tu, ta chon
ra mdt mau c6 kich thudc n, cac phan ti cia mau dude ky hiéu
lax, i=1,n. Tap n gia tri x,, %, ..., x, tao ra mdt mdu don.
Nhiéu khi trong mau c6 nhiéu gia tri gibng nhau: ching han
gia tri x, xuat hién n, lan, x, xuat hién n, lan, ..., x, xuét hién
n, 1an; khi d6 n, + n, + ... + n, = n. Trong thuc hanh c¢6 nhiéu
s0 liéu cho duéi dang khoang:
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Thi du 1.1. Chiéu cao ctia 300 hoc sinh 12 tudi cho bdi
bang sé lidu:

Ta dé y 1a trong bd s6 Chiéu cao (cm) S6 lu’(gng
11\@1.1 dg cac khoang co'Eic_) 1175 — 122.5 9
dai déu nhau (tuy nhién

..  aa ae 122,56 - 1275 33
noél chung d6 dai do cb

g ~ . ~ 127,5 - 132,5 74
thé khong - déu). Trong

o N ’ 132,5 - 137’5 93
truéng hgp nay ta co

P x e 137,56 — 1425 64
mau ldp (mau cho duéi 1455~ 147 & 57
dang nhiéu 16p la céac il
khoang khéng cit nhau). 147,5 - 152,5 .6

2. Téan sé'va bdng tan sé

S6 lan xuit hién x; hosic mot 16p thi i nao d6, ky hiéu la n,,
dude goi 14 tdn s6. Sau khi sdp x€p s6 liéu theo thu tu téng
cua gia tri mau, ta cé thé xay dung bdng tdn s6. Bang sb trong
thi du 1.1 chinh 14 mo6t bang tan sd (hay con goi la phdn phéi
tan s6). Bang nay bao gom 7 18p, méi 16p c¢6 d6 dai 5 cm va
toan bd c¢6 300 sd lidu do chia thanh céc tan sd cua cac 16p.
Théng thudng ngudi ta hay chia cac sé liéu vao tit 5 dén 15 16p
phu thudc vao nhiéu yéu té nhu s6 lugng s6 liéu, muc dich xu
1y... Pé ¥ 1a néu sd 16p nhiéu hon, ¢6 thé lam tt hon cac phan
tich, nhung viéc cai thién d6 khdng nhiéu, ngudc lai néu s 16p
it qua, c6 kha nang sé bi mat mat nhiéu thong tin. Méi sé liéu
chi c6 mat trong mét 16p, dé dai méi 16p chinh 13 hiéu cta céc
gia tri 16n nhit va bé nhat.

Thong thudng ngudi ta hay biéu didn phan phéi tan s6
bang d6 thi d€ quan sat va nghién ciu truc giac hon. Cé hai
dang biéu dién d6 thi hay dung la biéu d6 va da giac tan sb.

a) Biéu dé

Biéu dé bao gdm cac hinh chit nhat canh nhau cé d4y bing
d6 dai va chiéu cao bang s6 quan sat cuia 16p sé liéu tuong dng.
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Trén hinh 1.1 cho ta biéu 46 dng véi bang tAn suat trong
thi du 1.1.

n. } S8 lugng h/s

90 A

60 +

30 T

— S

O] 1175 122,5 127,56 1325 137,5 142,5 147,5 1525 x; (chiéu cao)

Hinh 1.1. Biéu do tan sé
R& rang dién tich cac hinh chit nhat ty 1& v6i tan s6 cua cac 16p
tuong Ung.
b) Da gidc tan sé
Da gidc tdn s6'1a dudng gép khic néi cac diém c6 hoanh d6
x; va tung a0 n, (hodc cac diém cé hoanh dd & gitta 1ép s6 lidu tha
i va tung dd n,). Da giac tan s cta thi du 1.1 vé trén hinh 1.2,

60 +

0| 1175 122,5 127,5 132,5 1375 142,5 147,5 152,5 x,(chiéucao)
Hinh 1.2. Da gidc tan s6
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Ta thiy da giac tdn s dé xay dung hon va dé dung hon
bidu d6. Ngoai ra khi hiéu giiia hai hoanh do lién tiép khé bé,
duong gap khic sé cang ngay cang tron va dan tién tdi cang
ham mat d6 xac suit.

3. Tan suét va phdan phéi thuc nghiém

Tu bang tan s6

X; I X X X; Xi

n; I n, no n,; n,
~ b nl * ~
néu ta dat £, = —*,i =1, k, 12 t4n sudt xuit hién gia tri x; 6 trong
n

mau thi ta c¢6 thé mé ta bang tdn suét tuong tng. RG rang ti
dinh nghiafitacé f, + f, + ...+ f, =1 va bang tan suat d6 1a

X ’xl Xo X; ceae Xp

fi A fo f: fx

rat gidng véi bang phan phél xac suat cia mdt bién ngiu
nhién roi rac.

Né&u dit w,i=1, &, 1a tn & tich lay cla x,; va F,(x,) 12 tan
suat tich lay cua x,, ta sé c6

w; = an;Fn x;) :ﬁ ij’

<1 n
x;<x X <x;

thi F,(x;) 1a mét ham cua x; va dude goi 1a ham phan phéi thuc
nghiém cua mau hay 14 ham phan phét mau. Cha y ring theo
luat s 16n (dinh ly Béc-nu-li) Fn(x)———g)ﬁig;;——) F(x)=P(X <x),
trong d6 X 12 bién ngau nhién goc cam sinh ra tap dam déng
(va ca tap mau). Nhu vay ham phan phdi mau c6 thé dung dé
xap x1 luat phan phéi cua tap nén.

Thi du 1.2. Ta xay dung bang tAn sudt va tan sudt tich
lily tng véi bo s6 liéu cua thi du 1.1.
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Lép Tan so ‘Tén 0 Tan suit Tan suét

tich lay tich lay
117,5-122,5 9 9 0,030 0,030
122,5-127,5 33 42 0,110 0,140
127,6 — 132,5 74 - 116 0,247 0,387
132,56 -137,5 93 209 0,310 0,697
137,56 — 142,5 64 273 0,213 | 0,910
142,56 —-147,5 | 21 294 0,070 0,980
147,56 - 152,56 6 300 0,020 1,000

Tudng tu nhu trén ta cé thé xay dung biéu dd tin sudt va
da giac tin suit tuong ting. Ngodi ra c6 thé vé duge d6 thi cla
da gidc tan suat tich liiy ho#c tan s6 tich lily (xem hinh 1.3).

f; (tdn suat tich liy)

0,7 F——— === — =% — - —

0,5

025t —— -4

(chiéu cao)

e

t + + aasaen 4 + +
122,565 127,5 132,5 137,56 142,5 147,5 152,56 X

Hinh 1.3. Pa gidc tan suét tich 1dy
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§2. MAU NGAU NHIEN VA CAC BAC TRUNG MAU

2.1. Mau ngau nhién tir mét tap nén

1. M&u ngdau nhién

Trong phéan tich théng ké c6 dién ngudi ta chidp nhan gia
thiét ring cac phan tit cia mét tap dam dong nao d6 déu dugc
cam sinh bdi mét bién nglu nhién gbéc. Trong thuc hanh bién
nglu nhién géc thudng tuan theo luat phan phdi chuan o#a,
o%), hoac chua biét rd dang, hoac chua biét cac tham s6. Viéc
phan tich dé xac dinh phan phoi cia tap nén sé dua trén cac s6
liéu mau.

Gia sU bAy git ta ti€n hanh n phép thi doc lap dé xac
dinh cac gia tri mau (bién ngiu nhién goéc cua tép nén sé ky
hiéu 13 X). Goi X, 12 bién ngiu nhién chi gia tri sé thu dugce o
phép tha tht i, i = 1,n; rd rang cac X, sé tao nén tap cac bién
ngau nhién déc lap c6 cung phan phéi véi X. Sau khi thu
nghiém, moéi X, sé cé mot gia tri xac dinh x;, dude goi 1a cac gia
tri quan sat hay thé hién cha miu. Dé dam bao tinh dai dién
cia tap {x,, .., x,}cho tap nén, ta can dua trén khai niém mau
ngau nhién.

Dinh nghia 1. Ta goi mdu ngdu nhién kich thudc n tu tap
nén c6 bién ngdu nhién goc X 1a mdt tap cac bién X, X,, ..., X,
thoa man diéu kién:

(1) doc lap thong ké,

(i1) ¢6 cting phan phdi xac suit véi bién X.

Céac X, thoa méan hai tinh chat trén sé dugc goi la cic bién
ngau nhién déc lap va dong phan phéi. Nhu vay khai niém
mau ma ta dua vao tiét trude c¢6 thé hiéu nhu 1a mot thé hién
cia mdt mau ngau nhién.

Dé y riang gia thiét ddc lap cho phép lam don gian rat
nhiéu cac tinh toan sau nay. Ching han néu bién géc X rdi rac,
c6 ham xAac suit p(x), thi ham xac suit dong thai caa (X, X,,
..., X,) séla

121



Po(%, )= P(X,=x,...X, =x,) =] | p(%). (2.1)
Tuong tu néu bién X lién tuc c¢6 mat do f(x) thi
! (xl,...,xn)=Hf(xi). (2.1b)
=1

Nhu vay ti (2.1) cac phan phéi dong thoi da duge biéu dién
don gian qua cAc phan phdi bién thanh phan. Ngoai ra luat
phan phoi dong thdi con c¢6 thé phu thudc vao cac tham sé
chua biét.

2. Théng ké

Dinh nghia 2. M6t ham nao dé6 Y = g(X,, X,, ..., X,) phu
thudéc vao tap gia tri ciia mau ngau nhién dude goi 1a mét
thong ké.

Chd v thong ké 12 moét ham do duge (khai niém cua ly
thuyét ham) va khong phu thudc vao cac tham s& chua biét.
Do X, nhan cac gia tri tuong Ung x;, nén ham g(x,,..., x,) ciing
dudge goi 1a thong k&,

Thi du 2.1. Xét tap hop gia tri mau (x,, x4, ..., x,), cac ham
sau day sé dudc goi la cac thong ké:

a) g Xy Zx =

n

b) g(x,,... %, ) = -:;Z(xi - XYV
i=1

C) g(xl, avay xu) = (.x(l),..., x(n)), trong dé x(n < x(2) <..% x(n).

Théng ké trong c) c6 tén goi la thong ké hang (trong d6 {x,} la
day cac x; da dugc sip thi tu), va gia tri cha mdt thong ké
trong dinh nghia 2 ¢6 thé 1a mét véc to (g 1a véc to ham).
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2.2. Cac diac trung mau

Td nay vé sau, trong cac cong thic lién quan dén dac
trung mau, thay vi X, ta hay dung x; do nhiéu ly do. Thit nhat,
d6 la cac cong thic tinh toan lam viée truc tiép vdi cac quan
sat mau cu thé. Thit hai, néu diung qua nhiéu ky hiéu khac
nhau sé gAy nham lan (hon nita vé mat bién chiing trong ngau
nhién c¢6 tit dinh va ngugce lai). Thi ba, cac cong thic chu yéu
diing dé tinh toan, con trong cac trudng hgp chiing minh céc
tinh chat 1y thuyét, ta d& dang (va nén cling dé tranh nham)
thay trd lai cac gia tri mau x, bang X..

Mot mau, nhu ta da biét & ti€t 1, ¢6 thé mo ta bing bang
phan phél tan s6 hoac bang chinh day s6 liéu

ayx;, Xo. ..., X, (2.2)

xl' ]x: T xk

b) (n,+n,*....+n,=n) (2.3)

n, i n, ... n
Trong trudng hop miu 16p, nhiéu khi thay khoang gia tri
biang gia tri trung binh cta khoang; khi d6 ta dua vé mau
don dang (2.3).

1. Trung binh mau (hay ky vong mau)

Né&u mau cho duéi dang (2.2) thi trung binh mau ky hiéu
la X, duge xac dinh nhu sau:

X:lz%. (2.4)
n .
Pé y 1a khi chitng minh 1y thuyét, ta sé thay cac x, bang X, 1a

bi€n ngiu nhién cam sinh ra quan sat x; c¢6 cung phan phéi
v61 X goe. Néu sé 1i1éu cho dudi dang (2.3), ta c6

~ 1 &
2 ‘
Vé mat ban chat (2.4) va (2.5) 1a mot (néu k = n, thi n, = 1Vi),

mac du vay trén hinh thic ta van dé riéng duéi dang hai céng
thic khéc nhau.
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R6 rang X theo cich hidu ly thuyét sé 1a mot bién nglu
nhién (do cac X, 12 bién ngiu nhién), nén c6 thé tim cac s§ dic
trung cia X. Gia s bién ngiu nhién géc X ¢6 EX = a va_
VX = ¢*; khi d6

2

EX=qVvXk=2. (2.6)

n

Ta chiing minh céng thic bén trai: do X = 2 (X, + X, + ... + X.)
n

nén dung tinh chat ctia ky vong EX = 1 (EX, +...+ EX); tu
n

dinh nghia mau ngau nhién cac.X; ¢é cang phan phdi véi X nén
EX, =EX =a, suy ra EX = l(rm:) =a . Céng thic bén phai cla
n

(2.6) da dudc chiing minh & phéan tinh chat cua phudng sai. Tu
(2.6), do phuong sai VX bé hon n 14n VX, nén cac gia tri c6 thé
c6 cua X sé 6n dinh quanh ky vong hon céc gia tri cua X.

Chu y rédng néu tap nén cé kich thude bé (N bé) va ta chon
mau khéng hoan lai, ¢cong thitc VX trong (2.6) phai nhan
thém véi thita s6 hiéu chinh (N — n) /(N - 1):

2

c N-n
n N-1
Ta xét y nghia cua (2.7) trong cac trudng hop dic biét. Néu
chon miu c6 n = N, tic la 1dy toan bd cac phan til ciia tap nén,

VX =

(2.7)

khi d6 moi théng tin clia tap nén da biét va rd rang VX = 0.
Trong moi trudng hgp ta chon ra mau rat bé so vdi tap nén
(chidng han N v6 han hoac chon miu ¢6 hoan lai véi trudng hop
N 16n va hitu han), rd rang VX trd thanh nhu trong (2.6) vi
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Thi du 2.2. Ta c6 nam manh bia duge danh s6 tir 1 dén 5.
Néu goi X s8 thu dugc khi rit hid hoa ra mdt manh bia thi rd
rang phan phdi cua X 1a

x |1 2 3 4 5
p) |02 02 02 02 02
Gia su bay gid ta 14y ra moét mau 2 manh bia khéng hoan lai

va thu duge s6 X, va X,. Hay tim phén phél cia X va cac sd
dac trung cua no.

Giai. R6 rang X ~ 4/ (5)vé1 EX = 3 va VX = 2 (xem §4
chuong II). Mat khac dat X =(X, + X,)/2,c6 thé tinh duge
luat phan phoi cia X

£ |15 2 25 3 35 4 45

px) |01 01 02 02 02 01 01

Dé dang tinh dudc

EX =1501+201+25.02+ 302+ 3,502+ 4.0,1 +
4,5.0,1 = 3;

VX=(,5-3%0,1+(2-3%0,14+(2,5-23)%0,2+ (3-3)"
0,2 + (3,56 - 3)2.0,2 + (4 — 8)%.0,1 + (4,5 — 3)2.0,1 = 0,75.

Ta thiy EX = EX; VX =0,75 < VX. Dé ¥ né&u chon c6 hoan lai,
ta c6 phuong sai dude tinh theo (2.6) va bang 1. Tir d6 theo

2.HVX =1. N-n = 1.5—_2 = 0,75 nhu 6 trén. Cing luu ¥ rang

N -1 o-1
khi chon mau khéng hoan lai, X, da khéng cung phan phdi
nhu X nita nén viéc ap dung (2.6) 1a khong dude phép.
2. Phuong sai mau
Néu mau cho duéi dang (2.2), phudng sail mau, ky hiéu la
S?, duge xac dinh nhu sau:

2__1_n v\
S —n;(xl X); (2.8)
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v6i X xac dinh theo (2.4). N&u mau cho dudi dang (2.3), ta ¢6

S —\2 .
S =~—Z(xi _X) n; (2.9)

o
véi X xac dinh theo (2.5). Do S? 1a bién ngiu nhién, ta tim sé

dic trung ES?*:

L _l n N 9
Ta viét S* = ng(X" X)

=1

do X, i=1n, ddc 1ap dong phan phéi véi X, nén E(X.X)) = EX,.
EX; = (EX)’ va E(X})=E(X*) nén

n(n —1)(EX)2 _nlyxy o noloe (2.10)

n2 n n

n_

n2

Chinh vi ES? # ¢, nén ngudi ta dua vao dic trung mau thit hai
cua phuong sai véi tén goi 1a phuong sai mau hiéu chinh, ky
hiéu 1a s%, nhu sau (so sanh véi (2.8) va (2.9)):

ES? =

1.nE(X2) -

2oL (x - X)'5 (2.11)
n-14=3
1 & =12
s2=n_12(xi—~X) n;; (2.12)
i=1
R6 rang s® = LS2 va Es? = —ES? = o2 (xem (2.10)).
n-1 n-1

Ngoai trung binh mau va céc phudng sal mau, ta con co
thé xac dinh cac dic trung méu khac:
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) = - 1 n
—mo men maucap k M, = —fo";

=1
.. x a” 1 - \*
— moé men trung tdm mdau cap k S, = —Z(x,v - X) ;
n

— trung vi mdu, mét mau...

3. Vé ludt phdn phéi cua cdc ddc trung mau

Néu bién ngiu nhién géc tuan theo luat phan phéi chuan
X - M"(a, g‘z), khi d6 X va S*dbc lap véi nhau va

a))?~ai"’[a, gﬁ—Jhay X_a\/—~al-'(0; 1); (2.13)
n o}
n —\2
2 1 2 Z(xi_X)
b) ”32 _(n 2)5 = ~ 1 (n-1); (2.14)
o o} o)
c) X_a\/;=XS_a~jn—1~t(n—1). (2.15)
S

Cac két qua nay da dude nhic tdi trong cac céng thic (4.17),
(4.21)... cua chuong II. Ngoai ra, néu ta xét hai mau khac
nhau cdm sinh bdi hai bién ngau nhién chuan va goi s* va s’
14 cAc phuong sai miu hiéu chinh cta cac mau tuong Ung (véi
kich thude n, va n,) thi véi gia thiét o = o

2
S

d) L~ F(n-1; nz—l) (2.16)
SQ

2 2

2 2
A~ 2 2 So S-‘ o~ At A A -
(neu ol #0o,, %/"’,, ~F(n, -1Ln, - I)J Cudi cung dé y
o./ o)

1 C

trong (2.14) néu thay X bang a ta sé ¢ i(xi - a)2 lo* ~ x*(n).

i=1
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Véi cac gia thiét tén tai cac gidl han hoic mémen tuong
itng va dung cac két qua cua luat sd 16n hoac dinh 1y gidi han
trung tam, khin — o ta sé c¢b

a) X—2< 5 q; 8% — I 5 5% 62 R 552 tudbsuyra
X _ XS ,,.qt XS 2 2 XS | 2.
X-a L

b) Jn —£— ov(0,1),

o

28 L or(0,1);
s
2 2

c) S o n L>C/V(0,1),
/Jz;_o'd
2 2
5 g n L)(./V(O,l),
)U4_O'4

d) (s—o*)\/r_z-——l‘—aal"(o,él—— p, — o’ J
o

Cac két qua trén sé rat cé ich trong thuc hanh vi khéng
cAn dén gia thiét chuin cia bién ngiu nhién géc va trong
nhiéu trudng hdp ta da c6 thé chap nhan két qua véi n khong
qué 16n. Chang han véi n > 30, két qua (b) da c6 thé chap nhan
dude. Ngoai ra theo dinh 1y Gli-ven-c6 — Can-te-l1, khi n du 16n
ham phan phdi thuc nghiém da kha gin véi ham 1y thuyét.

F (x)-F(x) —=<—0.

n-—ya

Sup
xeR

2.3. Van dé tinh toan cac dic trung mau
1. Mau don

Néu mau cho duéi dang (2.2) x,, Xy, ..., x,, ta tinh X va S?,
s theo cac cbéng thic (2.4), (2.8) va (2.11). Trong nhiéu truong
hop, ngudi ta thay tong trong (2.8) va (2.11) bing
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S5t - (XY
i1

dé tinh hon. Trung vi thuc nghiém chinh la gia tri thu ntl

cia tap mau da sip xép (néu n 1é thi &6 la gia tri chinh gitia
day so 1iéu, néu n chan ta ldy trung binh cdng cua hai gia tri
chinh gida).

Né&u miu cho dudi dang (2.3), tdc 1a cac gia tri mau cé tan
s6 xuit hién khéc 1, khi d6 ta dung cac coéng thic (2.5), (2.9) va
(2.12). Trong cach tinh truc tiép, giéng nhu d trén ta thay tong
trong (2.9) va (2.12) bang

an_n( ’

Tuy nhién cé thé ding mét cach tinh rat gon hon theo cac
budc sau:

B1. Chon mot gia tri trung binh tuy y x,,.
B2. Goi & 1a khoang cach déu gitta hai s6 liéu lién tiép va

tinh d; = %~ %o
h

k k
B3. Tinh céc téng Zdinf va Zdﬁ“’ni.

i=1 =1

B4. Tinh X =x, + %de”ﬁ (2.17)
2
= h‘z] de”i - M (2.18a)
n-1 n
. d.n. 2
hoic L > din, - M (2.18b)
n n
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Han ché cua cach tinh nay la thudng doi hoi sé liéu cach déu
(nhung trong nhiéu bai toan thuc té lai chdp nhan dugc). Cac
két qua trung gian dugc dua vao mét bang tinh nén viéc kiém
tra lai két qua kha dé dang va tién lgi.

Thi du 2.3. Ngugi ta cin 150 con vit cua mét gidng mdi,
két qua nhu sau
Canning | 1256 150 1,75 200 225 250 275 3,00

S6 con j 9 6 94 35 39 24 14 6

Hay tinh cac dic trung mau cla trong lugng vit.
Giai. Ta chon x, = 2,25, h = 0,25 va

X; n; d, nd, dfnt-
1,25 2 —4 —8 32
1,50 6 -3 ~18 54
1,75 24 -2 48 96
2,00 35 -1 -35 35
2,25 39 0 0 0
2,50 24 1 24 24
2,75 14 2 28 56
3,00 6 3 18 54

) 150 -39 351

Tudo X =x, + ﬁzdﬂs = 2,25 - 9,25 .39 = 2,185:
n 150

S

2 2
- 228 551 - 22 - 014205

150

Dé dang thay trung vi mau la 2,25, déng thoi d6 ciing 14 gia tri
thuc nghiém ctia mot.
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2. Mau lop
Mau 16p duge cho dudi dang

[x,,x,] [x,,x,] ... [x,.,,x,] (2.19)
n

n n

1 2 k

trong d6 gia tri mau la mét khoang s6 tir x;,_, d&n x,. Trong

trudng hgp nay cac dic trung X va S2 s? chi cé thé dude tinh

gan dung. Ta sé chuyén mau t dang (2.19) vé dang (2.3) bang

cach thay cac khoang sd bang gia tri trung binh cta khoang.

Nhu vay, viéc tinh X va §?, s* dua vé truong hgp mau don.
Trong thuc hanh, d6i v6i m6t va trung vi mau, ngudi ta

su dung cac céng thic sau diy (ky hiéu mdt va trung vi la

Mod va Med)

df
d, +d,

Mod =x,, + h, (2.20)

trong d6 x,,, — diém d4u chia khodng mét,
d, — hiéu tan sé cia khoang mét va khoang trudc,
d, — hiéu tan s6 cua khoang mé6t va khoang sau,
h — d6 dai khoang;

2 -
L2y

Med =x,,, ‘€L, (2.21)

nme

trong d6 x,,, — diém diu cua trung vi,
n, — tan sé tich liay trudc khoang trung vi,
n...— tan sd khoang trung vi,
h — d6 dai khoang;

n —tong tan s6 hay kich thudec méu.
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Két qua tinh toin duge minh hoa trong thi du sau:

Thi du 2.4. Tinh céic dic trung nau ctaa thi du 1.1.

Giai. Ta lap bang tinh (chon x, = 135 trong cong thuc

(2.17), con h = 5)

Khoang TB n, d, d.n; d’n, Ny
117,5-122,5 120 9 -3 -27 81 9
122,56 -127,5 125 33 —2 —66 132 42
127,56 - 132,5 130 74 -1 —74 74 116
132,5-137,5 135 93 0 0 0 209
137,56 —142.5 140 64 1 64 64 273
142,5 — 147,5 145 21 2 42 84 294
147,5 - 152,5 150 o 3 18 54 300

z 150 —43 489

Theo cac cong thie (2.17), (2.18)

X =135+ i(-43): 134,2823;
300

2 _ 2
S? = o0 489 — 43" 40,2364.
300 300

Dé tinh mét va trung vi miu theo (2.20) va (2.21) ta thay
X, =132,5:d,=93-74=9;d,=93 - 64 = 19;
Xpe = 132,56:n,=116; n,,, = 93;

tu do
Mod =132,5 + ) 5 =134,1072;
9+19
B0y .
Med =132,5 + Mﬁ ~ 134,3279.
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§3. UGC LUGNG DIEM

3.1. Uéc lugng tham sd

Khai niém uéc lugng thuong duge dung trong thuc té,
ching han dé danh gia trinh do hoc sinh ta tinh diém trung
binh. D6 1a mét udc luong cia diém sé hoc sinh 8y, né dya trén
théng tin qua khit 1a cac diém ma hoc sinh dd nhan duge trong
hoc ky.

Bai toan wdc luwong tham s6 c6 thé phat biéu téng quat nhu
sau: Cho bién ngiu nhién géc X c¢6 luat phan ph6i xac suat da
biét nhung chua biét tham sd @ nao d6; ta phai xac dinh gia tri
cia 8 dua trén cac théng tin thu duge tit mét mau quan sat x,,
Xy, ..., X, cua X. Qué trinh di x4c dinh mét tham s6 6 chua biét
dudgc goi la qua trinh ude lugng tham s6. Gia tri tim dudc trong
qua trinh 4y, ky hiéu 1a 6, sé duge goi 1a wdc luong caua 6 &

day do 0 13 mét gia tri s6 nén né duge goi 1a wdc luong diém,
sau nay ta con c6 udc lugng khoang hay khoang tin cay. Cha y
la 6 sau nay c6 thé nhiéu chiéu va 6 sé 1a méot diém trong
khong gian nhiéu chiéu tudng ng.

R6 rang 0 = g(x,, %o, ..., x,) 12 mét ham cua céc gia tri mau,
hay 12 mét thong ké. Dé danh gia mét ude lugng la tot hay
khéng, ta phai so sanh né véi gia tri @that, nhung 8 chua biét.
Vi vAy sau nay phai dua ra cac tiéu chuén dé danh gia chat
lugng cua théng ké ¢ nhu la mot x&p xi t6t nhat cua € Nhiing
tiéu chuan nhu vay cho ta cac nguyén ly théng ké khac nhau.

N6i chung, do nhiéu ly do. ta khong thé xac dinh dudc 6
chinh xéc. Viée chon mot ude lugng 0 nao d6 khé ¢6 thé goi la
t61 uu, bao gid ta ciing phai chiu mat t6n thdt. Trong thong ké,
ngudi ta thudng 18y ham ton that dang binh phuong Lig, 6 =
(g — " Trong nhiéu bai toan thuc té€ viéc chon ham téon that
nhu trén bao dadm duge yéu ciu cin thiét. Néu ham ton that L
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c6 dang khac, ta hoan toan c6 thé x4dp xi né bang dang binh
phuong nhu trén véi nhiing gia thiét vé tinh 161 trong mét 1an
can nao d6 cua € (cung véi gia thiét vé lién tuc va kha vi hai
14n); khi d6 ta c6 thé khai trién L tai l1an can d6 cta 6,

2
L(g, 0) = L(g,, 0) + 280 9) , L8, 0)

(g-6) (g -6),(3.1)

trong d6 g, ndm gita g va 6. RS rang

+ L(gy, 6) =0 (tdn thit cuc tidu, néu g, = 6);

L0 (£0: 9)

ag _

+ vii g, € 1an can 6, dao ham cdp 2 ngat duong ¢ g, (do gia
thiét 161 ciia L), tit 6 L(g, €) hoan toan c6 thé xap xi bang (g -
& it racldn cancua 6. Chuylag=gX, X,, ..., X,) nén sau
nay ngudi ta thudng lam cuc tiéu ham rii ro

R, 6)=E[ L, 9)].

3.2. Cac tinh chat chia udc lugng diém

=0 tai g,= 6 do mudn ton thit cuc tidu;

O day ta quan tdm dén udc luong didm cta 6, ky hiéu la
0 (x,, X, ..., x,) hay v& mat ly thuyét 6 = 8 (X,, X, ..., X,).
1. Udc luong khéng chéch

6 =

Pinh nghia 1. Théng ké 8 dudc goi la wdc luong khong
chéch cia Ondu Eé6 = 6.

T dinh nghia trén ta thdy E(§ — & = 0, diéu d6 ¢6 nghia
12 trung binh d6 léch cta udc lugng so véi gia tri that bang 0.
Néu d6 léch cé trung binh khéac 0, ta c¢6 udc lugng chéch. Mot
sal 80 nao d6 c6 trung binh khac khong sé duge goi 1a sai s6 hé
théng; ngudc lai sé 1a sai s6 ngdu nhién. Nhu vay mot udc
lugng sé duge goi la khong chéch khi d6 léch so véi gia tri that
(sai s6 udc luogng) 1a sai s6 ngau nhién.
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Duya vao cac két qua ciaa muc 2.2 rd rang ta cé

— trung binh miu 1a uéc lugng khéng chéch caa ky vong,

— phuong sai mau hiéu chinh 1& uéc lugng khéng chéch cuaa
phuodng sai,

— tan sudt mau la udc lugng khéng chéch cua xéc suit
xudt hién sy kién A nao dé (néu X c6 phan phdi Béc-nu-li va
viée 14y mau c6 hoan lai),

n

— phuodng sai tinh theo céng thic —1—Z(xi — a)2 la uéc lugng
i

khéng chéch cua phuong sai, trong khi d6 S® 12 wéc lugng chéch.
2. Udec lugng vitng
Pinh nghia 2. Théng ké 8 dugc goi 1a wdc luwong vitng cla
6 néu 6 (x,, .... x,) ——> 8. '

St dung khéai niém héi tu theo xac suét § chuong III, ta c6
thé thiy ring néu 6 la udc lugng tiém can khéng chéch cua 6
(tic 12 imE#=0) va limVé =0 thi § s& 1a uéc lugng vilng.

n—x noow

R6 rang X va S? (hoic §?) 1a cac udc lugng viing tuong Ung
cua EX va VX, tan suat miu la udc lugng viing cua xac suit
tuong Ung.

3. Udc lugng hiéu qua

Trong 18p cac ube lugng khéng chéch cua € viée so sanh hai
uée lugng theo nghia ton that dua vé so sanh hai phuong sai.

Pinh nghia 3. Thong ké 6 dudc goi 14 wdc luong hiéu qud
cua 6, néu nd 1a udc luong khéng chéch c6 phuong sai bé nhat.

Ngudi ta da ching minh dugde ring néu 6 1a ude lugng
hiéu qua cua #thi phuodng sai cua né la

Vo - 1 , (3.2)
. EF@_EB’E)}
o0 ]
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trong d6 fix, & 12 ham mat do cua bién ngiu nhién gic cam
sinh ra tap mau dang xét. Nhu vay v4i moi udc lugng khéng
chéch bat ky cla 6 ta ludn c6 phudng sai 16n hon V@ trong
(3.2), sau nay (3.2) dudc goi la gidi han Cra-me — Rao.

Thi du 3.1. Néu bién ngau nhién goc X ~ dﬁ”(a, cz) thi

trung binh mau X 1a uéc lugng hiéu qua cua ky vong EX = a.
. e = 1 E o’

Giai. Ta da biét X = _ZXi ~oH | a,—|.

n 4= n

Mat khac X ¢6 phan ph6i chuin, nén néu f(x, a) la ham mat d6
cua X,

I _(x-a) /20
x,a- = e ’
f( ) oN2n
%mf(x, a)= xO;a.
dlnf(x, a) ’ 2
Vay nE : } =nE(x_2aJ :_7_1,?
oa ol o

va VX chinh bing nghich dao ¢*/n. Vay X 1a udc lugrg hiéu
qua cua a.

Ban doc hay chiing minh tan suit mau f la uéc lugrg hiéu
qua cua xac suit bién ngau nhién goc X tuin theo luat Bé:-nu-li.
Dé ¥ 1a nghich dao cta (3.2) thudng mang tén goi l1a luong
thong tin Phi-so cua mau tuong tng hay dung trong 1y -huyét
thoéng tin.

3.3. Cac phuong phap udc iuong

1. St dung cde ddc trung mau

Cach uéc lugng nay dua vé stt dung cac dac trung di mhéc
té1 6-,§2 la trung binh mau, phudng sai miu hiéu chinh, {6 léch
chuan mau hiéu chinh...
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2. Phuong phdp mémen

Day 1a phuong phép thuc nghiém dua trén sy kién ly thuyét
14 cdc m6é men méau ciia mot tap mau ngau nhién cé bién goc X
hoi tu hau chic chin vé cac mé men ly thuyét tuong iing cua X.
Nhu vay néu ky hiéu 8 bay gio la véc to k chiéu 8= (8, ...,6),
m,;(6) 12 mbé men ly thuyét cdp j, m;e, n) — mdémen thuc nghiém
cdp j, udc lugng theo phuong phap md men cia véc to tham sé
8 duge tim bang cach giai hé phuong trinh

ml.(g) =m, (e n),

m,, (6) = m, (e, n).

Thi du 3.2. Cho bién géc X tuan theo luat gam-ma X ~ y
(r, 7). Dung phudng phap mé men tim udc lugng cua r va A

Giai. Tu két qua chuong 11, ta dua vé giai hé
EX=-1-X;

A
VX = ,1% =S,
Suy ra cac udc ludgng can tim la
_ —\2

x ._&
—7, r= o -
S S*

3. Phuong phdp hop ly nhat

Nguyén ly hop ly nhdt 1a tim gia tri cia 6 — ham cua quan
sat (x,, ..., x,) sao cho bao dam xac suét thu dudc cac quan sat
d6 16n nhat. Gia s bién goc X ¢6 phan phéi (ham mat d6) la
fix, 6); khi d6 ham hgp ly. ky hiéu la L(x. ), x ¢ day la vécto

A=

(x,, Xy -.., X,), Bcing cod thé 1a vécto,
L(x,H)fo(xi,é?). (3.3)
i=1
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Dé y 1a ham hgp 1y L(x, 6 c6 thé khong kha vi ddi véi 6 Ta
goi 6 la wdc luong hop ly nhdt clia 6 néu V6 (thudce tap tham
s6 nao do)

L(x, 6) > L(x, 6). (3.4)
Viéc tim 6 thdéa man (3.4) rat kho khian do ham haop 1y (3.3)
khéng 13 ham 16i va tat nhién thudng phi tuyén. Khong c6 1y
do nao dé dam bao cho 4 thdéa min (3.4) 1a duy nh4t, hoic 1a
khéng chéch (va vi thé khong thé hiéu qua).

Néu dam boéo cac gia thiét vé kha vi hai }1an ciia ham hap
1y, ta c6 tim hiéu diéu kién cin dé c6 cuc tri:

oL(x, 9)
ol
hodc tudng duong véi nod
oln L(x, )
o6
(3.5) c6 tén goi 1a phuong trinh hop ly nhdt, nhung nghiém cua
né khong duy nhat va vi vay chua chéc d8 14 nghiém cén tim.
Vi vay ta cAn ki€m tra diéu kién du
o* In L(x, 9)
06? .
f=6
Dé y trang trudng hdp roi rac, fix,, 6 trong (3.8) phai dudc thay
bang hdm xac suit p(x;, 6. Néu 614 mot véc to tham s0, cac dao
ham trong (3.5) phai hiéu dao ham theo vécto. May sao ngudi ta
da ching minh dudc rang néu phuong trinh (3.5) ¢6 nghiém duy
nhat thi khi 46 khong can kiém tra diéu kién du (3.6).

Thi du 3.3. Tim uéc luong hop 1y nhat cia tham sd A trong

phan phdi Poa-xong .2(2).

= 0. (3.5)

< 0. (3.5)

n

- 2.
Gla)l L(xl,...,xn, ,1) — e—nﬂ. e

x;

(theo 3.3);

n

[T
i=1
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)] 3 y
¢ nL(x]a- sxn’l):_n+}_zxi =0
oA A i=1

¢6 nghiém duy nhit = 1 =X.

Ciing dé dang kiém tra (dé ¥ cac x; déu duong):

InL
dA2

n
2
1% A
Thi du 3.4. Tim udc lugng hop ly nhat cta cac tham sd a

va ¢ clla phan phdi chuin aV(a, 02).

Giai. L(xl,...,xn,a, 0'2)=(20'27r) 2g 20

( n
cln L 1 Z
oa :crz- (xl-ma)-——O,
T dé < =1
oin L n 1 Zn 2
( do” :—20'2 +20’4 i:l(xi‘a) -0

Giai hé phuodng trinh trén va do tinh duy nh4t nghiém, ta cé
cac udc lugng hop 1y nhat

1!

. 5 IS
n.=1

23 s 1 o2
" =5 H;;(xi —X) :
Ngoai ra ta c6 cac phuong phap udc lugng khac khéng xét
d day nhu Bay-ét, dé léch bé nhdt... Cudl cung néu ham L
trong (3.3) phtc tap, viée tim 0 theo (3.5)—(3.6) rat khé khan;
khi dé ta phai dung cac thuat toan phi tuyén xap xi dang lap
ho#c Niu-ton — Rap-xon cai bién.
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§4. KHOANG TIN CAY

4.1. Uéc lugng khoang

Uéc lugng diém c6 mdt nhude di€ém co ban la khéng thé
bist duge d6 chinh xac cing nhu xac sudt dé udc lugng dé
chinh xac. Nhat 1a khi kich thuéc mau nho su sai 1éch cia uée
luong so véi gia tri that kha 16n va chi v8l mot sé khé danh gia
dude kha nang mdéc sai 1dm khi udc lugng l1a bao nhiéu. Dé
khéc phuc cdc han ché& d6, ngudi ta dua vao khai niém udc
lugng bang moét khoang gia tri. R6 rang uéc lugng khoang cé
dd tin cay cao hon nhiéu va cho phép xac dinh khach quan sai
s6 uée lugng. TAt nhién mot khoang uée lugng van c6 thé sai,
gidng nhu moi udc lugng khac, nhung khac véi uée lugng diém,
x4c suflt sai lAm c6 thé biét va trong chitng muc nao dé c6 thé
hy vong kiém soat duge. Néi nhu vay khéng cé nghia 1a khong
nén dung uéc lugng diém nita. NG vin cho ta mét théng tin
quan trong va uéc lugng khoang sé duge xay dung xung quanh
udc luong diém.

Tit d6, dé udc lugng mot tham gia s 6, phuong phap nay
chu truong xay dung mét théng ké nao d6 c6 luat phan phoi
xac dinh khong phu thudc 8 (nhung théng ké lai phu thudc).
Néu dua vao thong ké d6 ta tim dudc khoang gia tri (6, 6)
trong d6 6, va 6, phu thudc vao théng ké trén, sao cho véi mot
xac suit cho truéc tham s O roi vao khoang d6, thi khoang
(6, 6, sé udgc goi la khoang tin cdy véi d6 tin cdy da cho. Nhu
viynéud it 1 - a=y la do tin cay cho truédc, ta can xac dinh
6, va 6, sno cho

P6,<60 <6,)=1-aq. (4.1)

Do dai 6, — 6, sé dudc goi 1a dé dai cua khoang tin cdy.

Dé lam duge didu d6 quy tic chung nhu sau: Dau tién tim
mét thong ké G = G(x,, ..., x,, 6) sao cho phan phdi cua G xac
dinh hoan toan (khéng chita tham s§ 8 nita). Khi d6 véi d6 tin
cay 1 — a = y cho truée, ta tim cép gia tri o, va a, sao cho
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a, + a, = a (d€ ¥ tit ca chung déu duong) va tudng dng vdi
ching la cdc phan vi g, va g, , thoa man diéu kién

P(G<g,)=a, vaP(G>g,, )=a, (4.2)
RO rang
P(ga1 <G(x, ..., x,, )< gl_ag): l-ag-a,=1-a. (4.3)
Biang chc phép bién d6i tuong ducng ta dua bit ding thic
trong (4.3) vé dang 6, < 0 < 6, va
P(,<8<6)=1-aq;
@6 chinh 14 khoang tin cay can tim. Trong thuc t& ngudi ta
thudng chon dd tin cay kha 16n 1 — a = 0,95, 0,99 ho#c 0,999.

Kha nang mic sai 1am khi dung cac udc lugng khoang & day
bang a. :

4.2. Khoang tin cay cho ky vong

DAu tién ta gia su bién goc X~ «#{(a, ¢°) va tham sd a chua
biét, ngoai ra ta biét dudec miu quan sat dude cdm sinh tu X 1a
Xy, X3 ..., X,. Bai toan dat ra 1a tim khoang tin cay cho EX = a
v61 d0 tin cdy 1 — a cho trudec.

1. Bai todn 1 (phuodng sai ¢ = &) da biét)

Ta chon théng ké

G=7-2"%/n (4.4)
Oy
Tu gia thiét chuin cia X
ta thiy Z ~ o410, 1). Chon cép
a, va ay sao cho a4 + a4, = a va
tim cac phan vi (xem (4.2))

NolR

a
2
1 |

P(Z<z, )=a, 2 z
— 1-—-
P(Z(z]“az)z 1- a,.

2 3
Hinh 4.1. Phén phéi cua Z
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Do phén vi chuén ¢6 tinh chét z, =-z_, nén
P(_'zlv_”l <Z<Z]7”“):1_'(}. (4.5}

Dé v d6n (4.4) va giai hé bat phuong trinh trong (4.5) d61 vé: a,
ta thu dugc khoang tin cay can tim

(T(] e)

X -4 Zy_, ~a< X + Z, . {1.6)
Jn ’ Vn
Nhu vay d61 v6i do tin ciy 1— « cho trude, ta sé ¢o vé 6 ciap
a,, &, thoa man a, + a, = « va tudng Ung cb vd sd khoang tin
cay. Ta xét mot s6 trudng hop dic bibt:

) o aan e o
a) Khoang tin cay déi xung: Néu ta chon a, =a, = - (xem

R

hinh 4.1); tu (4.67 néu dat z, = 2 . (tra tu bang s6 2) ta ¢
1.

khoang
X - ,,,TC’;zb <r < X % —;:5—3:2{). (4 72
Jn Vv

. J‘ . - -~ , - 7 -, »
Dai lugng ¢ = —\/—,f—’.:zb dugce goi la dé chinh xdc cua ube lugng, néd
n

phan dnh d6 léch ctia trung binh mau so véi ky vong ly thuyét
vO1 do tin cay 1 - «a.
b)- Khodng tin cdy phdi: Néu chon @, = 0, @, = «a thi

z, , =+wo datz, =z, ,ta co khoang cin tim
- O
[.X - —izb, + os] (4. 8)
Jn |
¢) Khoang tin cdy trdi: Néu chon a, = a, a, = 0 thi
z,_, =+o dat z, =z, ,ta c6 khoang cin

- o
—0, X + —%2z, |. : (4.9
( - b] 4.9)
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Dé y z, trong (4.8) va (4.9) déu la phan vi chuan 1 — a. Khi tra
bang ham Lap-la-xa luu y ¢(z,) = é(z,_,) = é - a. Trong khi d6

{ ‘ _
cua (4.7) thoa man o(z,) = g/ﬁ! z = 1—3.

<z
4‘ \ [ ¥4
. 1-
AR 2

Vé1 cung d6 tin cay 1 — a. ro rang khoang tin cay cang
ngan cang tot. Theo nghia d6 khoang (4.7) 12 t&t nhat, chua ké
dén su d61 xting cta né ddi véi ky vong méu. Dé ¥ trong trudng
hgp nav do dai khoang tin cay sé la

2
To, . (4.10)

e
Coéng thic (4.10) cho ta thiay quan hé gitta d6 tin cay 1 — ¢,
dung lugng mau n va d6 chinh xéc¢ ¢ (hay d6 dai khoang tin
cay 2&). Néu biét 2 trong 36 3 tham s0, ta hoan toan xac dinh
dugc bién thit ba.

Thi du 4.1. Mot phan xuong muén ude lugng thdi gian
trung binh dé san xudt I ram giav. Gia su lugng thoi gian d6
tuan theo luat chuan véi o = 0,3 phut. Trén mot tap mau gém
36 ram thdl glan trung binh tinh duge 1a 1,2 phut/ram. Tinh
khoang tin cay 95% cho thoi gian son xudt trung binh trén.

2e =

Giai. Thong tin dau vao X =12 g,=03n=36 vaa=1-

95% = 5%. Ta chon khoang tin cay d6i xting (4.7), trudc tién

” N 2, < 3
tra bang ¢(z, ) = —2—2 = (0,475 dé c6 z, = 1,96; tu do

Xm%zb <EX<X+%zb
= [1,2 - -9’~3—-1,96; 1,2 + 2§—1,96J < (1,102; 1,298).

J36 J36

Thi du 4.2. Trong thi du 4.1 néu ta mudn d6 chinh xac cua
udc lugng tang gap déi nhung do tin cay khong a1 = 0,95 thi
cin nghién cu mau cé kich thudc bing bao nhiéu?
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Gidi. Do & thi du 4.1, d8 chinh x4c cia uéc lugng bing
0,098; nén dé né tiang gap d6i ta cdn c6 ¢ = 0,049. Theo (4.10)
ta cAn mau c6 dung lugng

0 2
n>0z2, = ——(—(—)—’—9317(1,96)2 ~142.
2 (0,049)

Cudi cung tu (4.10) ta ¢6 hai nhén xét:

— Khi kich thuéc mau téng va do tin cAy gid nguyén thi ¢
giam hay d6 chinh xac cia uéc lugng ting.

— Ngugc lai néu tang d6 tin cay va gitt nguyén kich thudc
mau, do gia tri phan vi chuan ting nén ¢ ting lam cho d6
chinh xéc cua udc ludgng giam di.

2. Bai todn 2 (phudng sai o chua biét)

Trong trudng hop nay dau tién ta phai uéc lugng o bang
phuong sai mau hiéu chinh, sau dé chon théng ké

% -a -

G=T-= vn. (4.11)

S

Theo (2.15) ta biét théng ké 7" tuan theo luat Stiu-don véin — 1
bac tu do, mit khac hinh dang cia mat d6 phéan phéi nay rit
gin v8i chudn, nén cach ude luong rat giéng véi bai toan 1. Ta
tim phén vi

P(T <ty g ) =q ; P(T <ty11-g, ) =1-a,
vado o, + a, = anén
P(T<t,,,)=a;P(T<t,,,,)=1-a,. (4.12)
So sanh (4.13) dudi day vdi (4.6) ta thay chi khac nhau ¢ hai
ché: thay o, bang s va thay gia tri bang Lap-la-xo bang bang
Stiu-don. Tt 6 gidng nhu trong (4.7) — (4.9):
a) Khodng tin cdy dét xing: tra bang tinh ¢, =¢ , Vva

n-1, 1=
2

ta co
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(X—%tb;)_f+—-j;l_—tb]. (4.13)

b) Khoang tin cdy phdi: tra bang tim ¢, = ¢,_, ;.. va

.(X”J;‘b’+°°]

c) Khoang tin cdy trdi: véi cung gia tri bang ¢ phan b)

=y S
-0, X +—=1; |.

Thi du 4.3. Mot 16 banh muén udc lugng trong lugng trung
binh cua sé bét dung hang ngay (gia su lugng bdt tuln theo
luat chuan). Véi két qua thong ké ciia 14 ngay ta ¢6 uée lugng
diém cua a la 17,3kg vdi s = 4,5kg. Xay dung khoéng tin cay
99% cho trong lugng trung binh a.

Gidi. S6'lieu ddu vao X =17,3;s=45;n=14val—-a=
99%. Ta tra bang Stiu-ddn ¢, = t,5 (995 = 3,012. Tt d6 khoang

tin cay 99% sé la

(}? 353012, X+ 20 3 J: (136,77; 209,23).
14 12

Thi du 4.4. Ta mudn danh gia nhiét d6 1én nhit trung
binh & tinh Lam Péng vao ngay 25 thang 9 (gia su nhiét d4 d6
tudn theo luat chuén). Nhiét d6 cao nhit & 5 viing ctia tinh do
dude trong ngay hom d6 la 25, 27, 29, 32 va 33°C. Hay xac
dinh khoang tin cay 95% cho nhiét d6 cao nhat trung binh
trong ngay dang xét. |

Gidi: Goi X lanhiét ddcaonhdtd [ x [,_ ¥ (x— X)

Lam Dong vao ngay 25/9, ta da c¢6 |95 | _49.] 1764

X—-af"(a, 02). Do chua ¢6 cac dic | 27 | -2,2 8,84

trung mau nén ta cén tinh 29 | 0,2 0,04

32 | 28 | 17,84
$-146_o9g0.5- [4%8 _335- [33 | 3,8 | 14,44

5 4 146 | 44,8
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Tra bang Stiu-ddn ¢, = t,447; = 2,776, ta c6

> S 5 S 33,5 33,5 -
[X =X ﬁth_(%,z 276,292+ .2,7:6]
= (25,04:; 33,36).

DPé ¥ day 1a khoang tin ciy 95% tinh trén bd s liéu cu thé
cua thi du, né hoan toan khéng c6 nghia la xac suat dé trung
binh that roi vao khoang tin cay trén la 0,95. Bdi vay klong
nén quén rang do tin cay 95% cta mdt khoang nao d6 dugc
hiéu theo nghia théng ké (tdc 1a néu ci lam thi nghiém 100
l14n véi cac khoang tin cay 95% thi c6 khoang 95 lan gié tri
trung binh that nam trong khoang d06).

Néu dung lugng mau n > 30, thong ké T trong (4.11) <& ¢6
phan phdi tiém can chuin o#(0, 1), va viéc tim khoang uédc
lugng véi @6 tin cay 1 — a dude lam gidng nhu bai toan 1, véi oy
dudc thay bdng d6 léch chuiin miu hiéu chinh s. Luu y 1a
trong cac bai toan va thi du ¢ day, ta luén ludn cé gia thuyét
chuan clia phan phéi géc.

4.3. Khoang tin cay cho ty 1é

Néu bién ngiu nhién géc khéng tuan theo luat phan phai
chudn, viée xac dinh khoang tin cay cho EX sé rat phic tap va
do1 hoi céac ky thuat hién dai hon. Tuy nhién trong trudng hgp
n & 16n, ca hai thong ké Z trong (4.4) va T trong (4.11) déu ¢6
phan phéi xdp xi chuan ¢#(0, 1). Do d6 cac thu tuc ude lugng
khoang lam giéng nhu bai toan 1 dd néi dén 6 muc trén.

Ta xét mdt trudng hop cu thé khi dau hiéu X -~ 2 (1, p)
(phan phéi Béc-nu-li). Khi d6 néu ta chon ra phéan t ti tap
nén (theo dang mau ngau nhién) thi s6 1an xudt hién ddu hiéu

quan tdm X, cang phan phéi véi X. Nhu vay X = lZXi chinh
N

la tdn suat udc lugng diém cla x&c sudt hay ti 1&é p = EX.
Mit khéac tit két qua chuong II, nX sé& c6 phan phéi nhi thuc
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p(1-p)

B, p),ttddEX=pvaVX = . Néu ta chon théng ké

P m - ~ A’ e A” A Ar .« A~
(v61 f = —1a tan sulit mau xuit hién dau hiéu quan tam)
n

A b B (4.14)
p(1 - p)
thi khi n kha 16n Z—L— o#7(0, 1).

Bai toan 3 (tim thay khoang tin cay 1 — « cho ty 1é (xac
suit))

Dua vao (4.14) ta c¢6 hai cach di tim khoang tin cAy khi n
du 16n.

1) Theo cach lam 6 trén chon a, = o, =—62i (xem bai toan 1)
va tu (4.5) — (4.6) ta cb

-2 < f-p Jn <z,

yp(1-p)

v6i z, =z _ (khoang tin ciy d61 xing). Giai hé bat phuong
1-2

trinh trén d61 véi p
n(f - p)2 <p(l- P)Z:
<:>(n +z§)p2 —(2nf+z§)p+nf2 < 0.

(+iai va tim nghiém phuong trinh bac 2 & v& trai, ta ¢6 2 nghiém

1 1 .
nf+—2—zi tzb\/nf(l—f)+ Zzﬁ
p]& p2 = 2 (4'15)

n+zb

va khoang tin céy can tim sé 12 (p,, p,), V6l p, < p,. Tuy nhién
viéc tinh toan theo (4.15) sé kha khé khan.
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2. Ta tim uéc lugng khoang gin ding theo cach khac. Dé y
néu n kha 16n, thong ké

Z2=—1ZP [m i ,o001)
f(1-f)
v61 VX = p(1 — p) dudc thay bang udc lugng di€ém f(1 — f). Bay
gid quy trinh giai bai toan 1 da c6 thé duge ap dung (X thay
bing f, of thay bang f(1 -5, ...)
f(1-1) f(1-f)

f - n zl-az < p < f_ n zl—a, .

T 46 (xem (4.7) — (4.9))
a) Khoang tin cdy déi xiing: z, = z
i

a

(f_zb =, f+szJ. (4.16)

b) Khodng tin cdy phai: z, = z,_, va
1 —
{f—zb\/u; +oo}. (4.173)
n

c) Khoang tin cdy trdi: véi z, nhu trén

[—oo; f+z ﬂ}-_—f) } (4.17b)

n

Cudi cung, néu ky hiéu ¢1a d6 chinh x4c cia udc lugng khoang
dé1 xing, ta ¢6 quan hé (xem (4.10)):

F-1)

2 _ 2
£ =———-—"2" .

. n 1"5

Thi du 4.5. Kiém tra ngiu nhién 600 san phdm cua mét
may dap thiy c6 24 ph& phiam. Vi d6 tin cay 1 — a = 95% hay
uée lugng ty 1&é phé phim t6i da cia may do.
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Gidi. Goi p 12 xac suat ra ph& pham ctia may trén hay p 1a
xAc sudt xuit hién d4u hiéu phé phdm cta san phiam nao d6
va ta c6 thé dung quy trinh bai toan 3. 0 day n = 600 (kha
16n), ty 1é phé phdm méu f = 24/600 = 0,04. Ta sé dung khoang
tin cay trai (xem 4.17b); trude tién tim phéan vi chuin z, =z, _,

(néu tra bang Lap-la-x¢ ¢(z,) = —%—- a =0,45) ta tim dugc z, =

1,64; tu do
1 - _
[—oo§f + ————f( f)zb} - ("00; 0,04 + \/m"""—o’og(.)(())’QG- 1,64]

n

hay ty 1é phé& pham t8i da 1a 0,05312 = 5,312%.

Thi du 4.6. Phong van 400 ngudi 6 mdt khu vuc 300000
ngudi thay c6 240 ngudi ung hd du luat A. Véi d6 tin cay 0,95
hay udc lugng s6 ngudi tng ho du luat A trong khu vuc bing
khoang tin ciy dé1 xiing.

Giai. Goi p 1a ty 1&é nguoi ang ho dy luat A va ta sé su dung
két qua (4.16). Theo dau bai f = 240/400 = 0,6; « = 0,05; phan
vi chuéin 2, = Zo05 = 1,96 (#(1,96) = 0,475), vay khoang tin

cdy can tim cua p 1a

06‘fQ6Q4JB&QG+IQ6Q4J£6
: 400 400

= 0,5522 < p < 0,6478.

Do d6 khoang tin ciy cua sé ngudi ung hd du luat A 6 vang d6 1a
(300000. 0,5522; 300000. 0,6478) = (165660; 194340).

Néu ta st dung céng thic (4.15) khoang tin cay sé 1a (0,5513;

0,6468) i véi p va (165390; 194040) ddi v6i s& ngudi ang hé

du luat A.
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Ta c6 thé tom tit cac két qua cia muc 4.2 va 4.3 nhu saw:

o da cho lokhf)ng biét

n béy n l6n n béy n I6n
X~®lx-ai-' X~®lX~cA" X«-@leyi-’ X~® X ~ot
v vV v v v ¥
Phuong Giai X3p xi Giadi Phuong Giai Xapxi
phap dung (4.4) diang phap dung (4.4)
khac (4.4) : (4.4) khac (4.11) (oy = 8)
¥ v

Gididing X&p xi (4.4)
(4.11) (op = 5)

4.4. Khoang tin cay cho phuong sai

Bai todn 4. Gia su X ~ aV(a, 02) va dd tincay 1 — a da
cho. Ta cAn xac dinh khoang tin cay tuong 1ing cho VX = &
dua trén mau x,, x,, ..., x, dudc cam sinh badi bién gbc X.

Quy trinh xay dung khoang tin cay dua trén su kién

n

, (e 2%

X = = ~ 2% (n - 1); (4.18)
o o
Z(xi - a)2 _
=4 > ~ 2°(n). (4.19)

T d6 ta 1am gidng nhu trong muc 4.2, chia bai toan thanh hai
truong hgp:

1) Néu a = a, da biét, su dung théng ké (4.19) va chon q;,
a,, sao cho a, + a, = a, sau 46 tim cac phan vi

P(y* <pp.)=a; P(X* <xi,.)=1-a,

Tudésuyra P(y,, <x*<zi . .)=1-a
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hay khoang tin cay 1- a ctua ¢°1a

[ n

i=1

n

Z(xi _a0)2 Z(xi —Q )2

. =l

AN

Ta xét mot sé trudng hop cu thé caa (4.20):

a) Néu a;, =a, = %, khoang (4.20) tré thanh

n

i=1

2
zn,haz

]

2
zn,a,

h

-/

n

Z(xz —a0)2 Z(xl. “ao)2

.o =]

b) Néu a, = 0, a, = a, ta c6 khoang tin cay phai

(% -a, )2

[

2

i=1

! 2
n

a 4
2

R

\

\

¢) Néu o, = @, a, = 0, ta c6 khoang tin cay trai

p

\

__CD‘

b

2
Zn,l—a

n

i=1

s+ 00 |,

/

(x; - a, )2

2
An,a

/

J

(4.20)

(4.21)

(4.21a)

(4.21b)

2) Néu a chua biét, ta thay né bang udc lugng X va su
dung théng ké (4.18). Cach lam giéng nhu 6 trén va ban doc tu

tim ra két qua. Ching han trudng hgp chon g, = a, =%— thi

(4.21) tro thanh
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(4.22)

Thi du 4.7. Cho khéi lugng mot loai san pham tuian theo
luat phan phdi chuin. Can thi tiing san pham ctia mét méu
ngau nhién gom 25 don vi, ta c6 két qua

Khéi lugng 293 297 30 305 30,7

4 5 8 3 3

Véi @6 tin cdy 95% hay tim khoang tin ciy cho phuong sai cua
khéi lugng san pham trong 2 trudng hop: a) biét ky vong a = 30;
b) khong biét ky vong.

o A
S6 san pham

Giai. Dau tién xac dinh cac dic trung mau

5
==Y, - %(29,3.4 +29,7.5 + 30.8 + 30,5.5 + 30,7.3)

24s* = > (x; - 30,012)" n; = 5,1264.

i=1
a) Ta dung (4.21), v6i a, = 30, va khoang tin cay can tim la
513 513 | (513 513
(2’35; 0,975 ’ 2’55; 0,025 ) ) (40’65 113,12

b) Dung (4.22), khoang tin cay cin tim

51264 5,1264 | (5,1264 5,1254
_ ’ 39,36 ' 12,40

J =(0,1262; 0,3910).

> 5 ] =(0,1302; 0,4134).
X24;0975 X24; 0,025
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BAI TAP
Diém thi tiéng Anh ctia mét 16p hoc sinh nhu sau:

68 52 49 69 56 41

74 79 59 81 57 42

88 87 60 65 55 47

65 68 50 18 61 90

85 66 65 72 63 95
a) Xac dinh bang phan phéi thuc nghiém va da giac tan
suit tudng ung.
b) Tinh cac sé dic trung mau: trung binh, mét, trung vi,
phuodng sai.
Thong ké s6 km da chay cua 100 xe tai cia mot hang trong
nim 1997:

S6 km So xe tai

10000 — 14000 5

14000 — 18000 10

18000 - 22000 11

22000 - 26000 20

26000 -- 30000 25

30000 — 34000 13

34000 — 38000 12

38000 — 42000 4
a) Dung biéu dé va da giac tan suat.
b) Tinh cac s6 dac trung mau: trung binh, mét va trung vi.
Cho biét ¥y nghia cuaa ching.
¢) Phan phdi mau khong d61 xiing, hay giai thich tai sao?
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3.
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Thu nh4p gia dinh ndm cta hai nhém din ¢ hai lang mét
huyén nho la:
Thu nhap ndm (dong) S6 gia dinh
nhém A nhém B

1250000 — 13060000 4 2
1300000 — 1350000 40 20
1350000 — 1400000 73 32
1400000 — 1450000 52 o8
1450000 — 1500000 23 34
1500000 — 1550000 8 31
1550000 — 1600000 - 15

1600000 trg 1én — 8

a) Tinh thu nhap trung binh nim cua hai nhém gia dinh
trén.

b) Tinh mét cta thu nhép cua hai nhém gia dinh.
¢) So sanh va phén tich tinh trang thu nhap cua nhém A va B.
S6 km phai di cla 6 hoc sinh mét 18p budi t&i nhu sau:
Hocsinh | 1 2 3 4 5 6
Skm | 1 4 9 8 6 5

a) Tinh khoang cach trung binh. |

b) Tinh cac s8 dic trung mau cua khoang cach: mét va
trung vi.

Gi4a cua mdt loai bat dong san 6 mdt vang dén cu la

180 165 151 148 145 121 110 110 105 100
100 100 100 98 95 95 90 90 90 85

84 83 82 8 8 75 72 T2 68 65

61 61 60 60 60 5H8 b7 56 55 55

54 54 53 52 51 50 50 50O 560 50

50 49 46 45 45 41 41 40 40 38
38 36 35 35



a) Xac dinh bang phan phdi thuc nghiém (lay d6 dai
khoang bang 30 va bat dau ti gia tri 30).
b) Xay dung bidu db va da giac tin suAt.
¢) Tinh céc s6 dic trung mau theo bang phan phéi d muc a,
sau d6 so sanh vdi két qua tinh tryc tiép (trung binh,
phudng sai, mét va trung vi).
S6 lugng khach hang dén mua ¢ mét cua hang trong vong
1 ngay dudc thong ké nhu sau:

S6 khach Sé ngay

95 - 1056 4

105-115 14

115 - 125 18

125 -135 15

135 - 145 10

145 - 155 7

15656 - 165 2
Hay xac dinh cac sd déc trung miu (trung binh, phuong
sai, 46 léch chuén, mét, trung vi, mémen cip 1 va 2) cla
s6 khach.

Diéu tra 1600 gia dinh cé 4 con ta c6 két qua

S6 con trai ‘ 0 1 2 3 4
S6giadinh | 111 367 576 428 118

Xac dinh ky vong miu va phuong sai mau hiéu chinh.
Cho 8 s0 liéu do cung mdt dai luong thiét bi do khoéng cé
sal sd hé théng

369 378 365 420 385 401 372 383
Hay tinh udc luong khéng chéch cua phuong sai sai s6 do
trong hai trudng hdp: a) biét s& do that bang 375; b) khong
biét s do that.
Theo do6i thoi gian hoan thanh mot san phéqmr cua hai
nhém c6ng nhan
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10.

11.

12.

13.

14.
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Thoi gian | 43 44 50 55 60 65
— Nhém 1

S6 ngudi | 2 5 15 20 5 3

Thoigian | 45 49 53 60
S6ngusi | 2 41 5 1

Tinh trung binh mau va phudng sai mau hiéu chinh cta
thdi gian hoan thanh san pham cta ting nhém va binh
luan két qua.

Mot 16 hang gém n linh kién (n rat 16n). Nguoi ta chon
ngiu nhién ra m linh kién, danh ddu chung réi tra lai 16
hang. Sau khi tron k¥, chon ngau nhién ra & linh kién thi
thay c¢6 [ chiéc chiéc bi danh dau (k¢ kha bé so v61 n). Hay
xac dinh uée lugng hop 1y nhat cho sé lugng n.

— Nhém 2

o) mot cong truong xay dung 16n luong trung binh cia mét
céng nhan la 600000 dong véi dd léch chudn 1la 50000
d6ng. Tinh x4c suit dé luong trung binh cia mdt nhém 50
cong nhan chon ngiu nhién nam trong khoang tit 610000
dén 650000 dong.
Biét ty 16 phé pham ctia mét 16 hang 14 5%. Tim xac suit
d€ khi chon ra 400 san phim tir 16 hang trén (véi s6 lugng
rat 16n) thi c¢6 trén 9% phé pham.
Trong 3500 sinh vién ndm thi nhit cia truong dai hoc
Bach khoa ¢6 28% mudn hoc nghanh dién ti — vién thong.
Chon ngau nhién ra mét nhém sinh vién 350 ngudi (cua
nam thd nhat d6). Tinh ty 1& trung binh cua s§ sinh vién
mudén hoc nganh dién ti — vién théng trong nhém sinh
vién trén.
Nhiét d6 cua 24 thanh phd Viét Nam & cung mot gid va
mot ngay trong thang 7 nhu sau:

36 30 31 32 31 40 37 29

41 37 35 34 34 35 32 33

35 33 33 31 34 34 35 32

X4y dung khoang tin cay 99% cho nhiét d6 trung binh trén.



15.

16.

17.

18,

19.

20.

21.

22.

Nguoi ta muén udc lugng s6 lan goi trung binh cia mét
tong dai dién thoai trong vong 1 ngay. Théng ké trong
vong 50 ngay cho s 1an goi trung binh 1a 525 véi s = 52.
Hay xéc dinh khoang tin cay 90% cho s& lan goi trung binh
do.

Chiéu cao trung binh cia mdt nhém hoc sinh gbm 20 em 1a
1,65 m v6i d6 léch chudn méu 1a 0,2 m. Xay dung khoang
tin cay 95% cho chiéu cao trung binh ctia toan bd hoc sinh.
Chon ngau nhién 50 sinh vién § mdt truong dai hoc thi
thdy c6 21 ntt. Hay uéc lugng ty 1& nit 6 trudng dai hoc d6
v61 d6 tin cay 90%.

Mot thiét bi do c¢6 hai dung sai 1a 0,2 cm. Thong ké 25 lan
do céc chi tiét cung loai ta c6 d6 dai trung binh 13 15,2 cm.
Hay udc lugng d6 dai trung binh cta loai chi tiét trén véi
do tin cay 99% (gia su sai sd do khong c6 tinh hé thong).
Kiém tra ngiu nhién 500 san pham cua mdt nha may thi
th&y c6 240 san pham loai A. Hay udc lugng ty 1& san
pham loai A t6i thiéu ciia nha may véi d6 tin cay 95%.
Theo déi 100 sinh vién dé xac dinh s6 gid tu hoc (X), két
qua nhu sau: X = 4,01 véi s = 3,51. Hay tim khoang tin
cay 95% cho sd gio tu hoc trung binh cta sinh vién. Thu
ude lugng ty 1é sinh vién khéng tu hoc.

Trén mot mau gébm 26 s liéu nguoi ta tinh dude dd dai
trung binh X = 30,2, véis® = 6,25. Tim khoang tin cay 95%
cho phuong sai.

Dé udc lugng xac suit mac bénh A vdi d6 tin cay 95% va
sal s6 khdng vugt qua 2% thi cAn kham bao nhiéu ngudi,
biét rang ty léc méc bénh A thuc nghiém da cho bing 0,8.
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Chuong V
KIEM DINH GIA THUYET

§1. GIA THUYET THONG KE VA QUY TAC KIEM DINH

1.1. Gia thuyét théng ké

Trong nhi€u linh vuc ddi séng kinh t& — x& hoéi ching ta
hay néu ra cic nhan xét khac nhau vé cac do1 tudgng quan tam.
Nhitng nhén xét nhu vay thudng dugc coi la cac gia thuyét,
ching ¢6 thé ding va ciing c6 thé sai. VAn dé xac dinh ddng
sai cua mot gia thuyét sé dude goi 12 kiém dinh.

Trong thdng ké ching ta xuit phat ti mot mau x,, x,, ...,
x, chon tit mdt tap nén chua biét phan phdi hoic c¢6 phan phdi
F(x, & nhung chua biét tham s& 6. Ta c6 thé phat biéu nhiéu
nhan xét khac nhau vé cac yéu té chua biét — d6 1a cac gia
thuyét théng ké (thi du phan phéi tdp nén c¢6 dang chuin,
tham s8 ky vong bang mét s6 cho truéde...). N&u tham sé 8 chua
biét va gia thuyét 6 bing gia tri cu thé 6, duge dua ra, ta néi
rang c6 mot gid thuyét don; néu khac di, ta c6 gid thuyét phic.
Viéc kiém dinh mét gia thuyét don thuong dé dang hon.

Gia thuyét dude dua ra kiém dinh duge goi la gid thuyét
gbc, ky hiéu 1la Hy; n6 thuong 1a gia thuyét don trong cac bai
toan ki€ém dinh tham s8. Cac gia thuyét khac véi géc dude goi
14 gid thuyét déi hay déi thuyét (co thé don hoic phice), ky hiéu
la H,. Ta thira nhan khi &3 chon cip H,, H, thi viéc chidp nhén
H, sé chinh 14 bac bé H, va ngudc lai. Viéc kiém dinh mét gia
thuyét 12 ding hay sai dua trén théng tin mau sé duge goi la
kiém dinh thong ké.

Chéng han khi nghién cttu thu nhép clia cu dan mét thanh
phé nao d6, ta c6 thé dua ra nhiéu gia thuyét khac nhau:
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— Thu nhap cta cu dan tuin theo luat phan phéi chuan
(Hy) hodc khong tuan theo luat d6 (H,).

- Thu nh4p trung binh nam 14 50 triéu déng (H,) v4i nhiéu
dang d61 thuyét khac nhau: thi du # 50 triéu, > 50 triéu hoic
< 50 triéu déng...

1.2. Quy tic kiém dinh gia thuyét

Nguyén tdc chung cta kiém dinh giad thuyét théng ké la
dua trén nguyén ly xdc sudt nho: mot su kién c6 xac suat xuit
hién kha bé thi ¢6 thé coi ring né khdng xay ra khi thuc hién
mot phép thit cé lién quan dén su kién d6. Tuy nhién trong
thuc t&, van dé phic tap va té& nhi hon nhiéu.

1. Tiéu chudn kiém dinh

Tiéu chuin dudc xay dung rd rang phai don gian va dua

trén cac théng tin mau x,, x,, ..., x,. Théng thudng ngudi ta
chon mot théng ké
K= K(xl, Xo, ...,xn) (1.1)

c6 thé phu thude vao tham s& da biét trong gia thuyét H,. Néu
gia thuyét H, ding thi luat phan phél cta K phai hoan toan xac
dinh. Mot théng ké nhu vay dugc goi 12 tiéu chuén kiém dinh.

2. Quy tdc kiém dinh

Néu ta thanh cong trong viéc chia mién xac dinh cua tiéu
chuan (1.1) thanh hai phdn B

a

va B, trong d6 B, 1a mién bdc
b6 H,, con B, 1a mién chdp nhén H,, thi quy téc kiém dinh
kha don gian: Néu K tinh trén mau cé gia tri thuéc mién B, ta
bac bo Hy; néu ngugc lai ta chap nhan H,. Mién bac bé H, dudc
gol 1a mién tdi han cua tiéu chuan K.

Nhu vay, néu ta dung quy tic nhu trén, c6 thé méic hai
loai sail lam sau day:
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— Sai lam loai 1: bac bo mét gia thuyét ding;

— Sai lam loai 2: chap nhan mét gia thuyét sai.

Do gia thiét K c¢6 phan phéi xac dinh khi H, ding va néu
goi a1 xac suit dé xay ra sai ldm loai 1 thi

a=P(K, cB,| H, ding ), (1.2)

tn

trong dé K, chinh 14 gia tri cia K trén miu cu thé dang xét.
Tuong tu néu goi F1a xac sudt pham sai lam loai 2, thi

p=P(K, B, H, sai). (1.3)

tn

Nguoi ta hay goi xac sudt bac bo gia thuyét sai 1 — 8 1a luc
luong cua tiéu chuin K.

T4t nhién ching ta mong mudn ca hail xac sudt (1.2) va
(1.3) cang bé cang tdét. Trong thuc t& ta khong thé ddng thsoi
lam giam ca hai xac suat d6, bdi vi cit a giam thi S ting va
ngude lai. Thong thudng do sai lam loai 1 d& kiém soat va (1.2)
dé tinh hon nén ngudi ta hay lua chon truéc a nhu la mot
ngudng dé xac suit pham sai lam loai 1 luén nho hon a da bé
d6. Cac gia tri cia « c6 thé 1a 0,1; 0,05; 0,01; 0,001... phu
thudc vao yéu cau cta thuc t€ va nha nghién ctu; gia tri «a
dudc goi 1a muc y nghia cla quy téc kiém dinh (hay cuaa tiéu
chuén kiém dinh tuong ing). Quy tic véi mic ¥ nghia a dugce
goi 14 manh nhdt néu né co6 luc lugng 16n nhat.

Thi du 1.1. Theo Nay-man — Piéc-xon: “Néu & = (x,, ..., x,,
c6 phan phoi f,(.) duéi gia thuyét Hy,: 6 = 6, vd phan phéi £,()
duéi d61 thuyét H,: 6= 6, # 6,, ngoai ra cho 0 < o < 1 sao cho tén
tai mot s8 ko 48 P(f,() > kafol) | Ho) = o thi B, = {2 : fy(2) >
k[, ()} sé 1a mién bac bd H, cia tiéu chudn manh nhat cho
bai toan kiém dinh gia thuyét don H, d8i v4i thuyét don H,”.
Ap dung vao bai toan kiém dinh H,: 0= 3, d6i thuyét H,: 0= 4;
c6n=9, X =235 va phan ph6i nén o110, 25) (a = 0,05).
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Gidi. Do tap nén c6 phan phéi chuén o#(6, ¢ nén
1 2
-5 2.(x-6;)
ﬁ(f)=—1 e 20 ; J=0; 1.

n

(27{02 )5'

T biéu thdc xac dinh mién téi han B, trong b8 dé va cong
thuc trén suy ra

(6,-6,)3 x, -2(67-62) 2 o’ Ink,
i=1

N

va
B ol % 26” Ink, +n(6} - 6;) L0
a = XX, ) > 271(91 _90) '"AO ! ’
trong d6 A, xac dinh ti P()_( > A0|HO) =a, X =—1—(3c1 + ...+ X, ).
n |

Trong bai toan a4p dung X = 2,35 con A, dude xac dinh dua
vao gid thuyét chuin

P(X‘ > A0|HO) = (2{_——5_—31\/5 > A05_ 3\/§J =0,05.

T bang Lap-la-xo ta cé A°5_ 3 3=1,645, tu d6 A, = 5,74. RS

rang X = 2,35 <A, vd 2 € B, nén khéng c6 co sd dé bac bd
gia thuyét H,: 6= 3.

Cha y 1a tit thi du trén ta thay khi xéc dinh dugc tiéu
chudn kiém dinh, vé mat nguyén tic c¢6 thé tinh dugdc cac xac
suft (1.2) va (1.3) néu biét duge ngudng phan chia mién bac bo
H, v61 mién chdp nhén nb.

Thi du 1.2. Tim cac xac suat pham sai lam loai 1 va loai 2
trong thi du 1.1, néu chon ngudng A, = 5,5.
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Gidi. Tl cong thic (1.4), do X ~ o#(3; 25) khi H,, dting
o =P(X >55|H,)= P(E—ZE-B > 2073 3]
5 5
. X-3 NPT
va do Z =-—~—5——.3 ~o#'(0,1)nén dé thdy a = P(Z >15) = 0,5 -

#1,5) = 0,56 — 0,4332 = 0,0668. Con xac sudt pham sai lam
loai hai

p=P(X <55

H,),

do khi H, ding Z - -’-(5‘—4,.3 - o#(0,1)nén f= PZ <0,9) = 05

+ ¢(0{9) =0,6+0,3159 = 0,8159 kh4 l6n.

1.3. Cac dang mién téi han
Trong thuc t&, ngudi ta chon mién téi han cla tiéu chuan
K phu thudc vao cap gia thuyét H,; H, nhu sau:
. 1 NéuH,ladolap (H,= 06
=6, v61 H: 8 # 6,), ta chon cac
phéan vi K,,, va K, ,,, (xem hinh

5.1) sao cho (dua vao phan phdi @/2 al2
cua K khi H, dang) _
a L L

P(K>K1_a/2|Ho)=§i ’ Hinh 5.1 -

P(K <K, H,) =%
Khi d6 mién t4i han
Ba = (_Oo’ Ka/Z) W (Klva/2’ +OO)'

2) Néu H, bat dé1 xtng léch '
vé trai (thi du H;: 8 < @), ta -
chon mién téi han léch vé bén K.
tral (hinh 5.2). Dua vao phan Hinh 5.2
phdi cia K khi H, ding, ta xac
dinh phan vi K, sao cho
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P(K < K,|H, = a) va mién téi han B, 1a (~o, K,).

3) Tuong tu néu H, bat doi
xtng léch vé phai (thidu H;: 6 >
8,), ta chon B, léch vé bén phai
(hinh 5.3). Dua vao phan phoi a
cua K khi H, ding, ta xac dinh

K, . sao cho P(K > K. . H) =« '
va mién tdi han B, 1a (K, ., +. Hinh 5.3

-«

§2. CAC KIEM BINH DUNG MOT MAU

2.1. Kiém dinh vé ky vong
Gid st mdu x,, x;, ..., x, dugc chon tit bién géc X ~(a, o).
Bai toan dat ra 1a véi mic ¥ nghia « cho trudc hay kiém dinh
gia thuyét Hy: a = a, (a, 43 cho).
1. Bai todn 1 (phuong sai ¢® = of da biét)
Ta chon tiéu chuén
X -
K=2"%n (2.1)
0-0
R6 rang néu H, ding, K ~ o#{0,1) xac dinh hoan toan. Phu
thudc vao ds1 thuyét H,, ta ¢c6 mién téi han khac nhau.
a) Kiém dinh hai phia sé dudc dung, néu H,: a # a,. Khi d6
do tinh déi xtng cGa phan phdi chuan o#(0,1), hai phén

vi 38 d61 xding qua gdc toa d6 va néu dat z, =K, _,, (hay
¢(z) =05 - a/2) ta ¢c6 mién téi han can tim
B, = (—w0; —z;) hodc (z; ; +). (2.2)
Td: 1a néu |K,,| < z, ta chdp nhan H, (khong ¢6 cd s6 dé bac bo
o |K,.| >z, ta bic bé H,,.
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b) Kiém dinh mét phia

+ Neu H;: 0< 6, rd rang nén chon mién t8i han léch trai
(xem hinh 5.2). Tit d6 néu dat 2z, = K, (hay #z,) = a— 0,5) ta c6
mién bac boé H,

B, =(-x; z,) (2.3)
tuc 1a néu K, < z, (chd y 1a z, 1a s6 am) ta bac bé H,, ngugc lai
ta chap nhan né.

+ Néu H,: 8> 6,, mién t61 han sé léch phai (xem hinh 5.3):

B, = (2, to) (2.4)
vl z, = K,_, (hay #z,) = 0,56 — a).

Dé ¥ ring mién chip nhan H, (tinh d8i véi théng ké K)
chinh 1a khoang tin cay véi 49 tin cay 1 — a cho ky vong a, (khi
biét phuong sai o® = o). Ngudi doc c6 thé dé dang kiém tra
dude khi so sanh (2.1) va (2.2) — (2.4) véi cac cong thic tuong
ung ¢ chuong IV, §4 (cac cong thic (4.4), (4.7) — (4.9)).

Thi du 2.1. Mot hang bao hiém théng bao rang sé tién trung
binh l}éng chi tra cho khach hang bi tai nan 6t6 la 8500 q{) la.
Dé kiém tra lai, ngudi ta kiém tra ngau nhién ho so chi tra caa
25 truong hop thi thay trung binh mau 1a 8900 d6 la. Gia su
ring s6 tién chi tra tuan theo luat chuin véi o= 2600; hay kiém
dinh lai théng béo ctia hang bao hiém trén (a = 0,05).

Gidi. Ta chon H,: a = 8500, vé1 H,: a # 8500; ¢ day méu
duge cdm sinh bdi X ~ o#"(a. 0*) = c#"(a, 2600”). Mién bac bé
gia thuyét H, 1a (xem (2.2)) (—», —2;) hodac (z,, +*) véi z, tim ti
ban phan phéi: #z,) — 0,5 — 0,025 = 0,475, suy ra z, = 1,96.
Tinh théng ké thuc nghiém

R& rang [0,77]| = 0,77 < 1,96; ta khéng c6 co s3 dé bac bod thong

béo cua hang bao hiém.
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Thi du 2.2. Mot éng cha ctia hang thung cho rdng dung
tich trung binh cua thung la 55 lit (o = 6 lit). Do kich thudc
ton mua vé d& c6 dinh nén khong c¢6 kha niang déng dugc
thiing ¢é dung tich 16n hon nita. Hay kiém dinh lai § ki€n cta
éng chu trén, biét ring khi ki€m tra 36 thung ta thiy dung
tich trung binh chi ¢6 49 lit (a = 0,001).

Gidi. Do diéu kién ctia dau bai, sé hop 1y néu ta chon H:
a = 55 vl H;: a < 55 (a ky hiéu 1a dung tich trung binh ly
thuyét). D8 y dén két qua cta chuong IV, théng ké (2.1) sé ¢
phan phoi xdp xi chuén, ngay ca trong trudng hop chua biét
phan phot cua bién goc X. Tt d6 mién téi han cua cip H,, H,
trén sé 1a B, = (-0, 2;) V6l 2, tim tu &z,) = a— 0,5 = -0,499;
suy ra z, = —3,09. Mit khac thong ké thuc nghiém

K, -2 =% fr - 49255 35 g,
o, 6

Ta thdy -6 < —3,09, khéng c6 co sé dé chap nhan § kién caa
dng chu cua hang thung.

2. Bai todn 2 (phuong sai o® chua biét)

Ta thay thong ké (2.1) bang

K-X"% [ 2.5)
S

trong d6 s® 1a phuong sai mau hiéu chinh. Khi H, ding, ta da
biét K sé ¢6 phan phdi Stiu-don t(n ~ 1). Mat khac do tinh d6i
xlng cuaa phan phdi nay qua géc toa d9, nén cach lam rat
giong vdi bai toan 1 g trén.

a) Kiém dinh hai phia vé1 Hy: @ = a, va H;: a # a, Dat
z, =K, _,=t _ tacémién téi han tuong Gng

n-1,1—-—
2

a

B ={Km :|Km|>.zb}. | | (2.6)
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b) Kiém dinh mo6t phia
+ Néu H,: 6< g, timz,=K,=t¢,, ,va mién téi han sé la

B, ={K, K, <z 2.7)
+NéuH,: 0> G timz, =K, = ¢,, 1 vd mién t6i han sé la
B, ={K,, : K,, >z,}. (2.8)

Ban doc hay so sanh (2.5) — (2.8) véi (2.1) — (2.4) &€ thay rd su
giong va khac nhau gitta hai bai toan 1 va 2.

Thi du 2.3. Mdt nha nhén ching hoc cho rang chiéu cao
trung binh ctiia mét bd téc ngudi thiéu sd 12 160 cm. Ngudi ta
chon ngiu nhién ra 16 ngudi lén clia bd téc ngudi d6 thi thay
chiéu cao trung binh 1a 164,25 cm véi dd léch chuan méu hiéu
chinh 14 6,25 em. C6 thé cho rang bd téc ngudi d6 c6 chiéu cao
trung binh lén hon 160 cm hay khéng (gia st chiéu cao tuin
theo luat phan phdi chuin va a chon béng 0,05)?

Gigi. O day ta chon H,: a = 160 véi H,: a > 160 cung véi gia
thiét chiéu cao X tuin theo luat chuan. Vi a= 0,05, n = 16 ta
cd 2y = ty5.0905 = 1,753. Mét khéac

K, = X -a, \[r—L _ 164’25“160\/Ezl,36.
s 0,25

Do 1,36 < 1,753, ta khéng cé co sd dé bac bd H,, c6 nghia la y
ki&n ctia nha nhan chiing hoc 12 ¢6 thé tin dude.

Chu ¥y rang khi n > 30 viéce tim z, trong cac céng thiic (2.6)
— (2.8) sé& dua vé tra bang Lap-la-xd do tinh x&p xi chuén cua
phan phoi Stiu-don. Tham chi ngudi ta c6 thé bd qua ca gia
thiét chuédn ctia bién gdc X. Tuy nhién cac két qua trong ca hai
trudng hgp déu chi 1a gan ding (nhung doi1 hol mau 16n).

2.2. Kiém dinh vé ty &
Gidng nhu bai todn 3 6 phan khoang tin cay, ta di giai
quyét bai toan kiém dinh vé ty 1 sau:
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Bai todn 3. V6i muc ¥y nghia @, hay kiém dinh gia thuyét
H,: p = p,, biét rang p 1a tham s6 phan phéi % (1, p).

O chuong IV ta da biét néu dung lugng mau n 16n va p
khong qua gan 0 hodc 1 (tic la np 2 5 hodc n(1 — p) = 5) thi
phén phdi chuin c6 thé duge dung xap xi phan phéi nhi thic
%(n, p).Néu goi p=m/n = f1a tan suft mau — udc lugng cua
xac suét p, thi p sé c6 phan phdi xap xi chuén véi ky vong
bang p va phudng sai p(1 - p)/n. TU d6 bai toan kiém dinh vé
ty 16 khong c6 khac biét cin ban so véi kiém dinh vé ky vong.

Ban doc hay tu tim 14y cac quy tic kiém dinh tuong tng
(d€ ¥ d&n muc 4.3 cta chuong IV). Ching han néu chon d6i
thuyét H,: p # p, thi tiéu chuin kiém dinh sé 1a

K_ f_pO \[’; (2.9)

Jpo(1-po)

va ta sé bac bo HO né’u !Km

> 2, V6l ¢(2,)=0,5 - %.

Thi du 2.4. M6t toa bao thanh nién théng bao cé6 25% hoc
sinh phd théng trung hoc 1a déc gia thudng xuyén. Mot mau
ngau nhién gom 200 hoc sinh dudc chon cho thay cé 45 em doc
b4o d6 thudng xuyén. Kiém dinh tinh chinh x4c caa théng béo
trén v61 mic y nghia 0,05.

Gidi. Ro6 rang nén chon Hy: p = 0,25 v61 H,;: p # 0,25. Vé6i
a = 0,05 gia tri tra bang z, = 1,96. Mat khac theo (2.9)

— 45/200) - 0,25
K, - — P Jm - 145/200) J200 ~ - 0,806
Jpo(1-p5) J0,25.(1 - 0,25)
Tu d6 do |-0,806] < 1,96 ta khéng c6 cd s& dé bac bo thong bao
cua toa bao dé.

Thi du 2.5. Mot hiéu lam dau cho rang 90% khach hang
cua ho hai long v6i chit lugng phuc vu. Nghi ngo chu hiéu noéi
qué lén, mdt nha diéu tra xa hdi hoc phong vdn 150 khéach
hang cua hiéu.Jam dau thi thdy 132 ngudi néi hai long. Véi
mic a = 0,05; ¢6 thé tra 101 thé nao cho nghi ngo trén?

167



Gidi. O day ta nén chon Hy p = 0,9 véi H,: p < 0.9. Véi
a = 0,05, gia tri z, tim dudc bang cac tra bang ¢z,) = a- 0,5 =
—0,45, suy ra z, =—1,645. Mat khac

] —  (132/150) - 0,9
K, ——1 P [ (13 ) =09 755 ~-0,833.
JPo(1- po) J0,9.(1-0,9)

Tu d¢6 do —0,833 > —1,645; ta khong cé cd s6 bac bo y kién cta
hiéu lam déu.

2.3. Kiém dinh vé phuong sai
Véi gia thuyét chuin cta bién géc X va xuat phat tir mot
mau x,, X,, ..., X,, ta phai kiém dinh gia thuyét sau:

Bai todn 4. Kiém dinh H;: VX = o (0,44 biét) v6i mic y
nghia a. D& kiém dinh gia thuyét trén ta dung thong ké
(n-1)s*

2
Ty

K= (2.10)

Néu gia thuyét H, ding thi tit chuong IV ta biét K ~ y°(n-1)

(chi y ring néu thay (n-1)s’ = (x -a,)’, véi a, = EX da
=1

cho, thi thong ké trong (2.10) sé tuan theo luat y*(n) va cach

lam sé giong nhu trudng hop trén véi n — 1 duge thay bang n).

T dé phu thudc vao H, ta c6 cac mién té1 han khac nhau:

a) H, :0° # al;
B, ={K,, : K, < 12y op h0aC Ky > 221 1 4 | (2:11)
b) H, :o* < of; |
B, ={K, Ky < 271 (2.12a)
QH,:0°> o} |

= B, ={K, K, > 1. (2.12a)
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Ban doc hay so sanh (2.11) — (2.12) vé1 cac cong thuc tuong
ing cua muc 4.4, chuong IV.

Thi du 2.6. Chu hing san xudt mot loai thiét bi do cho biét
d6 léch chuén cua sai s6 do (gia st né tuan theo luat chuén) la
5 mm. Kiém tra mau gém 19 thiét bi do thi thiy s* = 33 mm?.
Véi a = 0,05 c6 thé két luan gi vé y kién cia chu hang?

Giai. Ta chon Hy: o = 25, con d61 thuyét hodc H,: o # 25,
hodac H,: & > 25. Trong ca hai truong hgp
(n-1)s* 18,33

tn 2
O

Mat khac néu cho H,: ¢® # 25 ta phai tra hai lan bang

K =~ 23,76.

9 _ L2 _ .
A18:0025 = 8,2; A18.0975 = 31,5;

Con néu H: ¢ > 25 thi g5 o4; = 28,9. Nhu vay trong cé hai

truong hop y kién ctia chtt hang déu ¢ thé chdp nhan dude (do
8,2 <23,76 < 31,5 hodc 23,76 < 28,9).

Thi du 2.7. Thu d0 chiu luc cua 35 chot khoa thi thay do
léch chuin méau hiéu chinh 14 3,5 pao (1 pao ¢d 450g). Cé thé
cho rédng bao dam cia ngudi san xuét 1la d6 léch chuén that
bang 3 pao dude khdng?

Giai. Ta chon H,: o= 3 v6i d61 thuyét H,: o> 3. T4t nhién
¢6 thé dua vé bai toan 4, nhung ¢ day dung lugng méu n = 35
nén ta st dung su kién (xem §2, chuong IV) s c6 phan phdi xap

o

xi chuin C/V(cro; T‘Z—Jné'u H, ¢ung. T d6 ta dua vé dung (2.4).
n

V61 a= 0,05, gia triz, = 1,645. Mat khac
K, =579 f5n = 3273 75 <130,

o 3

Do 1,39 < 1,645 nén khéng cé c¢d s& dé bac bd bao ddm cia nha
san xuit.

169



§3. CAC KIEM DINH DUNG NHIEU MAU

3.1. So sanh hai ky vong

Gia su ta c6 hal tap nén vdi hai bién géc tuong ung X ~
Alay, o)) vaY ~ ot(a,, o2). Néu mudn so sanh a, va a, ngudi
ta dua ra gia thuyét Hy: a; = ,. Thong tin mau gom hai tap
mau tuong Ung x,, ..., x, vay, ..., Yo, -

Bai todn 1. Vé6i mic a hiay kiém dinh Hy: a, = a,.

Y tudng ly thuyét 1a dua vé kiém dinh a, —a, = 0= EX - Y).

1) N&u biét o, va o, ta st dung tiéu chuén

Kz(X“Y)_(a“_%). (3.1)

Dé kiém tra tit chuong IV, ta thiy théng ké (3.1) ¢6 phan phéi
o#(0, 1) va néu H, ding thi a, — a, = 0. Tu d6 gidng nhu bai
toan 1 cua §2 ta cé (trong d6 z, 14 phan vi chuan a).
a) Néu H, a, # a, , mién té1 han mot phia 1a (xem (2.2))
Ba = {Ktn: IKtn] > zl o } (32)

2
b) Néu H,: a, < a,, mién t41 han mot phia 13 (xem (2.3))
B.,={K,, K, <z,} (3.3)
c) Néu H,: a, > a,, mién téi han hai phia 13 (xem (2.4))
B,={K, K, >z 4} | (3.4)
Dé ¥ trong (3.3) va (3.4) 2, = —z,_,.

2) Néu o va o chua biét ta luu ¥ hai trudng hop:

+ Néu n, va n, da 16n (>30) ta c6 thé tinh toan x4p xi bing
cach dung théng ké (3.1), nhung cac o va o; thay bang cac
uée lugng khong chéch tuong tng ctia chung la s va s.. Ban
doc tu viét cAc mién téi han tuong ing (xem (3.2). (3.4)).
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+ Néu n, va n, kha bé, van dé sé phtc tap hon mét chut.
Ta sé st dung tiéu chuin sau:

(X_?)_(al _azz)

.'\/gnl_ Ls; +(n, - 1)82[1 ' 1J

K = (3.5)

Néu thém gia thiét hai bién goc c6 phuong sai gidng nhau thi
néu H, dung, théng ké K ~ t(n, + n, — 2). T d6 cach lam sé
giong nhu bai toan 2 caa §2.

a)H:a, #a,thiB,={K, :|K,|>t b (3.6)
n,+ng - ;1—;

b)H;:a,<a, thi B, ={K,,: K,, < t, ., ,.5 (3.7

c)Hi:a, >a,thi B, ={K,, K, >¢t, .. , .5 (38

Ban doc thu so sanh (3.6) — (3.8) vd1 (2.6) — (2.8) va sau d6 véi
(3.2) — (3.4).

Thi du 3.1. Nghién ctu trong lugng sd sinh cua hai nhém
tré c6 me khéng hidt thude va hat thude trén 2 mau tudng ng,
ta co

n,=15; X, =3,5933; s, = 0,3707; -

n, = 14; X, = 3,2029; s, = 0,4927;
Gia sd trong lugng tré & cac nhém cé phan phéi chuén cung
phuong sai. V6i mic a = 0,05 c6 thé cho ring tré so sinh &
nhém me hut thudec nhe cadn hon cua nhém me khéng hut
thudc khong?

Giai: Ta chon H, a, = a, véi d61 thuyét H,: a, > a,. Theo
(3.8) gid tribang 2, =t, ., 41, =ty = 1,703. Mat khéc

K, - 3,6933 - 3,2029 ~ 2,49,

14.0,3707° - 13.0,49272[ 1 1
15+14 -2

— +
15 14
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Theo (3.8) do 2,42 > 1,703, ¢6 cd sé dé cho rang tré 6 nhom me
khéng hat thude nang hon.

Thi du 3.2. Nguoi ta nghién cltu nang suit lia my ¢ hai vang
khac nhau. O viung thi nhit ¢6 9 thia rudng dudge chon véi néng
suat binh quan X, = 24,6 ta/ha va s* =0,24 ; con ¢ vung thi hai
¢6 16 thua rudng véi nang suat binh quan X, = 25,8 ta/ha va
s =0,16. V6i a = 0,05 hoi ¢o su sai khac dang ké giffa cac nang
sudit trung binh 6 hai viing khéng (gia st ning suét 14 cac bién
ngau nhién tuan theo luat chuan cung phuong sai)?

Gidi. Dé so sanh ning suit trung binh. ta chon H,: a, = a, vdi
H.:a, #a, Trabang Stiu-don cho ta t,, ;45 = 2,069. Mat khac

24,6 — 25,8

K, = ~ —0,67.

9+16 - 2(1 + —1—J
9

Do |-6,67 | > 2,069 khéng ¢6 co sé chadp nhan H,, hay ning
suat trung binh c¢é thé coi 1a khac nhau.
Chu y:
— Néu n, va n, kha 16n, ta c6 thé bé gia thiét chuan cua
dau bai.
~ — Dé y 1a hai d6i thuyét a, > a, va a, < a, dé dang chuyén
d61 cho nhau bing cach thay doi thi tu ciia hai mau.

— Truong hgp mau céap (x, ¥,), i = 1,n, nén thiét lap hi¢u
z, = x, — y; va dua vé kiém dinh gia thuyét H,: EZ = 0 (ma trong
§2 da xét).

3.2. So sanh hai ty 1&

Cho hai tap nén c6 cac bién géc X ~.2(1,p,) va
Y ~.2(1,p,). Ta co thé so sdnh cac xac suat p, va p, bang
kiém dinh gia thuyét.

Bai todn 2. V6i mic y nghia a, hay kiém dinh Hy: p, = p..
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‘A 2 - 22 . ~ TN
Tiéu chuén kiém dinh sé 1a

(fi-1f)-(p - py)

Ja-nEe k)

trong d6 f; 1a tAn sudt mau tudng ing véi hai mau x,, x,, ...,
f= CURES

Nyt

Xy VA YL Yo vees Yo . Néu H, ding va n,, n,
kha 16n thi
K = h =y (3.9)

EIESe

c6 phén phéi o#(0, 1). Tit 6 cach lam gidng nhu bai toan 3 §2.

a) Néu H,: p, # p,, tra bang ¢(z,)=0,5 - %d’é tim z, va

B, ={K, :|K,| >z} (3.10)

b) Néu H,: p, > p,, tra bang ¢(z,)=0,5 - a dé tim z, Va
B, ={K, K, >z (3.11)

o

Néu H,: p, < p,, ta c6 thé ddi s6 thit tu hai mau dé dua vé& mién
t61 han (3.11).

Thi du 3.3. Kiém tra ch4t luong hai 16 san phidm, ngudi ta
thay trong 16 thit nhat gdm 500 san pham c6 50 phé pham, con
trong 16 thit hai gdm 400 sidn pham thi c6 60 phé& pham. Véi
muc ¥ nghia a = 0,05 c6 thé két luan gi so sanh chat lugng hai
16 san pham?

Gidi. Goi p,, p, 1a cac xac sudt gap phé pham caa cac 16
hang tuong tng. Ta cin kiém dinh gia thuyét H, p, = p, v6i H,
pL#py (a=0,05). Ta sit dung tiéu chuan (3.9):

£ o0 60

=——=01f,=—=0,15;f =
500 /> 400 4

50 + 60

——— =~(,12,
500 + 400
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khi dé

f, -1, ~ 0,1-0,15

K, = =
- =(1 1 1 1
Jf(l - f)[;t_l_ +.;L_] \/0,12.0,88.[500 + 400]

2

~ -2,276.

Tra bang tim z, = 1,96 va do |-2,276l > 1,96 ta khong c6 cd sé
dé ch&p nhan H,. Chud ¥ ring do mu Ién nén dé y dén phéin 2
ctia bai toan 1 ta c6 thé tinh xap xi

K, = hofy S QL0184
A(1-£) N £ (1-15) \/0'1'0’9 4 915:0.85
n, n, 000 400

va H, cang bi bac bd. Nhung dé két luan 16 thi nhat c6 chat
lugng tot hon thi chua du. Bay gio ta chon H,: p, < p, va tu
nhin xét theo (3.11), ta tim 2z, tu ¢z,) = 0,6 — o, suy ra z, =
1,654. Do 2,276 > 1,645 nén khéng c6 cd sd dé chap nhan H;
ta chdp nhan H,, tdc 1a ty 16 ph& phdm cta 16 hang thit nhat
bé hon dang k€ so véi 16 hang thit hai. ‘

3.3. So sanh hai phuong sai
Cho hai tdp nén véi hai bién géc X ~ o#(a,, o)) va

*

Y ~ oAHa,, 022). T hai mau tuong dng x,, x,, ..., X, Va Y1, Yo, -
¥,, ta mudn so sanh hai phuong sai Iy thuyét of va o3.

Bai todn 3. Vi mute ¥ nghia o hdy kiém dinh H,:o? = 2.

Ta chon théng ké

2 2

2 2
32 -01

K

néu s’ >s;. Phan phdi cua K d3 xét & chuong IV. Néu H, ding
tiéu chuin kiém dinh tré thanh

82

K =2L (3.12)
2
Sy
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va K~ F(m,—1, n,—1). T d6 phu thudc vao d61 thuyét H, ta cé:
a) Néu H,: o # o2, ta c6 mién t6i han
B ={K, K, <F , hoac K, >F 21 (3.13)

n-1,n,- 1—2— n -1, n, 1‘1-5
b) Néu H, : of > 05, ta c6 tudng ung
= {Ky Ky >F, 10 1) (3.14)

Thi du 3.4. Ngudi ta do toc dd xuit phat clia dan khi sing
phat hoéa khi th nghiém hai miu dan cta hai cong ty khac
nhau. S8 liédu thd nghiém cta mau thd nhat & n, = 10,
X, =1210 va s?=2500, con cha miu tht hai n, = 10,
X, =1175 va sZ = 3600. V4i mitc @ = 0,05 c6 thé k&t luan gi vé
chat Iugng gidng nhau cia hai mau dan (gia su cic bién X, va
X, tuan theo luat chuan)?

Gidi. Muén dua vé md hinh so sanh ky vong, ta phai cé gia
thiét 1a X, va X, ciing phudng sai. Gia thiét dé c¢6 thé dugc
thita nhan dua vao bai toan 3: kiém dinh H,:o? = of véi H;:

ol >o0? , xem (3.12) — (3.14). Tra bang Phi-sd ta c6 Fygqe5 =
3,18 va

2
_ 5 _ 3600 ~1.41.

7 s2 2550

Tu d6 do 1,41 < 3,18 nén gia thuyét vé su bing nhau cta hai
phuong sai chdp nhan dugec.

Bay gid ta kiém dinh H,. a, = a, v6i H, a, # a,. Ta sé tinh
theo (3.5)

K 1210 - 1175 ~1.42.

" [o.2550 + 9. 3600[ 1_)
N 10+10-2 (10 10
Trong khi dé .4 475 = 2,101 va do | 1,42 | < 2,101 gia thuyét

HO a, = a, dude chidp nhan. Cha y trong thuc hanh khi n, va
, > 30 nguoi ta con x4p x1
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4
s? ~ OV[O’Z, 2L}
n

L 25! 285 | . s ... C .
tu d6 sf—s§~c/t/[crf—o-22,———l—+—g- va mién téi han hai phia
n, n
1 2

cha quy tac kiém dinh H, s& 12 (xem (3.2))

-82 - 82
Ba:<Ktn: : Z :|Ktn‘>z ag'
' 4 4 1-Z
\/231 25, 2
- + N
n ny

3.4. So sanh nhiéu trung binh (phéan tich phucng sai)

Ta xét mdt truong hdp don gian 1a bai toan phan tich
phuong sai mét nhan t6. Gia su ta c6 k bién ngiu nhién géc
(ing véi k tap nén) X, ~ ¥ (a;, &), j = Lk, véi céc tham s6 chua

bi&t. Dé c6 thé so sanh cac trung binh dua trén k& bd s& lidu

mau x;, i =1,n;, j =1k tacan giai bai toan sau:

Bai todn 4. V6i mic ¥ nghia « hdy kiém dinh Hy: a, = a, =
... = a, véi db61 thuyét H,: “ton taij, va j, sao cho a, *a;”.

Luu ¥ 1a viéc tach bai toadn 4 thanh nhiéu bai toan 1 cho
sal sO rat 16n va khéi lugng tinh toan rat d6 s6 khi & lon. Vi
vay ta sé dung mot ky thuat méi 1a phdn tich phuong sai, vé
mit 1y thuyét ¢6 hoi phuc tap, nhung vé mit thuc hanh kha
don gian. Dé'§ 1a cac mau theo gia thiét déu cé phan phdi
chuin cung phuong sai, va do nhiéu mau nén ta c¢6 nhiéu cach
uéc lugng phuong sai doé.

Trude hét ta tinh cac dic trung miu trén co sd cac sé lidu
x;, chi s6 i 1a thi ty quan sat trong ndi bd mau ciia nhém thd j
(gbm n; s8 lidu), chi 8 j 14 s6 thi ty nhom (gdm & nhém). Goi n
14 téng s6 cac quan sat, tir d6
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trong do —X_J_ 14 trung binh méu cta nhém j, con X 1a trung
binh chung.

T mdi nhém ta c¢6 thé xac dinh phuong sai miu hiéu
chinh cua nhém

n .

5 = : i(xij—_kjf;

n; - 1 i=1

va tinh tong binh phuong cac d6 léch riéng cla cac nhém so
vol X
ko g -
S} = (X, - X) n; (3.15)
j=1
Téng binh phuong cac d6 léch dudge tinh theo coéng thiic

=33 (x - %)

j=1i=1

Ban doc ¢6 thé chitng minh dude (d€ ¥ (3.15))

St =331 - X - (X - X i+ 35, - X, )5 16)

=1 i1 1 =1 i=1

trong d6 téng thit nhit bén phai déc trung cho su khac nhau
gitia cac nhém, con téng thit hai — gita cac so6 liéu trong ndi bd
cac nhém. Bac tudoctia S? lan -1, cia S? la k — 1, dén dén

— 9 R .
bac tu do cua ZZ(.‘X’U - XJ-) sé la n — k& (bac tu do cua phan
]

phoi ¥%). T d6 ta c6 hai uée lugng phuong sai &
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82 _ 1 SQ_ 1 : 2 .
[ =—-8: _——-—Z(X- —X) n;; (3.17a)

(% - ‘)T)Z. (3.17b)

Nguoi ta ching minh dugc rang néu H, ding thi ty s6 S’ /S?
tuan theo luat Phi-sd — Sne-do-co véi cacbactudo k-1 van —k.
Tit d6 mién tdi han cia quy tac kiém dinh sé la

82
Ba = {Ktn = _S_lz_; K(n > Fk—l.n—k.l—»a}’ (318)

2
trong d6 S?/S; dugc xac dinh tit (3.17), Fy_, .4 1.« 12 phan vi
1— a cua phan phél ¥(n — 1, n — k).

Thi du 3.5. Nguoi ta do noéng d6 haemoglobin ¢ 3 nhém bénh
nhin mac 8 dang bénh khac nhau A, B, C, két qua do bdi bang:

Nhoém n, X

72 77 80 81 83 84 84 85 886
87 91 91 91 98 10,1 10,3

81 92 10,0 10,4 10,6 109 11,1 11,9 120
12,1 |

10,7 11,3 11,5 11,6 11,7 11,8 12,0 12,1 12,3
12,6 12,6 13,3 13,3 13,8 139

A |16

B |10

C 15

Hay so sanh cac néng d6 trung binh cta cic nhém (a = 0,05).
Gigi. n = 16 + 10 + 15 = 41; k = 3; Z= 8,7425; —)E;=

10,6300; X, =12,3000; s, = 0,8445, s, = 1,2841, 53 = 0,9419.
> > x; =7.2+7,7+..+13,9=430,2

J
>Nl =722+ 7,7 + ... +13,9° = 4651,80;

LI
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tit d6 tong binh phuong

;(x.. - XY - sz - [fo /1

= 4651,80 — 430,2%/41 = 137,85.

<

Ta tinh S? va S; :
2
2 1 ¥ o_ vy 1 w2
S =y 2 (X - X = Xn X (Z]/
J J i

- % (16.8,7125" +10.10,6300" + 15.12,3000” - 430,2% /41

- 2989 _ 49 94,
- 2 - ’ ’
. 1 ¢ 1 )
SQ:n_kZ(xij—Xj) :n_kZ(nJ—l)SJ-
i J

= —1—(15.0,84452 +9.1,2841% +14.0,9419%) = 229° _ g 99
38 T

Cudi cung tit (3.18) K, - 409’9 994 ~ 50,5;

4

m#t khac néu chon a = 0,05 thi F,. 45 445 = 3,24 < 50,5. Nhu vay
khéng c6 co sd dé chap nhan H,. hay néng d¢6 haemoglobin ctia
cdc nhém bénh khac nhau dang ké.

§4. KIEM DINH PHI THAM SO

4.1. Kiém dinh gia thiét vé luat phan phai

Trong nhiéu bai toan théng ké, ta hay cé gia thiét bién géc X
c6 phan phdi chuan, phan phdi Béc-nu-li... Trong thuc t& ndi
chung khéng thé biét duge X c6 phan phéi nao tir @6 dan dén bai
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toan kiém dinh tinh ding d4n cua nhiing gia thiét vé phan phai.
Cach gidi quyét cac bai toan dang nay lam giéng nhu kiém dinh
tham s6. DAu tién ta xac dinh gia thuyét, thi du nhu X tuan theo
luat chuén, luat d¢éu, luat Poa-xéng..., va d6i thuyét la X khong
¢6 phan phdi tuong tng d6. Sau d6 dua vao mot tiéu chudn kiém
dinh va tinh né trén tap miu da c6 dé quyét dinh. Loai tidu
chuin ¢ day duge goi 1a tiéu chudn phi hop.

C6 nhiéu loai tiéu chuén phu hgp khac nhau. Trong muc nay
ta chi xét mot tiéu chuan khé théng dung mang tén Piéc-xon va
dung t61 phan phéi . N6 duge xay dung dua trén su so sanh
tan sudt thuc nghiém va xac suat Iy thuyét cua phan phoi xac
suat gia dinh.

Gia su ta c6 mot tap mau da duge phan 16p

x1 'xo“““xl 'xl'—‘xg | “ee Ix,:_]'—xt’ ' anm 'xk_l—xk

n1| n, l n, 1[ n; l! n

v6i kich thuéec mdun =n, + n,+ ... + n, va x, < x, < ... < x,.
Théng thudng d6 dai cac khoang chia bdng nhau (c6 thé khac
nhau) va gia tri n; khéng qua bé (= 5, ¢6 thé chip nhan ngoai 1&
cho khoang d4u va cudi). Gia thuyét dua ra kiém dinh c¢6 dang
H,: “X — ¢6 ham phan phoi xac sudt F(x)” v6i d6i thuyét H, d6i
lap véi H,. Luu ¥ rang néu F(x) phu thudc vao cac tham s6 chua
biét, ta phai thay thé chiing bang cac udc lugng hop 1y nhat.

Néu H, ddang, ty s6 n,/n sé gin vii xac suat p; dé bién X
nhén gia tri trong khoang thit i (chd ¥ p; hoan toan tinh dugc
dua vao F(x) da biét). Tit &6 Piéc-xon dua ra tidu chuin

k(ni_npi)2 41
K=Z{ — (4.1)

R6 rang K cang bé thi phan phoi xac suat ciia X cang gan F(x).
Ngudi ta da chitng minh dude rdng n — o thi phan phdi xac
suat cia K khong phu thudc vao phan phéi cia bién goc X sé
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X4p xi t61 phan phéi y*(k — r — 1), v6i r 1a tham sé chua biét can
phai udce lugng.
Tt d6 véi mic ¥ nghia a, ta ¢6 thé xac dinh mién téi han
cho tiéu chuan K trong (4.1)
Ba' = {Ktn :Ktn > Zf—r—l;l—a} (42)

Chu y khi tinh p, = P(x, , < X < x,) = F(x;) - F(x,_,) cho cac
bién X lién tuc thi x, chon bing —o va x, = +. Néu bién X 1a
roi rac viéc tinh p; dua vao ham xac suat tuong tng véi H,,.

Thi du 4.1. Quan sat mdt thiét bi ¢6 10 trang thai tat ca 75
1an ta thu dugc két qua

Trangthéi]12345678910

Solann, |5 8 3 11 4 5 4 14.13 8
Véi a = 0,05 c6 thé cho ring vai trd cac trang thai nhu nhau
hay khéng?

Gidi. Néu vai trd cac trang thai 14 nhu nhau thi s6 lan
xuit hién cua ching phai bang nhau. Tit d6 néu goi X la bién
ngau nhién chi s6 thit tu caa trang thai thi X phai tuan theo
luat phan phéi déu roi rac véi p; = 0,1, i =1,10. Bai toan dua
vé kiém dinh H,, “X c6 phan phdi déu”, véi a = 0,05. Tinh véi
k=10, n =175,

O (n; - np;) 2
= =19,0.
i=1 D;
Tra bang tim Zooos =16,92<19,0, tit d6 K,, € Bygs va gia
thuyét H, khéng ¢6 cd sé duge chdp nhan.
Thi du 4.2. Quan sat s6 lugng ky sinh trung trong hong
cAu cua bénh nhan mic mot loai bénh vé mau, ta c6 két qua

S6 luong ky sinh tring [ 0 1 2 3 4 25
S8 ngudi bénh | 40000 8621 1259 99 21 O
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4.2. Kiém dinh gia thuyét doc lap

Tiéu chuian »* con c6 thé dung dé kiém dinh tinh doc lap
cua hai dic tinh nao d6 cua cac d6i tugng ta quan am. Dé
kiém dinh gia thuyét trén ta lap bang nhu sau: Gia st Xva Y
12 hai didc tinh dang dudc quan tdm, lan ludt ching & r va s
thudc tinh, tit mét mau dung ludgng n ta co6

Y, :Z
Y1 Y. Yy; Ys
X; ‘
X ny. 2 n,; n i T
Xg Ry DY Ny, Ny, 79
X ni o n s 2
X n, nr2 e nr_}' e n. 1,
Z m, my - m; - m, 2
i

n; 14 s8 1an quan sat d61 tugng cung cé thudc tinh i cia dic
tinh X va thudc tinh j cia dic tinh Y. Néu ky hiéu p( ), p.(@0),
p,() 1a cac xac suit c6 dong thoi cac thudce tinh i va j, :6 thude
tinh 7, ¢6 thudc tinh j (cta cac d4c tinh tuong Ung), thi:inh dsc
lap tuong duong véi (xem chuong III)

p(, J) = p.(@p,().
L r r -3
Diat n; = Znij; m; = Znij; n= Zanj, ta c¢6 thé ude ligng cac
j=1 i=1

i=1 j=1
xAc sudt trén bang

~ g - ~ ’ ~ n . . ~
R6 rang néu X va Y doc lap thi — = Li=1r;j=1s Tu
n n

dé néu Hy: “X va Y d6c 14p” ddng, tiéu chuin
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Kzrs[%_@@ﬂf O ws

sé 1a d6 do su gan nhau giita xac suit “ly thuyét” va thuc
nghiém. D& ¥ K tuan theo luat #* véi s6 bac tu do (r — 1)(s — 1)
khi n kha 1én. Vi vay véi a cho trufc mién t6i han cua tiéu
chuén K sé 1a

(e w2
B, = {Km = n(zz J_ 1};1{”1 > x(i__l)(sl)ﬂ_a} (4.4)

i1 j=1 LMm;

Thi du 4.4. Khio sat mau mét va téc ctia 6800 ngudi Phap
cho ta két qua

Mt Toc Vang Nau Pen  Hung >
Xanh 1768 807 189 47 2811
Ghi - | 946 1387 746 53 3132
Néau 115 438 288 16 857
) 2829 2632 1223 116 6800

Héi mau mit va mau téc c6 déc lap v6i nhau hay khéng
(ax=0,05)?

Gidi: Theo (4.4) mién bac bé Hy: “Mau mét va mau téc doc
1a

A ”

lap

Ba = {Ktn :Ktn > x(23-1)(4-—1);0,95}
={K,, :K,, >12,59} .
C6 thé dung (4.3) hoac (4.4) dé tinh tiéu chuin K,, = 1075. R
rang hai dic tinh trén khong thé doc lap véi nhau.
Thi du 4.5. Ngudi ta tién hanh tham do vé 3 ing ci vién

vao chite thi tridng (14 cac 6ng A,, A,, A,) ¢ ba quan (quin B,
B,, By). K&t qua tham do nhu sau (trén tong s6 310 ngudi):




4.2. Kiem dinh gia thuyét doc lap

Tiéu chuln ¥’ con c6 thé dung d€ kiém dinh tinh déc lap
cla hai dic tinh nao d6 caa cac ddi tugng ta quan tam. Dé
kiém dinh gia thuyét trén ta 1ap bang nhu sau: Gia st X va Y
1a hat dic tinh dang dudc quan tam, lan lugt ching cé r va s
thudc tinh, t mdt mau dung lugng n ta cé

% 2
x[_ Y1 y2 yj Vs F
Xy nn 3P ny; Ny n,
Xy N D) No; UTE ng
X; n; N n’lj ni n;
xr nrl n’r2 nrj nrs n,
Z m, m, m; m, n
2

n; la s6 lan quan sat d6i1 tugng ciung cé thude tinh i cua dic
tinh X va thudc tinh j cua dac tinh Y. Néu ky hiéu p(, j), p.(0),
p,() 12 cac xac sudt cé ddng thoi cac thude tinh i va j, c6 thude
tinh i, ¢c6 thudc tinh j (cua cac dic tinh tusng ting), thi tinh doc
lap tudng dudng vii (xem chuong I1I)

p(, ) = p.)p,().
Dat n, = Znij; m; Znu, n= ZZnU, ta c6 thé uéc lugng céac

Jj=1 i=1 j=1
xac suit trén bang

n, . . m;
)=+ =—,
px() n p)’(J) n
¢ n nf..m - B ~
R3 rang néu X va Y doc lap thi L ~—",i=1,rj=1s Tu
n n

d6 néu Hy: “X va Y doc lap” ding, tiéu chuan
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X rS [n{j—np(i, j)]2 | (4.3)

i1 j=1 np(i, j)

s& 14 d6 do su gan nhau giia xac suat “ly thuyét” va thuc
nghiém. D& ¥ K tuan theo luat 3’ véi s8 bac tu do (r — 1)(s ~ 1)
khi n kha 1én. Vi vay vdi a cho trudc mién téi han cua tiéu
chuin K sé la

. r s naz
B, = {K‘n = '{ZZ,“; - IJ K, > ;((2”)(81);1_0} (4.4)
J

=1 J=1 1

Thi du 4.4. Khao sat mau mét va téc ciia 6800 ngudi Phap
cho ta két qua

Mt Toc Vang Nau Pen Hung >
Xanh 1768 807 189 47 2811
Ghi 946 1387 746 53 3132
Nau S| 115 438 288 16 8567
> 2829 2632 1223 116 6800

Hoi mau mit va mau téc cé6 ddc lap véi nhau hay khéng
(a=0,05)?

Gidi: Theo (4.4) mién bac bé H,: “Mau mét va mau téc dbe
la

¥

lap

B, = {Km Ky, > 2’(234)(44);0,95}
={K,, :K,, >12,59} .
C6 thé dung (4.3) hoic (4.4) dé tinh tiéu chuén K,, = 1075. R
rang hai dic tinh trén khéng thé doc 1ap véi nhau.
Thi du 4.5. Ngudi ta ti€n hanh tham do vé 3 ung cui vién

vao chic thi trudng (la cac éng A,, Ay, A,) 6 ba quan (quéan B,,
B,, B;). Két qua thim do nhu sau (trén tong s6 310 ngudi):




B, B, B; >

A, 50 40 35 | 125
A, 30 45 25 | 100
A, 20 45 20 | 85
) 100 130 80 | 310

Hoi c6 su khac biét dang ké giita cac quan vé su tin nhiém cia
ctt tri hay khéng (a = 0,05)?

Gidi. Ro rang nén chon gia thuyét goc 12 ty 1é tin nhiém
cua cac ct tri ddi véi cac Ung ci vién 1a nhu nhau 6 ca 3 quan.
Nhu vay d61 thuyée sé 1a ty 16 d6 khong gidng nhau. Tuy nhién
bai toan so sanh 3 ty lé khéong don gian, vi vay ta chon gia
thuyét goc H, tuong duong nhu sau: “Mic tin nhiém cla cu tri
doc lap voi viéc ho 6 quan nao” va ta dua vé bai toan da xét o
muc ndy (d61 thuyét trong trudng hgp nay 1a c6 ton tai quan
hé gita mic tin nhiém cua cu tri véi noi 6 cua ho).

Trong cdng thitc (4.3), n; chinh 1a tan s ngudi duge tham
do ¢ quan B; bau cho @ng ci vién A; diy la tan sé thuc
nghiém. Con np(i, j) duge hiéu 1a tin sb “ly thuyét” tinh trén
tong $6 ngudi duge thiam do néu gia thuyét H, ding; né sé
bing n;m;/n. T d6 ta c6 bang tdn s6 mong mudn dé H, diing

, wan g B, B
Ung ctt vién
A, 40,32 52,42 32,26
A, 32,26 41,94 25,81
A, 2742 3565 21,94

Chu ¥ 14 cac tdng hang va cdt ctia bang s6 mdi van gidng nhu
bang sb cii. Bay gio ta'da c6 thé tinh tiéu chudn
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2
2]
Sy
K, = ~10,539.
"5 o1 nm;
n

P 2 AR 9 , . VIR B nimj ~
Ban doc ¢6 thé thiét 1ap bang tinh tuong Gng, dé y la da

dudc tinh trong bang vita lap 6 trén. Bay gio ta chi con viéc tra
bang z* dé tim ngudng cla mién téi han x5 4 1005 = 9,488.

Do K,, = 10,539 > 9,488 ta khong c6 cd sd dé chdp nhan gia
thuyét H, va c6 thé két luan rang mic do tin nhiém cda ci tri
3 3 quan la khéc nhau.

BAI TAP |

1. Mot loai bong dén c6 tudi tho tuan theo luat phan phéi
chuin o#{a, ¢ véi o = 150. Cho gia thuyét goc Hy a =
3600 véi d61 thuyét H;: @ = 3500 va a = 0,01. Néu mudn
x4c suiit pham sai l4m loai hai bing 0,05 thi can doi hoi
kich thuéc mau béng bao nhiéu?

2. Mot thiy gisdo nghi rang chi ¢6 33% hoc sinh c¢6 lam bai tap
d nha. Nhung mét cau hoc sinh lai cho rang thiy giao cé
phin bi quan. Cau chon mdt nhém ngiu nhién gom 49 hoc
sinh va thay c6 17 lam bai tap ¢ nha. Véi mic « = 0,05 ban
xac dinh xem thay gido hay hoc sinh ¢6 1y han.

3. Mot 16 ga duge thong bao 1a ¢6 trong lugng trung binh la
1,6 kg. Nghi ngo trong lugng trung binh khéng dat mitc
dy, mét ngudi 14y ngau nhién ra 24 con ga thi thay gia tri
trung binh mau 1a 1,5 kg vdi s = 0,1 kg. V6i @ = 0,01, hay
kiém dinh lai nghi nggd trén.

4. Thong thudng mdt may déng géi duge coi la dat yéu cau
néu 90% san phiam dat mét trong ludng quy dinh nao dé.
Chon hd hoa ra 100 san pham thi thiy c6 87 dat trong
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lugng quy dinh. Hay xac dinh xem, vé61 a = 0,05, may hoat
ddng dat yéu cau hay khéng?

5. Mot hang diéu tra du luan cho biét c6 68% cu tri sé bd
phiéu cho ing ctt vién A. Chon ngiu nhién ra 36 ci tri thi
thdy c6 26 ngudi bo phiéu cho ing cu vién A. Véi a = 0,05
ban c6 két luan gi vé két qua diéu tra cua hing trén.

6. Mot day chuyén san xuit béng dén cé tudi tho 750 gid.
Nghi ngd do day chuyén hoat ddng da ladu nén san xuat
kém chit lugng, ngusi ta chon ngau nhién ra 10 béng thi
tha&y tudi tho trung binh dat 740 gid véi s = 40 gid. Véi mic
a = 0,1 c6 thé két luan ring chit lugng ctia day chuyén
trén c¢6 kém hon hay khéng?

7. M@dt hang truyén hinh cho biét 70% khéan gia xem chuong
trinh phim truyén ctia hing vao t6i thii bay hang tuan.
Mot hang khac nghi ngo tinh chén thuc caa tuyén bo 4y da
lam mot cudc diéu tra trén miu géom 200 khan gia thi chi
c6 130 ngudl nd1 ¢6 xem chuong trinh phim truyén trén.
Véi nguing a = 0,05 c6 thé cho ring tuyén bs cta hing
truyén hinh d4u la néi hoi qua 18n khong?

8. Mot may tién san xudt ra mot loai chi ti€t c6 dudng kinh
trung binh 12 1,5 cm (gia su dudng kinh d6 tuan theo luit
chuén), biét ring d3 léch chufin ctia toan bd s chi tiét san
xuét ra 14 0,01 cm. Nguoi ta chon nghu nhién ra 25 chi tiét
thi thiy duong kinh trung binh 14 1,501lcm. Véi ngudng
a = 0,05 cé thé cho ridng may tién trén vin dat yéu ciu hay
khéng?

9. DE xac dinh d6 béo ciia mdt loai pho mat, ngudi ta chon
ngau nhién ra 10 miéng, cit dbi va hai nda dugc gui cho
hai phong thi nghiém A va B. K&t qua xét nghiém nhu sau :

Thi ty

miéng |

A 40 39 40,2 38,2 39,7 37,7 41,4 36,5 40,7 38,9
B 41,9 39 40,7 39,3 39,2 38,2 41,3 38,5 39,8 38,7 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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10.

11.

12.

13.

14.

Gia su cac s6 do tuan theo luat chuan. Véi a = 0,01 c6 thé
cho rang cac két qua xét nghiém cta hai phong thi nghiém
khac nhau cd ban hay khéng?
Theo phuong phap nudi thi nhat ¢é 12 con ga con bi chét
trong s6 200 con. Nudi déi chitng 100 con theo cach nuéi
thi hai thi ¢6 5 con bi chét. Véi a = 0,05 c¢6 thé két luan
phuong phap nuéi thi hai tot hon khong?
Chon ngau nhién 47 vong bi cung loai thi thdy d6 léch
chuan trung binh cta dudng kinh s = 0,003. Theo quang
cdo thi d6 léch chuén that khéng vugt qua 0,0025. Vay ta
c6 thé két luan gi (a = 0,05)?
Nha san xudt dinh tan cho biét duong kinh dinh cua éng
ta c6 dd léch chuan 0,01 cm. Chon mét méu ngiu nhién
gom 10 dinh tan thi thay s = 0,018 cm. Ban sé néi gi vé y
kién cua nha san xuit?
Mot hang san xudt cho rang chi phi trung binh cho mét
chuyén coéng tac dén nudc A cua nhan vién hang d6 la
1700$. Nghién citu ngau nhién chi phi ctia 10 lan coéng tac
nhu vay cho két qua ($)

1750 1693 1710 1730 1650

1720 1688 1703 1680 1760
Véi a = 0,05, kiém dinh xem chi phi trung binh ctia mét
1an ¢dng tac c6 qua cao hay khéng?
Khao sat hai siéu thi ¢ thanh phé X, nguoi ta thdy dé léch
chuén cua s6 tién mua hang ¢ siéu thi tuong dng 1a 30000
dong va 20000 dong. Nghién ctiu 2 mau khach hang ¢ hai
siéu thi trén voi n, = 44 va n, = 15 ta thdy sd tién trung
binh chi dé mua hang la 150000 va 135000 dong. Véi a =
0,05 hoi ¢é su khac biét ¢co ban vé chi phi mua hang trung
binh cua khach hang hai siéu thi trén hay khong?
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15.

16.

17.

19.

Tan

Hai may cit day thép ¢ cac d6 léch chudn tuong ting o, =
0,26 cm va o, = 0,31 cm. Dé kiém tra xem hai may c6 cit
day cung d6 dai hay khéng, ngudi ta chon ngau nhién 50
day thép do mdi may cit ra thi thay cé cac d6 dai trung
binh miu tuong tng X, = 142,6 cm, X, = 142,30 cm.
Hay kiém dinh véi a = 0,05.

Ngudi ta chia cac van dong vién thanh hai nhém: nhém
tht nhat gom 130 ngudi duge uéng vitamin X, nhém thu
hai gom 128 ngudi dude udng thude gia (placebo). Sau mot
mtia thi ddu s ngudi nhidm cim J méi nhém tuong tUng la
30 va 39. V6i a = 0,05 ta ¢6 thé cho rang vitamin X lam
ting dang ké kha ning chéng cim cta cac van ddng vién
khong? Cé thé cung két luan nhu trén véi a = 0,01 khéng?
Giai thich tai sao.

D& xac dinh xem ngudi viing nii cao ¢6 tudi tho trung binh
cao hon ngudi § ving bién hay khéong, ngudi ta chon ngau
nhién ra hai mau. O miu thi nhat gdm ngudi ving ndi
khi xét 50 gidy khai tu th4y tudl tho trung binh 14 70 nam
v6i d6 1éch chuén s, = 11,2 nam: con 6 miu thit hai (ngusi
ving bién) 100 gidy khai ti cho thdy tudi tho trung binh 1a
65 nam véi dd 1éch chuéin s, = 12 ndm. V6i mic a = 0,05 ¢6
thé cho rdng ngudi vung nui tho hon ngudi ving bién
khong?

Ngudi ta khao sat 15 sinh vién dé nghién ciu hiéu qua cla
viéc giang day theo phuong phap mdéi. Trude khi hoc, sinh
vién sé lam mot bai kiém tra (diém td1 da bang 100), sau
khi hoc sé lam bai kiém tra thd hai. Két qua diém cua
tung hoc sinh nhu sau:

S6thiatu | 1|2 (3| 4|5|6]| 7|8
Truéchoc | 54| 7991|7568 |43 |33 |85
Sauhoc [66(85|83|88}93|40|58]|91




20.

21.

22.

Sethatuy | 9 1011|112 13| 14|15
Trudc hoc | 22 |56 |73 |63 |29 75|87
Sau hoc 34162 |59|80|54]| 83| 81

V61 mic a = 0,05 ban ¢6 nhan xét gi vé su khac nhau giiia
hai day diém trén? Cé thé coi rang viéc hoc theo phuong
phap méi c¢6 hiéu qua hon hay khong?

C6 hai may tu ddng sdn xuat cing mot loai san pham. T
cac 16 san pham cta mdi may ta chon ra 10 san pham va
k&t qua do dd dai cua cac mau dé nhu sau:

39,37 49,88 49,91 49,33 49,77

49,81 50,01 50,14 49,75 50,15

49,68 49,75 50,12 48,99 49,67
49,99 50,20 50,11 50,02 49,72

Hobi ¢6 sy khac nhau dang ké gita cac do dai trung binh
cua hai may trén hay khong (chon a = 0,05)?
Dung mét dung cu do 200 1an ta tinh dudc phuong sal mau
hiéu chinh s = 3,54. Do 16 1an bing dung cu do thi hai
cho ta s =2,04. C6 thé cho rang dung cu do tht hai chinh
xac hon khéng (a = 0,05)?
Khao sat s6 thich vé 6 méc ca phé cua 300 khach hang
thi thay

Mic | A B C D E F

Khachang | 41 56 60 60 59 46

Véi muc a = 0,01, ¢b thé cho rdng khéng cé su sai khac
dang ké vé sd thich cac loai ca phé khac nhau hay khong?
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23.

24.

25.

Mot cong ty ldp may mua linh kién cGa hai nha may. Méi
linh kién c¢6 thé c¢6 4 loai 16i khac nhau. Sau khi thi
nghiém mot sd linh kién ngudi ta thu duge két qua (hai
mau cung kich thudc)

L61 loai
. ' 1 2 3 4
Nha may
A 60 50 40 30
B 30 32 25 25

V61 mic a = 0,01 ¢6 thé chap nhan gia thuyét vé su gidng
nhau giita cac ty 1é 161 ctia cac linh kién cua hai nha may?
Mot hiing bao hiém nghién cttu tan s6 tai nan tai gia trong
cac gia dinh c6 t hail con trd 1én. Mot mau gom 200 gla
dinh dugc chon va két qua thong ké cho thiy:

S6 tal nan | 0 1 2 3 4 5 7

Sogiadinh | 25 54 59 36 18 6 2
Theo ban s6 tai nan trén phu hdp véi phan phdi xac suét
nao? Kiém dinh diéu nhan xét cta ban véi muc a = 0,05.
Ngudi ta tién hanh bin thi 100 loat vao bia, méi loat 10
vién vao 1 bia. Bang s6 liéu quan sat nhu sau:

Sodantrang [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

26.

S6 bia )0 1 3 5 20922 25 16 6 2 0

Hoi s6 dan bAn tring 1 bia c¢6 tudn theo luat nhi thic
khéng (@ =0,05; tham s6 p dudc udc lugng bang tan suit)?
Nghién ctu 1000 d61 tugng ta c6 bd so lidu

o—15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 65-75

X
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217.

28.

C6 thé cho ring bd s6 litu duge cam sinh bdi mdt bién
ngau nhién chuén hay khéng (a = 0,05)?

Cho bd sd liéu vé chiéu cao clia mot giéng ciy 2 tuan tudi

Pocao |5 7 9 13 15 19 21
S6 cay 10 26 27 33 25 22 20 13

Véi a = 0,01 hay kiém dinh gia thuyét vé phan phéi chuan
cua dd cao trén.

Giam doc thuong mai cia mot hang d6 chdi muén nghién
citu ¥ kién khac hang vé mét loai dé choi méi 6 4 viung. Két
qua diéu tra nhu sau:

. Khong biét gi Gia d6 choi Gia »
Vung vé d% chdig1 via phai cao Tong
1 64 28 106 198
2 84 42 76 202
3 56 14 130 200
4 60 20 120 200
Téong 264 104 432 | 800

V6i mic a = 0,01 cé thé cho réng cac cau tra 16i 12 giéng
nhau gita 4 vung trén?
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Chuong VI
PHAN TiCH HOI QUY

§1. PHAN TiCH TUONG QUAN

1.1. Hiép phuong sai va hé s tuong quan

Trong nhiéu bai toan thuc té ngudi ta quan tdm dén quan
hé cua hai (hodc nhiéu) bién ngau nhién. Tuy nhién do thiéu
thong tin, ta khong thé nghién ctiu ddy di moi dic trung cua
mdi quan hé d6. Théng thuong ta chi c6 mot bd sd liéu cap (x,,
¥, s ¥9), wovy (xn, ¥,) duge xem nhu 12 cip quan sat cua hai
bién ngiu nhién X, Y.

N1 dung chinh cua chuong nay 1a xac dinh sy phu thudc
gitia cac bién ngau nhién. Rd rang néu hai bién ngiu nhién
dbc lap, ta c6 thé nghién cdu chiing riéng ré. Trong trudng hgp
ching khéng ddc lap, can xac dinh miic d6 phu thudc va quan
hé ham gida cac bién.

Ta da biét 6 chuong III mét s6 dac trung quan trong cua
cap bién (X, Y) 1a hiép phuong sai itxy = cov(X, Y). Néu puyy =0
ta c¢6 thé cho ring hai bién X va Y ¢6 méi quan hé nao d6, hay
12 chung phu thudc ngau nhién (con goi la tudng quan). Do
nhiing han ché cua khai niém hiép phuong sai, ta da dua vao
dinh nghia hé sé tuong quan, ky hiéu 1a pyy hay p néu khong
s¢ nham lan,

Py = X (1.1)
OxOy

~ trong d6 py, py 14 cac dd léch chuan tuong ing cia X va Y. S¢
déc trung pyy ¢6 cac tinh chat (xem chuong I1):
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Oyl <1 |

(1) | pxy | = 1 khi va chi khi Y =aX + b, trong d6 a va b la
cac hing sd tat dinh;

(iit) Néu X, Y doc lap thi pyy = 0 (ngudgc lai néi chung khéng
ding).

Nhu vay ta c¢6 thé dung p & do mitc d6 phu thudc tuyén
tinh gita hai bién ngiu nhién. Khi | p| = 1 ching c6 quan hé
tuyén tinh; néu p = 0 hai bién d6 khéng tuong quan; khi p kha
gan 0 ta néi rang ching tuwong quan yéu, con néu | p| kha gan
1 chiing tuong quan chdt (hiéu theo nghia gin vdi tuyén tinh).
Néu c6 thém gid thiét chuidn cia X va Y thi py = 0 tudng
duong véi khang dinh X va Y doc lap.

1.2. Hé s6 tuong quan mau

Trong thuc hanh, ta khéng thé tinh p chinh xac dudgc.
Ngudi ta thuong xdp xi p bang hé sé6 tuong quan mau, ky hiéu
1a r, nhu sau:

n

2 (% ~X)(x - ¥)

i=1

\/i("*‘ SXPY (- T
i=1 i=1

r =

Sry -nX¥
- i=] (1.2)

Eetowe (S er)

T4t nhién ta ¢6 thé tinh hiép phuong sai miu hiéu chinh:

1 & _ S B .
sry=m§(xi —X)(y,- - X) = —;:—l{gxiyi—nXYJ.
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va (1.2) sé trd thanh gon hon (s® va s?, l1a phuong sal mau hiéu

chinh tuong ing caa X va Y)

r=

Gidng nhu p, hé s6 mau r 1a d6 do mic quan hé cing nhu
chidu hudng cia quan hé giita cac gia tri x; va y,. Néu ta biéu dién
cac cap sb (x,, y,) 1a cac diém trén mat phing toa do. Dé-cac, ta sé
c6 mét dam may diém. Khi d6 néu | r | = 1 dam may diém sé
tap trung trén mot dudng sé tap trung trén mot dudng thing.
Néu r > 0, da s6 cac gia tri 16n cua y; ing vdi cac gia tri 16n caa
x;, v ngugc lai; ta néi téi twong quan duong hay ty 1& thuan.
Tuong quan dm sé c6 khi r < 0 va ta ¢6 quan hé véi khuynh
huéng ty 1é nghich (xem hinh 1.1). Trong thuc té, do sai s&
quan sat, do dac hodc tinh toan ma

. . » -
hd CY s .
L] » LA Y
* o o . * .
® sa 5 " s 8 @

a) Tuong quan dudng b) Tuong quan tuyén tinh duong  ¢) Khéng tuong quan

e

d) Tuong quan am e) Tuong quan tuyén tinh &m

Hinh 1.1. Cdc dang tuong quan

r r4t khé bing + 1 (hoac 0). Vi vay néu trong thuc hanh néu | r |
> 0,8, ta da c¢6 thé coi 1a ¢6 mdi quan hé dang tuyén tinh (xap
x1 tuyén tinh) gitia hai bién dang xét.
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Trong mot sd tai liéu, ngudi ta con xét hé s6 xdc dinh mau
B, (viét tit 1a ) dudc dinh nghia la g = r% véi r da xét trong
(1.2). R6 rang B c6 mién xac dinh 0 < # < 1 va la truong hop
riéng cua khai niém tuong ting dung cho cac hé ddng hoc,
nhiéu chiéu va phi tuyén.

Thi du 1.1. Tinh cac dic trung mau cua bd sd lidu (x;, y,),

i = 1,15, thé hién & cdt 1 va cdt 2 ciia bang s§ dudi day.

X Yi y’i .‘JCI-2 y;z x;'y;
7.9 70,3 28,1 62,41 789,61 221,99
0,9 85,0 42,8 0,81 1831,84 38,52
3,7 100,0 57,8 13,69 3340,84 213,86
8,1 78,1 35,9 65,61 1288,81 290,79
6,9 77,9 35,7 47,61 1274,49 246,33
0.8 98,4 56,2 0,64 3158,44 44,96
6,0 59,2 17,0 36,00 289,00 102,00
7,2 86,8 44,6 51,84 1989,16 321,12
8,8 70,1 27,9 77,44 778,41 245,52
10,2 42,2 0,0 | 104,04 0,00 0,00
11,2 81,9 39,7 | 125,44 1576,09 444,64
0,5 97,1 54,9 0,25 3014,01 27,45
4,6 68,2 26,0 21,16 676,00 119,60
9,7 92,1 49,9 94,09 2490,01 484,03
1,0 91.2 49,0 1,00 2401,00 49,00
875 | 11985 | 565,56 | 702,03 | 24897,71 | 2489,81

Giai. Dé tinh cac dic trung mau cua bd so lidu cap (x, y),
ta phai tinh cac téng sau:

wa Zyv inz’ Zy;'z’ inyi’
i i f i i
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Dé tranh phai tinh toan véi cac s6 qua 16n, cac gia tri cia y
dudc trit di 42,2 va ta thu duge y’. Dé y la:
y' =y, — 42,2 Y' =Y -422 si. =sir.. = Teys ﬁxy. =

¥y fxy' Py
Cac két qua tinh trung gian dugdc dua ra trong bang sé (cot 3 -
6). Tu d&o:

87,5 565,5

=583 Y'= = 37,7
15

<
1

Y

37,7+ 42,2="179,9;

R

s = — (702,03 - 155,83} =13,7; 5, = 3,7;
14

s} =s. = % (24897,71 — 15.37,7%) = 255,6; s, = 16,0;

_2849,81 -15.5,83.37,7

=r.. =-0,5417;
Ty = Ty 14.3.7.16,0
B., = 0,2934.

Vé mit tinh toan, khi x; va y; 16n va mau c¢6 kich thudc 16n
(n 16n), ta sé gap kha nhiéu khé khan. DPé don gian hon, ngudi
ta dau tién sip xép so liéu duéi dang bang hai chiéu. Gia si
trong bang d6 cap gia tri (x;, y) xuét hién n;1an (O > n.=n).
Khi d6 ta d6i bién sd giong nhu da lam d §2, chuong IV:

B1. Chon x,, y, V61 h,, h, tudng ng;

X, =Xy o _Yji~ %o,
,U-— 3

J
hy h
rd . 2 . . 2 * -
i i J J ¢

B4. Tinh X =@th, +x,; ¥ =0h, +y,;
S; =h'S;; S; = hyS};

B2. Tinh cac u; =
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D uyn,, -nuv
r= L — .
nle? - @7 1[0° - )]

Ta xét quy trinh tinh toan trén mét thi du cu thé sau day:

Thi du 1.2. Xac dinh cac dic trung mau ti bang s6 liéu sau:

Yi
X 10-15 15-20 20-25 256-30 30-35 35-40 | n,
0-0,2 4 -~ - - - - 4
0,2-0,4 2 2 ~ — - — 4
0,4-0,6 — — 2 - - - 2
0,6 - 0,8 - 6 - 4 4 - 14
0,8-1,0 - — - — 6 6 12
1,0-1,2 - - — - - 4 4
n, 6 8 2 4 10 40 | 40
Giai. D61 véi bién X ta chon x, = 0,7; A, = 0,2 va bién mdi
x' - 0,7 . el e “ .’ ,e
U, :—‘—2—, con dé6i véi Y chon y, = 27,5; h, = 5 va bién mdéi
. — 27,5 0 v m iy s
v; = Zf—s-— Bang s6 trén tro thanh
v -3 -2 -1 0 1 1 n,
U,
-3 4 - - - - -
-2 2 2 - _ - -
-1 - - 2 — - - 2
0 — 6 — 4 4 - 14
1 - - - - 6 6 12
2 - - _ _ - 4 4
n, 6 8 2 4 10 10 40
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Nhu vay thay vi lam viéc v6i cac x; khong nguyén va y; kha
16n, ta tinh toan véi cac u; va v, déu nguyén va kha bé. Theo
cac cong thic g trén:

= —luZuﬂm =l (34-24-12+0.14+1.12+2.4)=-0,05;
40 4 40

b=—Yvn, =— L (36-2.8-1.2 +0,4+1.10 +2.10) = —0,15;
40 4 40
il u'n,, = S (9.4+44+1.2+0.14+ 1,12+ 4.4)=2,05;
40 4 40
v? ——Zv n. ———(9.6 +4.8+1.2+ 0.4+ 1.10 + 4.10) = 3,45

dYuvn, = (94+62+4.2+1.2 +1.6+2.6+4.4)=

92 - 40.0,15.0,05 91,7
©40(2,05 - 0,0025)(3,45 - 0,0225) ~40.1,85.1,43

X=-0,0502+07=069;:Y=-0,155+275=26,75;
S,=1.43.0,2=0,286;S,=1,85.5=9,25.

1.3. Tiéu chuan doc 1ap cla hai bién ngau nhién

Trong thuc hanh, nhu da néi 6 trén, r ciing hiém khi béng
0 va két luan ngay ca X, Y khong tuong quan ciing da gap khé
khan. Nhung néu cé thém gia thiét chuin caa phan phéi (diéu
ma trong nhiéu bai toan thuc té& co6 thé chdp nhan dudge) thi
diéu kién pyn= 0 sé tudng ducng véi sy kién X va Y doc lap.
Nhu vay néu ta thiét lap gia thuyét goc H,. “X va Y doc lap”
(véi d61 thuyé't H, d6i 1ap), thi néu cé gia thiét X, Y tuan theo
luat chuén, gia thuyét trén tuong duong véi Hy, “pxy = 0.

Tiéu chuin dé kiém dinh Hy: pyy = 0 (H,: pxy = 0) la:

Kzr n—2, (1.3)

1-r?
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v4i r 1a hé s6 tuong quan tinh trén tap mau ngau nhién (x, y)),
i =1,n. Néu gia thuyét H, dliing ngudi ta da ching minh ring
K ~ t(n — 2); tit 36 mién téi han cta tiéu chuén k sé 1a:

B ={Km K, |>¢ } (1.4)

n-2;1-=
2

Néu gia thuyét vé tinh ddc lap ctia X va Y chap nhan dugc, it
c6 1y do dé xem xét ddng thoi hai bién d6. Trong trudsng hgp
ngugc lai, ta sé quan tdm dén quan hé cua ching.

Thi du 1.3. Cho cép bién (X, Y) tudn theo luat chuén va bé
s6 liéu quan sat nhu sau:

%, { 12,0 165 152 11,7 183 10,9 144 16,0

2,7 3,37 2,86 2,62 2,76 3,49 3,12 3,05

Y

Vé6i o= 0,05 hay kiém dinh tinh déc 1ap cta hai bién X va Y d6.
Giai. Trude-hét ta tinh hé sé tuong quan mau theo (1.2)
n=8 > x=12,0+16,5+...+16,0 = 115;

>y, =275+ 8,37 + ...+ 3,05 = 24,02;
D xl=1701,25; D y? =72,798; > _x,y, = 345,008;

S(x-X) =3 —%(in)2 = 1701,25-%: 48,125;

2
> (y, —17)2 => ! —;]-;--(Zyi)2 = 72,798 — 24’802 =0,6780;

2% - X) (2, -Y) =2 xy, —%inZyi - 345,008 - 115-24’02

~—0,2975;
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-0,2975

r =
J48,125.0,678

= —0,0489.

Bai toan kiém dinh tinh ddc lap ctia X va Y dua vé kiém dinh
gia thuyét

Hy: pywy=0; Hy: piy 20 (a=0,05).

Theo (1.3), ta tinh

_rdr-2 _ -0,0489.J6

T2 ~-0,1199.
1-r2  J1-0,0489

K

tn

Do ti bang Stiu-don tgge75 = 2,447 > | K, | = 0,1199 nén theo
(1.4) gia thuyét H, chdp nhan dudgc.

Thi du 1.4. Kiém dinh tinh d6c lap cta hai bién X va Y
cam sinh ra bo sd liéu mau trong thi du 1.1 (¢ =0,01; X va Y
tuan theo luat chuén).

Giai. T két qua thuc nghiém r = -0,5417, ta c6 tiéu chuin
(1.3) tinh trén mau la:
_-0,5417/3
- J1-0,5417

K, =-2,32.

Mait khéac, viéc tra bang cho ta #3999 = 3,01. Do | K,,, | = 2,32 <
3,01 nén ta khéng c6 co sd dé bac bd H, O day ta thay r =
~0,5417 khac kha xa 0 ma ta van chua thé khéng dinh 13 gita
X va Y ¢6 quan hé nao d6. Nguyén nhan ciing c¢6 thé 1a kich
thude mau qua bé ching? Luu y 1a néu chon a = 0,05, ta ¢6
ti30.075 = 2,16 va k&t luan cha kiém dinh lai la bac bé H,. Nhu
vay c6 thé thay rang wéc lugng hé s6 tuong quan phu thudc tdi
mic dd nao vao kich thudc mau va nhiing két luan khéng dua
trén nhiing tiéu chuin théng ké chinh xac va hgp ly sé dan téi
nhiing sai lAm nguy hiém.
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1.4. Kiém dinh gia thuyét vé hé sé tuong quan
1. Kiém dinh Hy: p = p, cho trude
Theo mét nghia nao d6, gia thuyét H, ¢ day la truong hogp
tong quat héa két qua ctia muc trén. Ngudi ta dua ra thong ké
1+r

1
Z="In ) 1.5
' 2 1-r (1.5)

Theo Phi-so, néu H, ding théng ké Z sé tiém can téi phan
phdi chuén (khi n — ) véi cac s6 déc trung x&p xi

EZ = ;mitPo P .
1-py 2(n-1)

VZ = 1 .
n-3

Trong thuc hanh véi n > 50 da c6 thé chdp nhan két qua trén.
Tit d6 néu chon tiéu chuén cia quy tic kiém dinh 1a:

Z - EZ y
N =(Z - EZ)Jn-3 ~ o#7(0,1),

thi mién téi han cia quy tic sé 1a (mién doi xtng)

K =

B, ={Km | K, | > 2, v6i qb(zb):l_Ta}. (1.6)

Thi du 1.5. Tu bod s6 liéu thay van gom 150 cip, ngudi ta
tinh duge hé s6 tuong quan mau r = 0,5273. Véi a = 0,05; cb
thé cho ring hé sd tuong quan that 14 0,5 dudc khong?

Giai. Theo (1.5) ta xac dinh gia tri thuc nghiém cua Z

1, 1+0,5273

Z, =—In—2"2"" - (5862,
2 1-0,5273

va cac sO ddc trung tuong ing

gz- 11,1105 05
2°71-0,5 2149

=0,5510;
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N7 )

147
tu do:
. 0,5862 - 0,5510 _ 4o
0,082
v , 1-0,05
Véi a = 0,05, ta co ¢(1,96) = —— =0,475. Do 0,43 < 1,96,

khéng c6 cd sG dé bac bd H, va chip nhan rang hé s6 tudng
quan ly thuyét cua tap nén 1a 0,5.
2. So sanh hai hé sé tuong quan
Bai toan dua vé kiém dinh H,: p, = p, dua trén hai bd so
lidu mau cip (c6 kich thude tuong Gng 1a n, va n,) cta hai cip
bién (X,, Y,) va (X,, Y,). Bang cach xac dinh hai théng ké Z, va
Z, nhu trong (1.5), ngudi ta dua ra tiéu chuan kiém dinh
 Z,-2,
vz, +vz,

Ham s6 nay c6 phan phdi tiém can chudn o410, 1) va ta c6 thé
dung lai quy tdc nhu trong (1.6) cho mién t6i han dbi xiing.

§2. HOI QUY

2.1. Md hinh tuyén tinh
Khi hai bién X va Y phu thudc, ta quan tAm dau tién dén
quan hé ham Y = flx). Néu ham f tuy y, ddy la quan hé rat
phtic tap. Trong phan nay ta giéi han vao truong hdp f ¢6 dang
tuyén tinh
Y=aX+b, (2.1)
trong d6 a, b 1a cac hang sb thuc can xac dinh. Tuy nhién do X
va Y déu 1a cac bién ngau nhién, quan hé (2.1) khong giong
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nhu quan hé ham theo nghia théng thudng caa giai tich. Vé
mat 1y thuyét nguoi ta dua vao khai niém hoi quy tuyén tinh
(xem chuadng III) théong qua ky vong ¢é diéu kién

EXY/X=x)=ax +b. (2.1a)

Vé mat thuc hanh, dé cho don gian, ta sé tat dinh héa bién

X, va sau nay sé chuyén cich viét thanh x, va goi né la bién
déc ldp (x 1a tat dinh theo nghia ta kiém soat nd hoan toan). Y
van 1a bién phu thudc va 1a bién ngau nhién, thé hién cua né y,
1a dap ding d6i véi gia tri x;. Ta van c6 bd mau cip kich thuée n
la (x;, y), i =1,n. Véi nhiing don gian d6, cong thic (2.1a) sé
trd thanh:

EY =ax + b.
Trong céng thic (2.1b) chua xuat hién cac yéu td ngau nhién
gay ra tinh bat dinh cla bién Y. Vi thé d€ cho chit ché va day
du, ngudi ta dua vao khai niém nhiéu, ky hiéu la g va thiét
lap mo hinh tuyén tinh

Yl':axi'!'b"'gi,i: l,n, (2.2)

v6l & 1a cic bién ngau nhién lién quan truc tiép va giy ra su
bat dinh ctia Y. Ta sé yéu cau ¢ thoa man 2 diéu kién

(i) #,: Eg; =0 Vi=1,n; (2.3a)

(i) 97, : E(ge;)=0"8,,i,j=1n (2.3b)

o
va sé goi 1a nhiéu trang (ky hiéu §; = 0 néu i #j va = 1 néu i =)).
Gia thiét %, cho thay ¢ c6 dang sai s6 ngiu nhién, con %, yéu
cau ching tao ra diay khéng tuong quan. Nhu vay trong md
hinh (2.2), a va b 1a hai hé s6 hoi quy chua biét va sau nay phai
udc luong, x; 14 cac hing s6 da biét, con y; 1a thé hién cta bién
ngau nhién phu thudc vao x;. Ngoai ra tham s§ ¢ déng vai tro
phuong sai héng cua cac nhiéu tring & va né ciing chua biét.
Trong thuc té&, cé thé viéc gia st la cac x; duge xac dinh
chinh xac 14 khong that hgp 1y. Tuy nhién cé thé yéu cau tinh
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bat dinh cua bién X 13 khéng dang ké so véi Y (ma thuc
nghiém cé thé chap nhan duge). Hon nita, vé phai cua (2.2) da
c6 yéu t& nhiéu ngau nhién, nhiing khia canh ngau nhién caa
X c6 thé trong mot chitng myc nao d6 chuyén sang cho nhiéu.

Tém lai, bai toan dit ra 12 trén co sé bd sd liéu quan sat
(%, ;). 0= L,n, hay:

a) Udc lugng cac hé s héi quy, tic 12 tim 4,6 va sau d6
ca 6%

b) Kiém dinh tinh pht hgp ctia mé hinh (2.2) 461 véi bd s6
l1éu da cho.

Khi ¢, & da xac dinh, ta c6 duong héi quy tuyén tinh méu

y = ax + b.

2.2. Udc lugng hé sé hdi quy

1. Phuong phdp binh phuong cuc tiéu

Trong thuc hanh tap diém s& liéu ndm xung quanh doc
theo duong héi quy (Iy thuyét hodc mau). Néu trong (2.2) thay
cac bién ngau nhién Y, bang cac quan sat, ta co:

yi=ax; +b+¢,i=1n. (2.4)

Trong (2.4) bién ¢ con cé thé hiéu nhu la sai s6’khi ta dung
md hinh tuyén tinh dé x4p xi quan hé giita 2 bién dang xét. R6
rang néu phuong sai sai s6 ¢” cang nhd thi mé hinh (2.4) cang
pht hop dé mé ta quan hé d6 va tap sd lidu da cho.

Dé udc lugng cac hé s6 a va b ta dung dinh nghia sau:

Dinh nghia. Cac a va b dude goi 12 woe lwgng binh phuong

cuc tiéu cua a va b, néu:

n

Z(yi —ax; —b) = min Q(a, b) = mmz —ax; —b . (2.5)

=1
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Phuong phap nay c6 tén goi 1a binh phuong cuc tiéu, con ham
Q(a, b) = Z(yI -ax; - b Zs chinh 1a téng binh phuong sai

s6 md hinh (2.4). Vé mat hmh hoc d6 chinh la tdng binh phuong
khodng cach (theo phudng song song véi truc tung) tlt cac diém
(x,, v.) d&n duong théng hdi quy y = ax + b (xem hinh 2.1).

Viéc cuc tiéu ham Q, b) |7

trong (2.5) dua vé giai hé hai y=ax+b

phuong trinh aQ =0 va— q =0, Vi
oa b
suy ra:
aX +b=Y g
i i i 0 X
Ta sé co:

C6 nhan xét rang

Sl K)o, F)= Se - Xy = S - P

Viéc ki€m tra diéu kién da khong can thiét do @ 1a ham dang
binh phuong. Pudng héi quy miu y = ax + b sé di qua trong tam
ctia tap diém, tic 12 diém ()_(, 17) sé ndm trén dudng thing do.
Pé y 1a trong (2.2) Y, 1a bién ngiu nhién cé:
EY, =ax, + b; (2.7a)

207



VY, = Vg = &% (2.7b)
va o ¢6 thé dé udc lugng bang phuong sai mau caa Y,

62 = %i(yi YY) 2.8)

Sau khi dacé @ va b, tadat y, =ax; + b va hiéu £ =, — 3, sé

dudc goi 1a phdn du (sai s6 thuc nghiém) cia mé hinh dé y:

A

glzyl_dxl_b:(a_d)xl+b—b+gl

Ngudi ta cling chting minh dugde rang uéc lugng khéig chéch
cua o theo phuong phap binh phuong cuc tiéu khén: phai la
(2.8) ma la:

1 n 1 no, w2
s’ = £l = —— —ax, - b) . 2.9

n—2§ 1 n—2£=1(y‘ ‘ ) 2.9)
2. Phuong phdap hdp ly nhdt

Néu ta thém vao gia thiét chuan cua g

(iil) 77, : & ~ ¥ (0,0%), Vi=1,n, (2.3¢)

thi dé dang ching t6 Y, ~ o#{ax; + b, 6°). Khi d6 wdc leong hop
Iy nhdt cha a va b sé hoan toan gidng nhu (2.6) (ban @c cé thé
tu chitng minh, st dung ham hgp 1y x4y dung trén :ac quan
sat y; cua bién ngiu nhién chuan Y, (xem chudng IV). Luu y
udc lugng hop 1y nhat cua phuong sai o® sé la:

s? =%Zéf =;1L—Z(yi ~ax, by (2.10)
=1 i=1

Cing chu ¥ 1a khi dung (2.9) hoac (2.10), téng cac bini phuong
udc lugng sai so s& dude tinh nhu sau:

S =3 (5 -¥) -ad(x - X) =n(82-as?). (@11
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Thi du 2.1. K&t qua nghién citu thuc nghiém tréa 8 nguci
dan 6ng nhu sau:

Tr(_)nghr()ng(kg)'t')&o 70,0 74,0 63,5 62,0 70,5 71,0 66,0

Huyét tuong (1) ! 2,75 2,86 3,37 2,76 2,62 3,49 3,056 3,12
Hay x4y dung duong hdi quy tuyén tinh mau cua huyét tuong
vdi trong lugng.

Gidi. Goi X la trong lugng cd thé, c¢on Y la luong huyét
tuong. O day n = 8 va cac téng 14y theo i =1,8:
Y x, =535, Y y, = 24,02; X = 66,875; Y = 3,0025:

> =35983.5; >yl = 72,7980; ) x,y, = 1615,295.

T d6 |
Y (x - X)(y, - Y)=1615,295 - 535.24,02/8 = 8,96;
d(x, - X) = 35983,5 - 535%/18 = 205,38,
> (v, = Y) =72,7980 - 20,02%/8 = 0,6780.
va
T \/205,;3?6(5).6780 - 076
b= 295 o us15

b=3,0025- 0,043615.66,875 = 0,0857.
Nhu vay su phu thudc cta luong huyét tuong vao trong lugng
co thé c¢6 thé duge mb ta bing (hdi quy mau):

y = 0,0436x + 0,0857.

Ta ¢6 thé tich ude lugng khdng chéch ctia phuong sai sai s6 mé
hinh trén theo (2.9) c6 dé ¥ dén (2.11)
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= %(0,6780 - 0,04362.205,38) = (0,047929.
Thi du 2.2. Xay dung dudng héi quy tuyén tinh mau theo
thi du 1.2.

Gidi. Ap dung cong thitc (2.6) va két qua tinh toan cta thi
du 1.2

S
G=r2r = 0,862~ 27,8147,
S, 0,286

b=Y -4X = 26,75 - 27,8147.0,69 = - 7,5578;
va duong hoéi quy can tim la:
y =27,81x — 7,56.
3. Cdc tinh chét ciia wdc lugng binh phuong cuc tiéu
a) Cdc tinh chdt thong ké
(i) & va b 1a udc lugng khong chéch ctia a va b.
Ta ching minh cho 4, viéc chtng minh d6i véi b rat don
gian. Dé y dén (2.4)
y; =ax; + b + g L—ln
ta co:

Y=aX +b+&;
E=—1—Zei). Tu dé y, ——?=a(x,- —)—f)+5i ~ & va thay vao cdng
n .-

thae (2.6a):

i=1

tit 46 E(4) = a. Néu ky hiéu 3, = ax, + b, dé thay:

E(y,-y)=0 Vi=1n.
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() Va=ol=—2 . Vhb=0o? =2 — &=
(x, - X) " Y (x - XY
=1 i=1
cov(&, b) = fy = —— a’X .
(x, - X)

1=1

Ban doc hdy thit chitng minh cac céng thic trén, dé y dén
cach ching minh trong tinh chat a).

b) Y nghia hinh hoc
Ky hiéu cac véc td n chiéu
yl ]' xi gl
y=|: lje=|:l;x=|: |vaeg=
¥, 1 X £

M hinh tuyén tinh (2.4) viét dusi dang vécto (trong R™)

y
/ be Ye=y Xe
Z \ 77 -
~_ N\ sy e
~ N7y
—_—— /

y=ax + be + &

2
=
>

Hinh 2.2



Viéc tim uéc lugng binh phudng cuc ti€éu dan dén xap xi tét
nhit cua y trong mét phiang P sinh boi hai vécto e va x (xem
hinh 2.2). Pé ¥ % 1a hinh chi€u vudng gbéc ctia y trén P, ngon

cia 7 l1a diém ctia mat phang gan véi (ngon cta) y nhat. Hinh
chiéu vuéng gée clia y 1én e sé 1a Ye. Pong thai dung ti goe véc
to x — Xe, ta c6 dinh 1y Ta-1ét:

y —Ye = a(x — Xe).

Véc to vudbng goéc véi méat phang chinh 13 véc to phan du
¢ = y— 3. Trong tam gidc vuéng (y, 3, ¥), theo dinh 1y Pi-ta-go

Sly-¥) =Y+ X(5-3), (2.13)

4

@y 5=F1 Do Y&=0nén £=0 va &= -8
Chia hai v€& cva (2.13) cho n, ta thu dugc:

%Z(}’t - ?)2 = “’];'Zi:(j’i - 5)2 +_%Z(éi'_ 5)2* (2.14)
trong d6:
—Z( _) = S2 1a tong phuong sai ctia tap mau (y,, ..., y,),

-2 N o - A
_Z( . 5;) la phuong sai cua tap diéu chinh (3, , ..., 3,),

lZ(si - éT)2 la phuong sai du.
e

Nhu vay (2.14) chinh 14 phuong trinh phén tich phuong sai
(xem (3.16) bai toan 4, §3 chuong V). Ciang theo Ta-lét:

(0 -F) - 28 + @ X (x - %),

hay S: =87 +a*S:.
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2.3. Trudng hop cé gia thiét chuan
1. Phén phéi cua wdc liuong
M6 hinh (2.4) véi cac gia thiét %, — F5 c6 thé tém tét lai
(xem (2.3a — ¢))
y; = ax, +b+£i,i=i:7i,
g~ (0,0°); E(ee;)=0,i =
Khi d6 ta c6 thé xac dinh luat phan phéi xac suét cla cac udc
lugng &, b va s? (trong (2.9)). Trudc hét:

a~o#(0,62);b~c¥ (b of), (2.15)

véi o° va of dd x4ac dinh trong (2.12). Tuong ty:
s |
(n-2)= ~ x*(n-2), (2.16)

0_2

B 20"
n-2

ngau nhién ddc lap véi ¢;,i=1n. Ngoai ra luu y dén cong

D,

véi v(s?) Dé ¢ 1a G va b vé mat ly thuyét la cac bién

thitc ctua cov(a, b) trong (2.12), ta c6 phan phdi dong thoi

cua a va b la:

) 1 -X
Neor (a];af > x| (2.17)
b b _X 4

n

Cac phan phéi (2.15) — (2.17) d4t ¢d sd cho cac bai toan kiém
dinh gia thuyét hodc tim khoang tin cdy cho cac uéc lugng
hodc cho cac du bao dung héi quy trong thuc hanh.

Ngudi ta cling chiing minh dugc ridng 4 va b cling la uéc

lugng hiéu qua cua a va b.
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2. Khoang tin cdy

Dau tién ta tim khoang tin cay 1 — a cho udc lugng a.
Theo (2.15) va (2.16):

a-—-a

ol \/Z(xi - %)

s? |

(n—-Z)?‘—z ~ 2% (n-2),

nén thong ké:

~ o (0, 1);

~

a-—a

o (Sl - X

; .

~t(n-2).

Két qua §4, chudng V, cho ta khodng tin c4y 1 — a (xét khoang
dé1 xing, cac khoang dang khac ban doc dé dang tu tim duge):

St o1-as2

. St o014
<a<a-+ pdlal = (2.18a)

TR T e

Tuong tu:
: 2% A >+
b-st ., . __<b<b+st_,,., el
.2,1 12 nZ(xL _ X)2 21 f2\ nz(xl _ X)2
J i
(2.18b)
(-2) > <o? <(n-2)——.  (2.180)
Zn—2;1—a:'2 Zn—2;al2

Thi du 2.3. Tim cac khoang tin cay 95% cho cac tham s8
trong thi du 2.1.

Gidi. Trudc hét luu ¥ rdng phai c6 gia thiét chuan thi cac
khoang (2.18a-c) méi dung dude. Bay gid ta tra cic bang phan
vi t(6) va *(6)
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tg, 0,975 = 2,447, 162:0.975 = 14,449; 13;0.025 =1,237.

T d6 ta c6 cac khoang tin cay 95% tuong ung cho a, b va o*
0,2189.2,447 0,2189.2, 447}

v205,38 \205,38

= (0,0062; 0,0810)

| 0,0857 - 0,2180.2,447 [ 228935
8.205,38

0,0857 + 0,2189.2,447, | 22095:

8.205,38

= (-2,8049; 2,9763);

; 0,0436 +

(O, 0436 -

0,2867 0,2876
(14,449’ 1,237

Ta c6 thé luu ¥ rang:

— Phan phéi dong thdi (2.17) cho phép xay dung mién tin
cAy cho véctd tham s6 (mién tin cay déng thdi cta a va b, d6 1a
mét hinh e-lip);

— M5 hinh (2.4) c6 thé dung dé du bao gia tri y néu biét x
tudng dng va ta cé thé tim khodng tin cay d8i véi gia tri dé.

3. Kiém dinh gid thuyét

B;%‘lng cac Iy luan giéng nhu & trén va dé y dén chuong V ta
cd thé xét c?c kiém dinh gia thuyét vé tham s6. Ching han xét
bai toan kiém dinh:

]: (0,0199; 0,2325).

Hya=a,v61 H,:a #a,.
Thong thudng ¢® chua biét va dung tiéu chuan:

a-a, —1\2
ta ¢6 mién tdi han véi mic « (mién d61 xing):

B = {K!n-: ;Ktn > tn-2:l—al2}’ ' (219)
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Ban doc ¢5 thé tim cac két qua khéc cho trudng hgp kiém dinh
mdt phia; tuong tu cho kiém dinh vé tham sé b va ¢

Thi du 2.4. Véi a = 0,05 hay kiém dinh gia thuyét H; a =0
v61 dd1 thuyét H,: a = 0 (sé liéu cua thi du 2.1).

Giai. Nhu trong thi du 2.3 ¢ day ta gia su c6 gia thiét
chuan. Khi d6 gia tri ngudng ciia bai toan 4 q97s = 2,447. Tinh
théng ké thuc nghiém (2.19), dua vao tiéu chuén tuong tng:

©0,0436 - 0
" 0,2189

Do 2,447 < 2,8542 gia thuyét H, bi bac bo.

Dé ¥ ring gia thuyét Hy: a = 0 ¢6 ¥ nghia rat quan trong vi
né cho phép chdp nhan hay bac bé su c6 mit cua bién X trong
md hinh dang xét. Ngoai ra ¢ day:

- ~2

205,38 =~ 2,8542.

K = / a l),suyraKzz /na .
s/ JZ(x‘. - XY £/%(x, - X)
/ i Coisl
va do 9;2(.@ ~ X')z = (—’1:—?-);:) ~ #(1; n — 2) ta c6 thé dung
S -r

tiéu chuan nay va phan phdi #dé kiém dinh Hy: a = 0.

2.4, Hé so xac dinh

Dé danh gia su phi hop cia md hinh tuyén tinh ngudi ta
su dung nhiéu ciach khac nhau, ching han dung phudng sai
sai s0 md hinh, khoang tin cdy cta cac hé s dung cac kiém
dinh tuong tng, hé s6 tuong quan mau gan 1 ... Khai niém
hé sd xac dinh ciing rat c6 ich dé danh gia chat lugng ctia mé
hinh tuyén tinh.

T cong thite (2.13) ta da thay:

> (v - 17)2 =3 (v -3) +2(0 - 17)2.

vOi v& trai 1a tdng binh phuong db léch cta y khéi Y (d6 léch
tién nhiém); hai s6 hang vé& phai lan lugt la téng binh phuong
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d6 léch cta y so véi héi quy (hay téng phuong sai du, téng binh
phudng sai s6 hdi quy) va tong binh phudng sai s6 cdm sinh
bdi héi quy. Néu ta dem téng thi ba chia cho v& trai thi:
-~ —\2 ~ 2
y, - Y ]
r2 — Z( ) =1 = Z(yl yt) (220)

SH-¥) T -Y)

sé dudc goi hé s6 xdc dinh mdu ciia mo hinh hoi quy tuyén tinh
(2.4), gia tri ma ta da bi€t 6 §1 nhu 14 binh phuong ctia hé s6

tuong quan. Pé ¥ 1a néu r? = 1, (2.20) sé cho ta Dy -3 )2 =0
hay trong moi truong hdp y, = y, (md hinh chinh xac). Néi
chung , % cho thady ty 1é téng binh phuodng sai sé tién nghiém
dudc giai thich bdi mé hinh tuyén tinh (bdi bién X). Dé ¥ ring
tr d6 > (y, - 5/)2 cho ta phan ctua téng tién nghiém khong
dugce giai thich boi mé hinh tuyén tinh.

Cudi cing udc lugng (khong c6 diéu kién hay tién nghiém)
cua phuong sai ctia Y, nhu ta biét chinh 1a;

1 & 2
S =72l -Y)

. 1 ¢ n
Con n_zg(y; - yi)z = Sf/x

12 udc lugng c¢6 diéu kién cua phuodng sai EY biét gia tri tuong
ing X = x. D4y ciing 1a udc lugng t6t nhit cia VY = ¢ hiéu theo
nghia khéng chéch ma ta da xét trong (2.9) va ky hiéu la s2.

2.5. Hoi quy phi tuyén

Néu ta m6 hinh héa quan hé giita hai bién X va Y bang
ham ftay ¥ (ching han Y = AX) = P,(X) da thic cdp n > 1), thi
viéc xac dinh f s€ cuc ky phic tap (bai toan udc lugng ham).
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Dé cho don gian, thong thudng ta gia st da biét dang ham,
khi d6 bai toan dua vé udc lugng cac tham sd cia mot ham da
biét. Thi du cho ham fc6 dang da thuc bac hai:

fix) =a, + a,x + ax’.
Viéc xac dinh duong héi quy phi tuyén mau lai dua vao
phuong phap binh phudng cuc tiéu da xét & trén. O day ta di
tim cac udc ludng a,, @, va 4, lam cuyc tiéu ham muc tiéu:

Q{a,, a,, a,) = i:(yl - a, - a,x, - agxf)z, (2.21)

i=1
véi (x;, y,) 1a cac cap sé liéu (i = L_n).Dé tim céac uéc lugng

trén, ta phai 14y cdc dao ham riéng caa Q(a,, a,, a,) trong
(2.21) va cho ching = 0. Khi d6 vdn dé dua vé giai mdt hé
phuong trinh tuyén tinh:

(G X7+ 6, > P +a, Y x! =D xly,
dOin + &1fo + dQfo = inyi (2.22)
an  + @) x + G, x =y,

Viéc giai hé (2.22) véi 3 phuong trinh 3 4n ciing khong qua phuc
tap. Tuy nhién cac tinh chat théng ké dep dé cua cac udc luong
binh phuong cuc tiéu & cac muc trén sé khong con ddang nita, du
ta ¢6 thé dua vao gia thi€t chuin cia nhidu ¢ trong mé hinh phi
tuyén tuong tu véidang (2.4)1a y, = f(x,) + ¢

A

Hoan toan tuong tu ta c6 thé udc lugng céc tham sd cho cac
dang ham phi tuyén khac (chdng han ham hy-péc-bony = b + a/x,
dang luy thiua, dang 16-ga-rit, dang md...). Phuong sai mau cua
sai s6 mo hinh phi tuyén thudng dugc tinh thei cong thic:

n -~

o - nikz(y" - =)

i=1
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trong d6 k 14 tham s& chua biét cua f ma ta can uéc luong, con

fcé dang giéng f nhung cac tham sé dude thay bang cac udc

luong cua chuing.

Trong mdt s6 trudng hgp, ta ¢6 thé st dung thuat toan héi
quy tuyén tinh cho phi tuyén, nhung tat nhién trudéc d6 phai
Jam cac bién @61 sd bo tuong dng:

Phuong trinh

Ham f Phuong trinh | Bién 361 so bd sau bicn déi
hy-péc-bo y= = z-l't-l =at+b
y-péc-bon . 5’ , z=a
mi y = be™ z = Iny; z=ax t+Inb
lay thua y = bx*® z=Iny t=Inx z=at+ Inb
1
mi nguge y = be®’* z=lny, t=— z=at+Inb
X
-0 ]‘ l -X
mil gia y=y——75 | 2=—;t=e z=at+b
b + ae y

Thi du 2.5. Tim dudng héi quy dang da thic bac hai cia y
d61 v8i x dya trén bd s6 liéu sau day:

Yol g 2 3 4 5 6 n,
X;

] 2 1 _ _ _ _ 3

2 1 2 3 1 _ _ 7

3 _ _ ] 3 2 _ 6

4 _ _ _ 1 2 ] 4

5 - - _ _ 2 ] 3

6 _ _ _ _ _ ] 9

" n, 3 3 4 5 6 3 | 25

Gigi. O day n = 25, nhung dé y c6 nhiéu cip s liéu xudt
hién nhiéu hon 1 1an. Puong héi quy mau can tim cé dang :

y =ax” + bx + ¢,
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trong d6 &, b, ¢ thda man hé (2.22), nhung tong khéng nén 14y

chay tir 1 dén 25, ma chi dén 6, vdi cac diéu chinh tuong ng:

~ 4 5 3 ~ - 2 r—— 2‘“ .
aZnI‘ x; + bz n x + cz n,x; = anlxi Yes

ay n x'+ l;an‘xf +Eyonx =) n x5y, ;

dznx,-xiz + anx,xi +cn = aniy—x,.;

trong d6 ¥, 1a trung binh cdng cua cac gia tri y; dng vdi x; cu

thé, chdng han & day 3, = %(2.5 +1.6) = 16/3. Bang tinh dugc

thiét lap nhu sau:

xlno | nx |nx*|nx’| nxt| ¥y | Yy, | nxy, | nx'y
11 3 3 3 3 3 1,331 3,99 3,99 3,99

21 7| 14 | 28 | 56 | 112 | 2,567|17,99| 35,98 | 71,96
31 6 18 54 162 | 486 | 4,17 | 25,02 | 75,06 | 225,18
4| 4 16 64 256 | 1024 | 5,00 | 20,00 | 80,00 | 320,00
5| 3 15 75 375 | 1875} 5,33 | 15,99 | 79,95 | 339,75
6| 2 12 72 432 | 2592 | 5,560 | 11,00 | 66,00 | 396,00
1 25 78 296 | 1284 | 6092 93.99 | 340,98 | 1416,88

T d6 hé phuong trinh trd thanh:

(2966 + 785 + 25¢ = 93,99
12844 + 296b + 78¢ = 340,98
60924 + 1284b + 296¢ = 1416,88.

-

Giai hé nay ta thu duge a =-0,19; b =2,21 va ¢ = ~0,98 va
duong hoi quy phi tuyén mau sé 1a:
y =-0,19x* + 2,21x - 0,89.

220




§3. HOI QUY BOI
3.1. M6 hinh hoi quy bédi tuyén tinh

1. Mo hinh
Khi xét dong thoi bién phu thudc Y véi nhiéu bién ddc lap
X,, ..., X,, ta c6 thé md rong méd hinh tuyén tinh (2.1). Gia su
ta c6 bod s6 liéu ¢6 kich thuée n (y;, x;1, ..., xz), ¢ = 1,n. Ky hiéu
X 14 ma tran s6 liéu cua cac bién X, ..., X,.
(1 x” xlj xlk 3
X = Loy o Xy, o Xy,
\1 xnl xnj - xnk

cOn y, € v a va véctd tudng Ung vdi cac bién y, ¢, q
(i =1,n; Jj = (_)_l;) khi 46 mé hinh hdi quy béi tuyén tinh biéu
dién theo cac quan sat sé la:

Y, = Qy +a X, + 0%, +..+ax, +&,1= Ln; (3.1)
hay viét gon dudi dang véctd ma tran:

y=Xa+ &
Dé y trong mé hinh (3.1) cac & 1a nhiéu tring théa man cac gia
thiét da xét ¢ §2; cac hé sG ay, a4, ..., @, 1a cac tham s hdi quy
can udc lugng cung v4i phudng sai cia sai s mé hinh & .

Dé cho don gian, ta xét trudng hop £ = 2. Khi d6 méat héi

quy béi sé cé dang:

Y =a,t+ax; T ayx,,
12 phuong trinh mo td mét mit phing trong khong gian 3
chiéu. M6 hinh hédi quy tuyén tinh boi 2 sé c¢6 dang

Y =a, +ax, +a,x, +&,1=1n, (3.2)

Néu diang cac ky hiéu:
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flxll x12
i %o 1x, x ‘1
21 22
y = sa=|a [, X=|. 7 7 |, &= ,
yn aQ gn

\1 X1 Xn2 )
thi md hinh c6 thé viét gon lai:
y=Xa+ ¢
v6i Ee= 0 (véc to khong); Ve= oI, (I, ma tran don vi cap n).
2. Udc luong tham s6 héi quy
Ta lai dung phuong phap binh phudng cuc tiéu:

min Z(yl.—ao — Xy — =X, ). (3.4a)

Dudi dang ma tran, ta c¢6é thé viét ham muc tiéu:
Qa) = (y - Xa)'(y —~ Xa) =
=y'y —a'X'y —yXa + a'X'Xa. (3.4b)
(d&u ¢ chi phép chuyén vi). Nhu vay, néu ky hiéu & la véc to

cac uéc lugng cua ay, a,, ..., a;, ta c6 ngay (1ay dao ham (3.4b)
theo véc td @ va cho bang 0):

_9X'y + 2X'Xa = 0, (3.5)
tir d6
a = X'X) ' X'y. | (3.6)
Dé y trong (3.6) gia si ma tran X'X khéng suy bién. Trong
thuc hanh khi k& = 2 viéc tinh cac uéc lugng 4,,4, va 4, dua vé
gial hé phuong trinh dai sO \tuyé'n tinh (3.5) gébm 3 phuong
trinh 3 4n s6 kha don gian. Bang cac phuong phap sb viée giai
cac hé nhu vay khong dit ra nhidu khé khan 16n. O day (3.5)
sé ¢6 dang cu the:

faozxm + alzxilxi2+a22x?2= inéyiv
%an + GIZx?] + a‘zzxnxiz = inlyi’
a,n +alzxn +a22x£2= ny-

v61 cac tong lay theo i tir 1 dén n.
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3. Cdc tinh chdt cia wdc luong binh phuong cuc tiéu
Ban doc ¢6 thé tu ching minh céc tinh chat sau:
(1) a 1a uéc lugng khéng chéch cua vécto tham sé a:
(1)) Va= AXX)".
(i1i) ava € =y — ¥y = ¥y — Xa khong tuong quan.
(iv) Uédc lugng khong chéch cha o sé la:
1 SO
2 2
§° = —— > g, (3.7
n-k-1 ; ' )
4. Truong hop cé gid thiét chudn
M6 hinh (3.1) véi gia thiét € ~c#1(0, o°I,) cé6 nhiéu tinh chat
théng ké kha tét (xem tiét trudc). Chéng han ude luong hdgp ly
nhit cua a sé trung véi @ dude xac dinh trong (3.6); con ude
luong hop 1y nhat cua o® sé c6 dang (so sanh (3.7) & trén):

;11-2152
Ciing do c6 gia thiét chudn clia & nén:
Y ~ o#(Xa, 6°1) (Y 1a véc to cot gom cac y,);
a~of (a, FXX)); (3.8)

2

(n-k-1)2 ~ 2 (n-k-1). (3.9)
o

Ngoai ra, @ con 14 udc lugng hiéu qua cua a. Cac két qua trén
cho phép ta xac dinh céac khoang tin ciy hodc lam cac kiém
dinh gia thuyét tuong Ung.

Chu ¥, do (3.8) nén:

(6 - a) X'X(a - a)

~r (k+1),
o 2 (k+1)

va do tinh chét (iii) & trén, c6 dé y dén (3.9):
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(@ - a)‘ X'X(a - a)
(B +1)s®

~ Fk+1,n-Fk-1).

Tu d6 ta c6 thé kiém dinh ddng thoi nhiéu gid thuyét don dang
Hy:a=a% (H,:a#a?).
Khi d6 mién t8i han ctia quy téc kiém dinh sé 1a:
(@ - a)(o) X'X(a- a)(o)
(k + 1)82 > Fk+l.n—k~l.l—a

B = Kﬂl : Kln

a

3.2. Tuong quan boi va tuong quan riéng
1. Tuong quan riéng

Khi xét dong thai 3 bién X, X,, va Y ta c6 thé st dung cac
(hé s6) tuong quan miu:

Tos Te,ys Ty (3.10)

Tuy nhién, r, , chdng han khi mé ta quan hé giita hai bién X,

va Y, r6é rang quan hé d6 khong chi phu thudc vao ban than X|
va Y, ma con bi anh hudng bdi tac dong chaa bién sé thi ba 1a
X,. Vi vay d€ loai trit 4nh hudng d6, ngudi ta dua ra khai niém
hé s6 tuong quan riéng mdau, ky hiéu la:

(3.11)

ey’ Toyxt Topyx,
Khai niém nay dé dang md rong cho trudng hop ¢6 nhiéu hon 3
bién. Céng thic tinh hé s6 tuong quan riéng (3.11) theo cac hé
sd tuong quan don (3.10) ¢6 dang:

T, i AR

XXy Ny Xy

rxllxz.y - \/(l_rzy)(l_rxiy) .

Do tinh ddi xing ctia ba bién nén biang cach thay d6i vi tri ctia
ching, ban doc dé dang tim dugc hai céng thiic con lai. Dé y hé
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s tuong quan riéng ciing c6 tinh chat chi nhan gia tri tir -1
dén +1. Ta hoan toan cé thé dinh nghia hé s6 xac dinh riéng
gidbng nhu 6 §1.

2. Tuong quan béi

Khai niém hé s6 tuwong quan bji dude dua vao dé do méi
phu thudc gitta mot bién nao dé véi tap cac bién khac. O day ta
c6 thé xac dinh hé s6 tuong quan bdi mau:

Y. xx, ; rx, X, ; r_,_-g_yxl s (3 123)
va cac hé s6 xac dinh boi mau tuong tng:
ﬁy‘rlxﬁi ) '811 v.ng:ﬂxg»yr; : (3 1 2b)

RO rang ta luén ¢6 0< f <1va -1<r <1. Khi ‘r

Yo x, Yoxpx, ¥oxx,

cang gan 1, bién Y cang c6 tucng quan chit (gan véi tuyén
tinh boi) véi cap bién X, va X,. C6 thé ching minh:

ﬂ)’-"‘lx? =

- n 1 _ {dli(xil - 551)(3’; - }7) + dgi(xiz - Xa)(y; - )7)}
2y -y =1

Trong thuc hanh ngudi ta hay dung céng thiic sau:

2 2
ﬂ — r-fly + r—'fzy 2r3‘1"’-2 r-"l.)’rxzy
y.xx, 1 _ r2 '

XX,

Nhu ¢ §2 g, . cho ta ty 1é cua tong binh phuong sai s6 duge
giai thich bdi mé hinh héi quy bdi da chon. Khai niém hé sé
tuong quan boi 1a tdng quat héa clia tuong quan don da xét ti
trudc dén nay.
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BAI TAP

1. Khao sat chi phi san xuit (X) va san lugng (Y) ctia 10 cong
ty cung loai ta c6 bd sé lidu:

STT cong ty | Chi phi (triéu déng) | San ludng (nghin tin)
1 150 . 40
2 140 38
3 160 48
4 170 56
5 150 62
6 162 75
7 180 70
8 190 110
9 165 90
10 185 120

a) Xay dung dudng héi quy tuyén tinh mau.

b) Danh gia su phu hgp ctia mé hinh tuyén tinh d61 véi b

sO liéu.

¢) Xac dinh hé s6 xac dinh mau va cho biét y nghia.

Khao sat hai bién ngau nhién, ta thu dude két qua:

Yilt 3 5 7 9
X;
10 (4 - - - -
5 |7 10 - - -
20 |- 15 26 10 2
%5 |- - 35 8 5
30 |- - 3 18 6
3% |- - - 6 1
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a) Danh gia mic 46 phu thudc ciia hai bién trén.
b) X4y dung dudng héi quy tuyén tinh mau (cta y theo x).

3. Mot hang quang cido nhan thiy c¢6 méi lién hé giita ngin
sach quang cao (Y) va doanh sb cua cac cong ty (X). Diéu
tra 8 cong ty ngudi ta thu duge:

. e aa Ngan sach quang céo

STT cong ty | Chi phi (ty dong) (triéu dbng)

1 6 45

2 7 80

3 9 70

4 9 85

5 7 60

6 8 55

7 6 75

8 12 90
a) Xac dinh dudng héi quy tuyén tinh miu.
b) Danh gia su phu hgp ciia md hinh tuyén tinh da chon.
c¢) Tim khoang tin cay 95% cho hé sd géc ciia dudng hdi quy.
C6 thé cho ring hé s6 d6 khac khong dang ké khong?

4. Nghién cttu vé lugng prd-té-in chita trong hat lia my va
ning suat lia trén 10 thda rudng cho ta két qua:

Nérfg

suat 99 10,2 11,0 11,6 11,8 12,5 12,8 1356 14,3 144

(x,)

Ty 1é
prétéin | 10,7 10,8 12,1 12,5 12,2 12,8 124 11,8 11,8 12,6

)

a) X4ac dinh dudng hdi quy tuyén tinh cuia y theo x; sau d6
cua x theo y. Ban c¢6 nhan xét gi vé hai duong héi quy dé.
b) C6 nén dung mo hinh phi tuyén khong? Tai sao?
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5. Trong mot ngién citu vé tal nan giao thong, ngidi ta da
thong ké gia tri thiét hai (y,) va téc d6 va cham ctia phuong
tién (da quy chuén, ki hiéu x,):

x; |1 6 11 16 2 7 12 17 3 8

y; {41 61 89 129 44 66 94 134 4§ 70

x; |13 18 4 9 14 19 5 10 1£

y |96 142 50 75 106 147 58 81 118
Xac dinhduong héi quy tuyén tinh mau. Ban c¢6 nhan xét
gi vé mb hinh d6 va c6 ¥ kién gi dé cai ti€n md hinh?

6. Nghién cltu d6 bén x; ciia cac day kim loai c¢6 dudng kinh y,,
ngudi ta thu dudce cac s6 liéu:

x; | 0,6 2 2,2 2,45 2,6

y, } 500 560 690 760 900
Gia su gita y va x ¢b lién hé dang da thic bac hai, hay xay
dung dudng hdi quy thuc nghiém.

7. S6 liéu diéu tra vé ty 1é co gidi héa (x;) va gia tri mot don vi
san pham (y,) nhu sau:

) Yil15-21121-27]27-33|383-39]59-45

50 - 60 — — 1 1 1
60 - 70 1 4 1 — —
70 — 80 3 6 1 - —
80 - 90 6 3 — - -
90 - 100 10 3 3 - —

Tim duong hoi quy phi tuyén thuc nghiém dang v = 2.b

va danh gia sai s6 md hinh.
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8. Khao sat nhiét d6 mot phan dng héa hoc (y) cung véi ndng
d6 cia bon hoa chat khac nhau (x, i = 1,4 ) ta cb s6 lidu:
Yy x Xy X3 X4
78,5 7 26 6 60
74,5 1 29 15 52
104,3 11 56 8 20
87,6 11 31 8 47
95,9 7 52 6 33
109,2 11 55 9 22
102,7 3 71 17 6
72,5 1 31 22 44
93.1 2 54 18 22
115,9 21 47 4 26
83,8 1 40 23 34
113,3 11 66 9 12
109,4 10 68 8 12
a) Tinh ma tran tudng quan mau va binh luan két qua.
b) Xay dung cac mé hinh hdi quy bdi 2 (tuyén tinh) thuc
nghiém va so sanh két qua trén phuong dién sai s6 md
hinh va hé s6 tuong quan bdi va riéng.
¢) M6 hinh héi quy bdi 3 c6 t6t hon mé hinh bdi 2 hay khéng?
Tai sao?
d) Xay dung md hinh héi quy m&u bdi 4 va danh gia tinh
phit hgp cuia mé hinh. Theo ban mé hinh bdi cap cao c¢6 t6t
hon khong? Tai sao?
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Phu luc
CAC BANG S0

2 . 1 Wi
1. Bang ham Gao-xd ¢(x) = e 2
(%) = 7=
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | 03989 | 3989 | 3989 | 3986 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 ; 3977 | 3973
0.1 3970 | 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3945 } 3939 | 3932 | 3925 | 3918
0.2 3910 | 3902 | 3894 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3825
0.3 3814 | 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 : 3726 | 3712 | 3697
0.4 3683 | 3668 | 9653 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 | 3572 | 3555 | 3538

0.8 3521 | 3503 | 3485 : 3467 | 3448 | 3929 | 3410 | 3391 | 3372 ; 3352
0.6 3332 | 3312 § 3292 | 3271 | 3251 | 3230 | 3209 | 3187 ; 3166 | 3144
0.7 3123 | 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 | 2920
0.8 2897 | 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685
0.9 2661 | 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2641 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444

1.0 | 02420 | 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203
1.1 2179 | 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 ; 1989 | 1965
1.2 1942 | 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1826 | 1804 | 1781 | 1758 | 1736
1.3 1714 | 1691 | 1669 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1561 | 1539 | 1518
1.4 1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315

1.5 1295 | 1276 | 1257 | 1238 | 1219 ; 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127
1.6 1109 | 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957
1.7 0940 | 0925 | 0909 | 0893 | 0878 | 0863 ; 0848 | 0833 | 0818 | 0804
1.8 0790 | 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 | 0707 | 0694 | 0681 | 0669
1.9 0656 | 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551
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1

1. Bang ham Gao-xd ¢{x) = e * (tiép theo)
Jor
2.0 | 00540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | 0449
21 | 0440 | 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0388 | 0379 | 0371 | 0363
22 | 0355 | 0347 | 0339 | 0332 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290
23 | 0283 | 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0229
2.4 | 0224 | 0219 | 0213 | 0208 | 0203 | 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180
25 | 0175 | 0171 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | 0151 | 0147 | 0143 | 0139
26 | 0136 | 0132 | 0129 | 0126 | 0122 | 0119 | 0116 | 0113 | 0110 | 0107
27 | 0104 | 0101 | 0099 | 0096 | 0093 | 0091 | 0088 | 0086 | 0084 | 0081
2.8 | 0079 | 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | 0067 | 0065 | 0063 | 0061
29 | 0060 | 0058 | 0056 | 0055 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046
3.0 | 0.0044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034
34 | 0033 | 0032 | 0031 | 0030 | 0029 { 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | N025
32 | 0024 | 0023 | 0022 | 0022 | 0021 | 0020 | 0020 | 0019 | 0018 | 0018
3.3 | 0017 { 0017 | 0016 | 0016 | 0015 | 0015 | 0014 | 0014 | 0013 | 0013
3.4 | 0012 ; 0012 | 0012 | 0011 | GO11 | Q010 | 0010 | 0010 | 0009 | 0009
35 | 0009 | 0008 | CO08 | 0008 | 0008 ! 0007 | 0007 | 0007 | 0007 : 0006
36 | 0006 | 0006 | 000G | 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004
37 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003
38 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002
39 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 { 0002 | 0002 | 0001 | 0001
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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2 Bang ham Lap-la-xo ¢(x) = L (e 74
Jor §

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0,0000 | 00399 | 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586
0.1 03983 | 04380 | 04776 | 05172 | 05567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535
0.2 07926 | 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 | 11026 | 11409
0.3 11791 12172 | 12556 | 12830 | 13307 | 13683 | 14058 | 14431 | 14803 ; 15173
0.4 15542 | 15910 | 16276 | 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793
0.5 19146 | 19497 | 19847 | 20194 | 20194 | 20884 | 21226 | 21566 | 21904 | 22240
0.6 22575 | 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 | 25175 | 25490
0.7 25804 | 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524
08 28814 | 29103 | 29389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 | 30785 ! 31057 | 31327
0.9 31594 { 31859 | 32121 | 32881 | 32639 | 32894 | 33147 | 33398 | 33646 | 33891
1.0 34134 | 34375 | 34614 | 34850 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214
1.1 36433 | 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37900 | 38100 | 38298
1.2 38493 | 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147
1.3 40320 | 40490 | 40658 | 40824 | 40988 | 41149 | 41309 | 41466 | 41621 | 41774
14 41924 | 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42786 | 42922 | 43056 | 43189
15 43319 | 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408
1.6 44520 | 44630 | 44738 | 44815 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45352 | 45449
1.7 45543 | 45637 | 45728 | 45818 | 45007 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327
1.8 46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062
1.9 47128 | 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670
2.0 47725 | 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169
2.1 48214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 48500 | 48537 | 48574
2.2 48610 | 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 | 48809 | 48840 | 48870 | 48899
2.3 48928 | 48956 | 48983 | 49010 | 49036 | 49061 | 49086 | 49111 | 49134 | 49158
2.4 49180 | 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49285 | 49305 | 49324 | 49343 | 49361
2.5 49379 | 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49261 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520
2.6 49534 | 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643
2.7 49653 | 49664 | 49674 | 49683 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736
2.8 49744 | 49752 | 49760 | 49767 | 49774 | 49781 | 49788 | 49795 | 49801 | 49807
29 49813 | 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861
3.0 0,49865 3.1 | 49903 3.2 | 49931 3.3 | 49952 3.4 | 49966
3.5 49977 3.6 | 49984 3.7 | 49989 3,8 | 49993 3.9 | 49985
4.0 499968
4.5 499997
5.0 | 49999997
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3. Bang phan vij Stiu-don P(X < t, ;) = aVvéi X~ t(n)

a
n 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995 0,9995
1 3.078 6.314 12.706 31.820 63.526 363.6
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.600
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.922
4 1.533 2132 2776 3.747 4.604 8.610
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 1.372 1.812 2228 2.764 3.169 4.587
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 1.356 1.782 2179 2.681 3.055 4.318
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 4.140
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 1.337 1.746 2120 | 2583 2.921 4.015
17 1.333 1.740 210 | 2567 2.898 3.965
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 1.323 1.721 2.080 i 2.518 2.831 3.819
22 1.321 1.717 2074 | 2508 2.819 3.792
23 1.319 1.714 2.069 ; 2.500 2.807 3.767
24 1.318 1.711 2064 | 2492 2.797 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27 1.314 1.703 - 2.052 2.473 2771 3.680
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
on 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
f )
o
I In, o




4. Bang phan vi 2 P(X < 2,0 = a v8i X~ (n)

74

n 0.005 0.001 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 0.995
1 0.0000393 | 0.000157 | 0.000982 | 0.00393 3.841 5024 6.635 7.879
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.103 5.991 7.378 9210 | 10.597
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 7.815 0.348 | 11.345 | 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 0488 | 11.143 | 13.277 | 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 | 11.071 | 12.833 | 15.086 | 16.749
6 0.676 0.872 1.237 1635 | 12592 | 14449 | 16.812 | 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 | 14.067 | 16.013 | 18.475 | 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2733 | 15.507 | 17.535 | 20.090 | 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 | 16.919 { 19.023 | 21.666 | 23.590
10 2.156 2.558 3.247 3940 | 18.307 | 20483 | 23.209 | 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4575 | 19675 | 21920 | 24.725 | 26.758
12 3.074 3.571 4404 5226 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.299
13 3.565 4107 5.009 5.892 | 22.362 | 24.736 | 27.688 | 29.820
14 4,075 4.660 5.629 6.571 | 23.685 | 26.119 | 29.142 | 31.320
15 4.601 5.229 6.262 7.261 | 24996 | 27.489 | 30.578 | 32.801
16 5.142 5812 6.908 7.962 | 26.296 | 28.845 | 32.000 ; 34.268
17 5.697 6.408 7.564 8672 | 27.587 | 30.191 | 33.409 | 35.717
18 6.265 7.015 8.231 9300 | 28.869 | 31526 § 34.805 | 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 | 30.144 | 32.853 | 36.191 | 38.581
20 7.434 8.260 9.591 10.851 | 31.410 | 34.170 | 37.566 | 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11591 | 32.671 | 35479 | 38932 | 41400
22 8.643 9.542 10.982 12.338 | 33.926 | 36.781 | 40.289 | 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.081 | 35.172 | 38.075 | 41.638 | 44.184
24 9.886 10.856 12.401 13.848 | 36.415 | 39.364 | 42.980 { 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14611 | 37.652 | 40.646 | 44.314 | 46.930
26 11.160 12.198 13.844 15.379 | 38.885 | 41924 | 45643 | 48.290
27 "11.808 12.878 14.573 16.151 | 40.113 | 43.195 | 46.963 | 49.647
28 12.461 13.565 15.308 16.928 | 41.337 | 44.461 | 48.278 | 50.994
29 13.121 14.256 16.047 17.708 | 42,557 | 45.722 | 49.588 | 52.338
30 13.787 | 14.953 16.791 18.493 | 43.773 | 46.979 | 50.892 | 53673
f(x)
a
0 g! x
Zn,a
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5. Bang phan vi Phi-so

PX<F,, )= a=095v6iX~Jn,ny)
n

n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 161.14 1995 | 2157 | 2246 | 230.2 | 234.0 | 236.8 | 2389 | 2405
2 18.51 19.00 1916 | 1925 | 19.30 | 19.33 | 19.35 | 19.37 19.38
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00
5 6.61 5.79 541 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 477
6 5.99 514 476 4.53 4.39 428 421 4.15 410
7 5.59 474 4.35 412 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39
9 512 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18
10 4.96 410 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02
11 484 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 30171 295 2.90
12 475 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 292 2.83 2.77 2.71
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 265
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 264 2.59
16 449 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 270 2.61 2.55 2.49
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 246
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 242
20 4,35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32
24 4.26 3.40 3.01 278 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30
25 424 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 242 2.33 2.27 2.21
40 4.08 3.23 284 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 212
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 217 2.09 2.02 1.96
o 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88
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5. Bang phan vi Phi-sa (tiép theo)

n

10 12 15 20 24 30 40 60 120 e
241.9 2439 2459 1 248.0 | 2491 | 2501 { 2511 252.2 253.3 254.3
19.40 19.41 1943 | 19.45 | 19.45 | 19.46 | 19.47 19.48 949 19.50

8.79 8.74 8.70 8.66 864 862 8.59 8.57 8.55 853

5.96 5.91 5.86 5.80 577 575 572 5.69 5.66 5.63

474 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 446 443 4 40 4.36

4.06 4.00 3.94 3.87 384 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67

3.65 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23

3.14 3.07 3.01 294 290 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71

298 2.91 2.85 277 2.74 270 2.66 2.62 2.578 2.54

2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40

2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30

2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21

2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.34 2.30 2.25 2.21

2.54 2.48 240 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07

2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.10 2.06 202

2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96

2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.1 2.06 2.02 1.97 1.92

2.38 2.31 2.23 2.16 2.1 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88

2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84

2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81

2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 184 178

2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76

2.25 2.18 2.1 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 173

2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71

2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62

2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51

1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 147 1.39

1.91 1.83 175 1.66 1.61 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25

1.83 "1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00

fx)
0
/ o
|
0 Fnl, 112,a x
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6. Hudng dan sir dung cac bang sé

1. Néu muén tinh ¢(1,25), déng hang "1,2" va cot "5" ta
thay 1826, suy ra ¢(1,25) = 0,1826. Vdi cac gia tri khéng cé
trong bang (x > 3,9) coi ¢(x) = 0. Chi ¥ ¢(.) 1a ham chdn ¢(—x)
= px).

2. Viéc tra bang tinh ¢(x) lam giéng nhu trén. Ching han
néu mudn tinh ¢1,25), déng hang "1,2" va cdt "5" ta gap 39435
nén ¢1,25) = 0,39425. Véi x > 5 coi ¢(x) = 0,5. Chi ¥ rang ¢(x)
1a ham le #(—x) = - &x).

Y nghia xac suit cia ¢x) 13 r6 rang: néu X ~ o#7(0, 1) thi
#xy) = PO < X < xp). Ngoai ra ham F(x) = ¢x) + 0,5 sé lam
ham phan phél x4c suit cta X noéi trén, tdc 1la: (x, > 0)

P X | <xg) = P(—xy < X < x0) = 2¢)(x),

P(X <x,) = ¢lxy) +0,5 =Flx),

PX <—x9) =0,5 - #x,),

PX >x)=0,5- ¢(xp)...

X -a

c
viéc tra bang do6i véi bién X chuyén thanh ddi véi bién Y ~
410, 1). |

Néu da biét gia tri ¢(x,), muén tim lai x,, qua trinh tra
bang ngudgc lai véi bén trén.

3. Dé tim gia tri t,.sao cho PX <t, ,) = a biét rang X ~
t(n) viéc tra bang ciing don gian: déng hang "n" va cot "a"
tuong Gng (chdng han #(8; 0,95) = 1,860). Viéc tim 8, > 0 sao
cho P(X > 6,) = av6i X ~ t(n) tuong duong véi viée tra bang tim
0, =1 . Do tinh dé1 xting, néu muén tim 6, < 0 sao cho P(X

Néu X ~ o#{a, o%, nén lam phép bién d6i Y = va

n. l-a

>6,) = a, tatrabangtim¢, , ,,saudb 6, =—t, ..
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Trong ba tham so n, a va t,, néu biét hai ta c6 thé tim
dugc tham sd thia 3.
Cuéi cung, néu n > 30, thay vi tim 8, = ¢, ,_, ta sé tim 6,
1 - L) »
sao cho ¢(6,) = —-—E—Ci ti bang Lap-la-xo.

2
n,a

4. Dé tim gia tri y’, saocho PX <z?,)) = abiét ring X ~

7(n) ta 1am gidng phan 3: déng hang “n” va cot “a”.
5. Viéc tra bang tim gia tri F(n,, n,; 0,95) cang don gian:
déng Cét “n 1’3 Vé héng “nz’,.
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