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♦ Bí quyết ôn nhanh, nhớ lâu qua lời giải chi tiết

♦ Đ ộ t phá tư  duy làm bài, đầy đủ dạng bàỉ tập.

♦ Dành cho học sinh luyện thi THPT Quốc gia

NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI





Năng cao kỹ năng gíảí toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bàỉ toán liên quan

THAY LỜI NÓI ĐẨU

TRẮC NGHIỆM TOÁN - MỘT LỐI T ư  DUY MỚI

Thân gửi lời yêu thương đến toàn thể các em học sinh, các bậc phụ huynh cùng các thầy cô giáo!
Như mọi người đã biết, nền giáo dục của đất nước chúng ta đang thay đổi từng ngày để kịp thích 

nghi với xu hướng giáo dục tiến bộ trên thế giới. Lẩn đầu tiên giáo đục Việt Nam, môn Toán được thi 
dưới hình thức trắc nghiệm.

Thực tế cho thấy, tại nhiều quốc gia có nền giáo dục phát triển trên thế giới, hình thức này đã 
được áp dụng từ lâu. Chẳng hạn trong bài thi SAT và ACT của Mỹ có khoảng 50 câu hỏi trắc nghiệm, 
và việc thi Toán trắc nghiệm ở quốc gia này hàng năm vẫn thu hút được hàng triệu lượt thí sinh tham 
gia ứng tuyển vào khoảng 1800 trường Đại học tại Hoa Kỳ.

Tuy nhiên ở Việt Nam, phải đến năm 2017 hình thức này mới được cập nhật và áp dụng lần đầu 
tiên cho kỳ thi THPT Quốc gia. Do đây là năm đầu tiên áp dụng hình thức thi này nên rất nhiều em 
học sinh chưa kịp thích nghi, rơi vào trạng thái hoang mang; còn các thầy cô cũng gặp nhiều khó khăn 
khi phải xoay xở cách dạy học, cách ra để mới. Hơn thế, tài liệu về trắc nghiệm Toán trên thị trường 
còn khan hiếm, gần như không thể đáp ứng được nhu cầu khổng lồ trên.

Chính vì thế Megabook cùng đội ngũ tác giả đã dày công nghiên cứu cho ra đời Bộ sách này. Đây 
là Bộ sách về trắc nghiệm Toán đầu tiên ở Việt Nam với 100% dạng bài trắc nghiệm. Mọi hệ thống 
lý thuyết cũng như các dạng bài tập được biên soạn lại và chọn lọc kỹ càng đảm bảo giúp các em học 
sinh có thể hình dung rõ ràng về dạng đề mới và luyện tập đề một cách thành thạo nhất.

Đây có thể không phải là cuốn sách hay nhất, nhưng chắc chắn là cuốn sách phù hợp nhất cho 
những ai muốn dạy tốt và học tốt trắc nghiệm Toán, những ai muốn đỗ kỳ thi THPT Quốc gia với 
điểm Toán vượt trội, và hơn hết là với những ai muốn hiểu thật rõ, hiểu thật sâu bản chất môn Toán 
để học thật, thi thật và sống thật.

Thân ái gửi tặng các em học sinh, các bậc phụ huynh cùng các thầy cô Bộ sách tâm huyết này!
ĐỘI NGŨ TÁC GIẢ.
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Dành cho những ai muốn thành công 

và hạnh phúc trước tuổi 35 !

MỤC TIÊU LÀ KIM CHỈ NAM 

DẪN ĐƯỜNG CHÚNG TA ĐI

Khởi đầu cho mỗi chặng đường cần có động lực để bước đi, để có động lực bước đi thì 
mục tiêu chính là ngòi nổ để thúc đẩy sự chinh phục đẩy thú vị.

Các em thân mến, các em đã tự hỏi xem mình đã có “ngòi nổ” nào cho năm học mới 
chưa? Cho việc học Toán cũng như chinh phục cuốn sách trắc nghiệm Toán này chưa? Và xa 
hơn là chặng đường cho cuộc sống 5 năm tới nữa chưa?

Cho dù có hoặc chưa có trong tâm trí một mục tiêu thì chỉ cần các em viết ra, viết ra 
những mục tiêu của bản thân thì nó sẽ trở nên rõ ràng hơn rất nhiều. Bởi vì, “Sự rõ ràng tạo 
nên sức mạnh!” Các em chỉ đến được ĐÍCH một khi các em biết mình đang muốn đi đến 
đâu, trở thành ai, đạt được điều gì sau 1 năm, 2 nám, 5 năm nữa?

Vậy nên hãy dành 30 phút để hình dung, tưởng tượng về cái ĐÍCH đó rồi viết ra em nhé.



1 3 '  KIẾN THỨC TRỌNG TÂM

o  Nhắc lại định nghĩa

A) Hàm số y = f(x) đổng biến trên K VXj < x2 € K , ta có f  (Xj) < f  (x2).

Hàm số y = 2016x + 2017 đổng biến trên M, vì: Giả sử X 1 < x2> ta có: 

y (x ,) ■- y (x2) -  2016(x1 -  x2) < 0 => y (x ,) < y (x 2).

B)Hàm số y = f(x) nghịch biến trên K o  Vxj < x2 G K, ta có f  (Xj) > f  (x2). 

Hàm số y = -2016x + 2017 nghịch biến trên!, vì: Giả sử Xj < x2, ta có:

y ( x , ) - y ( x 2) = 2016(x2- x 1) > 0 ^ y ( x 1) > y ( x 2).

Q  Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm

Định lí: Cho hàm số y = f(x) có đạo hàm trên K.

- Nếu f(x) > 0 với mọi X thuộc K thì hàm số f(x) đồng biến trên K.

- Nếu f  J(x) < 0 với m ọi X thuộc K thì hàm số f(x) nghịch biến trên K.

Chú ý: Nếu f’(x) = 0 với mọi X thuộc K thì f(x) không đổi trên K.

Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số y = X4 + 1.

l ũ ẫ l Giảỉ:
TXĐ: D = R.
Ta có: y 1 = 4x3. Bảng biến thiên:

X -00 0 +00

y' - 0 +

+00 +oo

y

^  1 /

Vậy hàm số y = x4 + l nghịch biến trên khoảng (-oo;0), đồng biến trênkhoảng (0;+oo).
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Lưu ý: Nếu hàm số đồng biến (nghịch biến) trên K thì đạo hàm của nó không nhất thiết 
dương (âm) trên đó. Ví dụ: Hàm số y = X3 đổng biến trên M nhưng đạo hàm của nó bằng 0 
tại X = 0.

- Điều kiện cần và đủ để y = f(x) đồng biến trên K là: f ’(x)>  OVxe K đồng thời
f '(x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm trên K.

Hàm số y = 2016x2 -2016 đồng biến trên [0;-H»), vì: y' = 4032x > 0 X > 0 và
ỷ  = 0 tại X = 0.

- Điều kiện cẩn và đủ để y = f(x) nghịch biến trên K là: f '(x )< 0 V x e  Kđồng thời 
f  '(x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm trên K.

Hàm số y = 201 ốx2 -2016 nghịch biến trên (-°°;0]} vì: y ' = 4032x < 0 <=> X < 0 
và y = 0 tại X = 0.

- Nếu y = f(x) đồng biến trên [a; b] thì
M i n f  ( x )  = f  ( a )  

M a x f ( x )  =  f ( b ) -

- Nếu y = f(x) nghịch biến trên [a; b] thì <
M i n f ( x )  =  f ( b )  

Ní ỉ 1x f (x) = f (a )

l u #  CÁC DẠNG BÀI TẬP

DẠNG 1: XẾT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM s ố  
VÀ ỨNG DỤNG CỦA TÍNH ĐƠN ĐIỆU VÀO VIỆC GIẢI MỘT s ố  BÀI TOÁN

o  Phương pháp giải

- BƯỚC 1: Tìm tập xác định.

- BƯỚC 2: Tính đạo hàm f  ’(x). Tìm các điểm X (i = 1, 2, n) mà tại đó đạo hàm 
bằng 0 hoặc không xác định.

- BƯỚC 3: Sắp xếp các điểm X theo thứ tự tăng dẩn và lập bảng biến thiên.

- BƯỚC 4: Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số.
X2 3H ftns ► Xét sự đổng biến và nghịch biến của hàm số V = ——  ——  6x + ~ .

3 2 4
M ñ  Giải:

TXĐ: D = R.

X = - 2
Tacó: y' = X - X-6 ; y ’ = 0 <=>

I h ------------------------------------

X = 3

ỉ
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Bảng biến thiên:

X -DO - 2 3 +00

y’ +  0 - 0

y
ỵ ĩ L ^

s  12
-co \

£ 
K1

/

-i-QO

Vậy hàm số đổng biến trên các khoảng ( - 00;-2 ) và (3;+°o), nghịch biến trên khoảng

(-2:3).

C 9  Bài tập

pfifị$ Hình 1 là đồ thị của hàm số ỵ -  sinx xét trên đoạn [ - 71; 7t]. Dưới đấy có bao nhiêu 
khẳng định ĐŨNG?

(A) 1; (B) 2; (c) 3; (D) 4.

% n 
2*2

(A) Hàm số y = sinx đồng biến trên khoảng
V ~ ~ /

(B) Hàm số y = sinx nghịch biến trên khoảng (-71; 0). 

(c) Hàm số y = sin X đồng biến trên khoảng (0;tc).

(D) Hàm số y = sinx đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1 khi X = và đạt giá trị lớn nhất bằng
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Ta thấy trên các khoảng
2

Giải:

' i n  'và
2

V
hàm số xác định và đổ thị hàm số có chiều

V /  V /
đi xuống nên hàm số nghịch biến trên các khoảng

Trên khoảng

đổng biến trên khoảng

r  n  K A

V 2>2\?

N / v '  (  TC ^ ( rc 1ịhịch biến trên các khoảng -Tt;---  và — ;7t .
V 2 J {2 J 

hàm số xác định và đồ thị hàm số có chiểu đi lên nên hàm số
K K
2 ’  2 \  J

Khẳng định (A) đúng, (B) và (c) sai.

Quan sát đổ thị thấy (D) đúng.

Vậy có tất cả 2 khẳng định đúng là (A) và (D).

=> Chọn (B).

Nhận xét: Hàm số đồng biến và xác định trên K thì đồ thị hàm số có chiều đi lên từ trái 
sang phải trên K; hàm số nghịch biến và xác định trên K thì đồ thị có chiều đi xuống từ trái 
sang phải trên K.

Bài tập 2 Cho đổ thị hàm số (C ): y = f(x) như sau:

(A) Hàm số ỵ = f(x) đồng biến trên (2;+°o).

(B) Hàm số ỵ = f(x) chỉ nghịch biến trên 

(c) Hàm số y = f(x) nghịch biến trên M.

(D) Hàm số y = f(x) nghịch biến trên R \ ỊlỊ.

(AX (B) và (c) sai, (D) đúng. 
=> Chọn (D).

ỵ ồ rỉ Giải: 
V



Bài tập 3 Cho đồ thị hàm số (C): ỵ = f(x) có hình vẽ dưới đây:

1 Nâng cao kỹ nấng giảỉ toán trắc nghiêm
Ị  100% dạng bàihàmsô' các bài toán tiên quan

(A) Hàm số y = f(x) chỉ đổng biến trên (-l;+oo),

(B) Hàm số đồng biến trên R.

(c) Hàm số y = f(x) đồng biến trên K \ {-l}.

(D) Hàm số y = f(x) nghịch biến trên

g i  Giải:

Các khẳng định (A), (B) và (D) sai; (c) đúng 
=> Chọn (c).

Ị. Bằi ỉập 4 ; Cho hàm số y = f(x) có bảng biến thiên như sau:

X -00 -] +00

y' + +

y

2 ^

, +oo

-00 ^

2

Khẳng định nào sau đây là ĐÚNG?

(A) Hàm số y = f(x) nghịch biến trên

(B) Hàm số y = f(x) chỉ đồng biến trên (—l;+oo).

(c) Hàm số đổng biến trên R.

(D) Hàm số đổng biến trên M \ {—1}.
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Giải:

Các khẳng định (A), (B) và (c) sai; (D) đúng 

=> Chọn (D).

Bài tập 5 Cho hàm số f(x) có đạo hàm và xác định trên K. Phát biểu nào dưới đây là SAI về 
tính đơn điệu của f(x) và dấu của đạo hàm r(x)?

(A) Nếu ỉ Xx) > 0 với m ọi X thuộc K thì hàm số f(x) đổng biến trên K.

(B) Nếu f  (x) < 0 với mọi X thuộc K thì hàm số f(x) nghịch biến trên K.

(c) Nếu f(x) đồng biến (nghịch biến) trên Kthì f '( x ) > 0 ( f ,(x )< 0 )V x e  K 

và bằng 0 tại một số hữu hạn điểm trên K.

(D) Nếu f(x) đồng biến (nghịch biến) trên K thì f  (x) > 0 ( f  (x) < 0) trên K.

Các khẳng định (A), (B) đúng (theo Định lí về tính đơn điệu 
của hàm số và dấu của đạo hàm).

Khẳng định (c) đúng.

Xét khẳng định (D):

Xét hàm số y = X3 trên M.

Ta có: y 1 = 3x2 = 0 X = 0.

Nhìn vào đồ thị của hàm số y = X3 (hình bên) ta thấy hàm số đồng biến trên R.

Vậy khẳng định (D) là SAI. 
=> Chọn (D).

h
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100% dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

2 x _3
» Bàiỉíầpịổ Hàm số y = - đồng biến trên:
^  X + 1

(A)R; (B)(-oo;l); c) (-l;+oo); (D) R \{-1}.

Giải:
rv

TXĐ: D = R \{-1}.

Ta có: y ' = — - —2 > 0 Vx G D => Hàm số đồng biến trên D = R \ {—1}.
(x + 1)

=> Chọn (D).

Nhận xét:

- Vì y ' > 0 Vx e D nên hàm số luôn đồng biến trên D và ta không cần lập bảng biến
thiên để xét tính đồng biến, nghịch biến của hàm số trong trường hợp này, Khi xét tính đồng
biến, nghịch biến của hàm số thì ta xét trên tập xác định của hàm số. Do đó dễ dàng loại trừ
phương án (A).

a x  +  b  ^  1 1  I SLC — b d
- Hàm số y = ------- (c 5* 0 và ad -  bc ^  0) có y -  -------- ~2

cx + d (cx + d)

nên hàm số sẽ đơn điệu trên ]]£ \ ị ——ị  => àễ dàng loại trừ (B) và (c).

m&Ị TJ, A' _ 2x -1 ggt; Hàm số y = —-—
X + 3

(A) Đồng biến trên R;

A H B I  Hàm số y =

(A) Đồng biến tre

(B) Nghịch biến trên ]R;

(c) Đồng biến trên từng khoảng xác định; 

(D) Nghịch biến trên từng khoảng xác định.

TXĐ: D = R \{-3}.

Giải:

7 _
Ta có: y' = ----  — 2* > 0 Vx e D => Hàm số đồng biến trên D

_ (x + 3)
Chọn (c).

T T '  ^  2x2 -  8x +11
H H Ì P  Hàm số y =  2 .

(A) Nghịch biến trên khoảng (-oo;2).

(B) Đồng biến trên khoảng (-<*>;2) và nghịch biến trên (2;+°o). 

(c) Đổng biến trên khoảng (2;+°o).

(D) Nghịch biến trên n& \{2}.
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Giải:

TXĐ: D = K.
, - 2 x  +  4

T a  có : y  = - -------- — ------- y ;  X =  2 .
( x 2 — 4 x  +  5 )

Bảng biến thiên:

X -GO 2 H“CC'

y’ -h 0 -

^  3
y

-GO -Hoc

Do đó hàm số đổng biến trên khoảng (—00; 2 ) và nghịch biến trên (2;+00).

=> Chọn (B).

Lưu ý: Có thể sử dụng máy tính Casio kiểm tra tính đổng biến và nghịch biến.

Bước 1 : Nhập hàm số gán X  = x  (Nhấn SHIFT- Dấu tích phân)

d_ 
dx

r 2X1-%X + ì\^
X - 4 X  + 5

Bước 2: Thay các giá trị trong khoảng cần chọn vào (Ấn CALC nhập X  = 3)

CALC 3 -  ta được kết quả — (y ' (3) < 0 hàm số nghịch biến)
2

CALC 1 = ta được kết quả J_ ( y '(1) > 0 hàm số đồng biến)
2

=> Chọn (B).

Bai tập 9 Hàm số y  = x
x + 2

(A) Nghịch biến trên khoảng (-3; -1).

(B) Đồng biến trên tập S = (-oo;—3)u(-l;+oo).

(c) Nghịch biến trên các khoảng (-3; -2) và (-2; -1).

(D) Đổng biến trên các khoảng (—00; -3 ) và (-1;+°°); 

nghịch biến trên khoảng (-3; -1).

TXĐ: D = M\{—2 }.

Ta có: y '=  *2+4x + 3 ; y ' = 0<=> 
(x  +  2 )2

y  ’ không xác định tại X = -2.

Giải:

X =  - 3

X — —1



Bảng biến thiên
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Do đó hàm số đổng biến trên các khoảng ( - 00;-3 ) và (—l;+oo), 

nghịch biến trên các khoảng (-3 ;-2 ) và (-2 ;—1 ).

=> Chọn (c).

Bài tập 10 Hàm số y = sin 2x -  2x + 2016

(A) Nghịch biến trên R.

(B) Đồng biến trên M,

(c) Nghịch biến trên R \ {0}.

(D) Đồng biến trên M. \ {0}.

TXĐ: D = R.
Ta có: y ' = 2cos2x - 2  = 2 (cos2x - 1 ) = -4  sin2 X < 0 Vx G D => 

Hàm số nghịch biến trên R.

=» ChọnA.

B. Vượt chướng ngại vật \

Bàỉtập 11. Hàm số y  = X -  lnx

(A) Đồng biến trên các khoảng ( - 00; 0 ) và (l;+°o).

(B) Đổng biến trên khoảng (0;+°°).

(c) Đồng biến trên khoảng (0; 1).
(D) Đồng biến trên khoảng(l;+00), nghịch biến trên khoảng (0;l).

TXĐ: D = (0;+°o).
rr , , , 1 x - lTa có: y' = 1 - — = —— .

X X

------------------------------------------------------------------------------------------------------ _!
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X — 1
Với x e  (0;+°°), ta có: y' > 0 <=> —  > 0 < = > X - 1 > 0 < = ^ X > 1 .

X
X — 1

y ' <  0 <=>-------< 0 <=> X <1 .
X

Do đó hàm số đồng biến trên (l;+oo), nghịch biến trên (0 ;l) .

=> Chọn (D).

Lưu ý:
1. Hàm số y = X -  lnx xác định khi X > 0, do đó ta xét tính đơn điệu của hàm số trên 

(0;+°°) và dễ dàng loại trừ phương án (A).

2. Các bạn có thể dùng CASIO nhập — ( ỵ  -  ln (x ))

CALCvới x = 0,5> ta có y  (0,5) < 0
2

CALC

CALC với X = 3, ta có y '(3) = — > 0. Do vậy ỉoại đáp án B và c.

'^ I i¡ |i¡ i l | Hàm số y  = In ( -X 2 + 5 x - 6 )
í  5 ^(A) Đồng biến trên khoảng 2 —

’■2
(  5  ̂2 ; - và nghịch biến trên khoảng Í - - 3 Ì
, 2 ,

(B) Đồng biến trên khoảng (2; 3).
f(c) Đồng biến trên các khoảng 2;— và (3;+oo).
V 7

(D) Nghịch biến trên các khoảng (—°°;2) và , • -Ị-oo

Giải:

Điều kiện xác định: -X 2 + 5 x -6 > 0 < = > 2 < x < 3 .
_2x “1“ 5

Với 2 < X < 3, ta có: y'=s X2 + 5x -  6 > 0, vì vậy ta có:
- X  + 5 x -6

5 5y ,> 0 < = ^2 < x < —; y'<0£=> — < x < 3 .
2 2

và nghịch biến trên % '  
V2 ,

Do đó hàm số đồng biến trên 

=> ChọnA.

Lưu ý: Điều kiện tồn tại của hàm y = f (x) = lng(x) là g (x) > 0. Do đó ta phải xét 
tính đơn điệu của hàm số f(x) trên tập các giá trị của X thỏa mãn g(x) > 0 và dễ dàng loại trừ 

phương án (D).

ili¡l§il§l Hàm số nào sau đây nghịch biến trên R?

(A) y = X3 - 2 x 2 +1;

(C) y = -X 3 + x 2 - 4 x  + l;

(B) y = X4 - 2 x 2 +1; 

(D) y = -X 4 + 6x2 - 1



Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bàỉ hàm số, các bài toán liên quan

_  Giải:
“ V

+ Xét hàm số y = X3 -  2x2 +1.

Ta có: y' = 3x2 -4 x .
4

y 1 < 0 <=> 3x2 -4 x < 0 < z> 0 < x <  — => Hàm số nghịch biến trên 4

* 3

Hàm số nghịch biến trên ( - ° ° ; - l ] u  [0;l].

+ Xét hàm số y = x4 - 2 x 2 +1.

Tacó: y T = 4x3-4 x .

y ' < 0 <=> 4x3 -4 x  < 0 <=}
| _ 0 < X < 1  

+ Xét hàm số y = -X 3 + X2 -  4x +1.

Ta có: y ' = -3 x 2 + 2 x -4 < 0 V x e R = >  Hàm số nghịch biến trên M. 

+ Xét hàm số y = -X 4 + 6x2 -1 .

X < - V 3

0 < X < V 3

Hàm SỐ nghịch biến trên ị-°°;—yỊĨ J u [ 0;

Chọn (c).

Tacó: y ’ = -4 x 3+12x < 0 <=$

Hàm số nào sau đây đổng biến trên M? 
3 x - l(A) y =
X + 2

(c) y = x3 - 3 x 2;

(B) y = 3 x -s in 3 x -7 ;

(D) y = Vx2 ~2x + 3.

3x —1
\jỂ)FỈ Giải:

+ Hàm số y = ——- có TXĐ là M. \{-2} nên không thể đồng biến trên R. 
X + 2

+ Xéthàmsố y = 3 x -s in 3 x -7 .

Ta có: y ’ = 3 -  3cos3x > 3 -  3.1 = 0 => Hàm số đồng biến trên R.

+ Xét hàm số y -  X3 — 3x2.

Ta có: y 1 = 3x2 -6 x  > 0 <=>
X > 2
X < 0

Hàm số đồng biến trên (-°°;0]u[2;+°o).

+ Xét hàm số y = Vx2 - 2 x  + 3. 
x -1Tacó: y*

Vx2-2 x  + 3 

Chọn (B).

>  0 <=> X > 1 => Hàm số đổng biến trên [ l ; + ° ° ) .

17
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150 Cho hàm số y = V ?  -  X3 . Khẳng định nào sau đây là SAI?
(  2 ^(A) Hàm số đồng biến trên 0  —
1 3 }  ( 2  \

(B) Hàm số nghịch biến trên (-oo;0)u —;+oo . (c) Hàm số nghịch biến trên

(D) Cả A và B đều đúng.

Giải:

TXĐ: D = (-oo;l].

_ x (2 -3 x )
Ta có; y = /

2vx -X

Lập bảng biến thiên:

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đổng biến trến 0;—

í  2  ̂ 3và nghịch biến trên (-oo;0) u — ;+co
3

Chọn (c).

Hàm số y = f (x) đồng biến trên K. Mệnh đề nào sau đây là SAI?

(A) Hàm số y = - f  (x) nghịch biến trên K.

(B) Hàm số y = —f (x) +1 nghịch biến trên K.

(c) Hàm số y = f (x +1) đồng biến trên K.

(D) Hàm số y = f (x) -1  đồng biến trên K.

Giải:

Vì hàm số y = f  (x) đồng biến trên K nên y ’= f r(x) < OVxg K và f  '(x ) chỉ bằng 0 tại 
hữu hạn điểm trến K.

+ Xét khẳng định A:

Ta có: y f = - f  '(x) < 0 Vx e K và f  '(x) chỉ bằng 0 tại hữu hạn điểm trến K => Hàm số 
y = —f (x) nghịch biến trên K => A đúng.

+ Xét khẳng định B:

O I ------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Nâng cao kỹ náìig giải toán trắc nghiệm
100 % dang bài hàm số, các bài toán tiên quan

Ta có: y' = - f  ’(x) < OVx e K và f '(x )  chỉ bằng 0 tại hữu hạn điểm trên K => Hàm số 
y = - f ( x )  + l nghịch biến trên K => B đúng.

+ Xét khẳng định C:
1 1Csai, ta lấỵphản ví du: y = f  (x) = —— có f '(x )  = -V>OVx ^ 0
X X

=> Hàm số ỵ = f(x) đồng biến trên R \{0}.

Ta có: f(x  + l) = ---- —  = > f'(x  + l) = --- 1—^->O V x^-l=>  y = f(x  + l)
x + 1 (x + l)

nghịch biến trên R \ { - 1} => khẳng định c  sai.

+ Xét khẳng định D:
Ta có: y ’ = f ’(x) > OVxe K và f  '(x ) chỉ bằng 0 tại hữu hạn điểm trên K 
=> Hàm số y = f ( x ) - l  đổng biến trên K => D đúng.
=> Chọn (c).

Lưu ý: Có thể sử dụng tính đơn điệu của hàm số vào việc chứng minh bất đẳng thức, giải 
phương trình, bất phương trình, hệ phương trình. Chúng ta sẽ thấy rõ điều này hơn trong các 
bài tập dưới đây.

Số nghiệm của phương trình: 3X + 4X = 5X là:

(A) 0; (B)l; (c) 2; (D) 3.

Ta có: 3X+ 4 X = 5X o  

3

 ̂3 Ỵ '  ^ + 
V5 J

(1)

Xét hàm số f (x) =

/o Y
Ta có: f '(x )  =

^3 Ỵ (4  — +
5V /

, 3 lti — + 
5

\

5

r A \
ln < 0 Vx =» hàm số y — f(x) nghịch biếri trên R.

V /  \  /  \  /
Mà f(2 ) = l ^ x  = 2là nghiệm duy nhất của phương trình (1).
Do đó phương trình ban đầu có 1 nghiệm duy nhất.
=> Chọn B.

* ( %  Y  / 4 Y
Chú ý: Để nhẩm nghiệm của phương trình — + — = 1

/ 3 Y  / 4 Ỹ  V 5 /  V 5 /
ta nhập phương trình — +1 — =1 vào máy tính và thực hiện thao tác SHIFT SLOVE

Tiếp tục thực hiện thao tác 4=. Khi đó máy tính sẽ tự động nhẩm nghiệm của phương 
trình đã cho quanh giá trị 4 ta được kết quả bằng 2 và 2 chính là nghiệm duy nhất của 
phương trình đã cho. (Ở đây các em có thể thay số 4 bằng một số khác, khi đó máy tính sẽ
nhẩm nghiệm quanh giá trị các em đã nhập)
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I  Khẳng định đúng là:

(A) sinx > X Vx > 0.
X3

(B) X -  —- < sin X < X Vx > 0.
6

(c) 2sinx + 2 tanx < 2X+1 Vx

, . . 2x w (D) sin X < —  Vx e 
n ' * ĩ\  J

f  n  ^

0;ỉ  V J

Giải:

+ Đặt f(x) = sinx -  X, X > 0.
Ta có: f  '(x ) = c o s x - l  < OVx > 0

=> f(x) nghịch biến V x > 0 = > f(x )< f  (0) = 0 =» sin X -  X < 0 => sin X < X Vx > 0 

=> Khẳng định (A) là SAI.

+ Xét hàm số f  (x) = -X  + ---- h sin X trên nửa khoảng Í0;+oo). Ta có:

f ’(x ) = —— 1 + cosx; f  "(x) = x - s in x ;  f  "'(x) = 1- c o s x

Ta có: f  T"(x) = 1-cosx  > 0 Vxe [ 0 ; + o o )  => f  "(x) > f  "(o) = 0 nên f’(x) đồng biến trên 

[0;+°o) => f ' ( x ) >  f '(o )  = 0 f(x) đồng biến trên [0;+°o). Do đó f  (x ) > f  (o) = 0 Vx > 0

(1)
3 3

và f  (x) > f  (0) = 0 Vx > 0 => ™ ~ x  + sinx > 0 o  X - — < sinx Vx >0
6 6

Chú ý rằng từ f  " (x)>  f ,,( 0 ) - 0  Vx > 0 => sinx < X 

Từ (1) và (2) => Khẳng định B là ĐÚNG.

+ Ta có: 2si”* + 2'“ * > = 2 ' 2 +1.

Ta sẽ chứng minh:

(2)

sinx+tanx
+1

> 2X+1 <=̂  sin X + tan X > 2x Vx e
/  _ \ 0;CV A ;

<=> f  (x) = sinx+ ta n x -2 x  > 0 V x e ị o ; —

1 1 I 1
Ta có: f  ’(x ) = COSXH-----^-----2 > COS2 x + — ------ 2 > 2Jcos2 X.— ^------- 2 = 0

COS2X COS X COS X

f(x) đồng biến trên Ị^0;— => f  (x) > f  (0) = 0

/  ~  \
=> 2sinx + 2 tanx > 2X+I Vxe 0 ; -

h
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=> Khẳng định c  là SAI.

^  , • 2x w+ Ta có : sin X >  — 1 Vx G 
n

sinx 2
n

(  K ^
0;!V ^  /

x c o sx -s in x g(x)
„  2Tacó: f '(x )

X“ X

Xét g(x) = x co sx -sin x .

Tacó: g' (x )  =  COS X -  X sin X -  COS X =  - X  sin X <  0 Vxe

/  ~ A

^  TU ^ 0 ; f
V  ̂y

g(x) nghịch biến trên
* !V  ̂J

g(x)<g(0) = 0=s>f'(x) = - ^ l <0
X

f(x) nghịch biến trên 0;—^ |= > f(x )> f
7C

sin X > —  Vx e 
TU 0;2 V z J

=* Khẳng định D là SAI.
Chọn (B).

Nhận xét:
Có thể chọn thử các giá trị của X bằng máy tính CASIO để lựa chọn đáp án đúng

Ở khẳng định A ta nhập sin X  -  X  CALC 1 = được kết quả âm (vậy đáp án A sai, chú 
ý chuyển sang chế độ radian trước khi CALC, tương tự bằng cách trên ta có thể loại đáp 
án c  và D bằng cách CALC một số giá trị của X  ).

Tập nghiệm của bất phương trình: Vx + 6 + y¡5 x- l  + -s/7x - 5  + ịl\3x — 7 < 9 là:

(A) S = (3;+oo); 

(C) S = [ | ; 3 A

Điều kiện: x > 4 .
7

(B) s =

(D) s = 

Giải:

'5
— ;+ o o
7

Xét f ( x ) = Vx + 6 + Ịj5 x - 7  + \J7 x -5  + yj 13x-7 .

Tacó: f*(x) = — jL = - \---- ^  ̂ H-------■ ^
2VX + 6 3 -ự (5 x -7 )2 4 ^ (7 x ~ 5 )3 5^/(13x —7)

> OVx > ”
4 7

f(x) đống biến trên
'5 N
— ;+ o o  

-7  ,

21
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Mà f(3) = 9 nên bất phương trình <=> f  (X) < f  (3) <=> X > — 5
7 «=> _ ^ X < 3.
ó 7X < 3

Do đó tập nghiệm của bất phương trình đã cho là: s =
Vậy chọn c.
Chú ý: Ta có thể thử chọn nghiệm trên từng khoảng ở các phương án để loại trừ phương án sai. 

Sử dụng máy tính Casio nhập f  (x) = Vx + 6 + yj 5x -  7 + y / ĩ x - 5  + Ầ/l3x - 7  = 0

Ta CALC với các giá trị X = 3,1; x = — ; x - 2 , 9

Nhập yJx + 6 + y/Sx-7 + y/lx-5 + ịl\.3x-l 

CALC 3,1 = ta được /(3,1) «9,09 >9

_ _ _ s f 5 ^
CALC — = ta đươc /  -r ~ 2,26 < 9

7 v { 7 )
CALC 2,9 = ta được /  (2,9) * 8,9 < 9

Từ 4 đáp án để bài đã cho ta dễ dàng suy ra nghiệm của BPT là: X e

© B i ! ! .

âpịò Số m lớn nhất để m(|sin x| + |cosx| + 1) < |sin 2x\ + |sin x| + |cosx| + 2 Vx là:

(B) 2V2 -I; (c) 1; (D) 2.( A ) !
2

Giải:V
Đặt t = |sinx| + |cosx| => t2 = (|sinx|+ |cosx|) = l + |sin2x| => |sin2x| = t2 “ 1 

và 1 < t < V2 .

Khi đó bất phương trình <=> m ( t+ 1) < t2 + 1+ 1 V te ịì; V2  J 

^ f ( t ) = t2 t L +J .> m Vt e [ l ; ^ ]

m < M inf (t)

t2 + 2t
Ta có: f*(t)=  - - > 0 = > f( t)  đồng biến trên Ị̂ l; => M inf (t) = f  (1 ) = —

~ (t +1) [1;̂ ]  ̂
J   ̂-TA • 1 V. 1 1 \ Jm < —. Vậy giá trị lớn nhất của m là —
2 2

Chọn A.

h



Bài tập 21 ) Số nghiệm của hệ phương trình
\

(A) 0; (B) 1;

2x + l = y3 + y 2 + y 
2y + l - z 3+ z 2+ z là:

2z +1 = X3 + X2 4- X

(c) 2; (D) 3.

Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100 % dạng bài hàm sôi các bài toán tiên quan

E ẫ ' 1  Giải:

Xét hàm: f  (t) = t3 + 12 + 1. Ta có: f '(t) = 3t2 + 2t +1 = 2t2 + (t + 1)2 > 0 Vt 

=> f(t) đổng biến.
Giả sử X < y < z => f  (x) <  f  (y) < f(z )= > 2 z  + l< 2 y  + l< 2 x  + l= > z < y < x  
=>x = y = z

X =  y  =  z X = y = z

(x + l) (x 2- l )  = 02x + 1 = X3 + x2 + x 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm. 

=> Chọn (c).

<=>
X = y = z = 1 

X = y = z = -1

DẠNG 2: 
TÌM ĐIỂU KIỆN CỦA THAM s ố  ĐỂ HẦM s ố  ĐƠN ĐIỆU

Phương pháp giải

- BƯỚC 1: Tính đạo hàm của hàm số.

- BƯỚC 2: Lập luận: Hàm số đồng biến trên K y ’ > 0 Vx € K;

Hàm số nghịch biến trên K <£=> y ' < 0 Vx e K.

- BƯỚC 3: Biện luận bằng phương pháp tam thức bậc hai hoặc phương pháp hàm số. 

^ 8  Bài tập

Ầ. Khởỉ đệng

ậpìl Cho hàm số y = X3 + 3x2 -  mx -  4. Để hàm số đồng biến trên khoảng (-°°;0) thì 
điều kiện của tham số m là:

(A )m >-3; (B) m > -3; ( c )m > 0 ; (D) m < -3 .

 ̂ Giải:
-V

+ Cách 1: PHƯƠNG PHÁP HÀM SỐ.
Hàm số đồng biến trên khoảng (“ °°;0) £=> y' = 3x2 + 6 x -m  > OVxe (-oo;0)
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<=> m < 3 x 2 + 6xV xe (-°°;0) £=> m < g(x) = 3x2 + 6x Vxe (-oo;0)

~  m -  x^Í!ỉ)g W = g (-1 ) = ~3-

Vậy m < -3.

+ Cách 2: PHƯƠNG PHÁP TAM THỨC BẬC 2.

Hàm số đồng biến trên khoảng ( - ° o ; 0 )  <=> y' = 3x2 +6x -  m >  OVxe ( - o o ; 0 )  

Xảy ra các trường hợp sau đây:

•  Trường hợp 1: À' = 9 + 3m < 0 o  m < —3.

•  Trường hợp 2: À' = 9 + 3m > 0 <=> m > “ 3.

Khi đó miền nghiệm s của bất phương trình y '(x ) > 0 có sơ đổ như sau:

\

0
m m t t

X ị *2

Ta có: y '(x)>  OVxe (-oo;0)<=> (-°°;0) c S « 0 < X j< x 2o
m > -3 

3y'(0)> 0

s>0
2

vô nghiệm.

Vậy m < -3.

=> Chọn D.

Nhận xét:
1. Đối với những bài không tách được tham số m tự do thì nên làm theo phương pháp 

tam thức bậc hai.

2. Có thể sử dụng CASIO như sau:

Bước 1: Nhập đạo hàm của hàm số cần xét. Nhấn: SHIFT-Dấu tích phấn

Math

ÜX ^ 1  X=D

Bước 2: Nhập hàm số đã cho vào và gán X  = x

Ể M g >
0  Math

^ C X 2 +MX) |x =

24 h
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Bước 3: CALC các giá trị của X và tham số M 

Xét bài toán trên ta thực hiện các thao tác sau:

Nhập: — [x* +3X-M X-À)
Ỉ̂X X

( Do đề bài yêu cầu hàm số đồng biến trên ( - 00; 0) nên ta nhập X = -0,1 )

CALC-0,1 =

(Thử với m -  4 )

CALC 4 =

Ta được kết quả bằng -0,97 nên m = 4 thì y  (-0,1) = -0,97 < 0 nên loại các đáp án A, 
B,c.

Vậy chỉ có đáp án D là đáp án đúng
Bài này khá may mắn khi ta thử với m = 4 thì cả 3 đáp án A, B, c  đều bị loại.

=> ChọnD.

ỉ-mmsr Cho hàm số y = 2x3 -  3 (2m + l)x 2 + 6m(m + l)x  +1. Điều kiện của m để hàm số 
đồng biến trên khoảng (2;+00) là:

(A) m<2; (B) m<l; (c) 0 < m < l ;  (D) IĨ1> 1 .

n s i  Gìải:
Hàm số đồng biến trên khoảng (2;+00) ^  y ’ = 6x2 -6 (2 m  + l)x  + 6m(m + l) > 0 

Vxg (2;+00) (x -m )(x  - m - 1 )  > OVxe (2;+°°) <=> m + 1 < 2 <=> m < 1.

Vậy m < 1.

=> Chọn B.

Nhận xét: Có thể sử dụng CASIO như sau:

Nhập: — (2X3 + 3 (2 M +1) X 2 + 6M (M + ỉ ) x  + 1)

(Do đề bài yêu cẩu hàm số đồng biến trến (-°°;0) nên ta nhập x = 2,\)

CALC 2,1 =
(Thử với m = 2 )

CALC 2 =
Ta được kết quả bằng nến m = 2 thì y’(2,1) < 0 loại A và D

50
Lặp lại thao tác trên
Thực hiện với X = 2,1; m = 1 ta được kết quả dương nên chưa có khẳng định gì 

Tiếp tục thực hiện với X = 2,1; m = 0 ta được kết quả dương nên chưa thể khẳng định.
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Bài toán này chúng ta sử dụng máy tính chỉ có thể loại được 2 phương án A và D.

Còn lại B và c  chưa thể khẳng định vì với X = 2,1; m < 1 thì y ' (2,1) > 0. Tuy nhiên thay 
thêm 1 số kết quả nữa m = 0; m = -0,1; m = -1 ta có thể dự đoán B là đáp án đúng.

Chú ý: Với cách làm này có những bài chúng ta chỉ có thể loại bớt các đáp án sai chứ chưa 
thể khẳng định chắc chắn đáp án đúng và bài toán này là một ví dụ.

Vì vậy nên dùng máy tính CASIO một cách hợp lý và thông minh nhất.

Bài tập 3 Cho hàm số y = X4 - 2 m x 2 -  3m + 1. Điều kiện của m để hàm số đồng biến trên 
khoảng (1; 2) là:

(A) m < 1; (B) m <4; (c) l< m < 4 ; D) 0 < m < 4 .

H Ệ  Giải:

Hàm SỔ đồng biến trên khoảng (1; 2) <=> y' = 4x3 -4 m x > 0 V x €  (1;2)

<=> 4x(x2 - m )  > OVxe (1;2)

<=> X2 - m  > OVxe (l;2)

<=> m < X2 Vxe (l;2)

<=> m < Min X2 = 1.xe[l;2]

Vậy m < 1.
Do đó, chọn A.

Nhận xét• Có thể sử dụng CASIO:

Nhâp: —  (x4 —2 mx2 —3m + 1)
dx X — X

(Do đề bài yêu cẩu hàm số đồng biến trên (1; 2) nên ta nhập X = 1,5 )

CALCl,5 =
(Thử với m = 4 )

CALC 4 =

Ta được kết quả bằng nên m = 4 thì .y’(1,5) < 0 loại B và c
^ « -9Tiếp tục thử với m = 3 ta được kết quả bằng —  loại D.

=> C họ n A .

x mx ”1“ 4
„BàiiâpLi„ Cho hàm số y.= - . -, trong đó m là tham số. Để hàm số nghịch biến trên

x + m
khoảng (-°°; 1) thì điều kiện của tham số m là:

(A) -2  < m < -1; (B) -2  < m < -1;

(c) m < -2 hoặc m > -1; (D) Không có giá trị của m.
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TXĐ: D = R \{-m }.

[1 < -m  

Vậy -2  < m < “ 1.

=> Chọn B.

Chú ý: Nếu y ' = 0 $=> m = ±2 thì y ' = 0 (Vx e (-°o; 1)) do đó hàm sỗ là hàm hằng.

Do vậy với bài toán này để hàm số đồng biến trên (-°°; 1) ta cho y '< 0 .

ùtpplll Cho hàm số y = —— trong đó m là tham số. Để hàm số đổng biến trên 
' x -1

khoảng (2; +oo) thì điểu kiện của m là:

(A) m > 3; (B )m < l; (c) m > l; (D )m < 3 .

( Do để bài yêu cầu hàm số đồng biến trên (2; +°°) nên ta nhập X = 2,1) 

CALC 2,1 =
( Thử với m -  3 )

CALC 3 =
Kết quả 0,347 dương nên chưa thể khẳng định.

Giải:

TXĐ: D = R \{1} .

Hàm số đồng biến trên khoảng (2 ;+ < x > ) y '  -

<=> 2 x 2 - 4 x  +  3 - m >  O Vx e  (2;+oo)

<=» m < g(x) = 2x2 -4 x  + 3Vxe (2;+oo)

«=> m < Min g(x) = g (2 ) = 3.

> OVxe  (2;+°°)

Vậy m < 3.

=> ChọnD.

Nhận xét: Có thể sử dụng CASIO như sau:

cbc X  — 1 X  = X



Tiếp tục thử với m = 4 ta được kết quả bằng -0,479 < 0 loại A và c.

Còn lại 2 đáp án B và D chưa thể khẳng định chắc chắn tuy nhiên thử thêm 1 số giá trị 
m ~ 1; m = 2; m = 2,99 ta có thể dự đoán đáp án đúng là D.

Hì Mega book Chuyên gía Sách luyện thỉ \

Vậy để hàm số đồng biến trên tập xác định thì m > 2,

=> Chọn c.

Lưu ý; Khi m -1  ^ 0 thì f  '(x) mới là tam thức bậc 2.

1 Bàitâp 7 ; cho hàm số y = X3 + (l -  2m )x2 + (2 -  m)x + m + 2. Để hàm số đồng biến trên 
khoảng (0;+°o) thì:

(A) m > —; (B) m <2; (c)m >2; (D) m < —.
4 4

ÌỖ 0 Giải:

Hàm số đồng biến trên khoảng (0;+°o) <=̂  y ' = 3x2 + 2 ( l-2 m )x  + 2 - m  > 0 

Vxe  (0;+°o)

IÊÊM Cho hàm số y = — ( m - l ) x 3 +m x2 + (3 m -2 )x . Điều kiện của tham số m để hàm 

số đồng biến trên tập xác định của nó là:

(C) m > 2;

(A) m = 2; (B) m e -o o ;~  u[2;+oo);
V 2 J 

(D)m> 1.

Giảỉ:

TXĐ: D = R.

Hàm số đồng biến trên D = R <=> f '(x) = (rĩi“ l)x2 +2mx + (3m -2)>0V x£ R.

Xảy ra các trường hợp sau đây:
1•  Trường hợp 1: m -1  =  0 <=> m = 1, khi đó f  '(x) = 2x +1 > 0 <=> X > —-  => loại.

•  Trường hợp 2: m -1  ^  0 <=> m ^  1. Để hàm số đồng biến trên R thì:

m > 1 m > 1
m -1  > 0

À' = -2m 2 + 5m -  2 < 0
<=>< m < —-  m > 2. <

2
m > 2

m < —— <=> m > 2. 
2

m > 2
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<̂ > m(4x + l)< 3 x 2 +2x + 2Vxe (0;+oo) <=> m < g(x) =
3x2 + 2x + 2 

4x + l
Vx e (0;+oo)

í 1 \

<=> m < Min g(x) = g
xe(0;+°o)

Vậy m < - .

=> Chọn D.

Cho hàm số y = - ( m 2- l ) x 3 + ( m - l ) x 2-2 x  + l .  Để hàm số nghịch biến trên 

khoảng (—oo;2) thì:
1  (  1' (B) m e(A) - -  < m < 1; 
3

(c) m<l;

-oo*----
; 3

u [l;+ o o );

(D) Không có giá trị của m thỏa mãn.

Giải:

Hàm số nghịch biến trên khoảng (-°°; 2) <=> y' = (m2 -  l)x 2 + 2 (m -1 ) X -  2 < 0 

V xe (-oo;2)

Xảy ra các trường hợp sau đâỵ:

•  Trường hợp 1: m2- l  = 0<=>m = ±l.

+ Nếu m = 1 thì y ' = -2  < 0 => thỏa mãn.
1

+ Nếu m -  -1 thì y ’ = -4 x - 2  < 0 o  X > => loại.
y 2

•  Trường hợp 2: m2 -1  ^  0 <=> m ^ ±1.

Hàm số nghịch biến trên (-°o;0) <=>

À' < 0 
m2 - 1 < 0 

À’ > 0 <=̂> 

m2 - 1 < 0 
2 < X, <

(m -l)(3 m  + l)< 0  

m2 - 1 < 0 

(m -l) (3 m + l)  > 0 

m2 - 1 < 0

(m2-l) (4 m 2+ 4 m -1 0 )> 0  

2 ( m - l )
m2 - 1

>2

<=> - -  < m < 1.
3

Vậy - - < m < 1
3

—> Chọn (A).

29
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Bài tập 9 Cho hàm số y = - (m 2 + 5m)x3 + 6mx2 + 6x -  6. Tìm điều kiện của m để hàm số 
đơn điệu trên R.

(A) m < 0; 

(c) m > 0;

(B) m > 0 hoặc m < ——;

(D) < m < 0.
3

Giải:

Tacó: y' = -3 (m 2+5m )x2+12mx + 6.
Hàm số đơn điệu trên M <=̂  y ' không đổi dấu trên ]R. Xảy ra các trường hợp sau đâỵ:

•  TRƯỜNG HỢP 1: m2 + 5m = 0 <=>
m = 0 
m = -5

y' = 6 > OVx 
y' = -60x + 6

=> Hàm số đơn điệu trên M <̂> m = 0.

•  TRƯỜNG HỢP 2: m2 + 5m * 0,y’ không đồi dấu «  A' = 36m2 + 18(W + 5m) < 0 

<=> < m < 0. Khi đó -3 (m 2 + 5m) > 0 nên y’ > 0, Vx => Hàm số đổng biến Vx.

Vậy - — < m < 0 thì hàm số đơn điệu trên R.
3

Vậy chọn (D).

ập 10 Cho hàm số y =
1Ĩ1X2 + 6 x -  2 

X + 2
. Để hàm số nghịch biến trên [l;+°°) thì

(A) m < - “ ;
5

(c) m = 0;

TXĐ: D = R \{-2}.

, mx2 +4mx + 14
y =■

(B) m > -
14

(D) Không có giá trị của m.

Giải:

(x + 2)

+Cách 1: PHƯƠNG PHÁP TAM THỨC BẬC HAI.

Hàm số nghịch biến trên [l;+°°) <=> y' -
mx2 +4m x + 14

(x + 2)
<=> g(x) = mx2 +4mx + 14 < OVx >1.

Để hàm số nghịch biến trên [l;+°°) thì xảy ra các trường hợp sau:

•  Trường hợp 1: m = 0 g(x) = 14 > 0 => loại.

30 h
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•  Trường hợp 2:

m < 0
m <  0

*
4m2 -1 4 m  < 0

À '< 0 m < 0
m < 0 <=> 4m 2 -1 4 m  > 0
À' > 0 < m g(l) = m(5m + 14) > 0
X, < x 2 <1 s „

-  =  - 2  < 1 
2

~  ^ 14 <=> m < — —. 
5

Vậy hàm số nghịch biến trên [l;+°°) khi và chỉ khi m < .

+ Cách 2: PHƯƠNG PHÁP HÀM SỐ.

Hàm số nghịch biến trên [l;+°°) <=> y ' = mx2 +4mx + 14
(x + 2):

o  g ( x )  = m x 2 +4mx +  14 < OVx > 1 <̂ > m ( x 2 + 4 x )  < - 1 4 Vx  > 1
-14 14

<=> m < g(x) = 2 Vx > 1 o  m < M ing(x) = g(l) = - - ~
X + 4x x\i 5

14Vậy hàm số nghịch biến trên [1; +co) khi và chỉ khi m < — —

=> Chọn (A).
■ V 2x2 + ( l -m ) x  + l + m _  .
Bàỉtập 11l ì Để hàm số y = --------  — — ---------- đồng biến trên (l;+°°) thì:

x - m

(A) m >3 + 2^2; 

(c) m < 3-2^2;

(B) m < l;

(D) m e (-= o ;3 -2 V 2 ]u [3  + 2V2;

Giải:
V

TXĐ: D = R\{m}.

+ Cách 1: PHƯƠNG PHÁP TAM THỨC BẬC HAI.

Hàm số đồng biến trên (l;+°°) <=> y' = — — 4mx + m  ̂ 2m—Ị > 0Vx > ị
(x - m )

g(x) = 2x2 - 4mx + m2 - 2 m - l  > OVx >1 

m < 1
Ta có: A' = 2(m + l)2 > 0 => g(x) = 0 có 2 nghiệm Xị < x2 => Bấtphươngtrình g (x ) > 0 

có sơ đồ nghiệm s là:

<=̂> <

Xi x2

\
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Ta có : g ’(x) >  OVx > 1 ^  ( l ; + ° ° )  c  s  <=> X, < x2 < 1 

m < 1

A' = 2(m  + l )2 > 0

2g ( l)  = 2 (m2 - 6m + l ) > 0 ^  m -  3 - 2 ^ 2

ù  
12 

Vậy m < 3 -2 V 2 .

+ Cách 2: PHƯƠNG PHÁP HÀM s ố

TT, ,  „  , , /, \ , 2 x2-4 m x  + m2- 2 m - r
Hàm số đồng biến trên (l;+°o) <=> y = --------------—— ------------> 0 Vx > 1

(x - m Ỵ

o  <
g(x) = 2x2 -  4mx + m2 — 2m — l > OVx > 1 

m < l

Ta có: g ’(x) = 4 (x -m )  > 4 ( x - l )  > OVx > 1 => g(x) đồng biến trên [l;+°o).

Do đó <
g (x )>  OVx > 1

<=> <
m < 1 

Vậy m < 3 - 2 4 Ĩ .

Chọn c.

M ing(x) > 0
X>1

m < 1

g ( l)  = m2- 6m + l >0  r~
<=> m < 3 — 2v2.

m < 1

? x. _ Điều kiện của tham SQ m để hàm số y = — mx3 + 2 (m - l) x 2+ (m - l) x  + m đồng 
biến trên (~o°;0)u[2;+°o) là:

(A) m > 1;

(c) Không có giá trị nào của m;

(B) 0 < m < —;
3

/ X t 4(D) 1 < m < —.
3

Hàm số đồng biến trên (-“©o;0)u [2;+«>)<=> y ’ = mx2 + 4 ( m - l ) x  + m - l  > 0 

V x e  (-°o;0)u [2;+ °o)

Xảy ra các trường hợp sau đây:

•  Trường hợp 1: m = 0 => y ' = -4x  - 1 > 0 £=> X < => loại.
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•  Trường hợp 2:

m > 0 
À' < 0

m > 0 <=>

À' > 0
0 < X, < x2 < 2

Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bàíhàmsố, các bài toán liên quan

m > 0

3m2 -7 m  + 4 < 0

m > 0

3m2 -7 m  + 4 > 0

m g(0)>0

m g(2)> 0

0 < —<2 
2

=> Chọn D.
m » , * . ,  ̂ (m + l )x 2 - 2m x -(m 3 - m 2 + 2)
p§p Để hàm số y =  ------ ----------——----------------- đồng biến trên tập xác định thì:

X -  m

(A) m = -1; (B) m > -1;

(c) m > -1; (D) Không có giá trị nào của m.

lH ặ  Giải:

TXĐ: D = ]R\{m}.

Hàm số đồng biến trên tập xác định

(m + l ) x 2- 2m (m  + l)x  + m3 + m 2 +2
o  y = - ------ -----------  ,-------------------> OVx ^ m

(x -m )

<í=> g(x) = (m + l)x 2 -2 m (m  + l)x  + m3 + m2+ 2 > 0 V x ^ m  

Xảy ra các trường hợp sau đây:

•  TRƯỜNG HỢP 1: m + 1 = 0 m = -1 => g(x) = 2 > OVx * m.

m + l > 0
•  TRƯỜNG HỢP 2: ị , v <=> m > -1.

Ịà ' = -2 (m  + l) < 0
Vậy m > -1.

=> Chọn (B).

Nhận xét: Có thể thử chọn tại m = -1 và m > - 1, chẳng hạn m = 0 xem hàm số có đổng 
biến trên TXĐ không => dễ dàng chọn được (B).

! l | f § | | | | |  Điều kiện của a và b để hàm số y = a sinx+ bcosx+ 2 X luôn đồng biến là:

(A) a = b -0 ; (B) a2+ b 2 >0;

(c) 0 < a2 + b2 < 4; (D) Không có giá trị của a, b thỏa mãn.
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__ _ Giải:

Ta có: y ' = acosx- b sin X + 2.

Để hàm số luôn đồng biến thì y ' > 0 Vx <=> acosx- b sin X + 2 > 0 Vx 

Xảy ra các trường hợp sau đây:

•  TRƯỜNG HỢP 1: a = b = 0 thỏa mãn.

•  TRƯỜNG HỢP 2: a2 + b2 * 0.

bTa có: acosx-bsinX + 2 = Va2 + b: ■cosx
■Va2 + tr

sinx + 2
.Va2 +b2

= Va2 -hb2 s in (a -x )+ 2  > -Va2 + b2 +2

Để hàm số luôn đồng biến thì Min (acosx- b sin X + 2) > 0 

<=> -V a2 + b 2 + 2 > 0 «=> a2 + b2 < 4.

Vậy 0 < a 2+ b 2 <4.

=> Chọn c

Lưu ý: Có thể tìm Min của y bằng cách sử dụng BĐT AM -  GM như sau:

Ta có: (a co sx -b s in x )2 < (a2 + b 2)(cos2 x + sin2 x) = a2 + b 2 => y' > -Va +b + 2.

àitập 15 I [Đề minh họa kì thi THPTQG năm 2017]

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y =
(  Ĩ I ^đồng biến trên khoảng 0’ —

’ 4 V /
(A) m < 0 hoặc 1 < m < 2;

(c) 1 < m < 2;

tan X -  2 
tan X -  m

(B) m < 0; 

(D) m > 2.

Giải:

Tacó: y ’ =
2 - m

COS x (ta n x -m )

Để hàm số đồng biến trên khoảng 0;Ị4

2 -  m > 0 

tan X * m Vx e

> Chọn (A).

 ̂ K  ̂

0;?V J

m < 2 
m < 0 <=> 
m > 1

thì:

m < 0 
1 < m < 2
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^^;ỊÍ;Về|đÍGh^\

âp 16 1 Điểu kiện của a để hàm số y = x3- a x 2+(a + 3 6 )x -5  nghịch biến trên khoảng 
có độ dài bằng 4V2  là:

(A) a = -12;

(c) a e  (-°o; - 9 ) u (12;+°o); 

TXĐ: D = R.

(B) a = 15;

(D) a = -12 hoặc a =15.

rế ) 'J  Giảỉ: 
V

Tacó: y ’ = 3x2 -2 ax  + a + 36;A' = a2 -3 a -1 0 8 ;a ỵ, = 3 > 0 nên hàm số đã cho không 
nghịch biến trên M.

Để hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng có độ dài bằng 4V2  thì điều kiện cần là:
^ _ộ

A ' > 0 <=> . Khi đó y’ = 0 có hai nghiêm phân biêt Xj, x2.
a > 12

Bảng biến thiên:

À -00 *1 Xi +00

y' D 0' +

y
-00

Ta thấy: y < 0 với X e [Xj; x2].

Do đó hàm số nghịch biến trên khoảng có độ dài bằng 4\[2 khi |xj -  x2| = 4V2

o
Va2-3 a -1 0 8 = 4V2  <=> a2 — 3a — 180 = 0 <=>

a = -12 
a = 15

rü

Vậy a = -12 hoặc a = 15.

=> Chọn D.

tập 17; í Cho hàm số y = X3 -  3 (a - 1 ) X2 + 3a (a -  2 ) X +1, trong đó a là tham số.
Tập hợp tất cả các giá trị của a để hàm số đồng biến trên tập hợp các giá trị của X thỏa 
mãn 1 < Ịx| < 2 là:

(A) (-°o;-2 ]u {1}u [4;+°o);

(C) {l}u[4;+oo);

------------------------------------------------------------------------------------------------------4

(B) ( -~ ;-2 ]u { l} ; 

(D) {-2;1;4}.
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1= 3  Giải:

Ta có: y' = 3x2 - 6 ( a - l ) x  + 3a(a - 2 )  = 3 [x2 - 2 ( a  - l ) x  + a ( a - 2 ) ]  
=> y' = 0 có 2 nghiệm phân biệt X, = a -  2;x2 = a.
Bảng biến thiên:

Suy ra hàm số đồng biến trên tập các giá trị của X sao cho 1 < |x| < 2 khi và chỉ khi:

•  Trường hợp 1: 2 < Xj o 2 < a - 2 o a > 4 .

•  Trường hợp 2: x2 < -2  £=> a < -2.

Ị—1 < a - 2
•  Trường hơp 3: -1 < X, < x2 < 1 <=$ s o  a = 1. Vây a = 1; a < -2; a > 4

[a < l

=> ChonB.

36 I-



Noi tcln cung the gidi'd Banos, Ecuador

Day lei mOttrong nhung diem du Ijch kh6ng d^nh cho nguiri yeu tim bin ban se 
diXQfc ngoi tren mOt chiec xich du "t$m cung th£ gifti" vd d3nh du tren vyc ntii s3u md 
khOng dung bat cti bi£n ph^p bcio ve ndo. Nhung tru6c khi ngoi dugc len chi£c du 
tfrthcin' ndy, b^n can phcii men theo con duftng m6n den Bellavista tuvach Banos, 
Ecuador de den diem quan Scit t?i mOt tr^m theo doi dja ch3n c6 ten la  Casa del 
Arbel' - mOt ngoi nha nh6 ncim tr£n mOt Ccii cay nh6 sat b£n h£m ntii.



KIẾN THỨC TRỌNG TÂM

thì M axf (x) = M, M được gọi là giá trị lớn nhất của

hàm số y = f(x) trên D.

íf  (x) > mVx € D
+ Nếu < thì M inf (x) = m, m được gọi là giá trị :

13x0 e D: f (x 0) = m xeD
hàm số y = f(x) trên D.

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số: f (x) = V ĩ ẽ ^ 7

Tập xác định của hàm số là [-4; 4]. Hiển nhiên 0 < f  (x) < 4 với mọi X e [-4;4]; 
f  (x )  = 0 <=> X = ±4 và f  (x )  = 4 X = 0.

Do đó Min V l6 -X 2 = 0; Max V l6 -X 2 = 4.
xe[-4;4] xe[—4;4]

É n #  CÁC DẠNG BÀI TẬP

DẠNG TOÁN. 
TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VA GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HẦM s ố  

TRÊN MỘT KHOẢNG D CHO TRƯỚC
*

o  Phương pháp giải
- Tìm các điểm Xj, x2, xm thuộc D mà tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không có đạo hàm.

- Lập bảng biến thiên.

- Từ bảng biến thiên suy ra Min, Max.

Chú ý: Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên [a; b] và có đạo hàm trên (a; b), có thể trừ một số 
hữu hạn điểm. Nếu f ’(x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm thuọc (a; b) thì ta có quy tắc tìm 
Min, Max đơn giản như sau:

- Tìm các điểm Xy, x2, xm thuộc (a; b) mà tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không có đạo hàm.

- Tính f  (x, ) ;f  (x2);...;f (xm );f  (a );f  (b).

h
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Maxf ( x )  = Maxf (Xị )
- So sánh các giá tri tìm đươc và kết luân: < ^  , í[ = ị- m )

Minf(x) = Min.f(xí) '  ’ '
x3

QEBE> Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm sổ f(x )  = ---- h2x2+ 3 x - l  trên

đoạn [-4; 5].

Ta có: f '(x )  = x2 + 4x + 3.

f '(x )  = 0 J x2+ 4 x  + 3 = 0 

- 4  < X < 5 1 - 4  < X < 5

Giải:

X = -1

X = -3

f ( - l )  = - | ; f ( - 3 )  = - l ; f ( - 4 )  = - | ; f ( 5 )  = ^  

Do đó, Min f  (x) = ——; Max f  (x) =
xe [-4 :5 ] v  J  3  xe  [-4 -5 ] v ’  3

o  Bài tập

W k
Bàitập i  ’’ Cho đồ thị hàm  số (c): y = f(x) có hình vẽ dưới đây. Khẳng định nào là ĐỨNG?

(A) Hàm số y = f(x) đạt giá trị lớn nhất khi X = 0.

(B) Hàm số y = f(x) đạt giá trị nhỏ nhất khi X = 0.

(C) Hàm số y = f(x) đạt giá trị cực tiểu tại X = 0.
(D) Hàm số y = f(x) đạt giá trị cực đại bằng 0.

Gỉải:

Hàm số ỵ = f(x) đạt giá trị cực đại bằng 0 khi X = 0 
và không có giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

=> (A), (B), (c) sai, (D) đúng.

=> Chọn (D).

Lưu ý: Hàm số có hai cực trị (cực đại và cực tiểu), không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất. 
Bài tập 2 Cho hàm số y = f(x) có bảng biến thiên như sau:



Khẳng định ĐÚNG là:

(A) Hàm số y = f(x) xác định với mọi X € R.

(B) Hàm số y = f(x) nghịch biến trên khoảng (0; 2).

(c) Hàm số y = f(x) đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2 khi X -  2 và giá trị lón nhất bằng -2 khi X = 0. 

(D) Giá trị cực đại của hàm số là -2.

HẫH Giải:

Hàm số xác định trên K. \ {1} => (A) sai.

Hàm số nghịch biến trên (0; 2 ) \ {1} => (B) sai.

Hàm số không có giá trị lớn nhất và nhỏ nhất => (c) sai.
Hàm số đạt giá trị cực đại bằng -2 khi X = 0 => (D) đúng.

=> Chọn (D).

Lưu ý:
- Hàm số đạt cực trị tại (0; -2) và (2; 2), không đạt giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên TXĐ.

- Hàm số không xác định tại X = 1, nghịch biến trên (0; 2) \ {l}.

Ị K É l iS  Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số f  ( x ) =  - X 2 + 2 x  + 4  trên đoạn [0; 3] 
lần lượt là:

(A) 5 và 1; (B) 1 và 4; (c) -1 và 5; (D) -1 và 4.

Hì Mega book Chuyên gia Sách luyện thi x

Tacó: f '(x )  = -2x  + 2. 

f '(x )  = 0 í“ 2x + 2 = 0
< <=>-)_ <=> X =  1,
0 < X < 3 [o < X < 3

f ( l )  =  5 ; f ( 0 )  =  4 ; f ( 3 )  =  L

Do đó, M inf (x) = l;M axf (x) = 5.
xè [0.3] v ’  x e[0 ;3 ] v  ;

=> Chọn A.

Lưu ý: Có thể sử dụng Casio như sau:

Sử dụng chức năng Mode 7. Khảo sát hàm số đã cho. 

BƯỚC 1: Nhập hàm: Mode 7- Nhap hàm

Ị ' " Math ;

: f(X)=-X2+2X+41

40
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Nâng cao kỹ nángg íảí toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

BƯỚC 2: Start: Giá trị bắt đầu khảo sát

Start?
m  Math

1

Ở bài này ta cho Start = 0 do [0;3] 

BƯỚC 3: End: Giá trị kết thúc khảo sát

End?
Math

Ở bài này ta cho End =3

BƯỚC 4: Step: Bước nhảy của giá tri X, tuỳ thuộc vào từng bài toán, ở bài này ta có thể 

cho Step=0>5 (Máỵ tính cho ta tối đa 30 giá trị khảo sát)

ES Math

Step?

BƯỚC 5: Hiện bảng kết quả khảo sát
.SS tT iX T  ỈU 4*5Tí/»r»tfravw,<ríw*OT« VCTT/ w w  ĩrt-rixưr^Tw *-;? I >

D.Ẹ
ĩ

s
FÍHÍ

U
u.ns

5

Math

Dựa vào bảng ta thấy GTLN bằng 5 khi * = 1 và GTNN là 1 khi X = 3 

ípệậpặ;: Cho hàm số f  (x) = X -  — trên (0;3]. Mệnh đề nào sau đây là SAI?
X

(A) Hàm số đồng biến trên (0;3].

(B) Hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng và không có giá trị nhỏ nhất.
3
g

(c) Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng — và không có giá trị lớn nhất.

(D) Hàm số đơn điệu trến (0; 2).

f§=ẽ| Giải:

Ta có: f '(x) -  l + - y  > OVxe (0;3] nên hàm số đồng biến trên (0;3] (1)
X

I 41
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Bảng biến thiên:

X 0 3

f(x) +

8
f(x)

-00

3

8Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng — khi X = 3 và không 
có giá trị nhỏ nhất (2)
Từ (1) suy ra các khẳng định A và D là đúng.

Từ (2) suy ra khẳng định B là đúng và (c) là sai.

=> Chọn c.

Bài tập S Giá trị lớn nhất của hàm sổ y = -4yịl — X là:

TXĐ: D = (-°o;l).

Với Vx E D thì -s/l-x > 0 => -4a/1 —X < 0 => y < 0 => ymax = 0 khi 1 -  X = 0 «=> X = 1.

Chọn (D).

Nhận xét:

- Không nhất thiết phải sử dụng đạo hàm và bảng biến thiên để tìm giá trị lớn nhất (nhỏ 
nhất) của hàm số.

- Vi y < 0 nên dễ dàng loại trừ (B) và dễ thấy khi X =  1 thì y =  0 là giá trị lớn nhất trong 
các giá trị ở các phương án còn lại

=> Chọn (D).

Bài tập ỗ Giá trị nhỏ n h ấ t  c ủ a  hàm số  y = 4 sin X -  3 cos X là:

(A) 4; (B) -5; (c) -3; (D) -4.

(A) -4; (B) 1; (C) -1; (D) 0.

Giảỉ:

(4  3 ^Ta có: y = 5 —s i n x - —cosx = 5 s in ( x - a )  trong đó <
^5 5

5

3sin a  = — 
5

42
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Ta có: y = 5 s in (x -a )  > -5  => ymin = - 5 «  sin(x-oc) = -1

<=> x - a  =  “ — + k27t <=> X =  a - —+ k27C.
2 2

=> Chọn (B).

Lưu ý: Có thể tìm giá trị nhỏ nhất của ỵ như sau:

y2 = ( 4 s in x - 3 c o s x )2 <^42 + ( -3 )2J(sin2 x + cos2x ) = 25 -5  < y <5.

Bàitâp ý Giá trị lớn nhất của hàm số f (x) = V -x2 -  4x + 5 là:

(A)3; (B) 9; (C) 0; (D) 6.

F©- Giải:

Ta có: f  (x) = ^ - ( x  + 2)2 +9.

VI (x + 2)2 > OVx nênf (x) < VÕ+9 = 3 => Maxy = 3 khi x + 2 = 0 <=> X = 

=> Chọn (A).

- 2.

ạ m u  Giá trị lớn nhất của hàm số y = X + V4 -X 2 là:

(A) 0; (B) 2; (c) -2; (D) 2V2 .

tõd l Giải:

TXĐ: D = [-2;2]. 

Ta có:
X

y’ = i -
\Ịa ~

= 0<^>
V 4-X  X _- r  7 7— p ■■=— = 0<=>v4-x = X <=> í

A  -.2
X > 0

4 - x 2 = x :
<=> X= V2.

Ta có: y(V2^ = 2 V2 ; y(-2) = 0; y(2) = 0.

Vậy hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 2 khi X =  0 và đạt giá trị nhỏ nhất bằng 0 khi X -  ±2. 

=> Chọn D.

Lưu ý: Có thể tìm  Max y bằng cách sử dụng BĐT AM -  GM như sau:

(1 .X +1 a / Ĩ ^ x 7 )2 < (l2 + 12) (x2 + 4 - X2) = 8 => y < 2 V2 

Max y = 2 V2  khi X = V4 —X 2 <=> X = y [ ĩ .

43
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||||l¿ílrt Giá trị nhỏ nhất của hàm số y =

(A) 0;

(C) 2;

TXĐ: D = R\{-1;2}.

-2 x 2 -2 x  + 4

X2 + x - 2  
X2 -  x - 2

trên (—l;0 )u [l;2 ) là:

(B)l;

(D) Không có giá trị nhỏ nhất.

Giải:

Tacó: y ’ =

y' = 0

( x 2 - x - 2 ) 2 ’

x e ( - l ;0 ) u [ l ;2 )  

Bảng biến thiên:

-2 x 2 -2 x  + 4 = 0 
x e  ( - l ;0 )u [ l;2 )

<=> X = 1.

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 1 khi X = 0 và không 
đạt giá trị nhỏ nhất.

=> Chọn D.

f i l l l l l  Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 2cos2x + 2 COS X -1  là:

(A )
2

(C) -1;

Đặt t = cosx, —1 < t < 1.

Tacó: g (t) = 2t2 + 2 t - l , —1 < t < 1.

g '(t)  = 4t + 2 = 0< > I [-1:11

(B) -1;

(D) Không có giá trị nhỏ nhất.

Giải:

g ( - l )  = - l ;g ( l )  = 3;g
1 \

44
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Do đó, hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 3> khi t = 1 hay cosx = 1 o  X = k2%,ke  z.

Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất b ằn g -— ,khi t = —— hay cosx = - —<=> X = + — + k2TC,ke z.
=} ChọnA.

Nhận xét:
- Bài này ta đã đổi vể biến mới và đặt điểu kiện cho biến mới để việc giải bài toán được 

thuận tiện hơn.

- Hoặc có thể biến đổi như sau:

2 „  1 ' y  = 2 cos X +  COSX +  —
4V *

khi cosx =
2

<=>x = ± —+ k27C,k e z. 
3

/
- -  = 2 

2

\2
c o s  X +

V

3 3
2 2

Min y = —

Hàm số y = cos2 2x -  2 sin 2x + 2 đạt giá trị lớn nhất khi X bằng?
K(A) - - -  + k7t, k e  Z; 
4

7t(C) -  + k2rc, k e Z ; 
2

(B) + k27t, k e  Z;

(D) —+ k7c, k e  z.
4

Giải:

Ta có: y = 1 -  sin2 2x -  2 sin 2x + 2 = -  sin2 2x -  2 sin 2x + 3.

Đặt t = sin2x, -1 < t < 1. Khi đó g (t) = - t 2 - 2 t  + 3, “ l < t < l .

Ta có: g '(t)  = - 2 t - 2  = 0<=>t = - l e  [- l;l]  
g(-l) = 4; g(l) = 0.

Vậy hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 4 khi t = -1 hay sin2x = -1 <=» 2x = ”  — + k2n 

<=> X = + k7t(ke z )

Ta có: +k7ĩỂ + k27ĩ,“  + k2ĩc,“ + k ĩtl
4 1 2 2 4 1

=> Các phương án B, c , D sai và chọn A.

Nhận xét:
- Trước khi đổi biến mới ta cần biến đổi tương đương để đưa về bài toán quen thuộc hơn.

- Có thể thay trực tiếp các phương án để tìm phương án đúng.
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Sin X. 1
Bài tập 12 Hàm số y = ---- —--------đạt giá trị lớn nhất bằng?

(A) 1;

sin x + sinx + 1

(B) 0; ( C ) f ; (D) í .
3

Giải:
?v

Đặt t = s in x ,te  [—l;l]. Khi đó: y = 2t+ -— ,te  [-l;l].
0 t + t + l

^  , , - t  - 2 t  Taco: y' = -------------
(t2+ t + l) 

y'' = 0 <̂> - t 2 -  2t = 0 <=>
t = 0

t = -2 ể
t = 0.

Ta có: y(0) = l;y(-l) = 0; y(l) = - .
%Vậy hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng 0 khi t = -1 £=> sin X = -1 <̂> X = - “  + k2n.

=> Chọn (A).

àitập 13 Cho hàm số y = W x 2 -  2x + 5 + X2 “  2x + 3. Khẳng định nào sau đây là SAI?

(A) Hàm số khồng có giá trị ỉớn nhất.

(B) Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng 6.

(c) Hàm số xác định trên R.

(D) Hàm số nghịch biến trên (l;+oo).

Giải:

TXĐ: D = M.

Đặt t -  Vx2 -2 x  + 5 = ^(x  - l ) 2 +4 > 2. Khi đó: y = 4t + t2 — 2,t > 2.

Ta có: y' = 2 t+ 4  > OVt > 2 =>hàm số đồng biến trên [2;+°°).

=> y > y(2) = 6Vt > 2.

Vậy hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng 6 khi t = 2 <̂ > Vx2 - 2 x  + 5 = 2 o  (x - 1)2 = 0 

<=> X = 1, hàm số không có giá trị lớn nhất.

=> Các phương án A, B, c  là đúng.

Ta có: y ' = 4.—  2X =  + 2x -  2 = (x - 1) , ^ = r + 1 > o <=̂> X > 1
2 v x 2 -  2 x  +  5 ^V x -  2 x  +  5

=> Hàm số đồng biến trên (1;+°°)
=> Phương án D là sai.

=> Chọn (D).
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V Bàitập 14 ; Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được cho bởi công thức

G (x) = 0,025x2 (30- x ) ,  trong đó X là liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân (x 
được tính bằng miligam). Độ giảm huyết áp nhiều nhất là:

Ta có: G(0) = 0, G(20) = 100, G(30) = 0.
Vậy độ giảm áp suất nhiều nhất là 100 khi X = 20.

=> Chọn (B).

' 'Sàííậptííỉ;) Sau khi phát hiện một dịch bệnh, các chuyên gia ỵ tế ước tính số người nhiễm bệnh 
kể từ ngày xuẩt hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ t là:

f ( t )  = 45t2- t \ t  = 0,l?2,...,30.

Nếu coi f là hàm số xác định trên đoạn [0; 30] thì f'(t) được xem là tốc độ truyền bệnh 
(người/ngày) tại thời điểm t. Xác định ngày mà tốc độ truyền bệnh là lớn nhất và tính tốc độ đó.

(A) Tốc độ truyền bệnh lớn nhất bằng 675 vào ngày thứ 15.
(B) Tốc độ truyền bệnh lớn nhất bằng 13500 vào ngày thứ 30.
(c) Tốc độ truyền bệnh lớn nhất là 1000 vào ngày thứ 5.
(D) Tốc độ truyền bệnh lớn nhất là 1404 vào ngày thứ 6.

Tốc độ truyền bệnh là: f ' (t) = 90t -  3t2.
Ta có: f "(t) = 9 0 -6 t = 0 £=> t = 15.
Ta có: f(0) = 0, f (  15) = 675, f(30) = 0.
=> Tốc độ truyền bệnh lớn nhất bằng 675 vào ngày thứ 15.

=> Chọn (A).

Bầitập 16 Trong các hình chữ nhật có cùng chu vi là 60 cm, hãy xác định hình chữ nhật có 
diện tích lớn nhất.

(A) Hình chữ nhật có chiều dài 20cm và chiều rộng lOcm.

(B) Hình chữ nhật có chiều dài 25cm và chiều rộng 5cm.

(c) Hình chữ nhật có chiều dài 18cm và chiểu rộng 12cm.

(D) Hình vuông có cạnh 15cm.

(A) 0; (B) 100; (C) 20; (D) 80.

Giải:

Giải:
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Giải:

Nửa chu vi hình chữ nhật là: 60 : 2 = 30(cm)
Gọi chiều dài hình chữ nhật là x(cm) (0 < X < 30) => chiều rộng hình chữ nhật là 30 -  X (cm) 
Diện tích hình chữ nhật là: s = X (30 -  x).

( X +  3 0 - X  Y
Ta có: s < = 225 (cm2).

Vậy diện tích hình chữ nhật lớn nhất bằng 225cm2 khi x = 30-x<=>x=15 (cm).

Khi đó hình chữ nhật là hình vuông có cạnh 15cm.

Vậy chọn (D).

Lưu ý: Có thể thay trực tiếp các các phương án theo công thức tính diện tích hình chữ 
nhật để tìm ra đáp án.

_ j |  Cho một tấm tôn hình vuông cạnh a. Người ta cắt ở bốn góc bốn hình vuông bằng 
nhau, rồi gập tấm tôn lại như Hình 1 để được cái hộp không nắp. Tính cạnh của các hình 
vuông bị cắt sao cho thể tích của khối hộp là lớn nhất.

m T
1111

'íịỉầìt11

I111 1 1 1 1

(B) Canh - •
2

(c) Cạnh

©=J Giải: 
-V

Gọi X là độ dài cạnh của hình vuông bị cắt 0 < X < — 
2

Thể tích khối hộp là: v ( x )  = X (a -  2 x ý
/

0 < X < — Ị

2,Ta phải tìm x0 e 0; — sao cho V (x0) có giá trị lớn nhất.

Ta có: V ‘(x) = (a - 2 x ) 2 + x .2 (a -2 x ).(-2 )  = (a -2 x ) (a -6 x ) ,
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V '(x) = O <=̂  X = — vì 
w  6

0 < X < — 
2

(  a A
Từ bảng biến thiên ta thấy trong khoảng 0; — hàm số có một điểm cực trị duy nhất là

đ iể m  c ư c  đ a i  X =  — n ê n  ta i  đ ó  V(x) c ó  g iá  t r i  l ớ n  n h ấ t :
6

M axV(x) =
0;-

2

2a_
27

=> Chọn (A).

Nhận xét: Có thể tìm V max như sau:

-r ^ ^ 2 _ 4 x ( a -2 x ) (a -2 x )
Tacó: V (x) = x (a -2 x )  = — ---------—--------“

< — 
4
1 (  4x + a -  2x + a — 2x Ỵ _ 1 ( 2a Y 2ã3

V 27
_ 3 ^

Vậy V = —— khi 4x = a -  2x <̂> X =  — .
max 2 7  6

Bài tập 18 Gọi M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x V l-x : 
trên tập xác định. Khi đó M + m bằng?

1(A) 1; (B) 0; (C) I ;  
2

(D)
2

Tacó: y T = \ / l - x 2 -
X

VĨ
l - 2 x

:2 v n 7

49
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A „  l - 2 x  „ ^  
y = 0 <̂ > , = 0 <=>

VI- X 2

X =
V2

1
X = -

Tacó: y ( - l )  = 0 ,y(l) = 0,y

4 Ĩ

' _ u ■>y
1 ì

s
1 1  1 1

=> M = — ,m = —— => M + m = - — -  = 0 =£
2 2 2 2

=> Chọn (B).

Bàitâp 19 Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = sin2016 X + cos20!õx lần lượt là:

(A) 1 và 

(c) 0 và

1 (B) 1 và 

(D) 0 và

1
,2007

,1007 *

Do sin 2016 K
X + — 

2
+ COS2016

X +
%

y -  sinzulh X +  COS2016X tuần hoàn với chu ki —. Do đó ta chỉ cần tìm GTLN, GTNN
2

Giải:

=  sin 2016 X + COS2016 X nên hàm số

của hàm số trên 1 chu kì 0;
K

Ta có: y '= 2016 sin X COS X (sin2014 x -c o s 2014x)

X =  0

y' =  0^=>

sin X =  0  

cosx = 0 
sinx = cosx

n
X =  —. 

2
K

X — —
4

Bảng biến thiến:

Nhìn vào bảng biến thiên suy ra Miny = -~^-;Maxy = 1,
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=> ChọnA.

Chú ý: Để tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của 1 hàm số tuần hoàn với chu ki T thì ta chỉ 
cần tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số đó trên 1 chu kì T.

í  -rr \
tịặMpẩ® Cho n là số tự nhiên, n > 3 và X E  0;—

V 2

Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = sinn X + cosnx là:

(A) 1;

(c) 0;

(B) 2^ .

(D) Không có giá trị nhỏ nhất.

^-11 Giải:

Ta có: y  ’ = n sin11-1 X cos X -  ncosn~lx sin X = n sin X cos X (sin"“2 X ”  cosn“2 X)

D o x e ịo ;— nênỵ = 0 <=> sinx = cosx => X = —.
V 2 4

Bảng biến thiên:

X
0

l ĩ

4

71
2

y' 0 - 0 + 0

y
1 \

/
to

1M
 

t-í 
1

1 a \

1

-̂n 1ZNhìn vào bảng biến thiên ta có giá trị nhỏ nhất của hàm số là 2 2 khi X =  — .
4

=> Chọn D,

m s m h

Bàỉtậpẩi ' Cho hình chữ nhật ABCD nội tiếp 

trong nửa đường tròn bán kính R (Hình bên).

Chu vi hình chữ nhật lớn nhất khi tỉ số bằng?
AD

(A) 1; (B) 2; (C) 0,5; (D) 4.

Giải:
-V

Đặt AB = X, AD = y, trong đó 0 < X < 2R, 0 < y < R.

51
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Tacó: A 02+AD2 = R2 = —  + y 2 ______

Chu vi hình chữ nhật là 2x + 2y = 4.— + 2y < V4 2 + 22 J —  + y 2 = 2Ry¡5

Dấu bằng xảy ra khi —  -  ^  Ü -  4
2y 2 y

=> Chọn (D).

Nhận xét: Sử dụng các bất đẳng thức để tìm GTLN, GTNN tỏ ra hiệu quả hơn trong bài 
toán này.

An có một tấm bìa hình tròn, An muốn 
biến hình tròn đó thành một cái phễu hình 
nón (Hình vẽ). Khi đó An phải cắt bỏ hình 
quạt tròn AOB rồi dán hai bán kính OA và ^ 
OB lại với nhau. Gọi oc là góc ở tâm hình 
quạt tròn dùng làm phễu. Tìm a  để thể tích 
phễu lớn nhất.

( A ) f ; <B>f; (C)

Giải:

3 n (D)

R a
2K

Độ dài cung tròn AB dùng làm phễu là: R a -  2jir o  r =

Ta có: h = \/r 2 - r 2 = = - ^ V 4 tc2 - a 2
V 4tc 2tc

ị  T1 3 ---------------
Thể tích cái phễu là: V = f  a  = -7ur2h = ----- a 2 V4tc2 -oc2 với a e  0;2tc .

F 3 24n

Tacó: f ’ Oí =
R3 cc2 87t2- 3 a :

24n2 \J4k2 - a 2

f ’ a  = 0< = > 8ĩr-3a2 =0<=>a =
2 V6

■71
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2V6Vậy thể tích phễu lớn nhất khi a  = ——71 => Chọn (D).

Lưu ý: Có thể sử dụng GTLN, GTNN của hàm số trong việc giải PT, BPT, HPT, HBPT 
hay chứng minh BĐT. ứng dụng này được trình bàỵ trong một số bài tập dưới đây.

Số nghiệm của phương trình: ị / x - 2  + yl 4 —X = 2 là:

(A) 0; (B) 1; (c) 2; (D) 3,

li© -! Giải:

Đặt f (x) = V x -2  + V 4-X với 2 < X<4.

7 1 - — r 1 . = 0 « ^ / ( 4 - x ) 5 = ^ /(X- 2 )5

o 4 - x  = x - 2 o x  = 3

Ta có: f(2 ) = V 2;f(4) = ^/2;f(3) = 2. 

Ta có bảng biến thiên:

X 2 3 4

f(x) + 0

f(x) ]
26 ^

2
1

^  26

Vậy X = 3 là nghiệm  duy nhất của phương trình. 

=> Chọn B.

n m p  Điều kiện của m để bất phương trình mV2x2 +9 < X +  m , 

nghiệm đúng với Vxg R là:

(A) m < — ]=;
v2

(B) m <
V2

(c)
4

Il©ĩ I Giải:

Bất phương trình m| a/2x2 +9 -1  < X <=> m < 7 x —
L J v2x2 +9 -1

=  f ( x ) .
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Tacó: f '(x )  =

Tacó: lim f(x) = lim
X->°°

Bảng biến thiên:

9 -V 2 x 2+9 

V2x2+9 "V2x2+ 9 - l l

X1 — l im  - — lì

=  0 < = > X 2 = 3 Ố < ^ > X  =  ± 6 .

2 +

__Ị_
V ỉ

J _
4~2

X  —ỳ + o o

Nhìn vào bảng biến thiên suy ra m < f(x) Vx <̂=> M inf (x) = > m.

=> Chọn c.

Bàíitập‘25>! Điều kiện của m để hệ <

(A) 0 < m < 4;

( r \  Iế H *-  ^  0 . Iế Ĩ(C) 2 — < m < 2 + J ——;
V 27 \2 7

X2 - 3 x  < 0

X3 -  2x |x “  2| -  m2 + 4m > 0
có nghiệm là

(B) -3  < m < 7;

(D) 0 < m < 21.

Giải:

Hệ <=>
0 <  X < 3

X3 — 2x|x —2| > m2 ~4m
. Đặt f  (x) = x3 -2 x |x  —2|

Hệ có nghiệm ^  m2 -4 m  < M axf (x)
°  xe [0*3] v /

X

2.

0  'J l̂ 3

f 0  + -r

° \ _ ^ 2 L

f
\

\ C T ^

Nhìn vào bảng biến thiên => m2 ~ 4m < 21 <=> -3  < m < 7.

II



ChọnB.

Bài tập 26 Cho X, y, z ỉà các số thực dương thỏa mãn điều kiện: z(x + y) = xy. Giá trị nhỏ nhất

của biểu thức A = —— H------------------------------------là:
z x + y

(A) —  ; (B) — ; (c) —  ; (D) 3.
4 2  2

imp'll Giải:

Đặt X = az; y  = b z  a + b  = ab.

Khi đó: Vế trái = a2 + b 2 H— !— = (a + b)2 -2 ab  + —-— = (a + b)2 - 2 ( a  + b)-i— -—.
a + b  v ) a + b  v '  v ; a+ b

Mặt khác (a + b)2 > 4ab => (a + b)2 > a + b <=> a + b > 4.

Đ ặtt = a + b, ( t>  4), khi đó f  (t) = t2 — 2t + - .

Tacó: f '(t) = ~— ^ — -  > 0 Vt > 4 f(t) đồng biến trên [4;+oo) => f  ( t)>  f  (4) = — .
t 4

Dấu = xảy ra <=> X = y = 2z 

=> Chọn (A).

1 Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
Ị 100% dạng bài hàm số, cắc bài toán tiên quan
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l ĩ ?  KIẾN THỨC TRỌNG TÂM

o  Khái niệm cực đại, cực tiểu

Cho hàm số y = f(x) xác định và liên tục trên D e l  vả điểm x0 € D.

a) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho f  (x) < f  (x0) với mọi x e  (x0- h ; x 0+ h) và X ^  x0 thì 
ta nói hàm số f(x) đạt giá trị cực đại tại x0.

b) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho f  (x ) > f  (x 0) với mọi X e  (x 0 -  h ;x0 + h) và X ^ x 0 thì 
ta nói hàm số f(x) đạt giá trị cực tiểu tại x0.

o  Tên gọi và kí hiệu

a) Nếu hàm số f(x) đạt cực đại (cực tiểu) tại x0 thì:

+) x 0 được gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của hàm số.

+) f (x0) được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, kí hiệu là fCĐ (fCT).

+) Điểm M (x0;f  (x0)) được gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của hàm số.

b) Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. Giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) 
còn gọi là cực đại (cực tiểu) và được gọi chung là cực trị của hàm sổ.

c) Nhận xét: Vì khái niệm cực trị của hàm số là một khái niệm mang tính chất địa 
phương nên một hàm số có thể có nhiều cực trị đồng thời có những cực tiểu lớn hơn cực 
đại của hàm số.

C 9  Điều kiện cần và đủ để hàm số có cực trị

- Điều kiện cẩn: Giả sử hàm số f đạt cực trị tại điểm x0. Khi đó, nếu f có đạo hàm tại x0 
thì f  '(x 0) = 0.

Điếu ngược lại có thể không đúng. Đạo hàm f’ có thể bằng 0 tại điểm x0 nhưng hàm số 
f không đạt cực trị tại điểm x0.



i ' / f w  » Xét hàm số f (x) = X3, ta có f '(x) = 3x2 và f '(0) = 0. Tuy nhiên hàm số không đạt 
cực trị tại điểm X  = 0. Thật vậy, v ì f '( x ) > 0 V x ^ 0  nên hàm số đồng biến trên R (Hình 1).

in  Mega book Chuyên gia Sách luyện thí

Hình 1 Hình 2

Chú ý: Hàm số có thể đạt cực trị tại 1 điểm mà tại đó không có đạo hàm. Chẳng hạn, hàm 
số y = |x| xác định trên R. Vì f(0) = 0 và f(0) > 0 với Vx ^ 0 nên hàm số đạt cực tiểu tại X = 0.

Dễ thấy hàm số y = |x| không có đạo hàm tại điểm X = 0 (Hình 2).

Như vậy hàm số chỉ có thể đạt cực trị tại 1 điểm mà tại đó đạo hàm của hàm số bằng 0, 
hoặc tại đó hàm số không có đạo hàm.

- Điều kiện đủ: Giả sử hàm số f liên tục trên khoảng (a; b) chứa điểm x0 và có đạo hàm 
trên các khoảng (a;x0) và (x0;b). Khi đó:

a)Nếu f '(x )< 0 V x e  (a;x0) và f '(x )> 0 V x e  (x0;b) thì hàm số fđạt cực tiểu tại điểm x0.

b) Nếu f '(x )>  OVxe (a;x0) và f  '(x )< 0 V x e  (x0;b) thì hàm số f đạt cực đại tại điểm x0.
Nói cách khác:

a) Nếu f  '(x) đổi dấu từ âm sang dương khi X qua điểm x0 (theo chiều tăng) thì hàm số 
đạt cực tiểu tại điểm x 0.

b) Nếu f '(x) đổi dấu từ dương sang âm khi X qua điểm x0 (theo chiều tăng) thì hàm số 
đạt cực đại tại điểm x0.

Dẩu hiệu nhận biết cực trị bởi đạo hàm bậc 2

Định lý: Giả sử hàm số f có đạo hàm cấp 1 trên khoảng (a; b) chứa điểm x0, f '( x 0)=  0 
và f có đạo hàm cấp 2 khác 0 tại điểm x0.

a) Nếu f  "(x0 ) < 0 thì hàm số f đạt cực đại tại điểm x0.

b) Nếu f  "(x0 ) > 0 thì hàm số f đạt cực tiểu tại điểm x0.

o  Quy tắc tìm cực trị

a) Quy tắc I:
- Tìm tập xác định.
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- Tính f ’(x). Tìm các điểm tại đó f '(x )  bằngOhoặc f '(x )  không xác định.
- Lập bảng biến thiên.
- Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị.

O E ®  ► Tìm cực trị của hàm số: y = X4 “  2x2 +1.

Giải:

Hàm số xác định với mọi x e  1 . f '(x )  = 4x3 -  4x = 0 <=> 4x(x2 - l Ị  = 0<=) 

Bảng biến thiên:

X =  0  

X — —1 

X =  1

X -00 -1 0 1 +00

f(x ) 0 + 0 - 0 +

f(x)

+00 \

0 '

+00

Vậy hàm số đạt cực tiểu tại X = -1 và X = 1; fCT = f  (±1) = 0 

Hàm số đạt cực đại tại X = 0; fCĐ = f(0) = 1.

b) Quy tắc II:
- Tìm tập xác định.

- Tính f  '(x). Giải phương trình f '(x )  = 0 và kí hiệu Xj (i = l,2 ,...,n) là các nghiệm 
của nó.

- Tính f  "(x) và f  "(Xi)-
“ Dựa vào dấu của f  "(Xị) suy ra tính chất cực trị của điểm Xị.

_____  x3
► Tìm cực trị của hàm số: y = f (x) = —— 2x2.

Giải:

Hàm số xác định Vx e R. 

f '(x )  = X2 -4 x  = x(x - 4 )  = 0 <=>

f "(0) = -4  < 0 nên X = 0 là điểm cực đại. 
f " (4) = 4 > 0 nên X = 4 là điểm cực tiểu.

Lưu ý: Nếu

. f"(x ) = 2 x -4 .

f f  X ì  — 0
0 thì ta nên lập bảng biến thiên để kết luận các điểm cực trị của 

/ " ( * . )  = 0
hàm số. Chỉ sử dụng Quy tắc II trong trường hợp f  M(x0) ^  0.
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J Ũ Ị f  CÁC DẠNG BÀI TẬP

DẠNG 1: 
Sự TỔN TẠI c ự c  TRỊ VA CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN• « • •

C B  Phương pháp giải

A) Cực trị hàm đa thức bậc 3

- Điều kiện tồn tại cực trị:

Hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (a ^ 0) có cực trị <=> y = f  (x) có cực đại và cực 

tiểu <=ỳ f  f(x ) = 3aX2 + 2bx + c = 0 có 2 nghiệm phân biệt <̂=> A' = b2 -  3ac > 0.

- Phương pháp tính nhanh cực trị (trong trường hợp x ,,x2 là các số vô tỉ)

Giả sử hàm số đạt cực trị tại x1>x2. Khi đó các giá trị cực trị là:

Yi = f ( xi) 

y2 = f (x2 )
Thực hiện phép chia f(x) cho f’(x) ta có:

c -
3a

X +  d -
bc
9a

Vi ị
f ì{xỉ) = 0 

f ’(x') = 0

y i= f (xi)=3 c~

y2= f(x2)=

V

ì f

3a 
b  ^

, b c
X, +  d  —

9a

c -
V 3a

A b cX , + d -------
2 9a

c/iú ỹ: Từ đây ta cũng có thể viết được phương trình đường thẳng đi qua cực đại, cực tiểu.

Đường thẳng đi qua cực đại, cực tiểu có phương trình: y = — c -
3  ̂ 3a

B) Cực trị hàm đa thức bậc 4

- Điều kiện tồn tại cực trị
Hàm số y = f (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e (a * 0) có cực trị 

<=> f  '(x) = 4ax3 +3bx2 +2cx + d = 0 có ít nhất 1 nghiệm.

- Phương pháp tính nhanh cực trị (trong trường hợp x0 là số vô tỉ) 

Giả sử y = f(x) đạt cực trị tại x0.

Thực hiện phép chia f(x) cho r(x) ta có: f(x) = q(x).f(x) + r(x).

Vi f '( x 0) = 0 nên f ( x 0) = r(x 0)
Chú ý: Từ đây suy ra các điểm cực trị nằm trên đường: y -  r(x).

c) Cực trị hàm phân thức bậc 2/bậc 1

Ih

\
x + d - bc

9a
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- Điều kiện tồn tại cực trị:

Hàm số y = f (x) = ax + kx + c v0 ị a ^ 0;d ^ 0 có cực trị <=̂  f  ’(x) = 0 có 2 nghiêm
dx + e

phân biệt Xj,x2.

- Phương pháp tính nhanh cực trị (trong trường hợp hàm số đạt cực trị tạix0là số vô tỉ)

/ X u (x ) [y '(x0) = 0 , , u (x 0) u '(x 0)
+ Bổ để: Nếu y (x) = —7—- có ■! th ìy (x 0)=  ■- =

v(x) Ịv(x0) = 0 v(x0) v '(x0)

/ X u f(xft)v (x n) - u ( x n)v f(xn) ^
+ Chứng minh: y '(x 0)=  v ữ) v ; ữỉ v °; =0

v (xo)

=í>u'(x0)v (x 0) = u (x 0)v (xc) ^ y ( x 0) = ^ |  = ^ ^ .

Chú ý: Từ đây có thể viết được phương trình đường thẳng đi qua các điểm cực trị.

_  f ív u (xi) _ u '(x i) _ 2 axi +b
yi \ ~ \  A

Ta có: ị

y2

v '> v (x ,) V (Xl) d

= fCx N u (x2 ) _ u '(x2) _ 2 ax2+b
= 1 *> y (x 2) v '(x 2) d
 ̂1 2 4.« /-1T-V /-̂ rTi / 1 1 * * ̂ _ 1 _

$ S ầ

Ĵ rCi Ị)
Đường thẳng đi qua CĐ> CT có phương trình: y = —  X + —.

d d
( 9  Bài tập

Cho hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên K và có bảng biến thiên:

Khẳng định nào sau đây là ĐŨNG?

(A) Hàm số có đúng một cực trị.

(B) Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 3.

(c) Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 2 và giá trị nhỏ nhất bằng -1. 

(D) Hàm số đạt cực đại tại X  = 1 và đạt cực tiểu tại X  = 3.
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L iã ll Giải:

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy hàm số có 2 cực trị, điểm cực đại là (1; 2) và điểm cực 
tiểu là (3; -1), hàm số không có giá trị lớn nhất và nhỏ nhất.

=> Chọn (D).

Lưu ý: Không nhẩm lẫn các khái niệm giá trị cực đại với giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
của hàm số; điểm cực trị với giá trị cực trị.

Bài tập 2 Cho hàm số y = f(x) có đồ thị (c) như hình vẽ dưới đây:

i n  Mega book Chuyên gía Sáck luyện thí

Có bao nhiêu khẳng định ĐŨNG trong các khẳng định dưới đây?

(A) 1; (B)2; (c) 3; (D) 4.

(A) Hàm số y = f(x) đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1 khi X  = 0.

(B) Hàm số y = f(x) đồng biến trên R.

(c) f ( x )  < 0 với mọi X thuộc tập xác định.

(D) Hàm số y = f(x) đạt cực đại tại A(-l; 0) và B(l; 0), đạt cực tiểu tại C(0; -1).

l ũ  Giải:

Hàm số y = f(x) đạt giá trị lớn nhất bằng 0 tại X  = -1 và X  = 1, không có giá trị nhỏ nhất 
=> Khẳng định (A) sai, (c) đúng.

Hàm số y = f(x) đồng biến trên (-oo;—l) u  (0;1) và nghịch biến trên (- 1;0) u  (1;+°°)

=> (B) sai.

Khẳng định (D) đúng.

Vậy có tất cả 2 khẳng định đúng

=> Chọn (B).

Lưu ý:
- Trong bài này tại X = -1 và X = 1 hàm số đạt cực đại và cũng đạt giá trị lớn nhất, hàm số 

đạt cực tiểu tại X = 0 nhưng không đạt giá trị nhỏ nhất.



- Hàm số đổng biến (nghịch biến) và xác định trên K thì đồ thị của nó có chiều đi lên từ 
trái sang phải (đi xuống từ phải sang trái) trên K.

Bài tập 3 Có bao nhiêu phát biểu ĐÚNG trong các phát biểu dưới đây?

(A) 1; (B) 2 ; (c) 3; (D) 4.

(A) Giả sử hàm số f đạt cực trị tại điểm x0. Khi đó, nếu f có đạo hàm tại x0 thì f ' (x0) = 0.

(B) Nếu f '(x 0) = 0 thì x0 là điểm cực trị của hàm số f.
(c) Nếu hàm số f không có đạo hàm tại điểm x0 thì hàm số không thể đạt cực trị tại điểm x0.

(D) Giả sử hàm số f có đạo hàm cấp 1 trên khoảng (a; b) chứa điểm x0, f '( x 0) = 0 và f 
có đạo hàm cấp 2 khác 0 tại điểm x0. Khi đó f  'T(x0) < 0 thì x0 là điểm cực tiểu của hàm số f.

Ẽ ã t l Giải:

Khẳng định (A) là đúng (theo Định lí).

Xét khẳng định (B):

Xét hàm số f  (x) = X3, ta có f '(x )  = 3x2 và f '(o ) = 0, Tuy nhiên hàm sổ không đạt cực 
trị tại điểm X = 0. Thật vậy, vì f  f(x) > 0 Vx ^  0 nên hàm số đổng biến trên R (Hình 1).

Xét k hẳng  đ ịn h  (c ):

Xét hàm số y = |x| xác định trên K. Vì f(0) = 0 và f(0) > 0 với Vx ^  0 nên hàm số đạt 
cực tiểu tại X = 0.

Dễ thấy hàm số y -  |x | không có đạo hàm tại điểm X = 0 (Hình 2).

7 Nâng cao kỹ nâng giải toán trắc nghiệm
Ị  100% dạng bài hàm số, cắc bài toán lỉên quan

Hình 1 Hình 2

Khẳng định (D) là sai (Theo Quy tắc II).

Vậy chỉ có khẳng định (A) là đúng.

=> Chọn (A).
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Bèliâp 4 Số điểm cực trị của hàm số  y  = - X 3 + 2x2 -  X -  4 là:

(A)0; (B) 1 ; (C)2; (D) 3.

Gỉảỉ:

Tacó: y' = -3 x 2 +4x —1 = 0 <=>
X = 1

\ y ’ = 0 CÓ hai nghiệm phân biệt .  
X = _3

=* Hàm số có 2 điểm cực trị.

=> Chọn (c).
Lưu ỷ: Đối với hàm số bậc ba mà ỵ’ = 0 có 2 nghiệm phân biệt thì hàm số có hai cực trị.

||á|,táp/5 Ị Số điểm cực đại của hàm số y = X4 + 90 là:

(A) 0; (B) 1 ; (C) 2; (D) 3.

Giái:

Ta có: y ' = 4x3 = 0 <=> X =  0.

=> Hàm số có duy nhất điểm cực tiểu X = 0 và không có điểm cực đại.

=> Chọn (A).

iIÜHp 6 Giá trị cực đại yCĐ của hàm số y = X3 -  12x + 2 là:

(A ) y ce =  - 1 4 : ( B ) y CD = 1 8 ; ( O y CD = -2; ( D ) y CĐ = -2.

Giải:

TXĐ: D = R.

y ' = 3x2 -1 2  = 0 <=> X2 = 4 <=> X = ±2. y" = 6x.

Ta có: y"(2) = 1 2 < 0 =>x = 2 là điểm cực tiểu.

y"(-2) = -12 < 0 => X = -2 là điểm cực đại =» yCĐ = y(-2) = 18.

=> Chọn (B).

Lưu ý: Cần phân biệt khái niệm điểm cực đại XCĐ và giá trị cực đại yCĐ = y(xCĐ).

ị
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Baitâp 7 , Hàm số y = X3 -  3x2 -  9x + 4

(A) Nhận điểm X  = -1 làm điểm cực tiểu.

(B) Nhận điểm X  = 3 làm điểm cực đại. 

(c) Nhận điểm X = -1 làm điểm cực đại. 

(D) Nhận điểm X -  1 làm điểm cực tiểu.

X = —1

X =  3

Giải:

Hàm số chỉ có hai điểm cực trị là X = -1 vàTa có: y ' = 3x -  6x -  9 = 0 o

X =  3. 
y" = 6x — 6 .

y " ( - l )  = - 1 2  < 0 => X = -1 là điểm cực đại. 

y"(3) = 12 > 0 => X = 3 là điểm cực tiểu.

=> Chọn (c).

■ Bàitậps Hàm số y = X4 - 4 x 3 - 7

(A) Nhận điểm X = 3 làm điểm cực tiểu. (B) Nhận ăiểm X = 0 làm điểm cực đại.

(c) Nhận điểm X = 3 làm điểm cực đại. (D) Nhận điểm X = 0 làm điểm cực tiểu.

(0 -  Giải:
V

Ta có: y '  = 4x3 -1 2 x 2 = 0 o 4 x 2 (x - 3 )  = 0 o  

Bảng biến thiên:

X =  0

X = 3

Vậy hàm s ố  c ó  duy nhất điểm cực tiểu X = 3 v à  không c ó  điểm cực đại. 

Chọn (A).

Bàitâp 9 Số điểm cực trị của hàm số y  =  X4 -  4x2 -1  là:

(A) 0; (B) 1; (c) 2; (D) 3.
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Ta có: y ’ = 4x3 -  8x = 4x (x2 -  2 ) = 0 <=>

Gỉảỉ:

X =  0
y ' = 0 có 3 nghiệm phân biệt

X =  +V2 

=> Hàm số có 3 điểm cực trị.

=> Chọn (D).

Lưu ý: Đối với hàm số bậc 4 mà y’ = 0 có 3 nghiệm phân biệt thì hàm số có 3 điểm cực trị.

Bài tập 10 : Số điểm cực trị của hàm số y = 2x +5x + 4 lì

(A) 0; (B) 2;
x + 2 

(c) 3;

Giải:

là:

(D) 1.

TXĐ: D = K \{-2}.

_ , , 2 x2 + 8x + 6Taco: y = = 0 <=>
X =  - 1

X = -3
y = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác -2

( x  + 2 Ỵ

Hàm số có 2 điểm cực trị.

=> Chọn (B).

Lưu ý: Đối với hàm phân thức bậc 2/bậc 1 mà y -  0 có 2 nghiệm phân biệt thuộc tập xác 
định thì hàm số có 2 điểm cực trị.

; BMỊtạp/i'.T; Hàm số f có đạo hàm là f '(x )  = X2 (x - 1)2 (2x -  4). Số điểm cực trị của hàm số là: 

(A)0; (B) 1; (c) 2; (D) 3.

Ta có: f  ’(x) = 0 

Bảng biến thiên:

X =  0 

X =  1 .

X - 2

L 0-J Giải:

Vậy hàm số có 1 điểm cực tiểu duy nhất và không có điểm đại. 

=> Chọn (B).



Lưu ỷ: Tránh vội kết luận hàm số có 3 điểm cực trị vì f ’(x) = 0 có 3 nghiệm. Vì X = 0 

và X = 1 là các nghiệm bội của f  (x) ta nên lập bảng biến thiên để kết luận số điểm cực trị 

của hàm số y = f(x ).

ập Ị2 ! Hàm số y = X -  sin 2x +1

(A) Nhận điểm X = — — làm điểm cực tiểu.
6

(B) Nhận điểm X = ”  làm điểm cực đại.
2

(c) Nhân điểm X = —— làm điểm cưc đai.
6

(D) Nhận điểm X = —— làm điểm cực tiểu.

Ẽ ã t!  Giải:

TXĐ: D = K.

Ta có: y '= l-2 c o s2 x ,y " (x ) = 4sin2x.

1 Nâtig cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
Ị  100% dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

ĨI
Vì y

(  Tl ^
v2

%= 3 > 0 nên X = — không là điểm cực đại.

y

Vi y ’

V 6 /
= 0 ;y"

71/
= -2^3  < 0 nên X = —— là điểm cực đại.

r n \
2V / 

Chọn (c).

n
= 3 > 0 nên X =  —— không là điểm cực tiểu.

Để hàm số y = X3 -  3mx2 + 3 (2m - 1) X +1 có cực đại và cực tiểu thì m thỏa mãn:

(A) m ^  1; (B) m e R;

(c) m = 1 ; (D) Không có giá trị của m.

Giải:

Hàm số có cực đại và cực tiểu y ' (x ) = 3x2 -  6mx + 3 (2m -1 )  = 0 có 2 nghiệm phân biệt

o  X2 “ 2mx + 2 m - l  = 0 có 2 nghiệm phân biệt.

<=> À' = m2 - 2m +1 > 0 <=> ( m - 1)2 > 0 <=> m ^ 1.

=> Chọn A.

''. Bàlitặpị4Í Điều kiện của m để hàm số y = (m + 2 )x 3 +3x2 + mx -  5 có cực đại và cực tiểu là:

(A) m ^ -1; (B) -3  < m < 1;

(c) m * -1 và -3 < m < 1 ; (D) Khồng có giá trị của m.
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Giải:

Hàm số có cực đại và cực tiểu <=> y'(x ) = 3(m + 2 )x 2 + 6x + m = 0 có 2 nghiệm phân

biệt <=>
m ^ - 1

<=>
A’ = -3m -  6m + 9 > o I -3  < m < 1

Vậy chọn c .

Chú ý: Đối với bài này để y (x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt thì điều kiện cần là y’(x) phải 
là 1 tam thức bậc 2 nên hệ số a = m + 2 ^  0.

mx2 + ( 2 - m 2 ) x - ( 2 m + l)
ÍIỊSHIỊP  Điều kiện của m để hàm so y = -------- --------- ----------------  có cực trị là:

(A) m < 0;

(c) - 1  < m < 0;

x - m

(B) m < -1;

(D) Không có giá trị của m.

Giải:

2 x — 1 1
+ Nếu m = 0 thì y = — — . Khi đó ta có: y ' = —-  > 0 Vx ^  0

X

Hàm số không có cực trị.

+ Nếu m ^ 0 thì hàm số có cực trị £=> y 1 = — ----2m x + m + 1 _ Q
( x - m )

có 2 nghiệm phân biệt

O g ( x )  = mx2 - 2 m2x + m3 + 1  = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác m

<À = -m  > 0  <=> m < 0 . 

g ( m ) = l* 0

=> ChọnA.

f | | |f j§||f§ Phương trình đường thẳng đi qua cực đại, cực tiểu của hàm số 

f (x )  = x3 +3x2 -9 x  + 6 là:

(A) X = 1; (B)y = x+1;

(c) X = -3; ‘ (D) y = -8x + 9.

Giải:

Tacó: f '(x )  = 3x2 + 6 x -9  = 3(x2+ 2 x -3 )
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X = 1

X = - 3
f '(x )  = 0<^>x + 2 x - 3  = 0 <=>

Hàm số y = f(x) đạt cực trị tại X = 1 và X = -3.

f  "(x) = 6x + 6 = 6 (x + l) => <f"(l) 1 2  > 0  ^  c f ( - 3 ) = 3 3 ; f CT= f ( l )  = l 
f "(—3) = - 1 2  < 0

Phương trình đường thẳng đi qua CĐ, CT là: y = -8x + 9.

=> Chọn (D).

Lưu ý: Ta có thể viết phương trình đường thẳng qua CĐ, CT bằng cách lấy y chia cho y 
được kết quả như sau:

y = y.q(x) + r(x). Khi đó: y = r(x) là đường thẳng qua CĐ, CT.

Điều kiện của m để hàm số y  = ~ x 3 + ( m  + 2 ) x 2 + 5 (m + 1 )X + m2 đạt cực trị tại 
xp x2 thỏa mãn 1 <  Xj < x2 là: ^

(A) m e —oo: ■1 - V 5
u

1 + V5• ;+oo

/ V - 10(C) m < - y ;

(B) m < -2;

(D) Không có giá trị của m.

Giải:

Yêu cầu của bài toán =̂> y 1 ( x )  =  X2 +  2 (m + 2)x +  5 (m + 1 )  =  0 có 2 nghiệm phân biệt 
XpX2 thỏa mãn: 1 < Xj < x 2

<=> <
Á' = m2- m - l >0 

l .y ' ( l) > 0  <=><!

ÍÀ  
2

m <

m >

2

ì + yís

7 m + 10 > 0 => vô nghiệm. 
1 < -m  - 1

^  Không có giá trị của m thỏa mãn. 

=> ChọnD.
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'tỉảitâp 1B Điều kiện của tham số m để hàm số y  = f (x) = X3 -  3mx2 + 3(m 2 “  l)x  + m đạt 
cực tiểu tại X = 2 là:

(A) m = 3;

(c) m = 1 và m = 3;

(B)m = 1;

(D) 1 < m < 3.

Giải:

Ta có: y ’ = f ’(x) = 3x2 - 6mx + 3(m2 - l )  

y" = f  "(x) = 6x - 6m 

Điểu kiện cẩn:

Để hàm số có cực tiểu tại X  = 2 thì f '(2) = 0 3.22 -6m .2 + 3(m2 - l )  = 0

m = 1
o 3 m  -12m  + 9 = 0 <̂=> m -4 m  + 3 = 0<=>

m = 3

Điều kiện đủ:

+ Với m = 1 thì f  '(x) = 3x2 — 6x = 0 <=>

 ̂ / V ? x < 0f ’(x)>0<=>3x -6x>0<=>

X =  0

X = 2

=> Hàm số đồng biến trên (—oo; 0) u  (2; +oo)
X ^ Ẳ

f '(x )< 0 < = > 0 < x < 2 = ^  Hàm số nghịch biến trên (0; 2)

Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại X = 2.

+ Vớim = 3thì r ( x )  = 3x2-18x + 24 = 0<^>x2 -6 x  + 8 = 0<̂ >
X =  2 

X = 4
X > 4 
X < 2

Hàm số đồng biến trên 2) u  (4; +oo)

f '(x) < 0 £=> 2 < X < 4 => Hàm số nghịch biến trên (2; 4)
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Bảng biến th iên:

X -00 2 4 +00

f 1

o+ 0 +

f
CĐ

-00 CT

+CO

Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực đại tại X = 2.

Vậy m = 1.

=» ChọnB .

Bài tập 19 j Hàm số f  (x) = X4 + 8mx3 + 3 (2m + 1) X2 -  4 chỉ có cực tiểu mà không có cực đại khi:

(A) m = (B) m e
1-V 7  1+V7

(c) me

6 6 

(D) Không có giá trị của m.

Ta có: f '(x )  = 4x3 +

|~x = 0 
f '(x )  = O o  . N , 

v ; |_g(x) = 2 x +

ó: À’ = 6 (6m2 -  2 m - 1 )Ta có

Xảy ra các khả năng sau: 

1 )

( Ỗ 3  Giải:

24mx2 +6(2m  + l)x  = 2x[2x 2 + 12mx + 3(2m + l)] 

=  0

(x) = 2 x2 + 1 2 mx + 3(2m + l) = 0

Nếu À’ < 0 <=> ó(6m2 - 2 m - l )  < 0 <=> -——  < m < *+ ̂ - => 2g(x)>  OVxe R

=> f ' (x ) cùng dấu với 2x tức là triệt tiêu và đổi dấu tại X  = 0.

Mà f " (o) = 6 (2m + 1) > o Vx e I => Hàm số chỉ có cực tiểu mà không có cực đại.

2) Nếu
A' >0 6 (6m2 - 2 m - l )  > 0  1

<=>m = - -  
3(2m + l) = 0 2g (0 ) = 0

Khi đó f '(x )  = 2x(2x2 - 6x) = 4x2 (x -3 )  = 0
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Lập bảng biến thiên:

Nhìn vào bảng biến thiên suy ra hàm số chỉ có cực tiểu mà không có cực đại.
ÍA > 0

3) Nếu < thì f ’(x) = 0 có 3 nghiêm phân biêt Xj < x2 < x3
|g ( 0 ) * 0

=> có bảng biến thiên như sau:

Nhìn vào bảng biến thiên suy ra hàm số có cực đại nên khỏng thỏa mãn yêu cầu của 
bài toán.

Vậy m e 1—J Ĩ 1+V7
5 u  I — — Ị thì hàm số chỉ có cực tiểu mà không có cực đại.

=> Chon c.

Bậíltập 29 Tìm m để hàm số f (x) = X3 -  3x2 + mx -1  có hai điểm cực trị Xj, x2 thỏa mãn
Xj +X2 =3.

(A) m < 3; 

(C) m<;3;

(B) m = —;
2

(D) Không có giá trị của m.

h ầ ĩl Giải:

Hàm số đã cho xác định với mọi x g R.

Ta có: f f(x) = 3x2 " 6x + m.

Hàm sổ có hai điểm cực trị khi và chỉ khi phương trình 3x2 -  6x + m = 0 có hai nghiệm 
phân biệt, tức là: A' = 9 -  3m > 0 <=> m < 3.
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Ta có: xf + xị = 3 <=> (Xj + x2 )2 -  2xjx2 = 3 <=> 4 - 2 .— = 3 <=> m = — (thỏa mãn).

_  3
Vậy m cần tìm là: m = —.

=> Chọn (B).

Bài tập 211 Tập tất cả các giá trị của tham số a để hàm số
4f  (x ) = - -x 3 - 2 ( l - s i n a ) x  - ( l  + cos2a)x + l đạt cực trị tại XpX2 thỏa mãn 

Xj2 + x 22 =1 là:

(A) + k27t|,ke z  Ị.

(C) 6

(D) | y + k 2 7 i | k e z | .

Giải:

Xét phương trình: f ' (x ) = 4x2 -  2 (l -  sin a ) -1  -  cos2a = 0 

Để hàm số y = f(x) đạt cực trị tại Xj, x 2

thì À' = ( 1 - s i n a )2 +  4 (l + cos2a)>  0 <=> ( l - s i n a )2 +  8 sin2a > 0 

f  ’(x )  =  0 có 2 nghiệm phân biệt Xj, x 2 và hàm số đạt cực trị tại

1 -  sin a
x „ x 2

x 1 + x2 =

XjX2 = - l - c o s 2 a

~ 1 J / s2 ( ì - s in a )2
Ta có: xl + x 2 =1<=>(x1+ x 2) -2XjX2 = 1 <=} -— ——— + 2

1 + cos2 a
=  1

<=> 3sin2 a + 2 s in a - l  = 0 <=>
sina = -1

1 °  sina = —
2

a = - —+ k2rc
2

a = —+ k2 K (k e  z )

571: . -a = —  + k2 n  
6

Chọn B.
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1 4i tập 22 Cho hàm số y = — x3 - ( m - l ) x 2 + 3 (m -2 )x  + —. Tất cả các giá trị của m để hàm

số có cực đại, cực tiểu tại Xj, x 2 thỏa mãn Xj + 2x2 = 1 là:

(A) m = 2 ;

, _ 2 (C) m = 2 và m = —;
3

(B) m = | ;

(D) Không có giá trị của m.

Giải:

TXĐ: D = R.
y' = mx2 - 2 (m - l) x  + 3 (m -2 ).

Hàm số có cực đại, cực tiểu tại Xj, x2 £=> y = 0 có hai nghiệm phân biệt Xị, x2.

m ^O

A' = ( m - l )2 - 3 m (m -2 )>  0

m * 0

—2m2 + 4m +1 > 0

<=4> <
m ^ 0

2 - Vó _  2  + Vổ----- < m < — (*)

Theo Định lí Viet ta có: < m

X]X2 =
3 (m -2 )

m

Mà theo giả thiết: X1 + 2x2 = 1 => <

X 1 =
3 m -4

m
2 - m

x2 = -------
m

2 - m 3 (m -2 )
m

3m2 -  8m + 4 = 0 <=>
2 

3
m = 2

m (thỏa mãn (*)).

Vậy giá trị cần tìm của m là: m = — hoặc m = 2. 

=> Chọn c.

Bài tập 23 Giá trị của m để hàm số f (x) -  X3 -  3mx2 + 4m3 có CĐ, CT đối xứng nhau qua 
đường thẳng (D): y  =  X là:

(A) m = (B) m = -
72 (c) m = 0; (D) m e <n.V 2 .

2 2
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lie)'! Giải:

Hàm số có CĐ, CT f  '(x) = 3x2 -  6mx = 0 có 2 nghiệm phân biệt 
<=> A' = 9m2 > 0 o  m ^ 0

Thực hiện phép chia f(x) cho f’(x) ta có: f  (x) = — ( x - m ) f  ’(x ) -2 m 2x + 4m3

Với m ¡É 0 thì í ’(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt Xj, x2 và hàm số f(x) đạt cực trị tại x{, x2.

f '( x , ) = 0 íyj = f  (x1) = -2m 2x 1 +4m 3 
nền <

f '( x 2) = 0 y2 = f (x2) = -2m 2x2 +4m 3 

Suy ra đường thẳng đi qua CĐ, CT có phương trình: (cT): y = “ 2m2x + 4m3 

Các điểm cực trị A (x j;y j);B (x 2;y2) đổi xứng nhau qua (D): y = x <=> (d) _L (d') 

và trung điểm I của AB phải thuộc (D)

- 2 m2 = - l ; l (m ;2 m3) m = 0
/ , \ <=> m = 0 .

m (2 m “ 1 j = 02 m3 = m 

=> Chọn c.
Chú ý: Hai đường thẳng vuông góc với nhau thì tích của hai hệ số góc bằng -1.

Trong các bài toán khác, chẳng hạn: Hai đường thẳng song song với nhau thì có hệ số 
góc bằng nhau.

1
Cho hàm số f  (x ) = — X 3 -  m x2 + X -  2m2. Giá trị của tham số m để hàm số đạt

cực trị tại ít nhất một điểm lớn hơn 2 là:

(A) m > ị ;
4

(c) m e ( -° ° ; - l)u ( l;+ ° o );

(B) m e ( - ° o ;- l )u  

(D) Không có giá trị của m thỏa mãn.

__ Giải:
■“ V

Ta có: f '( x )  = x2 -2m x + l.

Hàm số đạt cực trị tại ít nhất 1 điểm >2<=>f'(x) = 0có2 nghiệm phân biệt Xj, x2 thỏa mãn: 

L f '(2 ) < 0

5 -  4m < 0
Xj < 2 < x 2 

2 < Xj < x2
<=>

Vậy chọn c.

À' > 0 

l . f '(2 ) > 0 . <=>

2<s
2

m2 - 1 > 0 

5 -  4m > 0 
2  < m

<=>
m > 1 

m < - 1
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-Brằỉtịậầs Cho hàm số y = X3 - 3mx2 + 3(m2 - l ) x - m 2 - l .  Điểu kiện của tham số m để 
hàm số có hai cực trị trái dấu nhau là:

(A) -1 < m < 1 ; 

(c) m = 0;

(B) m e R;

(D) Không có giá trị của m.

Giải:

TXĐ: D = R.
y' = 3x2 - 6mx + 3(m2 - l ) .

Ta có: y' = 0 <̂> g(x) = 3x2 - 6mx + 3(m2 - l )  = 0.
Ta có: À' = 9m2 -  9m2 + 9 = 9 > OVm => hàm số luôn có cực đại, cực tiểu tại Xj, x2. 
Hàm số có hai cực trị trái dấu <=̂  Xj < 0 < x 2 
<=>3y'(0) < 9(m2 — lj<0<=>—l< m < l .
Vậy với -1 < m < 1 thì hàm số có hai cực trị trái dấu.

=> ChọnA.

f i ¡ s ¡ | | i ¡ |  Cho hàm số f  (x ) = — X3 -  mx2 + X -  2m2. Trong các mệnh để sau, mệnh đề nào 
la SAI?

(A) Hàm số có cực đại, cực tiểu khi m e (-oo;-l)u(l;+oo).

(B) Hàm số đạt cực trị tại ít nhất một điểm lớn hơn 2 khi m e (-<*>;-1)u  (l;+°°).

(C)Nếu XpX2 là hai điểm cực trị của hàm số thì giá trị lớn nhất của A = |x tx 2 — 2(xj + x 2) 

là 4.

(D) Nếu xi?x2 là hai điểm cực trị của hàm số thì biểu thức A = |xtx2 -  2(xj + x2 )| đạt 
giá trị lớn nhất khi m = 3.

im i Giải:

+ Tacó: f '(x )  = x2 —2mx + l.
Hàm số có cực đại, cực tiểu <=> f  ‘(x ) = 0 có 2 nghiệm phân biệt

<=> A' = m -1  > 0 <=>
m > 1 
m < - 1

(A) đúng.

+ Hàm số đạt cực trị tại ít nhất 1 điểm > 2 <=> f  ’(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt XpX2 
thỏa mãn:

L f '(2 ) < 0

A' > 0 

l . f '(2 ) > 0

„ s
2 < —-

2

Xj < 2 < X. 
2 < Xj <  X.

<=>
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<=>

5 -  4m < 0 

m2 - 1 > 0 

5 -  4m > 0 
2  < m

<̂=>
m > 1 
m < - 1

^  (B) đúng.

+ Theo Định lí Viet ta có:
xt + x 2 = 2 m

„2 ■

Khi đó: A = XjX2 -2 (x j + x 2) 
<=̂> m = - 2

XjX2 = -2m

-m 2 -  4m -(m  + 2)2 + 4 < 4 ,  dấu “=” xảy ra

Vậy với m = -2  e —1) u  (1; +°o) thì MaxA = 4. 

=* (c) đúng, (D) sai.

Chọn D.

Ũ £ N § $  Ch° kàm s° y = x 3 -3 (m  + l)x 2 + 9 x - m - 2 .  Điều kiện của tham số m để hàm 

số đã cho đạt cực trị tại Xj và x2 thỏa mãn |xj - x2| < 2  là:

(A) m e ( -o o ;- i -V 3 ^ u ( - l  + \/3;+°o^;

(B) m e  [ - 3 ; - l - > / 3 ) u ( - l  + >/3;l];

(c) me [—3;l];
(D) Không có giá trị của m.

Ẽ ễ l l  Giải:

TXĐ: D = R. 
y ' = 3x2 - 6 (m + l)x  + 9.

Hàm số đạt cực đại, cực tiểu tại Xj >x2 <=> phương trình y* = 0 
có hai nghiệm phân biệt Xj, x2.

<=> Phương trình X2 -  2(m + l)x  + 3 = 0 có hai nghiệm phân biệt X1,X2.

m > - 1  + V3 

m < - 1 - V3 (1 )
<=> A' = (m + 1)2 “ 3 > 0 <=>

Theo Định lí Viet ta có:
Xj +  x2 = 2(m + l)

XjX2 = 3

Khi đó: |x1 - x 2| < 2 o  (Xj + x 2 )2 - 4 X jX 2 < 4

] \
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<=> 4(m + l )2 -12  < 4 <̂> (m + 1)2 < 4 o  -3  < m < 1 (2)

Từ (1 ) và (2 ) suy ra giá trị của m cần tìm là: m e —3;—1 — V3 ) u ( - l  + V3;lJ. 

=> ChọnB.

àỉtập 28 Cho hàm số y = X3 -  3mx2 + 3 (m 2 -1 ) X -  m3 + m. Để hàm số có các cực trị thỏa 
mãn điểu kiện khoảng cách từ điểm cực đại đến gốc tọa độ o bằng 2 lẩn khoảng cách từ 
điểm cực tiểu của đồ thị hàm số đến gốc tọa độ o thì điều kiện của tham số m là:

1
(A) m = -3 hoặc m -

3

(c) m = _ 3;

(B) m = -3;

(D) Không có giá trị của m.

Giải:

TXĐ: D = R.
y' = 3x2 - 6mx + 3(m2 - l j .

Để hàm số có hai cực trị thì y = 0 có hai nghiệm phân biệt <̂=> X2 -  2mx + m2 -1  = 0 
có hai nghiệm phân biệt.

<=> À = m 2 - ( m 2 - l )  = 1 > 0 Vm.

Cực đại là A(m -  1 ; 2 -  2m), cực tiểu là B(m + 1 ; “2 -  2m).

Tacó: OA = 20B <=> OA2 = 40B 2 <=> (m - 1)2 + (2 -  2mý  = ịịỹca  + 1)2 + (-2  - 2tn)2]

2 2 r m - l  = 2 (m + l) m — ^
< = ^ 5 ( m - l )  = 2 0 ( m  +  l )  <=̂ > <^> ] .1 •m = —

3
1

Vậy m cần tìm ĩà: m = —3 hoặc m = — . 

=ì> ChọnA.

Bàỉỉập 29 [Đề minh họa kì thi THPTQG năm 2017]
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đổ thị của hàm số y = X4 + 2 mx2 +1 
có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác vuồng cân.

1
(A) m = —

(c) m =

3/9 ’

ị / 9 ’

(B) m = -1; 

(D) m = 1.

Giải:

TXĐ: D = K.

Ta có: y' = 4x3 + 4mx = 4x(x 2 +mV
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Để hàm số có ba điểm cực trị thì y = 0 có 3 nghiệm phân biệt <=> m < 0.

Khi đó các điểm cực trị là: A (0 ;l),B (> /-ữ ĩ;-n i2 + l^ c ( -V ^ m ;-m 2 + l).

=> Tam giác ABC cân tại A.

Ta có: A C (-V -m ;-m 2),A B (V -m ;-m 2).

Để ABC vuông cân thì AC J_ AB <=> AC.AB = 0 <=> -V -m .V -m  + (-m 2) ( -m 2) = 0

A í %\ [m = 0
<=> m + m = 0 « ĩ ĩ i  l +  m = 0 «

v '  m = - l

Vi m ^ 0 nên m = -1 .

=> Chọn (B).

Nhận xét: Có thể sử dụng tính chất: Hàm số y = ax4 + bx2 + c có 3 cực trị <=> ab < 0 và 
có 1 cực trị <=> ab < 0 để loại trừ phương án (c) và (D).

Bài tập 30 ' Cho hàm số y = X4 + 2mx2 -  m -1  > với m là tham số. Giá trị của m để hàm số có
3 điểm cực trị lập thành một tam giác đều là:

(A) m = 0; (B) m = - ị / ỉ ;

(c) m = 0 và m = _v 3 ; (D) Không có giá trị của m.

Ịg 0  Giải:
V

, / , \ fx  = 0
T acó :y ’ = 4x +4mx = 4x X +m  = 0 o

[x = -m
Hàm số có 3 điểm cực trị khi phương trình Y = 0 có 3 nghiệm phân biệt => m < 0 (*)

V  —  n  — s  —  — m  —  1

Với m < 0 thì y ‘ = 0

X = 0 => y = —m -1  

X =  \/-m  => y  =  - m 2 -  m - 1  

X = —sj—m =ỳ y = -m 2 -  m — 1

=> A (0;-m  - 1) ;B (V -m ;-m 2 -  m - 1 ) ; c Ị -V -m ;-m 2 - m - l )

Ta thấy A thuộc Oy> B và c  đối xứng qua Oy nên AABC cân tại A.

AABC đều khi AB = AC <=> AB2 = BC2 (1 )

Ta có: AB = ^ - m ; - m 2 );BC = (-2V -m ;0), thay vào (1 )
,  [m  = 0

<=> -m  + m = -4m  £=> m = -3m  <̂>
|_m = - ị f ì

Đối chiếu với điễu kiện (*) ta được m = -v 3  là giá trị cân tìm.

=> ChọnB.

Nhận xét: Có thể sử dụng tính chất: Hàm số y = ax4 + bx2 + c có 3 cực trị <=> ab < 0 và
có 1 cực trị ab < 0 để loại trừ phương án (A) và (c).
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; Bàitập31 Cho hàm số: y = X 4 -  2mx2 + m -1, với m là tham số. Để hàm sổ có 3 điểm cực 
trị, đồng thời các điểm cực trị của đồ thị tạo thành một tam giác có bán kính đường tròn 
ngoại tiếp bằng 2 thì m thỏa mãn:

(A) m = 1; (B) m = ^  ;

(C) m = -> /5-1 / X -  >/5—1 ,(D) m = —-----  và m = 1.

Giải:

X = m
Ta có: y ’ = 4x3 -  4mx = 4x (x2 -  m) = 0 «=>

Hàm số có 3 điểm cực trị khi phương trình y = 0 có 3 nghiệm phân biệt, tức là m > 0 (*) 
Với m > 0 thì

X — 0 => y = m - 1

y' = 0 X = V ĩ ĩ ĩ  => y  = -m 2 + m - l  => A (0 ;m -l) ;B (V m ;-m 2 + m - l) ;

X = —yfm => y = - m 2 + m  - 1

c ( - \ /m ; - m 2 + m - l Ị

Ta thấy A e  O y , B và c  đối xứng qua Oỵ nên AABC cân tại A.

Gọi H là trung điểm của BC => H(O;-m 2 + m - 1)
A T I T 1P  A n  r ' A A T ì 2

AABC 2 4R

Tacó: A B(Vm ;-m 2 Ị;AH(0;“-m2)

2.AH

AB2 = m + mA 

AH = m2
. Khi đó:

4

(l) o  2 = —— <=> m3 - 2 m + 1  = 0 <=̂> (m - l) (m 2 + m - 1 ) = 0 <£=>
m = 1

m  =
-1±V 5

V 5-1Đối chiếu với điều kiện (*) ta được m = 1 và m = ——----là các giá trị cần tìm.

=> ChọnD.
1 abc 1Chú ý: Các công thức tính diện tích tam giác: s  = — ah = —— = — ab sin c  = ...

& 2 4R 2\

Cho hàm số y = 

nằm về 2 phía của Ox là:

(A) 0 < m < 4;

(c) m < 4;

O I --------------------------

X - m x  +  m

X - m
(m ^ 0). Điểu kiện của m để hàm số có CĐ và CT

(B) m > 0;

(D) m > 4.
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l ĩ ế d  Giải:

Hàm số có CĐ, CT <=> y ' = —--- 2mx + m— E. = 0 có 2 nghiệm phân biệt
(x - m )

o  g(x) = X2 -  2mx + m2 - m = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác

A' = m > 0 
m. o  m > 0

g(m ) = -m  5* 0

Sử dung Bổ đề: Nếu y = có < ^  ̂ 0^
v(x) Ịv (x 0) * 0

, v u (x n) u '(x n) 
thì y (x 0) = —)—ị  = —)—“ (đã đươc chứng minh) 

v (x0) v '(x 0)

Vríi m 0 thì ơ(yÌ = 0 hav vYyÌ = 0 rn 2 nghiêm nhâVới m > 0 thì g(x) = 0 hay y (x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt Xj, x 2, 

đồng thời hàm số đạt cực trị tại Xj ,x 2. 

u(x) = X2 -m x  + m 

v(x) = X -m
. . u(Xj) u ,(x 1 ì

yi = y ( XI ) = = 777T\=2xi_ m

Đặt

Do
y '(x ,) = 0 

y ’(x2) = 0
v (xi) v ’(xi)

v (x 2) v '(x 2)
- m

Ta có: yCĐ.ỵCT = Ỵj .y2 = (2Xj -  m )(2x2 -  m) = 4xtx2 -  2m (Xj + x2 ) + m:

= 4(m 2 -m )-2 m .2 m  + m2 = m2 -4 m  

Các điểm CĐ, CT nằm về 2 phía của trục Ox

<=> <
m > 0

<=3> 0 < m < 4
m > 0

m2 -  4m < 0 

ChọnA.

- Chú ý:
+ Đối với bài toán các điểm CĐ, CT nằm về 2 phía của trục Ox thì yCĐ.ỵCT < 0 
+ Đổi với bài toán các điểm CĐ, CT nằm về cùng 1 phía của trục Ox thì ỵCĐ.yCT > 0

2mx2 +(4m 2 + l)x  + 2m + 32m3
âp 33 • Điều kiện của m để y = ---------- ---------- -------------------- có 1 cực trị thuộc góc

x + 2 m
phần tư  thứ II và 1 cực trị thuộc góc phần tư  thứ IV trên mặt phẳng tọa độ là:

(A) m^O; (B) m < ---- hoặc m > — Ỵ=\
2J 5 2V5

1 _ 1(C )---- -r < m < — r ;
2 y ß  2V5

(D) Không có giá trị của m.
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E © !  Giải:

2mx2 +8m2x -2 4 m 3 _ g(x)
— / \2 — 7Hàm số có CĐ, CT <=> y ' =

(x + 2 m)¿ (x + 2 m)"

có 2 nghiệm phân biệt.

Yêu cầu của bài toán <=> Đồ thị có dạng như hình vẽ:

=  0

<=» g(x) = 0 có nghiệm Xj = X CT < 0 < x 2 = XCĐ (1) 

2mx2 +(4m 2 + l)x  + 2m + 32rrr

x + 2 m
= 0 vô nghiệm (2 )

Ta có: (l) «=> 2m.g(0) = -48m4 < 0 o  m ^ 0 (3)

(2) <=> 2mx2 + (4m2 + l)x  + 2m + 32m3 = 0 vô nghiệm

<=> A = (4m2 + l )2 -8m (2m  + 32m3) < 0 £=> 240m4 + 8m2 -1  > 0 <=>

1

m >
2 V5

(4)
m < -

Từ (3) và (4)..7^ m cần tìm là:

2V5
m >

2V5

m < -
2V5

Chọn B.

82 h



Cánh đổng hoa tulip Hà Lan

Hà Lan luôn được mệnh danh là quê hương của loài hoa kiêu sa tuyệt đẹp - 
tulip. Nơi đây có những cánh đỏng hoa tulip ngập tràn màu sắc trải dài bất tận tạo 
nên những bức tranh muôn màu sắc đẹp ngoài sức tưởng tượng của con người. 
Mùa hoa tulip bắt đầu từ cuối tháng 3 tới khoảng đắu tháng 8. Vào thời điểm này, 
những bông hoa với đủ màu sắc tím, hỏng, đỏ, vàng... đua nhau nở, giống như 
những suối hoa rực rỡ muôn màu. Cách tốt nhát để chiêm ngưỡng những cánh 
đồng hoa là ngắm toàn cảnh từ trực thăng.



\Tg KIẾN THỨC TRỌNG TÂM

CÁC KHÁI NIỆM 
VỂ TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG CONG PHANG

Trên mặt phẳng tọa độ Oxỵ cho đường cong (c), Giả sử (c) là đồ thị của hàm số ỵ = f(x) 
và M (x0;f (x0))e  (c ). Kí hiệu M (x;f (x)) là một điểm di chuyển trên (c). Đường thẳng 
MM0 là một cát tuyến của (c).

Nhận xét rằng khi X —> x0 thì M (x;f (x)) di chuyển trên (c) tới điểm M0 (x0;f (x0) )  

và ngược lại. Giả sử cát tuyến MM0 có vị trí giới hạn, kí hiệu là M0T thì M0T được gọi là 
tiếp tuyến của (c) tại M0. Điểm M0 được gọi là tiếp điểm.

84
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i n f  CÁC DẠNG BÀI TẬP

DẠNG 1: 
VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN TẠI 1 ĐIỂM THUỘC Đ ổ THỊ• • •

o Bài toán

Cho đồ thị (C): y = f(x) và điểm M (x0; y0 )<E (c ). Viết phương trình tiếp tuyến của (c) 
tại điểm M (x0;y0).

C 9  Phương pháp giải

Phương trình tiếp tuyến tại M (x0;y0) của (c) là: y - y 0 = f '( x 0)(x --x0).

C 9  Bài tập

tàpl Cho đồ thị ( c ) : y  = f (x )  = - X 4 + 2x2. Phương trình tiếp tuyến với đổ thị (c) tại

a (->/2;0) là:

(A) y = 4V2x + 8; (B) y = 4V 2x-8;

(c) y = y/ĩx + 2; (D) y = X + \Í2.

Giái:

Ta có: y '= f '(x )  = -4 x 3+4x => f '( -V 2 ) = 4V2 

=> Phương trình tiếp tuyến tại A (-V 2;0) là:

y = f ' ị—yỈ2'jịx + yỈ2  ̂+ f ị —y/2'j = 4\f ỉ  + V2^ + 0 = 4V2 X + 8

=> y = 4V2x + 8 .
=> ChọnA.

Bàỉtập 2 Cho đổ thị hàm số (c): y = f  (x) = X 3 -3 x 2 + 2x -  5. Phương trình tiếp tuyến của 
(c) có hoành độ của tiếp điểm bằng 2 là:

(A) y =  X  -  7; (B) y -  2x -  9;

(C )y=2x+ 1; (D) y = -2x -  1.

Giải:

Ta có: y ’ = 3x2~6x + 2.

x0 = 2 => y0 = -5; y'(2) = 2 => Phương trình tiếp tuyến tại M(2; -5) là:
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v_ —

y = y '(2 )(x -2 )+ y (2 )< = > y  = 2 ( x - 2 ) - 5  hayy = 2 x -9 .

ChọnB.

Chú ý:
+ Khi biết được 1 trong 2 yếu tố hoành độ tiếp điểm hoặc tung độ tiếp điểm thì ta phải tìm 
yếu tố còn lại để viết được phương trình tiếp tuyến.

+ Sử dụng Casio: Để tính / '  (2) ta nhập — ị x 3-  3X2 +2X -  5) nhấn bằng ta được
d x  X = 2

kết quả / ' ( 2 ) = 2 . Cách tính này các em nên dùng cho những bài toán viết tiếp tuyến của

hàm số dạng phức tạp.

- Bài tập 3 1 Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (c): y = f (x) = X3 -  3x2 + 2x -  5. Biết tung 
độ của tiếp điểm là 1.

(A) y = 107x + 536; (B) y = 107x + 534;

(c) y = 1 lx -  32; (D) y = 1 lx -  34.

Gỉảí:
y0 = 1 <=> xị -  3xị + 2x0 -  5 = 1 <=> xị -  3xq + 2x0 - 6  = 0 

£=> xị (x0 - 3 )  + 2 (x 0 — 3) = 0 <=> (x0 — 3)(xJ + 2 ) = 0 <=> x0 = 3.

Ta có: y' = 3x2 - 6x + 2, => y'(3) = l l .

=> Phương trình tiếp tuyến tại điểm M(3; 1) là: 

y = y '(3)(x — 3) + y(3)<=>y = l l ( x - 3 )  + l hayy = l l x -  32.

=> Chọn c .

Bàiiệp 4 Cho đồ thị (c ):  y = f  (x ) = - X4 -  X2 +1. Phương trình tiếp tuyến tại các giao điểm 
của (c) với Ox ỉà: ^

(A)y = 0; (B)ỵ= 1 ;

(c) y = 4x + 5; (D)y = 4x-21.

Ẽ l ĩ l  Giải:

Hoành độ giao điểm của (c) với Ox là nghiệm của phương trình:

— X4 -  X2 +1 -  0 <=> (x 2 -  2) - = 0 <=> X = ±yỊĨ.

Ta có: y' = f '(x )  = x3 -2 x .

Phương trình tiếp tuyến của (c) tại x0 = yfĩ là: 

y = f  '(V ỉ^ x  —yfĩ^ + f  (V2 ) = o ( x -  V2 Ị + 0 = 0 hay y = 0.

ni - -----------------------
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Phương trình tiếp tuyến của (c) tại x0 = —V2  là: 

y = f '(-V 2 )(x + V2 ) + f  (-V 2  j = oịx + y/ĩ^ + o = 0 hay y = 0.

=> ChọnA.

Bài tập 5 Tiếp tuyến tại điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y = —X3 + 3x2 + 9x + 2

(A) Song song với đường thẳng X = 1.

(B) Song song với trục hoành.

(c) Có hệ số góc dương.

-(D) Có hệ số góc bằng 1.

Ta có: y” = -6x + 6; y M( - l )  = 12 > 0 => X -  -1 là điểm cực tiểu, y M(3) = “ 12 < 0 => X = 3 
là điểm cực đại.
Hệ số góc của tiếp tuyến tại điểm cực tiểu là: k = y '(-1) = 0 => tiếp tuyến song song với 

trục hoành.

=> Chọn (B).

Lưu ý: Có thể chọn nhanh phương án (B) bằng cách lí luận như sau: Vì f’(x) tổn tại với 
mọi X e ]R nên x 0 là điểm cực trị thì f  f(x 0) = 0 =» Hệ số góc của tiếp tuyến tại điểm cực trị 

x0 là k = f '( x 0) = 0 => Chọn (B).

Bài tập 6 Cho (c): y = f (x )  = 2x3 - 5 x 2 + 3 x -8 . Khẳng định nào sau đây là SAI?
7

(A) Moi tiếp tuyến tai môt điểm bất kì trên (c) có hê số góc không nhỏ hơn —
6

(B) Các phương trình tiếp tuyến của (c) tại giao điểm của (c) với đường thẳng
19 25

(D):ỵ = 2 x - 10 là y = -X- 7 và y = —-X — —.

(c) Các phương trình tiếp tuyến của (c) tại giao điểm của (c) với Parabol 

(p); y = X2 + 3x -  8 là y = 3x -  8 và y = 27x -  71.

(D) Các phương trình tiếp tuyến của (c) tại giao điểm của (c) với đường cong 
(C'): y = X3 - 4 x 2 + 2 x - 1 0 là y  = 19x+ 1 vày = 5 x -  20.

Giải:

TXĐ: D = R.

Ta có: y' -  -3 x 2 + 6x + 9 = 0 o
X =  “ 1

X = 3
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Giải:

+ Tacó: y' = 6x2 -lO x + 3.

y' = 6
5

X — —
6

V

6 6

^  Khẳng định A ỉà đúng.

+ Xét khẳng định B:

Hoành độ giao điểm của (c) với (D) là nghiệm của phương trình:

2 x3 - 5 x 2 + 3 x -8  = 2 x - 1 0 <=> ( x “ l ) ( x - 2 )(2 x + 1 ) = 0 «=»
X =  1 

X =  2

1
X =  —— 

2

- Tiếp tuyến tạix = 2 có phương trình là: y = y '(2 ) (x -2 )  + y(2) = 7(x - 2 ) -  

hay y = 7 x -  20.
- Tiếp tuyến tại X  = 1 có phương trình là:

y = y ’( l ) ( x - l )  + y(l) = - l ( x - l ) - 8  = - x - 7  hayy = -X- 7.

- Tiếp tuyến tại X = có phương trình là:

y = y
2 / V

+y
v “2 ,

19
2

X +  — 
2

- ĩ í- 1 1  =  —- X --------
2  4 hay

19
y = ^ x

^  Khẳng định B là đúng.
+ Xét khẳng định C:

Hoành độ giao điểm của (c) với (P) là nghiệm của phương trình:

X — 0
2x3 - 5 x 2 + 3 x -8  = X2 + 3 x -8  <=» 2x2 (x -3 )  = 0 <=>

v '  X = 3

- Tiếp tuyến tại X  = 0 có phương trình là:
y = y ’(0 ) (x -0 )  + y(0) = 3 x -8  hayỵ = 3x -  8.
- Tiếp tuyến tại X  = 3 có phương trình là:

y = y '(3)(x -3 )  + y(3) -  27(x -3 )  +10 = 27x-71  hay y = 27x -  71. 

=> Khẳng định c  là đúng.
+ Xét khẳng định D:

Hoành độ giao điểm của (c) với (C) là nghiệm của phương trình:
X =  - 1

2x —5x + 3x - 8  = X -4 x  + 2x -10  <=̂> X - X “ 2 = 0 <̂=>
x - 2

lh

6 = 7 x -2 0
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- Tiếp tuyến tại X = -1 có phương trinh là:

y "  y '( - l) (x .+ l)  + y ( - l )  = 19(x + l) -1 8  = 19x + l haỵỵ= 19x+ 1 .
“Tiếp tuyến tạix= 2 có phương trình là: y = y '(2 ) (x -2 )  + y(2) = 7 ( x - 2 ) “ 6 = 7 x -2 0  
hay y = 7x -  20.
=* Khẳng định D là SAI.

=> ChọnD.

Chú ý: Hoành độ tiếp điểm chính là hoành độ giao điểm của (c) và các đường cong.

(^ ¿ạvư ạ t c h irô |Ịậ f ||ị||.

pp inp l Cho đổ th ị(c): y = - x 4 + 3mx2 -3 m  + l.G iá trị của m để các tiếp tuyến với đổ thị 
tại A(l; 0) và B(-l; 0) vuông góc với nhau là:

1 „  _  1 _  _ 5 (A) m = ị ;  (B) m = Ỷ vàm  = ị ;

5 _  2(c )ro  = ^ ;  (D )m  = ^ .
6 3

IH ^ I  Giải:

Do A(l; 0) 6 ( c ) ; B(-l; 0) e (c )  nên các tiếp tuyến tại A và B vuông góc với nhau
r 1m = —

<=> y '( l) .y ’( - l )  = - l  <=> (-4-f-6m )(4“ 6m) = - l  <=> ^.
m = —

6
=> Chọn B.

Chú ý: Hai đường thẳng vuông góc với nhau (mà có các hệ số góc khác 0) thì có tích các 
hệ số góc bằng -1 .

Bàitâp8 Cho 2 đồ thị (c ): y = f  (x) = (x + l )2 (x - l )2 ;(p): y =g(x) = 2x2+m.Cóbao 

nhiêu khẳng định ĐÚNG trong các khẳng định dưới đây?

(A)0; (B) 1; (c) 2 ; (D) 3.

KHẲNG đ ị n h  1 : (c) và (P) tiếp xúc với nhau khi và chỉ khi m = 1.

KHẲNG đ ị n h  2 : Có duy nhất một tiếp tuyến chung tại các tiếp điểm chung của (c) với (P). 

KHẲNG đ ị n h  3: Các phương trình tiếp tuyến chung tại các tiếp điểm chung của (c) với 
(P) là y = 4a/2x - 7  và y = 1.

_ „ Giải: 
-V

+ Xét khẳng định 1:
f (x )  = g(x)

(c) và (p) tiếp xúc với nhau <=> tu 'i \ có "ghiệmf  (x) = g (x)

1
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X4 -  2 x 2 + 1  =  2 x 2 + m 

4x3 - 4 x  = 4x

Im = X -4 x  +1 fx = 0;m = l 

4 x ( V - 2 )  = 0 X2 = 2;m = -3

Vậy với m = 1 hoặc m = -3 thì (c) và (p) tiếp xúc với nhau.

=> Khẳng định 1 là SAI.

+ Xét khẳng định 2 và 3:

Với m = 1; x0 = 0 thì (P): y = g(x) = 2x2 +1

Phương trình tiếp tuyến chung tại x0 = 0 là: y = g ’(o) (x -  o) + g (o) y = 1

Với m = -3; x0 -  yfl thì (P): y = g(x) = 2x2 - 3

Phương trình tiếp tuyến chung tại x0 = yfĩ là: y = g ’(V2 -  V2  ) + g (V2 Ị

y = 4\f ĩx~  l.

Vậy khẳng định 2 là sai và khẳng định 3 là đúng.

=* Có tất cả 1 khẳng định đúng Chọn B.

Chú ý: Bài toán sự tiếp xúc của 2 đường cong (C): y = f(x) và (C): ỵ = g(x).

Bàỉtập 9 Cho đô thị (c): y = X3 4- 3x2 -  9x + 5. Tiếp tuyến với đồ thị (c) có hệ số góc nhỏ 
nhất có phương trình là:

Tiếp tuyến tại M (x0;y0) cóhệ số góc k = y '(x 0) = 3xJ + 6 x 0 - 9  = 3 (x 0 + l )2 -12  > -1 2  

=> Hệ số góc nhỏ nhất bằng “12 khi x0 = -1.

Phương trình tiếp tuyến tại x0 = -1 là:

y = y '( - l) (x  + l) + y(-“l) = -12(x  + l) + 16 = -12x + 4 hayy= -1 2x + 4.

=» Chọn B.

Chú ý: Bài này tính được hệ số góc rồi tính tọa độ tiếp điểm và sau đó viết phương trình

Bàỉtập 10 Cho đồ thị hàm số (Cm) : y - x 3 + 8 - m (x  + 2). Gọi A = (c  )n O y  có bao 
nhiêu giá trị của m để tiếp tuyến với (Cm ) tại A chắn trên hai trục tọa độ một tam giác 
có diện tích bằng 16?

(A) y = -12x -  28; 

(c) y = -1 2x -  2;

(B) y = -12x + 4; 

(D) y = -1 2x + 2 .

V
Giải:

tiếp tuyến.

(A) 2; (B)l; (C) 0; (D) 3.
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Giải:

Vì A = (Cm)nC>y=>xA=0.

Phương trình tiếp tuyến của (c) tại A là: (A ): y = y '(0 ) (x -0 )+  y(o) = -m x + 8 -2m .

Ta CÓ: (A )nO y  = A (0 ;8 -2 m );(A )n O x  = B
8 - 2 m

V m

SiAOB = ị-OA.OB = ^ .|y A|.|xB| = ị \ & -  2m|.
8 - 2 m

m
= 16

_ “ 3 + VĨ3 , ,  . , ,1 ~<=> m = ---- ------- có hai giá trị của m thỏa mãn.

=> Chọn (A).

Chú ý: Tiếp tuyến tại A chắn 2 trục tọa độ 1 tam giác vuông tại gốc tọa độ o.

(' Bàỉtầp l l  ) Viết các phương trình tiếp tuyến với đồ thị (c): y = — X3 -  X + — tại các điểm

1 2trên (c) mà tại đó tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng y  =  X +

14(A) y = 3x và y = 3x + 6;
3

22
(c) y = 3x -  —  và ỵ = 3x + 6;

22
(B) y = 3x + —  và y = 3x -  6; 

14
(D) y -  3x + — và y = 3x -  6 .

<=)'! Giải: 
- V

1 2Tiếp tuyến vuông góc với đường thắng y = ——X + — nên có hệ số góc k = 3.

Tiếp tuyến tại điểm M (x0;y0) có hệ số góc k = y '(x 0) = 3 <=> xị —1 = 3 <=> xị = 4

<=> = ±2 .

Phương trình tiếp tuyến tại x0 = 2 là:

y = y '(2 ) (x -2 )  + y(2) = 3 (x - 2 )  + ệ  = 3 x - y  hay y = 3 x - y .

Phương trình tiếp tuyến tại X =  -2 là: 

y = y f(-2 )(x  + 2) + y (-2 ) = 3(x + 2) + 0 haỵỵ = 3x + 6.

=> Chọn (A).

Chú ý: Hai đường thẳng vuông góc với nhau thì tích hai hệ sổ góc bằng -1.
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Bàit|p l2  1 Cho (Cra ): y = f  (x) = X3 + mx2 4-1. Tìm m để (Cm ) cắt đường thẳng y = - X  + 1

tại 3 điểm phân biệt A(0; 1 ), B, c  sao cho các tiếp tuyến với (Cm ) tại B và c  vuông góc 
với nhau.
(A) m = 5 hoặc m = -5; (B) m = 5;

(c) m = -5; (D) m = 0.

Giải:J j ICII *

Hoành độ giao điểm của (Cm ) với đường thẳng y = -X + 1 là nghiệm của phương trình 

X3 + m x 2 +1 = -x  + 1 <=» X3 + m x 2 + X = 0 <=> x ( x 2 + mx +  l )  = 0

o
X =  0

g(x) = x2 +mx + l = 0 (1)

Vì A(0; 1) nên XB, X C là 2 nghiệm phân biệt của phương trình (1)

m > 2
A = m2 - 4  > 0 ;g (0 )^  0

XB + x c = -m  
XBXC =1

m < - 2

XB + x c =  - m  

■̂B̂ c “  1

Vì các tiếp tuyến tại B và c  vuông góc với nhau nên f '( x B) f '( x c ) = - l

<=> ( 3 x |  + 2 m x B)(3xJ + 2m xc ) = - l  «=> 9 ( x Bx c )2 +  6ĩĩixbx c ( x B + x c ) + 4m 2x Bx c = - 1

<̂> 9.12 + 6m .l.(-m ) + 4m2.l = -1 <=> m2 = 5 <=> m = ±5 (Thỏa mãn).

=> Chọn A.
1 Í3m + l)x ~ m 2+m  , x _

Cho đồ thị hàm số (c): y = ------------------------(m ^ o). Tìm tất cả các phương
x + m

trình tiếp tuyến của (c) tại giao điểm của (c) với trục Ox, biết tiếp tuyến đó song song 
với (a): y  4- 2016 = X.

(A)y = x+ 1 ;

(c )y  = x+ 1 và y = X ——;
5

(B) y = x - ^ ;
5

(D)y = x -  1.

y t é  Giải:

tJ . V _  . . (3m  +  l ) x n- m 2 +m  /5,.
Giả sử (c )  n  Ox = (x0;0) => ---------^ ------------ = 0 (*)

x0 + m

lh
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y (x )  = 7 ^ _ = > y ' ( x 0)=  4m2
(x + m)" (x0 +m )

Do tiếp tuyến song song với (a): y + 2016 = X nên y ' ( x 0) = 1 o
4 m 2

(x0 +m )'
= 1

x0 =m  
x0 = -3m

+ Với x0 = m thế vào (*) =>
2 m(m + l)

= 0 <=> m = —1
m

=» x0 = -1 => Phương trình tiếp tuyến: ỵ = X +  1.

+ Với x0 = -3m  thế vào (*) <=>
-2m (5m  + l)

- 2 m

n _ 1 = 0 <=> m = -~- 
5

Chọn c .
ĩ 2 x H" 2 

BàítậpM Có bao nhiêu điểm trên đổ thị (c): y = -----——------ mà tiếp tuyến tại đó vuông
_ / __ , • A  A  * A ■> X +  1góc với tiệm cận xiên của (c)?

(A) 2 điểm;

(c) 0 điểm;

(B) 1 điểm; 

(D) 3 điểm.

|Ịj§jỊ=Ị| Giải:

_  1Ta có: y = X +1H— —  nên TCX là: y = X + 1 
’  x + 1

Vi tiếp tuyến tại X — x0 vuông góc với tiệm cận xiên nên tiếp tuyến có hệ số góc

k = y '(x 0) = -i<=> i—-— ! - t  = - i <=>(x0 + i )2 =
(x0+1) 2

1 3V2
x0 = — 7= -  1 => y0 = -

0 V2  2

1 , _3n/2
x° = V2 =>y° = 2

' 1 3V2
•Ịĩ ; 2

1 3V2
4Ĩ ; 2

Vậy có 2 điểm trên (c) thỏa mãn đề bài. 

=> ChonA.
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D. Về đích

Bài tập 15 Cho đồ thị (c): y = ----- . Mọi tiếp tuyến của (c) tạo với 2 tiệm cận của (c) một
X 1

tam giác có diện tích không đổi bằng:

(A) 4 đvdt; (B) 8 đvdt;

(c) 2 đvdt; (D) 1 đvdt.

Giải:
-V

Xét điểm M
'  . 1  ̂XA +1

x „ - l
(c ). Tiếp tuyến tại M có phương trình:

y = y '(x 0) ( x - x 0) + f ( x 0) = - - ..2  ( x - x 0) + ^ 4 .
(Xo“ 1) x 0 - l

TCĐ: X = 1; TCN: y = 1.

Gọi A, B theo thứ tự là các giao điểm của tiếp tuyến trên với tiệm cận đứng và tiệm cận 
ngang; E là giao điểm của 2 tiệm cận.

X A = 1 => yA = 

y B = 1=>1 = -

2  ( i _ Xo)+Ị ^ ± l  = ^ _ + í ọ ± l  = í 1± l
XA-1, x „ - l  x n“ l X . - 1K - l )  

2
( x b - x0) +  ̂ - L7 < ^ ( x 0 - 1 )  = - 2 x b + 2 x0 +  x^ - 1

x0- l

<=> 2 x b = 4 x0 -  2 o  x b = 2 x0 - 1 .

Do đó: EA = |yA- y E| =

1
SAEAB = — .EA.EB = 4 (đơn vị diện tích)

x 0+ 3 _ 1
x 0 - l

^ - ;E B  = |xb - x e | = |2x0- 1 - 1 |  = 2 |x0-1 |

Các tiếp tuyến của đồ thị tạo với 2 tiệm cận một tam giác có diện tích không đổi bằng
4đvdt.

Chọn (A).

Bài tập 16 Cho đồ thị (c): y =
X2 - 3 x  + 4 

2x  - 2
và điểm M bất kì thuộc c. Gọi I là giao điểm

của 2 tiệm cận. Tiếp tuyến tại M cắt 2 tiệm cận tại A và B. Có bao nhiêu khẳng định đúng 
trong các khẳng định dưới đây?

(A)l; (B)2; (c) 3; (D) 4.

(A) M là trung điểm của AB.

(B) Tích các khoảng cách từ M đến 2 đường tiệm cận là không đổi.
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(c) SAIAB không đổi.
[4

(D) Để chu vi AIAB nhỏ nhất thì hoành độ của điểm M bằng 1 ± 4/—.

Ta có: y =

_  Giải:
“ V

X2 -3 x  + 4 X . 1 , T „ X _ 1-— => TCĐ: X = 1 và TCX: y = ---- 1— -------1 +
2 x - 2  2  x + 1

Gọi M
m 1 l

m;— -  l + ------
2  m - l (C)

Ta có: y '(x ) = —-------ỉ—7 =>y'(m ) = —-------ỉ— ;
w  2 ( x - l )2 v ; 2  ( m - ự

Phương trình tiếp tuyến của (c) tại M là:

(A): y = y ,(m )(x -m ) + y(m)=> (A):
l l
2  ( m - l )2

m , l
x - m  + — - l  + ------

2 m - l

(à ) giao với TCĐ tại điểm A 

(A) giao với TCX tại điểm B

f  _ 2 ___o
; m - l  2V

+ Xét khẳng định (A):

Vì A, M, B thẳng hàng và *A — Xb = m = xM => Mlà trung điểm của AB.

(A) đúng.

+ Xét khẳng định (B):
Khoảng cách từ M đến TCĐ: X = l là: dj = |m - 1|
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Khoảng cách từ M đến TCX: X -  2y -  2 = 0 là: d2 =

Ta có: djd2 = m - 1 . = -4= => (B) đúng.
V 5.|m -l| V5 

+ Xét khẳng định (C):

Kẻ BH -L AI => SAIAB = ịlA .B H  = ỉ | y A - y,|.|xB - XH|

1

2 |m - l |
.2 |m - l | = 2 (đơn vị diện tích) =* (c) đúng.

m - 1

+ Xét khẳng định (D):
Gọi góc giữa 2 tiệm cận là ct, góc giữa tiệm cận xiên với chiều dương trục Ox là 

ĩl
0í + (p = ^-.

2

Hệ số góc của TCX bằng 1  nên tanm = -  <=» sin(p = -  => —  9  = -
2 2 coscp 2 cos2cp 4

sin2(p 1 1 2=> —  7 =-=>sin(p = —Ị = ; c o s ị ọ ~  —i=
sin (p + cos <p 5 v5 V5

Chu vi ALAB là:

IA + IB + AB = IA + IB + V ia 2 + IB2 -  2IA.IBcosa

> 2 VIA.IB + V2IA.IB -  2IA.IB.sin <p = V2 IA.IB [ V2 + Ạ  -  sin9 ] 

4 Ĩ  + -y/l — sincp̂ Ị = J   ̂ Ị̂ V2 + ̂ l-s in (p j = \ f ĩ j 5
V sin a

= 2^Ỉ2ữ —2yj\fs —I.

ÍIA = IB
Dấu = xảy ra <=> ị 2

"  |IAjaJr4

=> (D) đúng.

Vậy có tất cả 4 khẳng định đúng => Chọn (D).

V2 + J 1 - Í
5

r\

IA = V 2 Õ » r-= -7  = V 2 Õ « m  = l ± í P .
im - 1|
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DẠNG 2:
VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN THEO HỆ s ố  GÓC CHO TRƯỚC 

C 9  Bài toán:

Cho đồ thị (c) và một số k e R.

0  Phương pháp giải

- Giả sử tiếp tuyến có hệ số góc k, tiếp xúc với (C): y = f(x) tại điểm có hoành độ 

Xị => f  ’(Xj ) = k => X = Xị là nghiệm của f T(x) = k.

- Giải phương trình f '(x )  = k=> nghiệm x e  {x0;x];,..;xn}.
- Phương trình tiếp tuyến tại X. là: y = k (x -  X.) + f  (x .)

C 9  Bài tập

Ịm i ì  Tiếp tuyến của đỗ thị hàm số (c): y = X2 "  3x với hệ số góc bằng 5 có phương trình là: 

(A) y = 5x -  24; (B) ỵ = 5x -  16;

(c) y = 5x + 24; (D )y=5x+  16.

i ễ l l  Giải:

Gọi tiếp điểm có hoành độ x0 => y ' (x0) = 2x0 - 3  = 5«=>x0 = 4  

Phương trình tiếp tuyến tại điểm x0 = 4 là: y = 5(x - 4) + y (4) = 5x -  16.

=> Chọn B.

tập 2 Tìm các tiếp tuyến với đồ thị (c): y = X3 -  6x2 vuông góc với đường thẳng y = — X.

(A) y = 9 x - 3 4 - lW 7  và y = 9 x -3 4  + 14^7.

(B) y = 9 x -2  + 4%/7 và y = 9 x - 2 -4 ^ 7 .

(c) y = -9x + 14 và y = -9x + 54.

(D) ỵ = -9x + 4 và y = -9x.

'«IV ' JẬ0l' 1 NâìtQ cao kỹ ruwg gỉảí toán trắc nghiệm
Ị 100% dạng bài hàm sô] các bàí toán lỉên quan

Do tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng y = — X nên tiếp tuyến có hệ số góc bằng -9. 
Gọi tiếp điểm có hoành độ x0

=> y '(x 0) <=> 3xị -1 2 x 0 = -9  <=> 3(xồ - 4 x 0 +3) = 0 <=> (x0 - l ) ( x 0 “ 3) = 0 '
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Phương trình tiếp tuyến tại x0 = 1 là: y = -9 (x  -1 ) + y (l) = -9  (x -1 ) -  5 = -9x  + 4 

=> y = -9x + 4
Phương trình tiếp tuyến tại x0 = 3 là: y = “ 9(x “ 3) + y(3) = -9 (x  - 3 ) - 2 7  = -9x 

=>y = -9x 
=4 chọn D,

Chú ỷĩ Hai đường thẳng vuông góc với nhau thì tích hai hệ số góc bằng -1 (trong trường 
hợp các đường thẳng không song song với các trục tọa độ).

ĩitập 3 Tiếp tuyến với đồ thị (c): y = X3 -  9x2 - 1  song song với đường thẳng y -  -27x + 
2017 có phương trình là:

(A) y = -27x + 82; (B) y = -27x + 80;

(C) y = -27x -  80; (D) y -  -27x -  82.

Giải:
V

Do tiếp tuyến song song với đường thẳng y = -27x + 2017 nên có hệ số góc bằng -27

Gọi tiếp điểm có hoành độ x0 => y '(x 0) = 3x1 “ 18x0 = -27 ^  3(x0 - 3 )2 = 0 <=> x0 = 3.

=> Phương trình tiếp tuyến tại x0 = 3 là:

y = -27 (x —3)+ y(3) = -2 7 (x - 3 ) - l  = -27x + 80 y = -27x + 80.

=> Chọn B.

Chú ý: Hai đường thẳng song song với nhau thì có hệ số góc bằng nhau.
.......  2 x _3

Bài tập 4 Cho (c): y = —---- . Tìm phương trình tiếp tuyến tạo với trục hoành góc 45°.
X "I" 1

(A) ỵ = -X + 3 và y = -X -  5; (B) y = -X + 3;

(c) y = -X -  3 và y = -X + 5; (D) y = -X + 5.

_ „ Gíảí:

Vi tiếp tuyến của (c) tạo với Ox góc 45° nên hệ số góc k của tiếp tuyến thỏa mãn 
|k| = l<=>k = ±l.

Vi y' = ------ ỉ—-  < 0 nên k = -1 .
(x+1)

( x + 1)

Hoành độ tiếp điểm là nghiệm của phương trình:

'x = 0=>y = -3.
X = -2  y = 7

Phương trình tiếp tuyến tạix = 0 là: y = - l ( x - 0 )  + y(0) = -x  — 3 
Phương trình tiếp tuyến tạix = -2 là: y -  ” l(x  + 2) + y (-2 ) = -x  + 5.

=> Chọn c .
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Chú ý: Đường thẳng (D): y = ax + b tạo với đường thẳng (d j): y = aXj + bj 1 góc ct thỉ 

a - a ,
tan a  = ------ -

l + aaj

^ ^ ; B vy ^ ^ # n c ỊT ig a |^ |Ì -

i Bà) tập.5 ) Các phương trình tiếp tuyến của (C):y = x3 -3 x 2+2 vuông góc với đường thẳng

(D): 5y -  3x + 4 = 0 là:

, AX 5 V 29 1 _ 5 62(A) y = - - x + —  v à y  = - - x  + — .
3 27 3 27

5 29 5 62
(B) y = - —X 3  và y = — X H——. 

y 3 27 3 27
5 29(C) y==- ^ x  + — .

^  3 27

/ X _  5 6 2(D) y = - - x + — .
J 3 27

1^ 1 Giải:
3

Hệ SỔ góc của đường thẳng (D) là —. Mà tiếp tuyến vuông góc với (D) nên hệ số góc của
5 5

tiếp tuyến là .
5

Gọi hoành độ của tiếp điểm là x0 => y '(x 0) = o  3xị - 6x0 = - —<=>
5 3 3

Phương trình tiếp tuyến tại x0 = — là:

x0 = -  
0 3

1 '
x 0 -  . 0 3

\ (51 5 25 46+ y
/

— =  —  X +• — ------------------ —

l 3 J 3 9 27
y = -  X —

31 3

1Phương trình tiếp tuyến tại x0 = — là:

29
27

y = - 3
0 Í O 5 5

X — +y — = -  —X +  —
3 J U J 3 9

5 46 _ _ 5
\1~  3

62
27

=> Chọn A.

Chú ý: Bài này cần xác định hệ số góc của đường thẳng (D) trước và sử dụng tính chất 
hai đường thẳng vuông góc với nhau thì có tích hệ số góc bằng -1.

Bài tập 6 ' Cho (Cm): y = X4 + mx2 -  m -1 . Gọi A là điểm cố định có hoành độ dương của 
(c  ). Giá trị của m để tiếp tuyến với đồ thị tại A song song với đường thẳng ỵ = 6x + 1 là:

23
(A)m = ~ ;  

12
25

CB)m = - g ; (c) m = 1 ; (D) m = -5.

] \



i n  Mega book Chuyên gỉa Sách luyện thi

Giải:

Xét phương trình y0 = Xọ + rĩ)Xg — m -1  Vm <̂> mịxị  - l )  + (xọ -  l - y 0) = 0 Vm

xị - 1  = 0 fx0 = ± 1  ,
£=> < <=> ị => Điểm cố đinh A(l; 0).

x J - l - y 0 =o Ịy„=o

Tiếp tuyến với đồ thị tại A(l; 0) và song song với y = 6x + 1 

<=» y '(l) = 6 <=> 4 + 2m = 6 <=> m = 1.

j , _ 2 x + 2  „
Bàitâp7 ì Cho đồ thị (c): y = —----- . Các phương trình tiếp tuyến tạo với 2 trục tọa độ một

r  ~  ' * 1 ' x "  1tam giác cân là:

(B) y = - X + 7;

(D) Không có tiếp tuyến nào.

(A)y = -X- 1 ;

(c) y = -X -  1 và y = -X + 7;

Tacó: y ’(x) = —~ ~ T t 
Gọi M (x0; y0 )^ỗ tọíâ độ tiếp điểm.
Vi tiếp tuyến tạo với 2 trục tọa độ 1 tam giác cân nên hệ số góc của tiếp tuyến bằng —1-

-4
Mà y ’(x0)<  0 Vx0 ¿ 1 nến y '(x 0) = -1 <í=>

(x0- ự
= —!<=>

x0 = - 1

,x0 = 3

+ Với x0 = - l= > y 0 =0=s> Phương trình tiếp tuyến là: y = -X -  1. 

+ Với x0 = 3 => y0 = 4 => Phương trình tiếp tuyến là: y = -X +7.

Chọn c .

i l l Ü  C hođổthị(C m):y =
X2 + 2x + m 

x ^ l
. Tìm m để (c  ) có tiếp tuyến vuông góc với

đường phân giác của góc phần tư thứ nhất của hệ tọa độ.

(A) m = -3; (B) m > -3;

(c) m < -3; (D) Không có giá trị của m.

b e d  Giải:

Đồ thị có tiếp tuyến vuông góc với góc phần tư thứ nhất y = X

<=> y '(x ) =

II------

X2 - 2 x - 2 - m
(x -ự

= - 1
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có nghiệm <=> ———— -—— = - 1  có nghiệm <£=> 2 ( x - l )2 = m + 3 có nghiệm 
( x - l )

x ? i l « m  + 3>0-í=>m >-3.

Chọn (B).

Gọi kl?k2 là các hệ số góc của các tiếp tuyến của đồ thị hàm số (c): y = X2 + 2x tại 
các giao điểm của (c) với đường thẳng y = mx + 1. Biết kj + k2 = 3, giá trị của tham số 
m là:

(A) m =

(C) m =
2

(B)m = -1;

(D) Không có giá trị của m.

©=1 Giải: 
- V

y = f(x )  = x2 + 2 x = > f’(x) = 2 x + 2 .

Gọi XpX2 lần lượt là hoành độ của các tiếp điểm của các tiếp tuyến có các hệ số góc 
k „k 2.

Phương trình hoành độ giao điểm: X2 + 2x = mx + l<=>x2+ ( 2 - m ) x - l  = 0 

A = ( 2 - m )2 + 4> 0V m = > x 1,x 2 phân biệt 

Xj + x 2 = m - 2 .

kj + k 2 = 3  <=> f ’(Xj) +  f ' ( x 2) =  3 <=}2(x1+ x 2) +  4 =  3 < í= > 2 (m -2 )  = “ l<=>ni = —

=> Chọn (A).

„,,rn, J l  Cho đỗ thị hàm s ố  (c): y =  f  (x) =  —X4 -  X3 -  3x2 +  7 . Tìm m để đồ thị (c) l u ô n  

có ít nhất 2 tiếp tuyến song song với đường thẳng y = 2016mx + 2017.

. 5 ^ 5 - 7  (A) — —----- < m <

(c) m <

4032

-5V5-7

4032
(B) m >

5V5-7
4032

4032
(D) Không tìm được giá trị của m. 

Giải:

Giả sử các tiếp tuyến của (c) song song với y = 2016mx + 2017 tiếp xúc với (c) tại 

x0 => f ' x0 = 2016m <=> 2xị -  3xị -  6x0 = 2026m => x0 là nghiệm của phương trình 
2x3 - 3 x 2 - 6x = 2016m 

Xét hàm số: g (x) = 2x3 - 3 x 2 - 6x.

------------------------------------------------------------------------------------------------- l u a
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Ta có: g '(x ) = 6 (x2 -  x - l )  = 0<=>h(x) = x2 - x - l  = 0

<K> X. =  1 ~  — ;x , =  l i í / ẫ  và g(x) đạt cực trị tại X X 
' 2 2

Thực hiện phép chia g(x) cho h(x) ta được:

g(x) = h(x)(2x-1) -  5x - 1. Do h (x 1) - h ( x 2) = 0 nên

g(x,) = -5 x 1- l  = -5  

g (x 2) = -5 x 2- l  = -5

1-V ?i_  5V5-7

l + v ? - 1  =

2

5V5+7

Để có ít nhất 2 tiếp tuyến thì g(x) = 2016m phải có ít nhất 2 nghiệm phân biệt

^ - 5 y Ỉ 5 - 7  . . . . .  5\Í5 -  7 -5^5  - 7  5\Í5 -  7— —-----< 2016m < —  -----<=> — —------- < m <
4032 4032

Chú ý: Nếu g(x) = 2016m có đúng 2 nghiệm thì nó có 1 nghiệm đơn và 1 nghiệm kép nên 
không xảy ra khả năng chỉ có 1 tiếp tuyến tiếp xúc với (c) tại 2 điểm phân biệt mà khi đó (c) 
sẽ có 2 tiếp tuyến ứng với 2 tiếp điểm.

DẠNG 3: 
VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN ĐI QUA 1 ĐIẾM CHO TRƯỚC

o Bài toán:

Cho đồ thị (C): y = f(x) và điểm M(a; b). Viết phương trình tiếp tuyến đi qua M(a; B) đến 
đồ thị (C): y = f(x).

o  Phương pháp

PHƯƠNG PHÁP TÌM TIẾP ĐIỂM

CÁCH 1 : Giả sử tiếp tuyến đi qua M(a; b) tiếp xúc với đồ thị (C): y = f(x) tại tiếp điểm có 
hoành độ Xị => Phương trình tiếp tuyến có (a): y = f  '(Xj )(x -  Xị) + f  (x ;)

m v ----------------- -------------------------------------------------------------------------------------
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Do M(a; b) e A nên b = f ,(x i) ( a - x i) + f  (Xị)

=* xi là nghiệm của phương trình: b = f  '(Xj )(a -  X;) + f  ( X ị ) => Giải phương trình 
=> nghiệm x e { x 0;x,;...;xn}
=> Phương trình tiếp tuyến tại X. là: y = f ,(x j) ( x - x i) + f ( x i)

CÁCH 2: Đường thẳng đi qua M(a; b) với hệ số góc k có phương trình: ỵ = k(x - a) + b

tiếp xúc với đỗ thị (C): y = f(x) ^  Hệ phương trình
f(x )  = k ( x - a )  + b

có nghiệm.
f  (x j “  k

=> f (x) = f '(x )(x  - a )  + b => Giải phương trình => Nghiệm x e  {x0;xj;...;xn}

^  Phương trình tiếp tuyến tại Xị là: y = f ’ (Xị )(x -  Xj) + f  (X;)

C 9  Bầỉ tập

lỉtập 1 Các tiếp tuyến với đổ thị hàm số (c): y = f (x) = X3 -  X -  6 đi qua A(2; 0) có các 
phương trình là:

(A) y = 1 lx -  22; (B) y = 2x “ 4 và y = 1 lx -  2 2 ;

(c) y = 2x -  4; (D) y = 3x -  6 và y = 2x -  4.

l ỗ " !  Giảỉ:

Ta có: f '(x )  = 3x2 -1 .

Đường thẳng đi qua A(2; 0) với hệ số góc k có phương trình: y = k(x - 2) tiếp xúc với (c)

<=> <
f (x) = k ( x - 2 )
. _ \ có nghiệm
k  =  I  ( x )

=> f  (x) = f '( x ) ( x - 2 )  <=> X 3 - x - 6  = (3x2 - l ) ( x - 2 )  

<=> X3 “ 3x2 + 4 = 0 <̂> ( x  + l ) ( x - 2 )2 = 0 <̂=>
X =  —1

X = 2

+ Với x = - l= > k  = 2 =» Tiếp tuyến có phương trình: ỵ = 2 (x - 2 ) hay y = 2x -  4.
+ Với X = 2 => k = 11 => Tiếp tuyến có phương trình: y = 11 (x - 2) hay y = 1 lx -  22.

Chú ý: Không nhầm lẫn giữa viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị (c) tại 1 điểm với 
viết phương trình tiếp tuyến với đổ thị (c) qua 1 điểm.

.. -|- 3
Bài tập 2 Các tiếp tuyến với đồ thị hàm số (c): y = — đi qua gốc tọa độ 0(0; 0) có các

X Ẩd
phương trình là:

(K\ _ 3 ^ 3 -6  (A)y = —  ------ X.
2

(n\ . -3V 3 - 6(C) y = —  -X và y  = ---------------—-------- X.

^  -3V3 - 6 ^
y " — 2 -----x ‘

(D)Không có tiếp tuyến.
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_  Giải:
“ V

TXĐ: D -  R\{2}.
Phương trình đường thẳng (t) đi qua 0(0; 0) và có hệ số góc k là: y = kx.

3x + 3

Đường thẳng (t) là tiếp tuyến của (c) £=> Hệ
= kx

x - 2
/ 3x + 3 \  _ 9  có nghiệm

3x + 3 -9x
<=> X + 2 x - 2  = 0 <=>

x - 2  ( x - 2 ) 2

+ Với x = - l - y f ĩ  thì k = Ĩ2ỈẤ—Ế =
2

+ Với X = -1 + %/5 thì k =
2

k =
x - 2  

X = - l-> /3

( x - 2 )

X = - I  + V3

—3 V3 -  6
Phương trình tiếp tuyến ( t2): y =  — — -------- X

3"\/3 6
^ Phương trình tiếp tuỵến(t2): y = ———----- X

=> Chọn c .

Cho đồ thị hàm số (C): y = 
mệnh để dưới đây?

(A) 1; (B) 2;

X2 -4 x  + 5
X - 2 Có bao nhiêu mệnh đề SAI trong các

(C) 3; (D) 4.

(A) Đường thẳng y = -3x + 4 là tiếp tuyến kẻ từ A(l; 1) đến (c).

(B ) Đường thẳng y = — X + — là tiếp tuỵến kẻ từ A(l; 1) đến (c).

(c) Chỉ có một tiếp tuyến kẻ từ A(l; 1) đến (c).

(D) Có đúng 2 tiếp tuyến kẻ từ A(l; 1) đến (c).

0Ể 3  Giải:

TXĐ: D = R\{2}.
Đường thẳng (t) với hệ số góc k và đi qua A(l; 1) có phương trình là: y -  k(x - 1) +1.

X2 -4 x  + 5

(t) là tiếp tuyến của (c) <=> Hệ
-  k(x - l )  + 1

k =
X -  4x + 5 

X - 2
X -4 x  + 3 

( x - 2 ) 2

có nghiệm

X -4 x  + 5 X -4 x  + 3
X - 2 ( x - 2 ) 3

3
X — — 

2
7

X =  — 
2

+ Với X = — thì k = -3 => Phương trình tiếp tuyến (t): y = -3(x -  1) + 1 hay y = -3x + 4.
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+ Với x = ^  thì k = —=> Phương trình tiếp tuyến (t):y  = —( x - l )  + l hay y = — x + —. 

Vậy các mệnh đề (A), (B)> (D) là đúng và mệnh để (c) là sai.

=> ChọnA.

t l i i l l i l l  Tập hợp các điểm A trên đường thẳng y = 2 mà từ đó kẻ được 3 tiếp tuyến đến đồ 
thị (c): y = f (x) = X3 - 3x là:

(A) {A (a;2 )|a> 2} .

(B) |A ( a ; 2 ) | a < - | j .

í (  2  ^
(c) j A ( a ; 2 ) |a e  - ~ ; - ệ

L V ,

(D) |A ( a ; 2 ) | - |< a < 2 | .

| § | ĩ l  Giải:

Lấy điểm A(a; 2) G y = 2 . Đường thẳng đi qua A(a; 2 ) với hệ số góc k có phương trình

u ( 2 ;+°°)k

f  (x) = k(x  -  a) + 2 
'  ■ có nghiệm
f (x) = k

y = k(x - a) + 2 tiếp xúc với (c) ^  Hệ phương trình 

=> f (x) = f '(x )(x  - a )  + 2

<=> X3 -3 x  = (3x2 -3 ) (x  —a) + 2 <=> 2x3 -3 ax 2 + 3a + 2 = 0 

(x + l)[2 x 2 - (3 a  + 2)x + 3a + 2 j = 0 (x + l)g (x ) = 0 

Từ A(a; 2) kẻ được 3 tiếp tuyến đến (c) ^  g(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt và khác -1

À = (3a + 2 )2 -8 (3 a  + 2) > 0 

g (_ l) = 2 * 0
<£=> 9a2 — 12a —12>0<=>

a > 2
2 .a < —  
3

=> Chọn c.

Bảitáp5 Có bao nhiêu điểm trên Oy mà từ đó kẻ được đúng 1 tiếp tuyến đến đổ thị 

(c ) :y  = — 9
x - 2

(A) 0 điểm; (B) 1 điểm; (c) 2 điểm; (D) 3 điểm.

-II
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___ Giải:
“ V

TXĐ: D = R\{2}.

Lấy bất kỳ A(0; a) e Oy. Đường thẳng (t) đi qua A(0; a) có hệ số góc k có phương trình 
y = kx + a.

x + 2

(t) là tiếp tuyến với (c) ^  Hệ
X - 2

= kx + a (1)
I i e p  l u y e n  VƠI "  n e  /  - \  _ A c o  n g í]

k = P i ± f  '=  -J (2 )
l x _ 2 J ( x - 2 )

=> x + -  = ---- , + a » g ( x ) = ( a - l ) x 2 - 4 ( a  + l)x  + 4a + 4 = 0(*)
x - 2  ( x - 2 )

Để từ A(0; a) kẻ được đúng 1 tiếp tuyến đến (c) thì phương trình (*) có duy nhất 1 
nghiệm X khác 2

Xảy ra các trường hợp sau:
TRƯỜNG HỢP 1: a -  1 = 0 <=» a = 1. Khi đó (*) trở thành:
-8x + 8 = 0 <=> X = 1 (thỏa mãn)

Thay X = 1 vào (2) ta có: k = -4 và thay vào (1) ta có: a = 1 ^  A(0; 1). 
a -1  ^ 0
g (2) = “ 8 ^ 0 <=» a = -1 . Khi đó (*) có nghiệm X = 0 (thỏa mãn)

A 1 — 8a + 8 — 0

Thay X = 0 vào (2) ta có: k = -1 và thay vào (1) ta có: a = -1 => A(0; -1).

Vậy tìm được 2 điểm Aj (0; 1) và A2 (0 ;-l)  thỏa mãn đề bài.

=> Chọn c.

6 Các điểm M trên đường thẳng y = -2 kẻ được đến (c): y = -X3 4- 3x2 -  2 hai tiếp 
tuyến vuông góc với nhau là: ......................................

có nghiệm

TRƯỜNG HỢP 2: <

(A) M

(C) M

189
2

I I  + W 7
;-2

(B) M

(D) M 

Giải:

1
;-2  ;

189 

11 -W 7
;-2

Lấy điểm M(a; -2) thuộc đường thẳng y = -2.

Đường thẳng đi qua M(a; 2) với hệ số góc k có phương trình: y = k(x - a) - 2 tiếp xúc với

(C) Hệ ị
f  (x) = k ( x - a ) - 2

, N có nghiệm
f '(x )  = k 5



Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bàỉ hàm số, các bài toán tiên quan

=> f  (x) = f '(x )(x  - a ) - 2  <=> - X 3 +3x2 - 2  = (-3x2 + 6 x ) ( x - a ) - 2  

<=> x [2 x 2 + (3 a -3 )x  + 6a] = 0 <
X = 0

2x2 + (3a -3 )x  + 6a = 0

Với X = 0 => Tiếp tuyến: y = -2.

Do không thể có tiếp tuyến nào vuông góc với tiếp tuyến y = -2 // Ox nên để từ A(a; -2) 
kẻ được hai tiếp tuyến vuông góc với nhau đến (c) thì g(x) = 0 phải có 2 nghiệm phân biệt 
xp x2 và các tiếp tuyến tại các điểm có hoành độ Xj,x2 vuông góc với nhau

=> -1 = y '(x ,).y’(x2) = (-3xf + 6x,)(-3x’ + 6x2) = 9x,x2 [x,x2 - 2(x, + x2) + 4 ]

1
<=> —1 = 9.3a.

Với
189 

Chọn B.

ị  3 a -3
3a — 2

2
+ 4

\  J

thì Ag II po 1

N>
1

= 189a o a  = -
189

/  1
189

;-2 cần tìm.

BẳÌtập 7 Cho (c): y = f  ( x )  =  X3 - 3 x 2. Từ 1 điểm bất kì trên đường thẳng X = 2 kẻ được bao 

nhiêu tiếp tuyến đến (c)?

(A)0; (B) 1; (c) 2; (D) 3.

§§=1 Giải:

Lấy điểm M(2; m) thuộc đường thẳng X = 2. Đường thẳng đi qua M(2; m) với hệ số góc k 

có phương trình: y = k(x - 2) + m tiếp xúc với (c) <=> Hệ <
f(x )  = k ( x - 2 )  + m
, , ,  s _ ,  có nghiệm
f (x) = k

=> f (x )  = f '(x )(x  -2)-t-m  

<=> g(x) = -2 x 3 + 9x2 -12x = m

Ta có: g ’(x) = -6 x 2 + 18x —12 = -6 7 + — 
4

<0

ÚỂỂỂ
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Bảng biến thiên:
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Nghiệm của phương trình tìm tiếp điểm cũng là hoành độ giao điểm của đường thẳng 
y = m với đồ thị y = g(x). Nhìn bảng biến thiên ta thấy g(x) = m có đúng 1 nghiệm. Vậy từ 
M(2; m) chỉ kẻ được duy nhất 1 tiếp tuỵến đến đồ thị (c).

=> Chọn B.

f § | | i | í §  Cho hàm số y = -X3 + 6x2 -  9x + 9. Gọi (D) là tiếp tuyến của (c) tại A thuộc (c) 
có XA = 4. Tìm trên (D) các điểm M sao cho từ mỗi điểm ấy vẽ được đúng 3 tiếp tuyến 
với (c).

(A) Các điểm M có hoành độ m thỏa mãn m e (—°°;-2) u

(B) Các điểm M có hoành độ m thỏa mãn m e (-°o;-2) u

10— ;+oo
3

\{4}.

10— ;+oo
3

; 3
(c) Các điểm M có hoành độ m thỏa mãn m e 

(D) Không có điểm M nào thỏa mãn.

i í l l  Giải:
“ V

Do A thuộc (c) mà XA = 4 => yA = 5 => A(4;5). 

Phương trình tiếp tuyến của (c) tại A là:

(d):y  = f l(4 ) (x -4 )  + 5=> (d):y = -9x  + 41

Giả sử M(m; -9m + 41) là điểm bất kì trên (D).

Xét đường thẳng (t) bất kì qua M và có hệ số góc k thì: 

(t): y = k(x - m) + 41 -  9m

(t) tiếp xúc với (c) ^  Hệ - 

Thay (2) vào (1), ta được:

- X 3 - 6 x 2 -  9x + 9 = k (x - m )  + 41-9m  (l)
có nghiệm

-3 x 2+ 1 2 x -9  = k (2)
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- X 3 +  6x2 -9 x  + 9 = (x -m )(~ 3 x 2 + 1 2 x -9 ) + 41 -9m  

<=> (x -  4 )[2x2 + (2 -  3m)x + 8] = 0

X = 4

2x2+ (2 -3 m )x + 8 = 0 (3)

Để từ M kẻ được 3 tiếp tuyến với (c) thì (3) phải có 2 nghiệm phân biệt và khác 4

m < -2
À = 9m - 1 2m -  60 > 0 
48-12m  ^ 0

10m > -7-
3

m ^  4

Vậy, những điểm trên (D) mà từ đó vẽ được 3 tiếp tuyến với (c) là những điểm có hoành
^ 0  \  m\{4}.— •+00

3
độ m thỏa mãn: m e ( - 00;-2 ) u  

=> Chọn A.

f l |lf l |p t  Có bao nhiêu phát biểu ĐŨNG trong các phát biểu dưới đây?

(A) 1; (B)2; (D) 3; (c) 4.

Cho đồ thị (c): y = f (x) = X3 -  3x2 + 2. Sỗ tiếp tuyến đi qua điểm M nằm trên đồ thị
(C) là:

(A) 1 nếu điểm M có hoành độ bằng 1. (B) 2 nếu điểm M có hoành độ khác 1.

(c) 1 nếu điểm M có hoành độ khác 1. (D) 2 nếu điểm M có hoành độ bằng 1.

Giải:

Gọi M (a;a3 - 3 a 2 + 2 )e  (c). Đường thẳng đi qua M (a;a3 - 3 a 2 + 2 ) với hệ số góc k, 

có phương trình là: y = k (x — a) + a3 -  3a2 + 2 tiếp xúc với (c)

<=> Hệ phương trình
f (x) = k ( x - a )  + a3 - 3 a 2 +2

có nghiệm
k = f f(x)

=>f(x) = f '(x )(x  - a )  + a3 - 3 a 2 +2 

<=> 2x3 -3 ( a  + l)x 2 + 6ax + a3 - 3 a 2 = 0 <̂> (x - a ) [ 2 x 2 - ( a  + 3)x + 3 a - a 2] = 0

«=» 2(x - a ) 2 (2x + a —3) = 0 <=>

3 - a

X =  a

3 - a
X =

+ Nếu a = ------- <=> a = 1 thì có 1 tiếp tuyến đi qua điểm M nằm trên đồ thị.

+ Nếu a ^ -------<=̂> a & 1 thì có 2 tiếp tuyến đi qua điểm M nằm trên đồ thị.
2

=> Chọn B.
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Đ, Về đích

àitập 10 Điều kiện của m để từ A(2; 2) kẻ được 2 tiếp tuyến AB, AC đến đổ thị
(c): y = f(x )  = — sao cho AABC đều (ở đây B, c  là 2 tiếp điểm) là:

(A) m e (-°o;0 )u (4 ;+ o°); (B) m = 6;
(C) m e {-2;6}; (D)m = -2.

Ì ễ Ị l  Giải:
TXĐ: D = R \{0}.
Đường thẳng (t) đi qua A(2; 2) với hệ số góc k có phương trình: y = k(x - 2) + 2

_  íf (x )  = k ( x - 2 )  + 2 
(t) là tiếp tuyến với (c) Hê < có nghiêm

|f '( x )  = k

=> f  (x) = f ' ( x ) ( x - 2 )  + 2 => — = - ^ ( x  - 2 ) +  2 <=> g (x ) = X2 -m x  + m = 0 (*)
X X

Để từ A(2; 2) kẻ được 2 tiếp tuyến đến (c) thì (*) có 2 nghiệm phân biệt X 1 í x 2 khác 0

Khi đó

g(o) = m ^  0 

A = m2 -  4m > 0

rx] + x2 = m

m > 4 
m < 0

(1)

XjX2 = m

Vì điểm A(2; 2) thuộc đường thẳng y = X là trục đối xứng của đồ thị (c) nên nếu từ A kẻ

được 2 tiếp tuyến AB, AC thì AB = AC => Để AABC đều thì y = — là hàm đổng biến và có
X

2 giá trị phân biệt , K2 khác 0 và thỏa mãn:

= V3 <=>|xj — x2| = 2 V3 <=> ^(Xj + x2)2 - 4 X jX 2 = 2 V3
kj k2
l + k,k2

= tan 60 <=>

-m  m
------------------Ị-  —---------

2 2 X, x2

1+
2 2 X, X.

<=» Vm2 -4 m  = 2^3  <=> m2 -4 m -1 2  = 0 <=>
m = 6
m = -2

Để hàm y = — đống biến thì y 1 = > 0 V x ^ 0 o m < 0
Từ (1), (2) và^3) => m cần tìm là: m = -2.

(2)

( 3 )

=> ChọnD.

Bài tập 11 Cho đồ thị hàm số(c) :y  = x -  l + —— Điểu kiện cẩn vả đủ để trên mặt phẳng 

tọa độ tồn tại ít nhất 1 điểm sao cho từ đó kẻ được 2 tiếp tuyến vuông góc với nhau đến
đồ thị (c) là:
(A) m = 1; (B) m > 1; (c) m < 1; (D) Khống có giá trị của m.

E D I--------------------------------------------------------
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_  Giải:

TXĐ: D = R \{-1}.
Giả sử tổn tại 2 tiếp tuyến của đồ thị (c) vuông góc với nhau 
o  3 x 15x 2 e R sao cho y '(x 1).yl(x2) = - l  <=> 3ke R

y '(x ,) = k
sao cho ị Ị <̂ > 3k e  R để các phương trình y'(Xj) = k (1)

y'(x2) = - ^

và y '(x 2) = - — (2) có nghiệm 
k

+) Xét phương trình (1): y '(x ) = k <=> 1------  —-J = k
(x  + l)

Nếum = 1 thì y '(x ) = lV xe R => không tồn tại XpX2 để y ,(x1).y(x2) = “ l

Nếu m ^  1 thì y '(x ) = k <=» 1 -k  = — — <=> (x + l)2 = ——-
(x + 1)2 v '  1 -k

Tathẩy (1) có nghiệm <=> > 0 <=» ( m - l ) ( l - k )  > 0
1 k

r  M Y 1Tương tự suy ra (2) có nghiệm <^(m  —1 )1 — —- >0
V k )-

Tương tự suy ra (2) có nghiệm o  (m - 1)

( m - l ) ( l - k )  > 0 

(m - l) (k  + l)k  > 0 

1 -k  > 0

>0<^=> ( m - l ) ( k  + l ) k > 0

Xét hệ điểu kiện 

+ Nếu m > 1 thì (3) <

(3)

+ Nếu m < 1 thì (2) <=>

(k + l)k  > 0

1 -k  < 0 

(k + l)k  < 0

<=>

<̂>

k < -1  

0 < k <1

k < 1
-1 < k <  0

vô nghiệm

Vậy điều kiện cần và đủ để trên mặt phẳng tọa độ tổn tại ít nhất 1 điểm sao cho từ đó kẻ 
được 2 tiếp tuyến vuông góc với nhau là: m > 1.

=> Chọn B.

BàitậpíT2ỉi Cho đồ thị hàm số (c): y = f (x )  = x4- x 2+ l. Tìm các điểm A thuộc Oỵ kẻ được 
đúng 3 tiếp tuyến đến đỗ

(A) A(0; 1); (B) A 3 Ì
0 ; - ; (C) A(0; 2); (D) A

, 4 , k 2  J

Gỉải:

Lấy điểm A (0;a)e Oy. Đường thẳng đi qua A(0; A) với hệ số góc k có phương trình

f  (x) = kx + a
y = kx + a tiếp xúc với (c) <=> (*) có nghiệm.
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Điểu kiện cần: Ta có: f(x) = f(-x) Vx € R => f(x) là hàm chẵn => Đồ thị (c) nhận Oy làm 
trục đối xứng. Do A(0; a) thuộc trục đối xứng Oỵ nên nếu từ A(0; a) kẻ được bao nhiêu tiếp 
tuyến bên nhánh trái của (c) thì cũng kẻ được bấy nhiêu tiếp tuyến đến nhánh phải của (c) 
^  Tổng số các tiếp tuyến có hệ số góc k ^  0 luôn là 1 số chẵn. Vậy để từ A(0; a) kẻ được 3 
tiếp tuyến đến (c) thì điểu kiện cần là hệ (*) có nghiệm k = 0.

Với k = 0 hệ (*) trở thành
X4 -  X2 +1 = a 

4x3 - 2 x 2 = 0

X =  0;a = 1

2 - Ấ  - 1  X = —- ;a = —
2 4

Điểu kiện đủ:

+) Nếu a = 1 thì (*) <=> <

x2(3x2- l )  = 0 

k = 2x(x2- l ) 3^3

x = — ;k = __ —
V3; 3V3

Vậy từ A(0; 1) kẻ được 3 tiếp tuyến đến (c).

x4- x 2 + l = kx + l 

4x3 - 2 x  = k

X = 0;k =  0 

x = — Ị=;k= 2

<
X4 -X 2 = (4x3 —2x)x 

4x3 -2 x  = k

+) Nếu a = —• thì (*) <=> «
4

X4 -X 2 + 1 = kx + —

4x3 -  2x = k

x4- x 2+ l = (4x3-2 x )x  + -  

k = 4xs -  2x

3x4- x 2- ị  = 0
4 {

k = 2x(x2 —l) k = ± ■SỈ2
Từ A

0;4
kẻ được 2 tiếp tuyến đến (c).

KẾT LUẬN: Vậy A(0; 1).

=> Chọn (A).

Chú ý: Nếu giải bài toán theo cách biện luận số tiếp tuyến bằng số tiếp điểm, tức là qua 
A(0; a) kẻ được 3 tiếp tuyến <=> Phương trình f(x ) = f '(x )x  + a có 3 nghiệm phân biệt thì 
chưa chặt chẽ, vì có thể xảy ra khả năng có 2 tiếp tuyến ứng với 3 tiếp điểm phân biệt, đó là 1 
tiếp tuyến tiếp xúc với đồ thị tại 1 tiếp điểm và 1 tiếp tuyến tiếp xúc với đồ thị tại 2 tiếp điểm.
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C 9  Đường tỉệm cận ngang

Định nghĩa: Đường thẳng y = y0 được gọi là đường tiệm cận ngang (gọi tắt là tiệm cận 
ngang) của đồ thị hàm số y = f  (x) nếu:

Hmf(x) = y0 hoặc Hmf(x) = y0.

Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số: y = ——ì.
x + 2

Vì lim y = 3 và lim y = 3 nên đường thẳng y = 3 là tiệm cận ngang của đồ thị.
X—>+» X— 'oo

o  Đường tiệm cận đứng

Định nghĩa: Đường thẳng X = x0 được gọi là đường tiệm cận đứng (gọi tắt là tiệm cận 
đứng) của đồ thị hàm số y = f  (x) nếu ít nhất một trong các điểu kiện sau đây được 
thỏa mãn:

lim f (x )  = +°°; lim f (x )  -  +°o;
X—>Xộ X™̂Xq

lim f (x) = -co; lim f  (x) = -oo;
x->x0 X—>xj

ấ ' / f  » Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hàm số: y = - X *
X + 2

P ẽ l l  Giải:
' V

Hàm số đã cho có TXĐ là: D = M \ {-2}.

Vì lim y = “ °o và lim y = +°° nên đường thẳng X = -2 là tiệm cận đứng của đồ thị.
X—̂—2 X—'■>—'2.

o  Đường tiệm cận xiên

Định nghĩa: Đường thẳng y = ax + b, a ^ o  được gọi là đường tiệm cận xiên (gọi tắt là 
tiệm cận xiên) của đồ thị hàm số y = f (x ) nếu:
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ấ ’7F1fg> ĐỒ thị hàm số y = X +  — Y—- có tiệm cận xiên là đường thẳng y = X, vì:
2x -1

lim |~f (x)-x~ | = lim — 7—  = 0
X— L  J  X— »+«° 2x - 1

lim r f ( x ) - x l =  lim -—^—  = 0X““ L V / J x“-i 2x -1

Mĩljf CÁC DẠNG BÀI TẬP

DẠNG TOÁN: 
TÌM TIỆM CẬN CỦA HẦM s ố  VÀ TÌM ĐIỂU KIỆN CỦA THAM s ố  * • *

o  Phương pháp

Tìm tiệm cận của hàm phân thức y = f  (x) = —7—r-
v(x)

ã) Tiệm cận đứng

- Giải phương trình: v (x) = 0 => x e  {xj;x2;...;xn}

- Nếu u (x .) ^  0 thì lim \  ̂= 00 => X = Xị là 1 tiêm cân đứng.
*->xi v(x)

b) Tiệm cận ngang (Điều kiện: Miển xác định chứa 00 và bậc u(x) ^ bậc v(x))

- Xét lim U^X  ̂= a=> X = a là 1 tiệm cận đứng.
v(x)

c) Tiệm cận xiên (Điều kiện: Miền xác định chứa 00 và bậc u(x) = bậc v(x) + 1)

- lim [ f  (x ) -  (ax + b )] = 0 => Tiệm cận xiên: y = ax + b.

C 9  Bàỉ tập

' Bàitập l ) Cho hàm số y = f  (x) có (x ) -  “ 2 và lim f  (x) = 2. Khẳng định nào sau 
đây là khẳng định ĐÚNG?

(A) Đồ thị đã cho không có tiệm cận ngang.

(B Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang.

(c) Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y = -2 và y = 2.

(D) Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng X = -2 và X = 2.
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m  Giải:

NHẮC LẠI ĐỊNH NGHĨA VỂ ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG:

Cho hàm số  f(x) xác định trên một khoảng v ô  hạn (là khoảng dạng ( a ; + ° o ) , ( - o o ; b )  

hoặc ( - 00;+00)). Đường thẳng y  =  y 0 là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của đồ 
thị hàm số y = f(x) nếu ít nhất một trọng các điều kiện sau được thỏa mãn:

HI Mega book Chuyền gia Sách luyện thi \

NHẮC LẠI ĐỊNH NGHĨA VỂ TIỆM CẬN ĐỨNG:

Đường thẳng X = x0 được gọi là đường tiệm cận đứng (gọi tắt là tiệm cận đứng) của đổ 
thị hàm số y = f  (x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau đây được thỏa mãn:

lim f  (x) = y0, lim f  (x) = y0.
X— X—

Vậy hàm số y = f(x) đã cho có hai đường tiệm cận ngang là y = -2  và y -  2 . 

=> Chọn (c).

f " I Cho hàm số y = f (x) có lim f  (x) = - 00, lim f  (x ) = - 00. Khẳng định nào sau đây
_  x - ) - l + X—>2

là ĐÚNG?

(A) Đỗ thị hàm số đã cho không có tiệm cận đứng.

(B) Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận đứng.

(c) Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là ỵ = - 1  và ỵ = 2.

(D) Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là X = -1 và X = 2.

lim f (x )  = +00; lim f(x )  = +00;

lim f(x )  = - 00; lim f(x )  = - 00.

Vậy đổ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là x = - lv à x  = 2 . 
Chọn (D).

Cho hàm số y = f(x) có bảng biến thiên như sau:

X -00 -2

y’



Khẳng định nào sau đây là ĐỨNG?

(A) Hàm số y = f(x) xác định với mọi e R.

(B) Hàm số y = f(x) đạt giá trị nhỏ nhất bằng 1 và giá trị cực tiểu bằng 1.

(c) Hàm số y = f(x) đạt giá trị lớn nhất bằng 1 và giá trị cực đại bằng 1.

(D) Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là X = -2 và tiệm cận ngang là y = 1.

PgJt) Giải:

Chọn (D).

Lưu ý: Hàm số không có cực trị và cũng không có giá trị lớn nhất, nhỏ nhất, 

m u i Cho hàm số y = f(x) có đổ thị như hình vẽ dưới đây:

•; >>;;KV 'K'/'ÿv:. 1 Nâng cao kỹ nãng giải toán trắc nghiệm
ị 100% dạng bài hàm sô] các bàí toán liên quan

Khẳng định nào sau đây là ĐŨNG?

(A) Hàm số y = f(x) xác định trên

(B) Hàm số y = f(x) đơn điệu trên

(c) Đồ thị của hầm số y = f(x) có tiệm cận đứng là y = 2 và tiệm cận ngang là X = - 1. 

(D) Đồ thị của hàm số y = f(x) có tiệm cận đứng là X = -1 và t iệm cận ngang là y = 2.

l ũ i  Giải:

Hàm số y = f(x) xác định trên R \ { - lỊ  (A) sai.

Hàm số y = f(x) đồng biến trên R \{—1} => (B) sai.
Đổ thị của hàm số y = f(x) có tiệm cận đứng là X = -1 và tiệm cận ngang là y = 2 

=> (c) sai và (D) đúng.

=> Chọn (D).
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3x - 2
Bài tặp 5 Tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số hàm số y = ——— lần lượt là

(s \ -  1 ' - 3(A) X = - -  va y = —:
5 5

1 , 2 (C) x = - ị  và y = ~;

5x + l

íu\ _ 3  ' 1(B) x = -~ va y = —
5 5

/ X . 2 , 1(D) x =  -  và y = j .

Gỉảỉ:

1
Ta có: lim — — — = oo => Tiệm cận đứng là: X = .

X_»_ỉ5x + 1 ‘ 5
, 3 x -2Á« lltv\ _____

3 x -2  3 3
lim = — Tiệm cận ngang là: V = —.x-;~5x + i 5 e e y  5

=> ChọnA.

fiẵt|pp.ị Tiệm cận đứng và tiệm cận xiên của đồ thị hàm số y =

(A) X = 1 và y -  5x -  6; 

(c) y = 1 và y = 5x -  6;

x -1

(B) x = 1 vày = 5x -  1; 

(D) y = 1 và y = 5x -  1.

5x2 -  6x + 2 lẩnlượtlà;

Giải:

Ta có: lim—----— ----- = oo => Tiệm cận đứng là: X = 1.
X-»1 x -1

np ' 5x2 -  6x + 2 la có: —— ụ l  = 5x -1  + - 1 -  và lim [f ( x ) - ( 5 x - l ) ]  = l i m - ^  = 0 
1 x - l  x 1X —

Tiệm cận xiên ỵ = 5x -  1.

=> Chọn B.

ỆIÌIIỊIỊI Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y = ——— là:
’ * 2 +  X

(c) 3;(A) 0; (B) 2; (D) 4.

Giải:

f 2 — X
Tacó: lim y =  lim-——  = -oo;

x->-2~ x—>—2~ 2 + X

2 — X
lim y = l im ------ -- +<*>. Do đó đường thane X = -2 là tiệm cận đứng.x“ _2+ '  X-7-2+ 2 + X °
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lim = lim ——— = -1.
x->±°o x̂ >±<~ 2 + X

Do đó đường thẳng y = -1 là tiệm cận ngang.

Đồ thị hàm số không có tiệm cận xiên.

Vậy đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận X = -2 và y = -1.

=> Chọn (B).

Bài tập 8 Khẳng định nào là ĐỮNG trong các khẳng định dưới đây?

3x — 1
(A) Đồ thi hàm số y = —=— ------- chỉ có môt tiêm cân đứng là X = 3.

X -7 x  + 12 6
. ,  ̂ 3 x - l  , A A
(B) Đỗ thị hàm số y = —--------- — có tiệm cận ngang là y = 3.

X 7x  “1“ 12

6x2 + 8 x -5  .............  _  „ ___ 3
4x2 + 7x + 3

(c) Đỗ thị hàm số y = —--—  ---- — có tiệm cận đứng là X -

. , * , , , V 6 x 2 + 8 x - 5  71 A , ,  , 3(D) Đố thi hàm số y = — z—  -------có hai tiêm cân đứng là X = -1 và X = .
4x +7x + 3 6 4

Giải:

_  , _  3 x - l
+ Ta có: y =

( x - 3 ) ( x - 4 )

lim f (x ) = (x ) = co => Tiệm cận đứng là X = 3 vàx = 4.

lim - —-—— = lim r = 0 => Tiêm cân ngang là y = 0
x-** X -7 x  + 12 ^ _ 7  12 * * 5 5 7

X  X 2

=> Các khẳng định A và B là sai.

w , 6x2 + 8 x -5
+ Ta có: y = 7------ —;------- -

(x + l)(4x + 3) 3

lim f(x) = °o; lim f(x ) = °°=> Tiệm cận đứng là x = -l và x = —

!  A
.. 6x2+ 8 x -5  x + x2 _ 6 _ 3 _  . ,, _ 3lim— — ----   = lim-----Ề = — = — => Tiệm cận ngang là: y = —.
~ ~ 4 x 2+7x + 3 x “~ 4  + Z + A  4 2 5 6 J 2

X  X 2

=* Khẳng định c  là sai và khẳng định D là đúng.

=> Chọn D.
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X2 + 2
Bài tập 9 C ho  (c) là đồ thị của hàm số y  =

3 + 5 x - 2 x

(A) Đường thẳng X = 1 là tiệm cận đứng của (c).

(B) Đường thẳng X = là tiệm cận đứng của (c). 
(c) Đường thẳng y = 1 là tiệm cận ngang của (c). 
(D) Đường thẳng y = -X + 1 là tiệm cận xiên của (c).

Giải: 
' V

Ta có:

X2 + 2
lim y =  lim ---- — —r = -°°;z: x” -  3 + 5x - 2 x

2 2

X 2 + 2
lim  y =  lim  -----  = +oo,

, ' K-Í-- 3 + 5x -  2x
2 2

1 ,
D o đó X = —  ỉà tiệm cận đứng.

X2 + 2
lim  y = l im --------------- - = +°°;
x̂ 3" x->3- 3 + 5x -  2x

lim  y =  lim  * 2 + 2
x->3+ x->3+ 3 + 5x — 2x

D o đó X = 3 là tiệm cận đứng.

x2 + 2  1 + :2
lim  y  = lim  — —— — — -  = l im ----- -

x->— 3 + 5 x - 2 x  5
X + 2  X2 -  1

3 + - - 2
X

r  _  r  X2 + 2  x 2 1
lim  y  = l im -----  —  -----   = l im -----— —  = —
X—>+°° X—>+« 3 + 5x - 2 x  X—>+co 5 _ 2

3 + - - 2
X

1 1
lim  y  = lim  y  = - — =>y = - — là tiệm cận ngang.

X—■ị —oo x_>+co 2  2

ĐỒ thị hàm số không có tiệm cận xiên. 

=> Chọn (B).

II----------------------------
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i&iịrirò Gọi (c) là đồ thị của hàm số y = X + X  + 3
-5x -2 x  + 3

(A) Đường thẳng X = 3 là tiệm cận đứng của (c).
(B) Đường thẳng y = X + 1 là tiệm cận xiên của (c).

(c) Đường thẳng y -  là tiệm cận ngang của (c). 

(D) Đường thẳng y = là tiệm cận ngang của (c).

Giải:
•V

Ta có:

.. X2 + X  + 3lim y = lim —_■ - --------= —eo;
x-ỊT-r x“ -1- —5x -  2x + 3

I V .  X2 +  X +  3lim y = lim - --------= +<*>.
x->-!+ *“ -1* -5x  -  2x + 3

Do đó X = -1 là tiệm cận đứng.

1- x 2 + x + 3lim y = lim -
'“ r  X“r - 5 x  -2 x + 3

5 5

1- x2 + x + 3lim y = lim ——-r— -----   = -OO.
x~>- _ 5 x  -  2 x  +  3

5 5

3
Do đó X =  — là tiệm cận đứng.

5 1 ỉ  J_
1. _ 1. x2+ x  + 3 + X X2 _ 1lim y  =  lim — -  , -------- = l i m ------- ^ =  —
x“-t, X“- 1 _ 5 X _ 2 x + 3 _ 2 3 5

2X X
i

I  A
1- 1* X2 + X  +  3 .. +  x + X2 1lim y = lim — -------  lim ------0 = —-

X —5x — 2x + 3 X-H'00 3 5
2X X

Do đó y = là tiệm cận ngang.

Đồ thị hàm số khống có tiệm cận xiên.

=> Chọn (c).

4 121



IU Mega book Chuyên gía Sách luyện thí ,

Bài tập 11 Cho đồ thị hàm số hàm số (c): y = , Tìm mệnh đề ĐÚNG trong các mệnh
'L ■ V X - 3đê sau:

(A) (c) chỉ có một tiệm cận đứng X = 3.

(B) (c) chỉ có một tiệm cận ngang y = 0.

(c) (c) có một tiệm cận đứng X = 3 và một tiệm cận ngang y = 0.

(D) (c) không có tiệm cận.

Ta có:

lim y = lim 7== - = +oo => X = 3 là tiệm cận đứng của (c).
*->3+ *-¡3; V x _ 3

lim y = lim =■- = lim = = 0 => y = 3 là tiệm cận ngang của (c).x->+°° 'X—

=> Chọn (c).

Bài tạp 12 Đường thẳng nào sau đây không phải là tiệm cận của đồ thị hàm số:

(A) X =  1;

(c)y = 0;

(B) X  — 2; 

(D)y = - X +  1.

Tacó:

lim y = lim = lim — T— -----   = lim 7----- 77--------  
x - > ?  X-+1+ - X  +  3 x  -  2  x“ ?  - 1 ) ( - X  +  2 )

=  +CO zz> X = 1 là TCĐ.

= ỳ  X = 2 là TCĐ.

X— X—>+<*> —ỵ  -Ị- — 2  x~

Xlim y = lim — 7— --------= lim
V __

ĐỒ thị (c) không có tiệm cận xiên.

=> Chọn (D).

h
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^ B .  vưựt chướng ngại vật

ax M I
Bài tập 13 Cho hàm số y = —— . Nếu đồ thị hàm số có tiệm cận đứng X = -2 và đi qua điểm

■' x + b
A(l; 3) thì phương trình của hàm số là: 

1 0 x - l
(A )y  =

(C) y =

x + 2

- 2 x - l  
x + 2

(B) y =

(D) y =

2x -1
2 ’ 

X -  —
2 x - l
x - 2

Ố r  Gỉảí: 
- V

TCĐ: X = -b => ~b = -2  <=> b = 2. 
ax -1Khi đó V =
x + 2

Vi đồ thị qua A(l; 3) nên 3 = ——- <=> 3 = a
1 + 2

a -1  = 9 <=> a = 10.

Vậy y = 1 0 x -l 
x + 2

=> Chọn (A).

Cho hàm số y = ax ^
1

bx + 1
, Nếu đổ thị hàm số có tiệm cận ngang y = 2 và tiệm cận

đứng X = — thì các giá trị của a và b lần lượt là:

(A) ~  và - ì ;
6 2

(c) -3 và -6;

Giải:

Theo đề bài ta có: <b _ [ a = - 6<̂> <
_ I  = I  Ịb = -3

b _ 3

(B) -6 và -3;

/ 1 
2 6

Chọn (B).

3x2
l Bài tập 15 Điều kiện của m để đổ thị của hàm số y = ——— có tiệm cận là:

(A) m = 0; 

(C) Vme M;

x + m

(B) m ^ 0;

(D) Khồng có giá trị của m.
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Giải:

+ Nếu m = 0 thì y = 3x Vx ^  0 =» đồ thị hàm sổ không có tiệm cận.
3x2

+ Nếu m ^  0 thì lim ——— = => Tiệm cận đứng X = -m.
x - » - m  X +  m

Vậy với m ^  0 đồ thị hàm số luôn có tiệm cận.

=> Chọn B.

__ 3 ^ 6  “ỉ”
l l l l l f l i l 1 Tất cả các giá trị của m để đồ thị của hàm số y = —----- — ĩ ĩ  có tiệm cận đứng là:

x -m

(A) m = 0 và m = —;

(c) m = 0; (D) Vme M,

E ẽ ll Giải:

Đồ thị hàm số có tiệm câm đứng g (x ) = 3x2 “  6x + m = 0 có nghiệm X = m

<=> g(m ) = m (3 m -5 ) = 0 <=>
m = 0

5-m = — 
3

Chọn A.

¡¡f§ll Để đổ thị của hàm số f (x) =

(A) m = 3;

(c) m = -2;

-X2+2x + m
x + m

(B) m = 2;

(D) Không có giá trị của m.

có tiệm cận xiên đi qua A(2; 3) thì:

Tacó: f (x )  = -x  + 2 + m - m + m
X +  m

Với m + m2 * 0 <=> m(l + m )^  0 <=> 

thì limị~f ( x ) - ( - x  + 2 + m)~| = limX—»ooL V /  V / J  X—

Q r I Giải: 
'V

V X + m

Ta có: A(2; 3) € TCX <=> 3 = -2 + 2 + m m = 3.

= 0 => Tiệm cận xiên: y = -X + 2 + m

Chọn A.
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Baỉtâp18 Tìm tiệm cận của đổ thị của hàm số y -  ~3x + 2Vx2 +1.

(A) y = -3x; (B) y = -2x;

(c) y = -3x và y = -2x; (D) ỵ = -X và y = -5x.

í lẫ l l  Giải:

Xét giới hạn: lim [f ( x ) - ( —3x + 2|x|ỵ j = lim2 Vx2 +7 — Ịx|

„ Ả ’- '+ 1 )-. ,x 1
= 2 lim^-7 :-■= ------ = 2, lim—7 = -----

V x 2 + 1 + |x| V x 2 + 1 +|x|
= 3.0 = 0.

Vậy đố thị hàm số có các tiệm cận xiên là y -  -3x + 2|x|.
Với X —» +°° ta có tiệm cận xiên bên phải là y = -3x + 2x hay ỵ = -X.

Với X —> -oo ta có tiệm cận xiên bên trái là y = -3x “ 2x hay y = -5x.
=> Chọn (D).

ị l | t |Ị l  Tìm tiệm cận của đồ thị hàm số y = f  (x) = x + V4x2 +4x + 2.

(A)y = x; (B )y=3x+1;

(c) y = X và y = 3x + 1; (D) y = X + 1 và ỵ = -3x -  1.

H ã H  Giải:

Xét giới hạn: lim [f ( x ) - ( x  + |2x + l|)] = l im ^ 4 x 2 +4x + 2 - |2 x  + l|

4x2 +4x + 2 - |2 x  + l|2 1
= lim ,—=  1-------— = lim- — ---- " 2 -  0

V4x2 +4x + 2+ |2x  + l| x~*°° 4x2 +4x + 2 - |2 x  + l|

V 4x2 +4x + 2 + \ 2 x  + 1|

Vậy đồ thị hàm số  có các tiệm cận xiên là y =  - X  +  |2x + lị.

Với X —ỳ ta có TCX bên phải là y = -X + 2x + 1 = X + 1.

Với X —> -00 ta có TCX bên trái là y = -X - 2x -1 = -3x -  1.

m u i  Cho đồ thị hàm số (c): y = 3x -1  + v - x 2 + 2x + 3. Khẳng định nào sau đây là 
ĐUNG?
(A) (c) không có tiệm cận.

(B) (c) có tiệm cận xiên y = 3x -  1.

(c) (c) có tiệm cận xiên ỵ = 3x.

(D) (c) có hai tiệm cận xiên y = 3x -  1 và y = 3x.

---------------------------------------------------------------------------------------------------- i m
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Giải:

Điểu kiện: - X 2 + 2x + 3 > 0 <=> TXĐ: D = [-1; 3] (*)

Ta có: y = 3 x -1  + ^ 4 - ( x - l ) 2.

[y > 3.(—l ) - l  + 0 = -4
Với X thỏa mãn í*) thì ị _____

y < 3.3-1 + V 4 -0 2 =10

=> Tập giá trị của hàm số c  [-4; 10].

-4  < y < 10.

Vì tập xác định và tập giá trị của hàm số đều không chứa 00 nên đồ thị không có nhánh 
chạy ra vô tận và vì thế nó không có tiệm cận.

x + 1
=> Chọn (A).

Bài tập21) Cho (c ): y = —= « = .  Có bao nhiêu khẳng định ĐÚNG? 
s-';: ■ Vx - 9

(A) 1; (B)2; (c) 3; (D) 4.

(A) (c) có hai đường tiệm cận đứng.

(B) (c) có hai đường tiệm cận ngang.

(c) Tiệm cận đứng bên trái là X = -3.

(D) Tiệm cận đứng bên phải là y = 1.

¡ g i  Giải:

TXĐ: x2 - 9 > 0 < ^ D  =  ( - o o ; - 3 ) u ( 3 ; + o o ) .

=  oo => TCĐ bến trái X = -3.lim
x->-3'

lim
x-ỉ>3+

Vx2 - 9

lim
X—

V x - 9\ ✓

X +  1Ị = lim
VX2 — 9

= 00 => TCĐ bên phải X = 3. 

x + 1

í l -

Suy ra với X —> + ° o  ta có TCN bên phải y =  1. 

Với X —> -oo ta có TCN bên trái y =  -1.

Vậy (A), (B), (c) đúng và (D) sai.

=> Chọn (c).
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Bài tập 22 Cho đồ thị hàm số (c): y = f (x) = >/x3 + 9x2 -x -1 . Khẳng định nào sau đây là SAI?

(A) (c) không có tiệm cận đứng.

(B) (c) không có tiệm cận ngang.

(c) (c) không có tiệm cận xiên.

(D) (c) có tiệm cận xiên là ỵ = X + 3.

l ẫ i l  G iải:

Hàm số liên tục trên R nên (c) không có tiệm cận đứng. 

limf (x) = 00 nên hàm số không có tiệm cận ngang.
X —

Giả sử y = ax + b là tiệm cận xiên. Khi đó:

f (x )  fxr + 9 x ^ x ^ l _ 1. [  9 ĩ T= lim - ■ = lim A3--------- -T-------- = lim 3l  + - -----  — Y = 1,
X x-»00 V X V X X X

b = lim íf ( x ) - a x l  = lim
X— -* X—

(x3 + 9x2 - x - l ) - x '

Ậ x 3 + 9x2 - X - 1)2 + x ị i x 3 + 9x2 - x - 1  +

= lim-
9 - } ~ \2X X

+ Á  + - ~ ~ + l  
V X X X

= — = 3.
3

Vậy hàm số có tiệm cận xiên là y = X + 3.

=> Chọn (c).

Bài tập 23; Cho (Cm): y = f (x) =
2x2 + m x - 2

X - 1

độ một tam giác có diện tích bằng 4 thì:

(A) m = 2;

(c) m = 2 và m = -6;

. Để đường tiệm cận xiên tạo với 2 trục tọa

(B) m = -6;

(D) m = 0 và m = -4.

Giải:

Tacó: y = f (x )  = 2x + m + 2 + —m
w  X — 1

Với m * 0 ta có: lim|~f (x ) -  (2x + m + 2)1 = lim—̂  = 0
X—)°° N X — 1

Nên ( c m) có tiệm cận xiên là (dm): y = 2x + m + 2

] \
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Tacó: (dm)n O y  = A(0;m + 2); ( d J n O x  = B -m  —2 0

Khi đó: S40AB = ỈQA.OB = ^ |y A|.|xB| = i (m  + 2)2 = 4

<=>(m + 2)2 = 1 6 «
m + 2 = 4 
m + 2 = -4

<=>
m = 2 
m = -6

=> Chọn c.
Chú ý: Tiệm cận xiên tạo với hai trục tọa độ 1 tam giác vuông tại gốc o.

| |É | j | f | |  cho (c): y -  f  (x) = —  + x  + ^. Khẳng định nào sau đây là đúng?
X -|- 1

2(A) Tích các khoảng cách từ M e (c) đến 2 tiệm cận luôn luôn không đổi và bằng —j=.
V5

(B) Tích các khoảng cách từ M e ( c )  đến 2 tiệm cận thay đổi phụ thuộc vào vị trí của 
điểm M.

(c) Tích các khoảng cách từ M e (c) đến 2 tiệm cận luôn luôn không đổi và bằng —.

2(D) Tích các khoảng cách từ M e (c )  đến 2 tiệm cận luôn luôn không đổi và bằng —.

Giải:

rp , 2x2+ x  + lTaco: lim------ ——
x _ > _ !  X _ | _ Ị

= oo=> T C Đ lả:x=-l.

f  (x) = 2x -1  + — =̂> lim [f (x ) -  (2x -1 )]  = l i m ^ — = 0 TCX là: y = 2x -  1.
X “ỉ" 1 X— X > ^

Gọi M
(  2a2+ a + n  a;----- -------

â +1

di = |XM +1| = |a + l|

/
Khoảng cách từ M a;

e (c) => khoảng cách từ M a;-
a + 1

đến TCĐ là:

2a2 + a + l 
a + 1

đếnTCXlà: d2 =

2a2 + 3. + 12 a—  — 1
a + 1 _ 2

^ 2 2+ ( - l ) 2 _ Vsịa + lỊ

Ta có: d, .d2 = |a + 1| .—f=Ậ— 7 -  “7= 
1 1 Vs|a + lỊ 41

Chọn (A).
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Í.V ¡¿-¿'lì .• ■.!' ..¿M 'Si vi\

----- X 2x + 3
àỉ;tập 25J  Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số y  = " ị . :r

có hai tiệm cận ngang. Vmx +1

(A) Không có giá trị thực nào của m thỏa mãn yêu cầu đề bài.

(B) m = 0.

(c) m > 0;
(D) m < 0.

^3^1 Giải:

+ Với m = 0 thì y = 2x + 3 đồ thị không có tiệm cận ngang.

Giâĩ:VBOệ
+ Với m = 0 thì y = 2x + 3 => đồ thị không có tiệm cậi

,, , .  s 2x + 3 2x + 3
+ Với m < 0 thì y = 7 ===== • = -----,

Ta thấy lim + -Ụ  không tổn tại khi m < 0 và lim 

=> Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang khi m < 0,

2x + 3 _ v 2x + 3 _
4 -  = -2, lim —,—1— = 2

X—>+°° X

ĐỒ thị hàm số không có tiệm cận ngang khi m < 0. 
+ Với m > 0 thì:
Ta có:

lim y = lim 7 x = 1
x->-~ V mx2 +1 x

2x + 3 2x + 3 1;_= lim -----, = lim
^  X — >—00

lx lym + ^

2 X _  2 2

I ị ~  v ^ y _  ^
m + á r

là tiệm cận ngang bên trái.

1- 1- 2x + 3 2x + 3lim y = lim ị = lim ----- , = lim
x-»-K>o x~>+co-vxnx  ̂+1 I I Ị 1

2 + -

X Jm + m +
X X

là tiệm cận ngang bên phải. 

=3- Chọn (c).

sBàịlâỊtặộy cho(c): y = f (x) = 

các khẳng định dưới đây? 

(A) 1; (B) 2;

- x 2cosa + 2xsina + l— . Có bao nhiêu khẳng định SAI trong
X + 2

(c) 3; (D)o.

129



(A) Với mọi giá trị của a  thì X = -2 luôn là tiệm cận đứng.

1 .
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cosa ^ 0
< f 71)sin a  + -~

_ 4V J
sin 0C + -“ ^ —-7=

 ̂ 4 J 4v2
(c) Để khoảng cách từ gốc tọa độ đến tiệm cận xiên đạt Max thì a  = arctan 3 + kn.

Gỉải:

+ Xét khẳng định (A):

_ , - x 2cosa + 2xsina  + l ^ _ . ,,Ta có: lim ------------- -—------------ = 0 Va => X —-2 luôn là tiệm cận đứng
x->-2 x + 2

=> Khẳng định (A) là đúng.
+ Xét khẳng định (B):

Ta có: y = f  (x) = -x c o s a  + 2(sina  + cosa) +
l-4 (s in o t + cosa)

X + 2

Đồ thị (c) có tiệm cận xiên o

=» khẳng định (B) là đúng.

+ Xét khẳng định (c):
Với điều kiện (*) ta có:

cosa * 0
l - 4 ( s in a  + co sa )^  0

<=> <
cosa ^  0

< (sin a  + —
. V 4 >

1 (*)
4V2

l - 4 ( s in a  + cosa)
x + 2

cosa + 2 (sina  + cosa))j = lim

=> Tiệm cận xiên của (c) là: (a): y = - X  eos a  + 2 (sin a  + cosa)

Khoảng cách từ gốc tọa độ 0(0; 0) đến TCX: (a): y = -X cosa + 2 (sina  + cosa) là:

w |2 (sin a  + cosa) 2|sinoc + cosa|
d 0;(A )) = i y - "

Veos a  + 1 V2cos a  + sin a

<
(cos2a  + sin2 a )

= Vó

M axd(0;(A)) = V6<=>-~ ,
v v n  v2cosa _L

V2
Khẳng định (c) là sai.

Chỉ có khẳng định (c) là sai.
Chọn A.

Vcos2oc + sin2 oc

sina  1 nr „  ̂ ,— = —T~ = v2 <=> tan a  = 2 <£=> a  = arctan 2 + kTC

II-
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Chú ý: Công thức tính khoảng cách từ điểm M (x0;y0) đến đường thẳng
|ax0 +by0 + c|

(A):ax + by + c = Olà: d(M;A) =
Va2+ b :

Bài tập 27 Cho (c): y = f (x) =
X2 + 2 x - 2  

x ^ ĩ
Giả sử M thuộc (c) sao cho khoảng cách từ M

đến giao điểm của 2 đường tiệm cận là nhỏ nhất. Khi đó, hoành độ của điểm M là: 

1(A) 1 +

(c) 1-

V 2’
1

ị / ĩ ’

, X2 + 2 x - 2

(B) 1 + -Ị=  hoặc 1—
i ỉ ĩ  ị Ị ĩ '

(D) 0 hoặc 2.

Giải:

Ta có: lim------——---- = oo => TCĐ là: X = 1.
X - 1

f  (x) = X + 3 H— -— => lim [f ( x ) ~ ( x  + 3)] = lim—*— = 0 TCXlà: y = x + 3.
X 1 X—»oo X— ỵ  2

Giao điểm A của 2 đường tiệm cận có tọa độ là nghiệm của hệ phương trình:

Ịx = l [x = l  .
ị £=> J =>A(1;4)
|y  = x + 3 ]y = 4 v ;

6 (C) => Khoảng cách từ M đến giao điểm của 2 tiệm cận là:Gọi M

MA = J ( a - l ) 2+ [ ^ ± ^ - 4
V

= J ( a - l )2 +
a - 2 a  + 2 

"ã-ĩ

\2

= J (  a - l ) 2 +

,  -12 
(a -1 )  + l l

J -  = . 2 ( a - ự + .
( a - ự  V ' ( a - i ỵ  

Vậy MA nhỏ nhất bằng V2 V2  + 2 khi:

ChọnB.

, - mx2- ( m 2 + m - l ) x  + m2- m  + 2 ,
Bàitâp 28 1 Cho (Cm): y = ---------------------------------------------- (m 5Ể o). Khoảng cách từ gốc

X ’ XXI

tọa độ đến tiệm cận xiên: 

(A) Không lớn hơn V2 .

(c) Không nhỏ hơn yfĩ.

(B) Bằng yỈ2.

(D) Lớn hơn V2 .
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Giải:

Ta có: y = mx +1 -  m +
X - m

■, vì m ^ 0 nên TCX là: y = mx + 1 -  m.

Khoảng cách từ gốc tọa độ 0(0; 0) đến TCX (mx -  y + 1 - m = 0) là:

|m.O -  0 +1 -  m| |l -m | ^ [ l . l  + (- l) .m ] + ( 1) *[l + m

y jm 2 + ( - l ) 2 Vm2 +1 Vm2 +1 ~~ Vm2 +1

Suy ra khoảng cách từ gốc tọa độ đến tiệm cận xiến không lớn hơn V2

= >/2

Chọn B.
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Thiên đường hoa ở công viên Hitachi Seaside

Công viên Hitachi Seaside là một trong những điểm du lịch "vàng" của đất nước 
Nhật Bản. Với diện tích 3,5ha, nơi đây có rắt nhiêu ngọn đổi, mỗi ngọn đỏi là mỗi 
loại hoa khác nhau, thay phiên khoe sác suốt 4 mùa trong năm. Cồng viên này đặc 
biệt nổi tiếng với hoa nemophilas “ loài hoa năm cánh màu xanh trong suốt Trong 
mùa xuân, hơn 4,5 triệu cây hoa nemophilas xanh sẽ đua nhau nở rộ trong công 
viên tao nên cảnh đẹp "độc nhất vô nhi".



► KHẢO SÁT HẰM SÒ VÀ CÁC DỤNG

d '  KIẾN THỨC TRỌNG TÂM

A. Sơ ĐỔ KHẢO SÁT HÀM s ổ

o  Tập xác định

Tìm tập xác định của hàm số.

0  Sự biên thiên

- Xét chiều biến thiên của hàm số:
+ Tính đạo hàm
+ Tìm các điểm tại đó đạo hàm y = 0 hoặc không xác định.
+ Xét dấu đạo hàm y và suy ra chiểu biến thiên của hàm số.
- Tìm cực trị
- Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có).
- Lập bảng biến thiên (điển các kết quả và bảng biến thiên)

o  Đồ thị

Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị.

Chú ý: 1. Nếu hàm số tuần hoàn với chu kì T thì chỉ cần khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ 
thị trên 1 chu kì, sau đó tịnh tiến đổ thị song song với trục Ox.

2. Nên tính thêm tọa độ một Số điểm, đặc biệt là tọa độ các giao điểm của đồ thị với các 
trục tọa độ.

3. Nên lưu ý đến tính chẵn, lẻ của hàm số và tính đối xứng của đồ thị để vẽ cho chính xác.

4. Điểm uốn của đổ thị

Điểm u  (x0;f  (x0)) được gọi là điểm uốn của của đổ thị hàm số y = f(x) nếu tồn tại 
một khoảng (a; b) chứa điểm x0 sao cho trên một trong hai khoảng (a;x0) và (x0;b) tiếp 
tuyến của đồ thị tại điểm Ư nằm phía trên đồ thị còn trên khoảng kia tiếp tuyến nằm phía 
dưới đồ thị.

Để tìm điểm uốn của đồ thị có thể sử dụng điều khẳng định đã được chứng minh 
sau đây:

Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm cấp hai liên tục trên một khoảng chứa điểm xũ9 f"(xữ) = Q 
và f”(x) đổi dấu khi X qua điểm xữ thì ư ( x ữ\ f  (jc0 )) là một điểm uốn của đồ thị hàm số y = f(x).

h
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* Tìm điểm uốn của đồ thị hàm số f (x) = X3 ”  3x2.

Ta có: f  '(x) = 3x2 - 6 x , f  "(x) = 6x - 6  = o <=> X = 1. Vì f”(x) đổi dấu từ âm sang dương 
khi đi qua điểm X = 1 nên Ư(l;  -2) là điểm uốn của đồ thị hàm số đã cho.

Dễ chứng minh được rằng:

Đồ thị hàm số bậc ba /  (x) = ax' + bx2 + cx + d (a ^  o) luôn có một điểm uốn và điểm 
uốn đó là tâm đối xứng của đồ thị.

CÁC DẠNG BÀI TẬP

DẠNG 1: 
KHẢO SÁT HÀM SỐ BẬC 3 VẦ CÁC ỨNG DỤNG

o  Bàỉ toán:

Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số: (C): y = f  (x) = ax3 + bx2 + cx + d (a * o)

0  Phương pháp:

1 ) Tập xác định: D = R.

2) Sự biến thiên

a) Chiều biến thiên

-Đạohàm: f ’(x) = 3ax2 +2bx + c

=> Hàm số đồng biến, nghịch biến trên các khoảng.

b) Cực trị: Xét phương trình f '(x) = 0 có À' = b2 - 3ac

+ Nếu À ' < 0 thì f ' (x ) không đổi dấu nên hàm số không có cực trị.

Trường hợp 1: a > 0 thì f  '(x) > 0 Vx e R y = f  (x) luôn đổng biến.

Trường hợp 2: a < 0 thì f  '(x) < OVxe R => y = f  (x) luôn nghịch biến.

+ Nếu A ' > 0 thì f  '(x )  = 0 có 2 nghiệm phân biệt Xp x 2 và hàm số đạt cực trị tại Xj, x 2.

c) Giới hạn ở vô cực
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d) Bảng biến thiên
Điển các kết quả ở trên vào bảng.
3) Đổ thị

a) Giao với các trục Ox, Oy
b) Vẽ đồ thị

Chú ý: Lấy thêm các điểm để vẽ đồ thị cho chuẩn.

11) Mega book Chuyên gia Sách luyện thi ''

ĩ m #  CÁC v í DỤ

iWfỉl¥> Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số: y = - X 3 + 3x -  2.

Ẽãll Giải:
1) TXĐ: D = R.
2) Sự biến thiên
- Chiều biến thiên

y' = -3 x 2 + 3. y ’ -  0 <=> “ 3x2 +3 = 0 <=> X2 -1  <=> x = ±l.
>

y ' > 0 <=> ~3x2 + 3 > 0 < = > - 1 < x < 1 = >  hàm số đồng biến trên (-1; 1)

X > 1
X < -1

y '<  0 <=> -3 x 2 + 3 < 0 o

- Cực trị

Hàm số đạt cực tiểu tại X = -1 => ỵCT = -4

Hàm số đạt cực đại tại X = 1 ỵCĐ = 0

- Các giới hạn tại vô cực

hàm số nghịch biến trên (-°°; -

lim y = lim “  X3
X _ » _ o o  x - “» _o o

/ \

- lim y = lim -x 3
X —>+IX5 X —> -H »

- Bảng biến thiên:

, 3 2 1 —  + - ,  X X

= +ÓO

-1 +00

l)u(l;+oo)

y 0 + 0
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3) Đỗ thị

- Các giao điểm của (c) với các trục Ox, Oy
X = - 2

Ta có: - X  + 3x -  2 = 0 £=>
X = 1

A(-2; 0); B(l; 0) là các giao điểm của (c) với trục Ox.

x = 0=>y = -2=> C(0; -2) là giao của (c) với trục Oy.

- Đồ thị

|> Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = f  (x) = X 3 + 3x2 + 3x +1.

Giải:

1) TXĐ: D = ]R.

2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên

y' = 3x2 + 6x + 3 = 3(x2 +2x + l) = 3(x + 1)2; y' = 0 <=> X = 

y ’ > 0 Vx hàm số đồng biến trên M.

- Cực trị

Hàm số không có cực trị

- Các giới hạn tại vô cực
í  o -2 1 \

lim y = lim X3
X-Ỉ~M X-»-«

= - ì

, 3 3 1
1 H---- ỉ- -—7- + Y

X X X

l im y = l im X2
X—»+o° X—>+oo

, 3 3  1
1 +  +  2 +  3X X  X J

~  -Ị-oo

] \
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- Bảng biến thiên:

X -00 -1 +00

+ 0 +

+00

y

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: X3 + 3x2 + 3x + 1 = 0 <=> (x + 1)3 = 0 <=> X = -1 =>  Đồ thị hàm số giao với trục Ox 
tại điểm A(-l; 0)
Khi X = 0 thì y = 1 =* Đổ thị hàm số giao với trục Oỵ tại điểm B(0; 1)
- Đồ thị

^ ^ 3 1  * Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số: y = - X 3 -  2x + 3.

1)T X Đ : D  = R.

2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên
y' = -3 x 2 -  2 < 0 V x = > . y' = 0 <=> X = —1 => hàm số nghịch biến trên H£.

- Cực trị

Hàm số không có cực trị

- Các giới hạn tại vô cực

y ị  I (C)

- » — I
-1 o

V

h
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100% dạng bài hàm số, các bài toán liên quan

(  2 3 ^
lim y = lim -X 3 Ì + —T —-r = -oo

Y —44-00 'xr ~%r ̂
=  —oo

- Bảng biến thiến:

X  - 0 0 +00

y'
-00

y

+00

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oỵ
Ta có: “ X3 -2 x  + 3 = 0 o x  = l đồ thị hàm số giao với trục Ox tại điểm A(l; 0) 
Khi X = 0 thì y = 3 =* Đổ thị hàm số giao với trục Oy tại điểm B(0; 3)
- Đồ thị

ấW!HH ỳ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = 2x3 -  X2.

(C)

■>
X

Gìảỉ:

1) TXĐ: D = R.
2) Sự biến thiên
- Chiều biến thiên
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y '“ 6x2-2 x  = 2 x (3 x - l) ; y' = 0 <=>
X = 0 

1
X =T3

y' > 0
Ị
3 => Hàm số đổng biến trên (-oo; o) u

X < 0

' \
— ;+ o o
3

1
y ' < 0 <=> 0 < X < — => Hàm số nghịch biến trên

- Cực trị

Hàm số đạt cực đại tại X = 0 => yCĐ = 0 

Hàm số đạt cực tiểu tại X = — => yCT = -

0;3V J J

27
- Các giới hạn tại vồ cực

lim y = lim X 

lim y = lim X
X —> + »  X —>+°®

- Bảng biến thiên:

2 -  —
V x /
r 1 \

2 - -
V x /

— -Ị-oo

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: 2x3 - X 2 = o <^> X2 (2x - 1) = 0  <=>

đồ thị hàm số giao với trục Ox tại điểm 
í 1 \

A(0; 0) và B 1
;0

Khi X =  0 th ì  y = 0 =>

đồ thị hàm số giao với trục Oy tại điểm A(0; 0).

- Đồ thị
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iMỄinBẩ » Cho (c): y = f  (x) = —X - X  + m.

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số khi m = —.
3

b) Tìm m để phương trình f (x )  = 0 có 3 nghiệm phân biệt.

„  Gỉải:

a) Với m = -  thì (c): y = f (x) = — X3 -  X2 + m

1) TXĐ: D -  R.

2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên

y' = 2x2 -2 x .

y' =  0 <=> 2 x ( x - l )  = 0 o
X =  0 

X = 1

y ’ > 0 <=>
X > 1

X < 0
Hàm số đồng biến trên (—°°;0) u  (1;+°°)

y '< 0 < = ^0 < x < l= >  Hàm số nghịch biến trên (0; 1)

- Cực trị
1

Hàm số đạt cực đại tại X = 0 => yCĐ = —

Hàm số đạt cực tiểu tại X =  1 => yCT =  0

- Các giới hạn tại vô cực

lim y = lim x:
3 X 3x /

1 1 \

lim y =  lim X
X - * - e o  X —> - °o

- Bảng biến thiên:

2 1 1
----- —4---—r
3 X 3x

3) ĐỔ thị
- Giao với các trục Ox> Oy
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Ta có: —X3 - X 2 + -  = 0 <=> ( x - l ) 2 (2x + l) = 0 <=>

< 1  ̂
2 ỉỌ

X =  1

X =  —
1 => (c) giao với trục Ox tại

các điểm A (l;0);B

Khi X = 0 thì y = — => (c) giao với trục Oy tại điểm cỊV,

- Đỗ thị

1

1Số nghiệm của phương trình (1) là số giao điểm của đường thẳng (D): y = -m  + — 

với đồ thị hàm số (c).
1 1  1

Nhìn vào đổ thị ta thấy (D) cắt (c) tại 3 điểm <=> 0 < -m  + — < — <=>0<m <—.

'y a) Khảo sát và vẽ (c): y = X3 -  3x.

b) Sử dụng đồ thị tìm Min, Max của y = - s in 3 x - 3sin3 X.

Giải:

a) Khảo sát và vẽ (c)
1)TXĐ: D = R.
2) Sự biến thiên
- Chiểu biến thiên

Ta có: y' = 3x2 -3 ;  y' = 0 <=> 3x2 - 3  = 0 <=» X = ±1.

X > 1
y'>0<=>3x -3>0<=> Hàm số đồng biến trên u  (1;+°°)

X < - 1

y' < 0 <=> 3x2 -  3 < 0 < = » -1 < x <1=> Hàm số nghịch biến trên (-1; 1)
- Cực trị

II-
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Hàm số đạt cực đại tại X = -1 => yCĐ = 2. 
Hàm số đạt cực tiểu tại X = 1 => yCT = -2
- Các giới hạn tại vô cực

lim y = lim x:
X - > - o o

lim y = lim x:
X—>+«o X—> + »

1 X2 
V J

\
1-

X
-Ị-o o

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: x3 - 3 x = 0 o x Ị x 2- 3 )  = 0 «

A (0;0);b (>/3;0);C(-V3;0)

X =  0 

X =  ±V3
Đổ thị giao với Ox tại các điểm

Khi X = 0 thì y = 0 => Đồ thị giao với trục Oy tại điểm C(0; 0)
- Đồ thị

b) Ta có: y = -  sin 3x -  3 sin3 X = -3  sin X + 4 sin3 X -  3 sin3 X = sin3 X -  3 sin X. 

Đặt t = s in x ,te  [—ì; 1] => y = f  (t) = t3 - 3 t , t e  [—l;l].

1



Xét hàm số y = f (t) = t3 ~3t trên [-1; 1]

Nhìn vào đồ thị ta thấy Min f ị t) = -2 , khi t = 1 => s inx = 1 X = — + k2ĩt.
7 ¿[-li] v ) 2

M axf (t) = 2, khit = -1 => sinx = -1 <=» X = - —+ k27C.

'► Cho (Cm): y = (m + 3)x3 -3 (m  + 3)x2 ~(6m + l)x  + m + l (m là tham số).

a) Tìm quỹ tích trung điểm I của đoạn thẳng nối các điểm cực đại và cực tiểu của (Cm).

b) Chứng minh rằng (Cm ) luôn đi qua 3 điểm cố định thẳng hàng.

c) Tìm a để đường thẳng X = a cắt (Cm) tại các điểm mà tiếp tuyến tại đó song song với nhau.

¡ g i  Giải:

a) Ta có: y' = 3(m + 3)x2 -6 (m  + 3)x -(6 m  + l)

( c m) CÓCĐ, CT <=̂  <

H) Mega book Chuyên gia Sách luyện thí x

<=> <
À' = 3(m + 3)(9m + 10) > 0

m + 3 * 0

A' = 9 (m + 3)2 + 3 (m + 3)(6m +1) > 0

m < ” 3 
10<=>

m > -

Khi (Cm) có CĐ, CT thì trung điểm I của đoạn thẳng nối CĐ, CT chính là điểm uốn của 

( c m ) (Do đồ thị hàm số bậc 3 nhận điểm uốn làm tâm đối xứng).
Ta có: y" = 6(m + 3)x -6 (m  + 3) = 0<=^x = l ( m ^  “ 3)
Vậy tọa độ điểm I thỏa mãn:

X =  1

y = (m + 3)x3 ~3(m  + 3)x2 -(6 m  + l)x  + m + l 

m < -3  

10m > -----
9

X=1
X — 1

y = -7 m -3  <̂ > «
r 43y < — 

9
m  < - 3 _y>18

10m > — - 
9

- y - 3m = —-----
7

144 h
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(  43 ^Vậy quỹ tích I(x; y) là phần đường thẳng X -  1 bỏ đi đoạn Ijl2 với Ij 1;—  ;I2 (1;18)
l  9 )

b) Phương trình (c  ) được viết về dạng:

(x3 - 3x2 - 6x + l)m  + (3x3 - 9x2 - x  + l - y )  = 0 

Tọa độ điểm cố định là nghiệm của hệ phương trình:

X3 - 3 x 2 -  6x + l  =  0 

3x3 -  9x2 -  x + l - y  = 0

X3 ~3x2 -6 x  + 1 = 0

X3 - 3 x 2 = 6 x - l  

3(x3- 3 x 2) - x  + l = y

y = 3 ( 6 x - l ) - x  + 1
<=> <

Ta có: f  '(x) = 3x2 -  6x “  6 = 0 <=> hàm số f(x) luôn có CĐ và CT và

X3 ” 3x2 -6 x  + l = 0 (1) 

y -  1 7 x -2  (2)

Xét hàm số f  (x ) = X3- 3 x 2 - 6 x  + l

X — 1 — v/3

X = 1 +  y/3

= f  (l -  ^ ) . f  (l + J Ĩ )  = (-7  + 6>/3).(-7 -  6f i )  = 49 -108 = -59 < 0

Vậy (1) luôn có 3 nghiệm phân biệt, chứng tỏ (Cm ) luôn đi qua 3 điểm cố định và (2) 

chứng tỏ 3 điểm cố định ấy nằm trên đường thẳng y = 17x -  2.

c) Ta có: y '(a) = 3(m + 3)a2-6 (m  + 3 )a -(6 m  + l) 

y '(a ) = (3a2 - 6 a - 6 ) m  + (9a2 -18a -6 )  

y '(a ) không phụ thuộc vào m <=̂  3a2 - 6 a - 6  = 0<=>a = l±V3

1 + y/3 ^  các giao điểm của đường thẳng X = a và (Cm ) tiếp tuyến tại 
a = l-> /3

đó song song.

Cụ thể:

+ Khi a = 1 + yfị thì các tiếp tuyến có các hệ số góc là: k = y ' (l + V3 ) = 12 

+ Khi a = 1 -  \Í3 thì các tiếp tuyến có hệ số góc là: k = y ' (l -  V3 ) = 12.
Chú ý: - Đối với hàm số bậc 3 thì hoành độ của điểm uốn là nghiệm của phương trình: 

f"(x ) = 0.
- Đồ thị hàm số bậc 3 nhận điểm uốn làm tâm đối xứng.

O E H  * a) Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số (c): y = X3 -  6x2 + 9x.

b) Tìm m để đường thẳng y = mx giao với (c) tại 3 điểm phân biệt o, A, B. Chứng minh 
rằng trung điểm I của AB nằm trên 1 đường thẳng song song với Oy.

Vậy khi
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<3^1 Giải:
-V

a) Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số
1) TXĐ: D = R.
2) Sự biến thiên
- Chiểu biến thiên

Tacó: y' = 3x2 -12x  + 9 = 3(x2 - 4 x  + 3) = 3 ( x - l ) ( x - 3 ) .  

~x = l 
X =  3

y' = 0 <=> 

y ’>0
X > 3 

X < 1
hàm số đồng biến trên -o°;l u  3;+co

y '< 0< = > l< x< 3= >  hàm số nghịch biến trên (1; 3)
- Cực trị
Hàm số đạt cực đại tại X = 1 => yCĐ = 4.
Hàm số đạt cực tiểu tại X = 3 => yCT = 0
- Các giới hạn tại vô cực

lim y = lim x:
X—>—-oo X-»-<*>

lim y = lim x:
X—n-oo X-->+o°

X ---
X X

' 6  9
x ~ - + 2 X X

-ị-oo

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: X3 -  6x2 +9x = o <=̂>= X X -  3 2 = 0 <=>

0(0; 0); B(3; 0)

Khi X = 0 thì y = 0 =* (c) giao với trục Oy tại điểm 0(0; 0)

- Đổ thị

X =  0

X = 3
(c) giao với Ox tại các điểm

Ih
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—  _/

b) Ta có: (D): y = mx là đường thẳng đi qua 
0 (0; 0).

Nhìn vào đồ thị ta thấy để đường thẳng (D): 
y = mx giao với (c) tại 3 điểm phân biệt A,

B, o  thì 0 < m < 4.
Hoành độ của A, B là nghiệm của phương 

trình:

X 3 - 6 x 2 +9x = mx

y = mx

<=> X ( x 2 -  6x + 9 -  m )  =  0 <£=>
X =  0

X2 -6 x  + 9 - m  = 0

Vì 0(0; 0) nên hoành độ của A và B là nghiệm của phương trình: 

X2 -  6x -f- 9 - m  = 0 =
x a + x b = 6

X A X B = 9 —m

Trung điểm I của AB có hoành độ Xj => Xj = ———  = — = 3 => I thuộc đường thẳng

X = 3 song song với trục Ox.

Chú ý: I là trung điểm của đoạn AB thì

X A + X R 
XT = ~ j L ~z— -  

1 2
= yẠ±YB 

1 2
I V #  BÀI TẬP

©

¡Ịpặ:jỊ Hình nào dưới đây mô tả đổ thị cùa hàm số (c): y = X3 + 5x2 + 7x + 3 ?

(A) (B)
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(D)
Giải:

Hàm số y = f(x) giao với trục Ox tại điểm (-1; 0) nên chọn (c).
Lưu ý: Nên để ý các điểm đặc biệt như điểm cực đại, cực tiểu, giao điểm với các trục tọa 

độ và tính chất của hàm số y = f(x) để chọn đáp án nhanh nhất.

f f lP iiP  Số giao điểm của hai đường cong y = X3 -  X2 -  2x + 2 và y = X2 -  X là:

(A)0; (B) 1; (c) 2; (D) 3.

(§ s ĩ0  Giải:

Phương trình hoành độ giao điểm là:

X3 - X 2 - 2 x  +  2 = X2 -  X <=> X3 - 2 x 2 “ X +  2 =  0 <=> X2 ( x - 2 ) - ( x  - 2 )  =  0

o ( x - 2 ) ( x 2- l )  = 0 «  * 2 2± ỉ-

Vậy hai đường cong giao nhau tại 3 điểm.

=> Chọn (D).

Biết rằng đường thẳng y = 2x + 1 cắt đồ thị hàm số y = X3 + 3x +1 tại điểm duy
nhất M (x0;y0). Tìm y0.

(A) y0 = 0; (B) y0 = 1; (C) y„ = 2; (D) y„=- l .
/

Giải:
'V

Phương trình hoành độ giao điểm là: X3 + 3x +1 = 2x +1

<=>x3 + x = 0<=>x(x2+ l) = 0<=>x = 0=>x0 = 0 = } y 0 = y (x 0) = 2.0 + 1 = 1.
Vậy y0 = l.

=> Chọn (B).

1 1 - - - - - - ------------------------------------------------------------------------
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u m  Khẳng định nào sau đây là SAI vê' hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d(a ^  0)?

(A) Đồ thị hàm của hàm số luôn cắt trục hoành tại ít nhất một điểm.

(B) Nếu phương trình y ’ = 0 có hai nghiệm phân biệt thì đỗ thị của hàm số có 1 điểm 

cực đại» 1 điểm cực tiểu.

(c) Đồ thị của hàm số không có điểm cực trị khi và chỉ khi phương trình y ’ = 0 

vò nghiệm.

(D) Đỗ thị của hàm số nhận điểm có hoành độ là nghiệm của phương trình y " = 0 làm 

tâm đối xứng.

Giải:

Các khẳng định A, B, D đúng.
Khẳng định c  sai. Lấy phản ví dụ như sau: Đổ thị của hàm số y = X3 không có điểm cực 

trị nhưng y ’ = 3x2 = 0 <̂> X = 0
=> Chọn (c).

Để phương trình 4x3 -  3x +1 = m có hai nghiệm phân biệt thì:

(A) m = 0 hoặc m = 2; (B) m > 2;

(c) m < 0; (D) 0 < m < 2,

Giải:
V

Vẽ đồ thị của hàm số y = 4x3 -  3x +1.

Ta có: 4x3 -  3x +1 = m (1) là phương trình hoành độ giao điểm của (c) và đường thẳng 
(D):y = m.

]
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Nhìn vào đồ thị ta thấy:

Khi m > 2 hoặc m < 0 thì (D) giao với (c) tại 1 điểm => Phương trình (1) có 1 nghiệm 

duy nhất.

Khi m = 0 hoặc m = 2 thì (D) giao với (c) tại 2 điểm => Phương trình (1) có 2 nghiệm 

phân biệt.

Khi 0 < m < 2 thì (D) giao với (c) tại 3 điểm => Phương trình (1) có 3 nghiệm phân biệt. 

=> Chọn (A).

Chú ý:
- Số nghiệm của phương trình 4x3 -  3x +1 = m chính là số giao điểm của đổ thị (c) và 

đường thẳng (D): y = m.

- Có thể biện luận số giáo điểm của (c) và (D) bằng bảng biến thiên và không nhất thiết 
phải đi vẽ đồ thị của hàm số (c):

Quan sát bảng biến thiên ta thấy để (c) giao với (D) tại hai điểm phân biệt thì m = 2 hoặc 
m = 0.

I l l l l l l l  Cho (Cm) : y = X3 -3 (m  + l)x 2 + 2(m 2 +4m  + l)x  -4 m (m  + l). Điều kiện của m 

để (Cm) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt có hoành độ > 1 là:

(A) m > ~ ;

(c) me R;

(B) — < m ^  1;
2

(D) Không có giá trị của m. 

Giải:

Xét phương trình: X3 -3 (m  + l)x 2 +2(m 2 +4m  + l)x -4 m (m  + l) = 0 

<̂> ( x - 2 ) [ x 2 -(3 m  + l)x  + 2m(m + l)] = 0

x = 2 

X = 2m 
X = m + 1
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Nâng cao kỹ nâng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

1

Chọn (B).

ỉ tạp 7 Cho hàm số y  = X3 -  6x2 + 9x -  6 có đồ thị (c). Tìm m để đường thẳng (D):

<=>

y = mx -  2m “ 4 cắt đồ thị (c) tại ba điểm phân biệt.

(A) m > “3; (B) m = -3;

(c) m e E; (D) Không có giá trị của m.

l i !  Giải:

Phương trình hoành độ giao điểm là:
X3 - 6x2 + 9 x - 6  = m x - 2 m - 4  <=ỉ> ( x - 2 ) ( x 2 - 4 x  + l - m )  = 0 

X = 2

g(x) = x2 -4 x - t- l -m  = 0 (1)

Để đường thẳng (D) cắt đồ thị (c) tại ba điểm phân biệt thì phương trình (1)

có 2 nghiệm phân biệt khác 2
ÍA = m + 3 > 0 

<=M . . <̂> m > -3.
[g(2) = - m - 3 * 0

=> Chọn (A).

Bài tập 8 Cho đồ thị hàm số (c ): y = x32+ mx + 7x + 3. Điều kiện của m để (Cm) có cặp 
điểm đối xứng qua 0(0; 0) là:

(A) m < 0; (B) m > 0;

(c) m e l ; (D) Không tổn tại giá trị của m.

Giải:

Gọi A và B là 2 điểm thuộc đồ thị và đối xứng nhau qua 0(0; 0)

Giả sử A (a;a3 +m a2 +7a + 3)e (Cm). Vì B đối xứng với A qua 0(0; 0) 

nên B (-a ;-a 3 -  ma2 -7 a  —3).

Vì B e (Cm) nên - a 3 -  ma2 -7 a  —3 = ( -a )3 + m (-a )2 + 7 (-a )  + 3 
<=> ma2 = -3  => m < 0.

Chọn (A).
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GTăngtọc

Bài tập 9 Cho (Cm): y = f  (x) = X3 -3m x2 + 3(m2 - l ) x  - ( m 2 - l ) .

Điều kiện của m để (Cm ) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt có hoành độ > 0 là:

(A) -1 < m < 1; 

(c) m > 1;

(B) < m < 1 + V2;

(D) m e ( l ; ^ ) u ( l  + V3; +00^

Giải:

Để thỏa mãn yêu cẩu của bài toán thì đổ thị 

(Cm ) có dạng như hình vẽ dưới đây:

<=> f '(x )  = 0 có nghiệm Xj < X2 (1) 

thỏa mãn:
f (x ,) f (x 2)< 0 (2 )
0 < X 1< X 2 (3)

f (0 )< 0  (4)

Xét (1):

f ' ( x )  -  3^ x2 -2m x  + ( m 2 =  0 <=> g(x) = X2 - 2mx + ( m 2 - l )  =  0

<=> Xj = m -1  < m +1 = X2

Xét (2): Thực hiện phép chia f(x) cho g(x) ta có: 
f (x) = g(x)(x  - m ) - 2 x  + (m2

Do
g(X 1) = 0 
g ( x 2) = 0

nên <
f  (Xị) = (m2 - l ) ( m - l )  —2Xị = (m - l) (m 2 -3 )  

f (X2) = (m2 - 1)(m - 1 ) -  2X2 = (m + l)(m 2 -  2m - 1)g |A 2 j = u ịị (X2 J = (m - l J ( m - l ) - 2 X 2 =(m

f,Đ.fCT= f ( X 1).f(X 2) = (m2- l) (m ^ -3 ) (m 2- 2 m - l )

Xét(3): Xj > 0 <=> m “  1 > 0 

Xét (4): f  (0) = 1 -m 2 < 0 
m -1  > 0

(m2 -3 )(m 2 0
o  V3 < m < 1 + V2Hệ điều kiện: <

=> Chọn B.

ặBã^ÍTÍT Cho(Cm): y = f  (x) = X3 -3m x2 + 2 m (m -4 )x  + 9m2 -m .

Giá trị của m để (Cm ) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt lập thành một cấp sổ cộng là:

(B) m = 0;(A) m = 0 và m = 1; 

(c) m = 1 và m = 5;

II------------
(D ) m = 1.
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Nâng cao kỹ nãng gim toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm sô] các bài toán lỉm quan

Cách 1:
h ể r ì  Giải:

Điểu kiện cân:

Giả sử (c m ) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt là X j , x2, x3.

Khi đó: X3 -3m x2 + 2 m (m -4 )x  + 9m2 - m  = ( x - x 1) ( x - x 2) ( x - x 3) Vx 

<=> X 3 -3 m x 2 + 2 m (m -4 )x  + 9m2 - m  

=  X 3 -  (Xj +  x 2 +  x 3 ) x 2 +  (X jX 2 +  X 2X 3 +  X3Xj ) x  -  XjX2X3 V x

=> 3m = Xj + x 2 + x 3 = (x j + x 3) + x 2 = 3 x2 <̂ > x 2 = m

_  [m = 0
Thế x2 -  m vào f(x) = 0 => m - m  = 0 <=̂>

[m = 1
Điểu kiện đủ:

+ Với m = 0 thì f  (x ) = X3 <̂ > XL = x 2 = x 3 = 0 =ỳ loại

+ Với m = 1 thì f  (x) = x3 - 3 x 2 -6 x  + 8 = 0 <=> ( x - l ) ( x 2 - 2 x - 8 )  = 0 
<=> Xj = - l ; x 2 = l;x3 = 4  

Vậy m = 1.

Cách 2:

Tacó: y' = 3x2 -6 m x +  2 m (m -4 ),y "  = 6x-6m , 

y" = 0 <=> X = m => Điểm uốn ư (m ;m 2 -m ) .

Điểu kiện cần: Đồ thị (Cm) của hàm số cắt trục hoành tại 3 điểm cách đều nhau
m = 0 
m = 1 

Điểu kiện đủ:
+ Với m = 0 thì y = X3. Khi đó, đồ thị chỉ cắt trục hoành tại 1 điểm duy nhất 
=> m = 0 không thỏa mãn.

+ Vớim = 1 thì y = X3 - 3 x 2 - 6 x  + 8.

Ta có:

Ư e0x<=>m 2- m  = 0<=>

y = 0 <=> X3 - 3 x 2 -6 x  + 8 = 0 <=> ( x - l ) ( x 2 - 2 x -8 )  = 0 <=>
X = —2 

X = 1 

X =  4

X =  1 => Xj + x 3 = 2 x 2.

=> ChọnA.

Chú ý: 3 điểm a, b> c lập thành 1 cấp số cộng thì a + c = 2b. Khái niệm ba điểm lập thành 
một cấp số cộng và ba điểm cách đều nhau là tương đương.
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Bài tập 11 Cho (Cm ): y  = f  (x) = X3 -  (3m + l)x 2 + (5m + 4) -  8. Điều kiện của m để (Cm ) 
cắt Ox tại 3 điểm phân biệt lập thành 1 cấp số nhân là:

Điều kiện cẩn: Giả sử (Cm ) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt là Xj, x2, x3.

Khi đó: X3 - (3 m  + l ) x 2 + (5m + 4 ) x - 8  = 0 có 3 nghiệm là X1>X2,X3,

<=> X3 -(3 m  +  l)x 2 +(5m +  4)x -  8 = (x  - X j) ( x - x 2)(x “  x3) Vx 

<=> X3 ~(3m + l )x 2 +(5m + 4 ) x - 8  

=  X3 — (Xj  + x 2 + x 3) x 2 + ( x ix 2 + X 2X3 +  x 3x j ) x  - X j X 2X3 

8 = XjX2x3 = x23 => x2 = 2.

Thế x2 = 2  vào f(x) = 0 => 4 -  2m = 0 m = 2 
Điểu kiện đủ: Với m = 2 thì

f (x) = X3 - 7 x 2 + 1 4 x -8  = 0 o  ( x - l ) ( x  —2 )(x - 4 )  = 0 <=> Xj = l;x2 = 2;x3 = 4

Vậy m = 2.
Do đó chọn A.

Chú ý: 3 điểm a, b, c ỉập thành 1 cấp số nhân thì b2 = ac.

Đ.về đích

Răi.tập 1$L Tìm số nghiệm của phương trình: 4x3 -  3x = v i - X2.

(A) m = 2; 

(c) m > 2;

(B) m < 2;

(D) m = 2 và m = 7.

V
Giải:

(A) 4; (B) 1; (C) 2; (D) 3.

jg jR  Giải:

Số nghiệm của phương trình: 4x3 — 3x = V l-X 2 

chính là số giao điểm của đường cong (c) yị  1(C)

và đường cong ( c ) :  y = a /Ĩ- x 2.

=> Đồ thị (C) là 1 phần của đường tròn: 

x2 + y2 = l .

Nhìn vào đồ thị ta có (c) giao với (Ơ) tại 3 điểm
M, N ,p

=> phương trình có 3 nghiệm. 

=> Chọn (D).
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Nâng cao kỹ nầng gíảí toán trắc nghiệm 
100% dạng bàí hàm số, các bài toán tiên quan

í Bài tập 13 Cho đồ thị hàm số (c): y = (4 -  x )(l -  x ) \  Gọi A = (c )n  Oy và (D) là đường
thẳng đi qua A với hệ số góc k. Tìm k để (d) n  (c )  tại 3 điểm phân biệt A, B> c.

(A) k = 0;

(B) k > 0;

(c) k < 0;
(D) k e R .

í ễ H  Giải:

Ta có (c) giao với Oỵ tại A(0; 4).

Phương trình đường thẳng (D) đi qua A(0;
4) với hệ số góc k là: y = kx + 4.

Nhìn vào đồ thị ta thấy để (D) (c) tạỉ
3 điểm phân biệt A, B, c  thì đường thẳng (D) 
chạy từ đường thẳng y = 4 đến đường thẳng X = 0

Chọn (c).

k < 0

DẠNG 2:
KHẢO SÁT HẦM TRÙNG PHƯƠNG VÀ CÁC ỨNG DỤNG 

o Bàì toán:

Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số (c): y = f  (x) = ax4 +bx2 + c(a ^ o)

0 Phương pháp

1) Tập xác định: D = M.

2) Sự biến thiên

- Chiều biến thiên 

+ Tính đạo hàm y

+ Giải phương trình y = 0

+ Xét dấu đạo hàm và chỉ ra các khoảng hàm sổ đồng biến, nghịch biến.

- Cực trị

- Các giới hạn tại vô cực

/  b c N
Tìm các giới hạn: lim y = lim X4 a + -

x í 00 X ± o o  'VV
Tùy theo dấu của a suy ra các giới hạn.

a + — +
X X

1
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- Bảng biến thiên

Vẽ bảng và điền các kết quả vào bảng.

3) Đồ thị

- Giao với các trục Ox, Oy

- Vẽ đồ thị

Chú ý: Lấy thêm các điểm đặc biệt để vẽ cho chuẩn.

O C ácvíd ụ

Q E H  * Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của hàm số: y — - X 4 + 2x2 -1

Ị Ị ^ I  Giải:

1) TXĐ: D -  R.

2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên

Tacó: y' = -4 x 3+4x = 4 x ( l - x 2) = 4 x ( l - x ) ( l  + x)

X =  0

X =  ±1

y' > 0 <=> XE (“ °o;—l)u (0 ; l )  Hàm số đổng biến trên (—° ° ;- l)u (0 ;l)

y ' < 0 <=> X G (-l;0)u (l;+°°)= 4>  Hàm số nghịch biến trên ( - l;0 )u ( l;+ ° o )
- Cực trị
Hàm số đạt cực tại X = -1 => yCĐ = 0 và X = 1 => yCĐ = 0 
Hàm số đạt cực tiểu tại X = 0 ==> yCT = -1.
- Các giới hạn tại vô cực

lim y -  lim X
X - > - “  X----ỳ—oo

1 \

lim y = lim X4
X —í+ o o  X —

V
- Bảng biến thiên:

-1  +  —  — —

X X

2 1 ^
X X

-1 +0 0

+

3) Đổ thị
- Giao với các trục Ox, Oy
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100 % dạng bàỉ hàm số,l các bời toán tiên quan

Ta có: - X 4 +2x 2 - 1  = 0  <=> - ( x 2 - l )  = 0 < = > X 2 = 1 < = > X  = ±1 

trục Ox tại các điểm A(-l; 0) và B(-l; 0).

Khix = Othìỵ = -1

Đồ thị (c) giao với trục Oỵ tại điểm C(0; -1).

- Đồ thị

Đổ thị (c) giao với

3
Khảo sát và vẽ đổ thị hàm số: y = X4 + —  X2 + 2.

Giải:
V

1)TXĐ: D = R.
2) Sự biến thiên
- Chiểu biến thiên

.3 3 3 3 (
Ta có: y ’ = 4x + —X => y ' =  0  <=> 4 x  + ^ x  =  0  <£=> X 

5 5
f 3 \

4 x 2 + —
5

4x + -  
5

= 0 o  X = 0

y ’ > 0 <=̂> 4x3 + — X > 0 <£=> X 4x2 + — > 0 < ^ x > 0 = >  Hàm số đổng biến trên 0; +°° 
5 y 5 )
3 (  3 \

y ' < 0 o 4 x 3+ -x <0 <= >x  4x2 + -  < 0 X < 0 ^ H à m  số nghịch biến trên -°o;0
4..: 5 V 5 /- Cực trị 

Hàm số đạt cực tiểu tại X = 0.

- Các giới hạn tại vô cực

lim y = lim x' \  -I----------—

lOx X4

lim y  = lim X
X—>+w X—>+oo

V
- Bảng biến thiên:

1 "I— —r  lOx X4

— —Ị-oo

=  + o o

X -oo 0 +oo

y’ 0 +

y
+oo

N
+ooY
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3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

3
Vì X4 + + 2 > OVx (c) không giao với trục Ox

Khi X = 0 thì y = 2 (c) giao với trục Oy tại điểm A(0; 1)
- Đồ thi

áirtinn» Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = X4 -  6x2 +1.

♦ Ị ♦
Giải:-V

1) TXĐ: D = R.
2) Sự biến thiên
- Chiều biến thiên

Ta có: y' = 4x3 -12x  = )y ' = 0 o  4x(x2 —3) = 0 <=> 

y ’> 0 <=>

X = 0

= + V3

y ’< 0 <=>

Ị_x
v 3  <  X <  0  / Ị — \  /  /— \

=» Hàm số đồng biến trên Ị“ v3;0ju^v3;+ooj

~y¡3
=} Hàm số nghịch biến trên ( -oo; ~ >/3 j

- Cực trị

Hàm số đạt cực tiểu tại X =  - \ ¡3  => yCT = -8; tại X =  V3 => yCT = -8. 
Hàm số đạt cực đạu tại X  = 0 ^  yCĐ = 1.
- Các giới hạn tại vô cực

lim y  = lim  X4
x _ ị-ao

6 1 N 
T  + J ĩv X X

lim y = lim x'
X—»+00 x~»+00

— -|-oo
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- Bảng b iến  thiên:

X -00 - 7 3 0 +00

y' - + - +

y
+00 +00

/

3) Đồ thị

- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: X 4 — 6 x 2 + 1 = 0 <=>
= ± ị y f ĩ  — lỊ

= ± ịy ỉ ĩ  + ìj

A, (72 - 1;0); A2 (-V 2  + l;ũ); A3 ụ ĩ  + 1;0); A4 (-V 2  -1;0)

Khi X = 0 thì y = 1 ^  (c) giao với trục Oy tại điểm B(0; 1).

- Đồ thị

(c) giao với trục Ox tại các điểm

► Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số: y -  -X 4 -  5x2 + 6.

P ễ l  Giải:

1) TXĐ: D = .R.

2) Sự biến thiên
- Chiều biến thiên

Ta có: y' = -4 x 3-lO x = -2 x (2 x 2+ 5 ). 

y' =  0 <=> - 2 x ( 2 x 2 + 5 ) = 0 <=> X = 0.

y '  >  0  —2x(2x2 +  5 )  <=> X <  0  => Hàm số  đồng biến trên
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y '< 0 «  -2 x (2 x 2 +5)<0<=>x>0=> Hàm số nghịch biến trên (0;+oo).
- Cực trị
Hàm số đạt cực đại tạị X  = 0 => yCĐ = 6 
Hàm số không có cực tiểu
- Các giới hạn tại vô cực

lim y  = lim X4 Ị - 1  -  + -^7x Ị x  x

/
lim y = lim x' ------ 2 +  4V X X ,

- Bảng biến thiên:

X -00 0 +00

y' + -

y
-00

sr  6 ^

-00

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy 
Ta có: ~x4 -  5x2 +6 = 0 
<=> X 2 = 1 <̂=> X  = ±1

Đổ thị (c) giao với trục Ox 
tại các điểm A(l; 0) và B(-l; 0)
Khi X  = 0 t h ì  y = 6  =>
đồ thị giao với trục Oy tại điểm C(0; 6)
- Đồ thị (Hình vẽ bên)

¡ẼH> Cho (c): y = (x + l) (x -1 )  .

a) Khảo sát và vẽ đồ thị (c).

b) Biện luận số nghiệm của phương trình: X4 -  2x2 -  2b + 2 = 0.

c) Tìm a để (p): y = ax2 - 3  tiếp xúc với (c). Viết phương trình tiếp tuyến chung tại 
tiếp điểm.

Giải:

Ta có: y = x4- 2 x 2+l,

a) Khảo sát và vẽ (c).

II-



Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bài toán liên quan

1) TXĐ: D = R.

2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên 

Ta có: y' = 4x3 -4 x .

y ' = 0 o  4x3 -  4x = 0 <=> 4x(x2 - l )  = 0 «=>
X  =  0

x = ± ĩ

y ’ >  0  <£=>

y '<  0 £=>

> hàm số đổng biến trên (—l;0 )u  (l;+o°). 

hàm số nghịch biến trên (—°°; -1) u  (0; 1).

- 1 <  X  <  0  

X  >  1 

X  < - 1

0 <  X <  1 =

- Cực trị

Hàm số đạt cực đại tạ X  = 0 => yCĐ = 1.

Hàm số đạt cực tiểu tại X  = 1 => yCT = 0 và X  = -1 => yCT = 0.

- Các giới hạn tại vô cực

lim y = lim x"
X-»-ôo

lim y = lim x'
X —>+03 X —>+oo

/ 1 2 1 ^
1---Y + 4

v  X  X

— -|*co

- Bảng biến thiên:

X -00 -1 +00

0 + 0 0 +
-0 0 +00

0 0

3) Đổ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: y = 0 o  (x + 1)2 (x - 1)2 = 0 <=> X  = ±1

=> (c) giao với trục Ox tại các điểm A(l; 0) và B(-l; 0). 

Khi X =  0 t h ì  y = 1 =»  (c) giao v ớ i  trục Oy tại điểm C(0; 1)
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b) Ta có: X4- 2 x 2-2 b  + 2 = 0<^> x4- 2 x 2 + l = 2b —1:

=> số nghiệm của phương trình bằng số giao điểm của (c) và đường thẳng (D): y = 2b

1
Khi 2b -  1 < 0 <=> b < — thì (D) không giao với (c) phương trình vò nghiệm.

Khi 2b -  1 = 0 b = — thì (D) giao với (c) tại 2 điểm phân biệt 

Phương trình có 2 nghiệm.

Khi 0 < 2b -1  < 1 — < b < 1 thì (D) giao với (c) tại 4 điểm phân biệt

=» Phương trình có 4 nghiệm.

Khi 2 b - l  = l=>b = l thì (D) giao với (c) tại 3 điểm phân biệt 
=> Phương trình có 3 nghiệm.

Khi 2b -1  > 1 <=> b > 1 thì (D) giao với (c) tại 2 điểm phân biệt
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=> Phương trình có 2 nghiệm.

Ịf(x ) = g(x)
c) Để (P) tiếp xúc với (c) thì hệ ị có nghiệm.

Ị f '( x )  = g '(x )

X4 - 2 x 2 + 1 = ax2 “ 3 (l) 

4x3-4 x  = 2ax (2)

(2)<=>x(2x 2 a) -  0 <=>
a = 2x - 2

+ Với X =  0 thay vào (1) = ỳ  1 =  “ 3 =>  loại 

+ Với a = 2x2 -  2 thay vào (1)

=> X4 - 2 x 2 + 1 = (2x2 - 2 ) x 2 -  3 <=» X4 = 4 o x 2 = 2 o x  = ±>/2 . 

=> a = 2.2 — 2 = 2.

+ Với X = 4 Ĩ  => y = 1 => tiếp điểm A^V2;lỊ 

+ Với X = —yfĩ => y = 1 => tiếp điểm b(-V2;1^

Phương trình tiếp tuyến chung tại A (V 2;l) là: 

y  =  f ’^ V 2 ^ x  -  V 2 Ị +  I = 4V 2  (x  -  \Ỉ2 j +  l 

Phương trình tiếp tuyến chung tại B Ị-V 2;l) là: 

y = f  V2 + >/2  ̂+1 = —4V2 + "s/2 j +1

a) Gọi (à ) là tiếp tuyến của (c) tại M với = m.

Chứng minh rằng hoành độ các giao điểm của (A) với (c) là nghiệm của phương trình: 

( x - m ) 2(x2 + 2mx + 3m2 - 6 ) - 0 .
b) Tìm m để (A) cắt (c) tại p, Q phân biệt và khác M.
Tìm quỹ tích trung điểm I của đoạn PQ.

a) Phương trình tiếp tuyến (A) của (c) tại XM = m là:

(à ): y = f '(m ) (x -m )  + f (m) <=> y = (2m3 -6 m j(x - m )  + - m 4 -3 m 2 + — 

Hoành độ các giao điểm của (A) với (c) là nghiệm của phương trình:

- X 4 - 3 x 2 + -  =  (2 m 3 - 6 m ) ( x - m )  +  - m 4 - 3 m 2 + -  

<=> —(x4 -  m4) - 3 ( x 2 -  m2)- (2 m ! -6 m ) (x -m )  = 0

Giải:
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<=> (x -m )[ (x  + m )(x2 + m2) - 6 ( x  + m )-2 (2 m 3 -6 m )J = 0 

<=» (x-m )Ị^x3 +m x2 + Ịm2 - 6 ) x  -m (3 m 2 -6 ) J  = 0 

<=> (x -  m)2 [x 2 + 2mx + 3m2 -  6] = 0

b )T a có  XM,X P,XQ là nghiệm  của phương trình: (x  - m ) 2 [ x 2 + 2m x +  3m 2 - 6 ]  = 0

xM =m
g(x) = X2 + 2mx + 3m2 -  6 = 0 

Vì (A) cắt (c) tại p, Q phân biệt khác M nên g(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt và khác m

A' = 6 - 2m2 > 0 m2 < 3 

m2 ^1
<=ĩ> 1 ^  |a| < V3

g (m )-6 m 2 - 6 ^ 0  

Tìm quỹ tích trung điểm I của PQ:

x i = ị ( x p +  x Q)  =  - a

y ỉ = (2m3 -6 m )(x ] -m )  + —m4 -3 m 2 + — 

—•\f ĩ  < a = - X ỵ  ^ ±1 < a/3

Ta có:

<=> <

yr = (-2 x t3 + 6xI)2xI + ị x *  - 3 x r2 + 1

—V 3 <  Xj ^  + 1  <  y¡3

Yi = “ “ xí +9xf + -  
1 2 1 1 2

7=> Quỹ tích trung điểm I là 1 phần của đồ thị ( c '): y = —-  X4 + 9x2 + “  

với s  < X *± 1< 3 .

¿'►Cho hàm số y = f  (x) = X4 + (m + 3)x3 + 2(m + l)x 2 +5. Chứng minh rằng hàm số 
luồn có cực đại đồng thời XCĐ < 0 với mọi m ^  -1.

|§ g l Giải:

Ta có: f  '(x) = x [4x2 +3(m  + 3)x + 4(m + l)] = x.g(x)
Ta có: Ag = 9m2 -  lOm +17 > 0 Vm nên g(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt Xj, x2.

Theo Định lí Viet ta có:

I-

Xj + x 2 =

XjX, = m + 1

-3 (m  + 3)
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Xét 2 khả năng sau:

fx ,+ x ?< 0 _
1) Nếu m > -1 thH  => Xj < x2 < 0 =» Ta có bảng biến thiên của f(x)

I X ,X J  > 0

f(x)

f(x)

-00 X l x2 0 + G O

0 + 0 +

+00 CĐ +00

CT ^  CT'

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy X CĐ = x 2 < 0 và hàm số có hai điểm cực tiểu.

2) Nếu m < -1 thì X jX 2 < 0= > X J< 0< X 2=> bảng biến thiên của f(x)

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy X CĐ = 0 và hàm số có hai điểm cực tiểu. 

Vậy với Vm ^  -1 hàm số luồn có cực đại đồng thời X CĐ < 0 Đpcm.

C 9  Bài tập

© H i

Bàitâp id Hình nào dưới đây mô tả đồ thị của hàm số y = (2  -  X 2 )  ?
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-]

(C)

X

(C)

X

(c) (D)
Giải:

Hàm số y = f(x) giao vớỉ trục Ox tại các điểm ị± y Ỉ2 ;  0 j nên Chọn (A).

Lưu ý: Có thể quan sát một số điểm đặc biệt của đồ thị hàm số như điểm cực đại, cực 
tiểu, giao điểm với các trục tọa độ, hệ số a = 1 > 0, các tính chất đặc biệt,... để chọn phương 
án đúng nhanh nhất.

2' Hàm số nào dưới đấy có đồ thị được biểu diễn trong hình bên?

Xét hàm số y = X4 -  4x2 +1.

Dễ dàng thấy đồ thị của hàm số này giao với trục Oỵ tại điểm (0; 1) => loại (A).
Xét hàm số y = -X3 + 3x2 -  4.

Vì hệ số a = -1 < 0 nên đồ thị của hàm số này không có dạng như hình vẽ => loại (c). 
Xét hàm số y = - X 2 -  3x + 2.

Đồ thị của hàm số này là 1 parabol không có dạng như hình vẽ => loại (D).

=> Chọn (B).

(A) y = x4 - 4 x 2 +1;

(B) y  = X3 + 3 x 2 “ 4; 

(c) y = -X 3 + 3x2 -4 ; 

(D) y = -X 2 -3 x  + 2.

Giải:

■>X
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B!VữÀi:hfiắng!rìiạỊvật;>

-  x J
Bài tập 3 Cho hàm số y = ---- - có đồ thị (c) thì đồ thị hàm số (C) đối xứng với (c) qua gốc

x + 1
tọa độ o  có phương trình là: 

(A) y = x

(C) y =

x + 2
—X — 1
x + 1

(B) y = 

(D) y =

x + l t
X - 1 ; 

X — 1

x + 1
Giải:

Biểu thức tọa độ của phép đối xứng tâm là: Đ0:

Giả sử M(x; y) e (c). Đ0(M) = M’(x; / ) .
,  ̂ , fx ' = -x  [x = —X'

Khi đó, ta có: < <=$ <
ìy ' = -y  ìy  = -y '

X =  - X

_y' = -y '

TvW x - l  , - x - l  x '+ l x + lVì M (x ;y )e  (c )  nên y = — 7 <=> - y ’ = — —  ̂= ± 7^  => M !e (C '):y  = —
x +  l —x + l  X —1 X — 1

Chọn (B).

J p H |ị ì  Cho (Cm): y = X4 + mx2"  m -  5. Có bao nhiêu điểm cố định của họ đường cong (Cm) ? 

(A)l; (B)2; (c) 0; (D) 3.

P Ẽ fị| Giải:

Ta có: y = X4 +m x2 - m - 5  Vm<=> m (x2 - l )  + x4 - y - 5  = OVm 

X2 -1  = 0 [x = ±l |~x = 1; y = -4
<̂=> ị <=> < „ <̂>

v 4 ^ x ; _ ;  -  f k  U ;  -  Y 4  —  ^  Y  =  - 1  * V  =  - 4x4- y - 5  = 0 <̂ >|y  = x4- 5  

<=>Họ đường cong (Cm ) qua 2 điểm cố định là A(l; -4) và B(-l; -4).

Vậy có 2 điểm cổ định A và B của họ đường cong (Cm).

=> Chọn (B).

ập 5 Cho (Cm): y = f  (x )  = X4 -  2 (m - 1) X2 + m 2 -  3. Để (Cm ) không cắt trục hoành thì: 

(A) m > 2; (B) m <

(C )-V 3 < m < 2 ; (D) m € ^-oo;-^/3^u(2;+oo).

Ẽ s l  Giải:

Để (cm ) không cắt trục hoành thì phương trình X4 -  2 (m -1) X2 + m2 -  3 = 0 (1) vô nghiệm. 

Đặt t = X2 (t > 0) => phương trình (1) trở thành: 12- 2 ( m - l ) t  + m2 - 3  = 0 (2) 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Để phương trình (1) vô nghiệm thì phương trình (2) không có nghiệm t > 0. 
Xảy ra các trường hợp sau đây:

-TRƯỜNGHỢP 1: A' = (tn-l)2-(m2-3)<0<=>4-2m< 0«  ra> 2.

Vậy m cẩn tìm là: m e í-°°;-v3  ju (2 ;+ °°). 

=> Chọn D.

Bài tập 6 ; Biết đ ồ  t h ị  hàm s ố  y = X4 +  b x 2 + c chỉ c ó  một đ i ể m  cực t r ị  l à  điểm có tọa đ ộ  (0;  -1)  

thì b và c thỏa mãn điều kiện:

Để đỗ thị hàm số chỉ có 1 điểm cực trị thì phương trình 2x2 + b = 0 vô nghiệm hoặc có 
duy nhất nghiệm X  = 0 => b > 0

Vì điểm cực trị có tọa độ (0; -1) => c -  -1

Với b > 0,c = -1 thì y = x4 +bx2 - l ,y '  = 2x(2x2 +b) = 0<=»x = 0 

Khi đó, y đổi dấu từ âm sang dương qua điểm X = 0 

=> X = 0 là điểm cực tiểu (điểm cực trị duy nhất).

=> Chọn (B).

Bài tập 7 Cho(Cm): y = X4 -2 (m  + l)x 2 + 2m + l.

Điểu kiện của tham số m để (Cm) cắt Ox tại 4 điểm phân biệt lập thành 1 cấp số cộng là:

(A)m = 4; (B)m = - ^ ;
y

(A) b < 0 và c = “1; 
(c) b > 0 và c > 0;

(B) b > 0 vàc = -1; 
(D) b > 0 và c tùy ý.

Tacó: y ’ = 4x3 + 2bx = 0 <=ỉ> 2xÍ2x2 + b) = 0
v ; 2x +b = 0

Giảỉỉ

Điều kiện cần: Xét phương trình X4 -2 (m  + l)x 2+2m + l = 0 (1) 
Đặt t = X2 > 0; f  (t) = t2 -2 (m  + l) t + 2m + l = 0 (2)
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Yêu cầu của bài toán <=^f(t) = 0 có 2 nghiệm t2 > tị > 0 sao cho (1) có các các nghiệm 
như sơ đồ sau:

*1 *2  x 3 x 4

“7 * 2  - V n  0  - J h  7 * 2

Ta có: x4 - x 3 = x 3 - x 2 = x2 - X j  <=> x4 - x 3 = x3 -  x2

o  yịĩ^ — -̂ Ịtị = ^  A\[̂ 2 = 3 ^  ^  2̂ ~ ^ 0
Khi đó để thỏa mãn yêu cầu của bài toán thì:

í 1
À ’ =  m 2 >  0 , t 2 =  9 t j  >  0  

t1t2 =2m  + l> 0  <£=> {

tj + t2 = 2(m +1) > 0

1

m  >  —
2

t2 =9t,

9t,2 =2m  + l 
5t, = m + 1

m > -

t2 =  9tẵ 

m + 1

<=> <
\2

= 2rrn-l

1
m > - — 

2
t2 =9t, <=>

9 m 2 - 3 2 m - 1 6  =  0

m  =  4  

- 4  

9
m

Điểu kiện đủ:

+ Vớim = 4 thì X4 -1 0 x 2 + 9 = 0 <=»
x2 = l X =  ± 1

+ Vớim = 4 thì X**-10x^ +9 = 0 <=» <í=>
X2 =  9  X =  ± 3

Ta thấy các số -3; -1; 1; 3 lập thành một cấp số cộng với công sai bằng 2 nên m = 4 thỏa mãn
" 2  1 r „ , ____ J_1

w ' :  _ _  4  ^  . 4 1 0  .2 1  + Với m = —-  thì X - — X + — = 0 <=>
X — 1

x > = ỉ °
9

X — ¿1

______ ị _ 1 '
X =  ±  —

3
1 1  , 2Ta thấy các số - 1 ; - — ;1 lập thành một cấp số cộng với công sai bằng —■

4 3 3 3

nên m = thỏa mãn.
9

=> Chọn D.

Bàitâp,8 Có bao nhiêu giá trị của m để phương trình 16x4 -m x 3 + (2m + 17)x2 -m x  + 16 = 0 
co 4 nghiệm phân biệt lập thành 1 cấp số nhân?

(A) 0; (B)l; (c) 2; (D) 3.

Giải:

Điểu kiện cần: Nếu X = a là 1 nghiệm thì a ^  0 và X = — cũng là nghiệm

Giâ sử 4 nghiệm là: a;aq;aq2;aq3 với a ^  0 và |q| > 1 |a| < |aq| < aq < aq
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1 1 1 1  1 1  i -i 
Vì —; —  7 cũng là nghiệm nên aq3 = — => q = —Y= => 4nghiệmlà: a ;a3;a 3;a"

a aq aq aq a ^/a2

Theo Định lý Viet suy ra

1 1
-1

\ _ 1  Ị Ĩ ~
Đặt t = a3 +a 3 > 2 \ a 3.a 3 = 2 =><

a + a J + a 5 + a  = —
16

í T i l  - f_ 2 a + 3 7a 3 + a 3 + l + l + a 3 = ---- -----
16

t3 - 2 t  = —
16

t4_ 3t2 = 2 t-1 5  
16

t4 - 3t2 = 2 (t3 -  2 t)-  — <=> t4 - 2t3 + 4t + — = 0 
v '  16 16

<=> f 3. 5 Y . V2 - 1 Y , . V2 +It - - t - -  
2 2

t — t + = 0 mà t > 2 nên t = — =ỉ> m = 170
2

Điều kiện đủ: Với m = 170 thì 16x4 “ 170x3 +357x2 -17ÖX + 16 = 0

1 1có các nghiệm lập thành cấp số nhân là: — ;2;8
8 2

Vậy có một giá trị m = 170 thỏa mãn đề bài.

=> Chọn B.

Bài tập 9 , Có bao nhiêu khẳng định SAI trong các khẳng định dưới đây về số nghiệm củatập 9, Có bao nhiêu khẳng địn] 
phương trình X2 (x2 -  2 ) = k?

(A) 0; (B)l; (c) 2; (D) 3.

(A) Khi k < -1 thì phương trình không có nghiệm.

(B) Khi k > 0 hoặc k = “1 thì phương trình có 2 nghiệm phân biệt, 

(c) Khi -1 < k < 0 thì phương trình có 4 nghiệm phân biệt.

(D) Khi k = 0 thì phương trình có 3 nghiệm phân biệt.

© '1  Giải:

Ta có:

X2 (x2 -  2 ) = k o  X4 -  2x2 = k (3)

SỔ nghiệm của phương trình (3)

chính bằng số giao điểm của đồ thị (c): y = X4 -  2x:
và đường thẳng y = k.

- Vẽ đồ thị của hàm số (c ì:  y = X4 -  2x2.
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Nhìn vào đồ thị ta thấỵ:

Khi k < -lthì (D) không giao với (c) => phương trình (3) không có nghiệm. 

Khi k = -1 thì (D) giao với (c) tại 2 điểm phân biệt => phương trình (3) 

có 2 nghiệm phân biệt.

Khi -1 < k < 0 thì (D) giao với (c) tại 4 điểm phân biệt phương trình (3) 

có 4 nghiệm phân biệt.

Khi k = 0 thì (D) giao với (c) tại 3 điểm phân biệt :=> phương trình (3) 

có 3 nghiệm phân biệt.

Khi k > 0 thì (D) giao với (c) tại 2 điểm phân biệt => phương trình (3) 

có 2 nghiệm phân biệt.

Vậy tất cả các khẳng định đều đứng, không có khẳng định nào sai.

=> Chọn A.

tại 4 điểm phân biệt trong đó có 1 điểm với hoành độ > 2 và 3 điểm có hoành độ < 1.

Phương trình hoành độ giao điểm của đường thẳng ỵ = -3 và đổ thị (Cm) là:

X4 + 2mx2 + m  = - 3  <=> X4 + 2 m x 2 + m  + 3 = 0 (1)

Để đường thẳng y = -3 cắt (Cm) tại 4 điểm phân biệt trong đó có 1 điểm với hoành độ > 2 
và 3 điểm có hoành độ < 1 thì (1) có 4 nghiệm x1,x 2,x3,x 4 
thỏa mãn: Xj > 2 > 1 > x2 > x3 > x4 (2)

Đặt t = X2 > 0 => phương trình (1) trở thành: g (t) = t2 + 2mt + m + 3 = 0, t > 0. (3) 

Để (1) có 4 nghiệm thỏa mãn (2) thì (3) có 2 nghiệm tj, t2 thỏa mãn: t1 > 4 > l > t 2 >0

~  í  1 19ì  (c) me -3 ;-^ -  ;
y ,

(  r—  19^
(B) m e 1 - V Ĩ 3 ; - ^  ; 

(D) Không có giá trị của m.
V /

À ’ = m2 -  m -  3 > 0 

l.g (4 )< 0

m > 1 + VĨ3 

m < ì — y/Ĩ3

l . g ( l ) < 0

l.g (0 )> 0

^ Ì 9 m  + 19<0 <̂> 1 - VĨ3 < m < ----- .
9

3m + 4 < 0 
m + 3 > 0

=> ChọnB.
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Bàịtập ịế  Cho đồ thị hàm số (c ):y  = f(x )  = x4- x 2+ l. Có bao nhiêu điểm A e Oy mà 
từ đó kẻ được 3 tiếp tuyến đến đồ thị (c)?

(A) 0; (B)l; (C) 2; 

Giải:

(D) 3.

Gọi A(0; b) e Oy. Đường thẳng (D) với hệ sò góc k có phương trình: 

y = kx + b tiếp xúc với (c) <=> Hệ
f  (x) = kx + b

, v có nghiệm
f '(x )  = k

f(x )  = f ’(x)x + b o x 4- x 2+ l = (4x3-2 x )x  + b

<=> 3x4 - X 2 + b - l  =  0  (1)

Để từ A(0; b) kẻ được 3 tiếp tuyến đến đồ thị (c) thì phương trình (1) có 3 nghiệm phần 
biệt =̂> Đường thẳng (s) :  y = 1 -  b cắt (C'): y = 3x4 -  X2 tại 3 điểm phân biệt.
Vẽ đồ thị:

Nhìn vào đồ thị ta thấy để (s): y = 1 -  b cắt (C) tại 3 điểm phấn biệt thì 1 -  b = 0 
<£=> b = 1 => A(0; 1)

Vậy có 1 điểm A(0; 1) thỏa mãn đề bài.

Chọn B.

! Bàitậpl2 Cho (Ca ):y = f(x )  = x4 + ax3 -  (2a + 1) X2 + ax +1. Tìm a để phương trình

f(x) = 0 có 2 nghiệm khác nhau và lớn hơn 1. 

(A) a < -2;

(c) -6 < a < -2;

(B) a < -6 hoặc a > -2; 

(D) a < -6.

Giải:

f  ( x )  = 0 <=> X4 + a x 3 - ( 2 a  + l ) x 2 + a x  + 1 = 0 (1)
Vì X =  0 không phải là nghiệm của (1) nên chia 2 vế của (2) cho X2 ta được:

1 1  /  l W  ÒX2 +  a x - 2 a - l  +  a.—+ —r = 0 <̂> X2 + —r + a x +  “  - 2 a - l  = 0
X  X

í  2 n
/ n

x + 2 + a X +
X . X Ị

h
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Năng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100 % dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

<=>
( ị \ 2
x + —

V x /

+ a. r 1x + —
V x /

- 2 a - 3  = 0

Nhìn vào đồ thị ta thấy để phương trình (2) có 2 nghiệm khác nhau và lớn hơn 1 thì (2) 
có 2 nghiệm tj > t2 > 1

a > ”2 
a < -6  
a

À — ã2 + 4(2a + 3) > 0

S>1
2

<=> <

Chọn D.

>1 ^  a < -6.

- a  -  2 > 0

DẠNG 3:
KHẢO SẤT HÀM PHÂN THỨC: BẬC 1 - BẬC 1 VÀ CÁC ỨNG DỤNG• * • 

C 9  Bài toán: Khảo sát và vẽ (c) : y =  f  ị x)  =  - x +  k với c *  0 và ad -  bc *  0.
v } y w  cx + d

o  Phương pháp



“ Chiều biến thiên 

+ Tính đạo hàm.

+ Tìm điểm đạo hàm không xác định.

+ Xét dấu đạo hàm.

=> Hàm số đồng biến, nghịch biến trên các khoảng.
- Cực trị

Hàm số không có cực trị.

- Tiệm cận

+ Tiệm cận đứng: X =

111 Mega book Chuyên gia Sách, tuyện thí '

- Bảng biến thiên

Vẽ và điền các kết quả vào bảng.

C)ĐÔ thị
- Giao với các trục Ox, Oỵ

- Vẽ đổ thị
Chú ý: Lấy thêm các điểm để vẽ cho chuẩn. 

# h  Các ví du

1)TXĐ: D = R \{-1}.

2) Sự biến thiến

- Chiều biến thiên

y' khòng xác định khi X =  -1 .

y' > OVx & -1 Hàm số đồng biến trên ( - ° ° ;- l)u (- l;+ °o )

- Cực trị
Hàm số đã cho không có cực trị.
- Tiệm cận

lim y = lim 2 x - l  lim — —
x-> -r x + 1

=  —oo

h



Nâng cao kỹ nấng giải toán trắc nghiệm
100 % dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

Do đó, đường thẳng X = -1 là tiệm cận đứng.
1

.. 2 x - l 2 -
= lim —~~  = 2lim y = lim

X—> ± °° x - > ± ° °  V  - ị -  1 x -» ± o ®  1x + 1 i + ±
X

Do đó, đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang.

3) Đồ thị

- Giao với các trục Ox, Oy
_ , 2 x - l _  1Ta có: —-—  = 0 o  X = —

x + 1 2
Đồ thị giao với trục Ox

( 1 ^
tại điểm A ẳ;0V /
Khi X = 0 thì y = -1

=> Đỗ thị giao với trục Oỵ 

tại điểm B(0;-1)

- Đồ thị

ÌTEIBĨ » Khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị hàm số (c ):y  = f(x )  = 3x + 6 
X  - 2

1) TXĐ: D = R \{2}.
2) Sự biến thiên
- Chiều biến thiên

rr , , - 12Ta CÓ: y = .2 •( x - 2 ) ' 

y ’ không xác định khi X  = 2.

y' < OVx ^  2 => Hàm số đồng biến trên (—©°;2)u(2;+oò)

- Cưc trị

175



Hàm số đã cho không có cực trị.
- Tiệm cận

3x + 6 lim y = lim ——— = -oo
x ^ 2  X—»2 X  —  2

3x + 6lim y = lim — — = +00
x -> 2 + X—»2+ X  — 2

Do đó, đường thẳng X = 2 là tiệm cận đứng.

3 + -
lim y = lim = lim ---- ặ- = 3

X— X—»±°o  2  X—»+ « 2 .

X

Do đó, đường thẳng y = 3 là tiệm cận ngang.
- Bảng biến thiên:

IDMegabook Chuyên gia Sách luyện thi

3) Đổ thị
- Giao với các trục Ox, Oỵ

Ta có: + ã == 0 <̂=> X = -2  => Đồ thị giao với trục Ox tại điểm A(-2; 0)
X - 2

Khi X = 0 thì y = -3 => Đổ thị giao với trục Oy tại điểm B(0; -3)

I-



'Ị- í Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm 
100% dang bài hàm số, các bài toán tiên quan

► a) Khảo sát và vẽ (c): y =
3x -1
X - 3

b) Tìm Maxy và Minỵ khi 0 < X < 2.

a) Khảo sát và vẽ (c):
1)TXĐ: D = R\{3}.

2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên 
-8

Giải:

i2 •Ta có: y' =
( x - s y

y không xác định khi X = 3.
y ’ < 0 Vx ^  3 => Hàm số nghịch biến trên (—°°;3) u  (3;+oo).

- Cực trị

Hàm số không có cực trị.

- Tiệm cận

lim y = lim ——- = -o o
x-»3” x-»3" X  — 3

3x — 1lim y = lim ——  = +oo
X—>3+ X. — 3

Do đó, đường thẳng X = 3 là tiệm cận đứng*

3 _ I
lim y = lim ——- = lim ----- — = 3

x-> ±oo X -K t°°  X  —  3  X->±®° 3

X

Do đó đường thẳng y = 3 là tiệm cận ngang.

- Bảng biến thiên:

3) Đồ thị

- Giao với các trục Ox> Oy

rr , 3 x - l _  - _  1Ta có: ——  = 0 <=> X = -
X - 3  3

(c) giao với Ox tại điểm A
3 ;0

] \
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1 _  _ '  1 AKhi X = 0 thì y = — (c) giao với Oy tại điểm B

- Đồ thị v0;lV J

b) Vẽ hình
Nhìn vào đồ thị trên đoạn [0; 2] ta thấy y đạt Max 

tai điểm B và = — khi X = 0
* J ĩ ĩ l o X  ^

ỵ đạt Min tại điểm D, 

trong đó D là giao điểm của (c) 
và đường thẳng X = 2 
=> D(2; -5) và ymin = -5  khi X = 2.

O T H » C h o (C ) : y  =
6x + 5 
3 x -3

. Chứng minh rằng trên

đồ thị (c) tồn tại vô số các cặp tiếp điểm sao cho tiếp 
tuyến tại các cặp điểm này song song với nhau, đồng 
thời tập hợp các đường thẳng nối các cặp tiếp điểm đồng 
qui tại 1 điểm cố định.

Giả sử A
( 6a + 5 Ìa;-
V 3a-3

;B b;
6b + 5

X =  2

--------- D

3b-3 

-33

Giải:

là 2 tiếp điểm trên (c) có các tiếp tuyến song song với nhau 

-33 a = b 
â + b — 2

Vì A khác B nên a + b = 2.

Ih
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Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm 
100% dạng bàihàmsố, các bài toán liên quan

=> Với mỗi điểm A e (c) lại có 1 điểm B £ (c) sao cho XA + XB = 2 mà các tiếp tuyến 
tại A và B song song với nhau.

Gọi I là trung điểm của AB
v = y A + y B 
Y i- 2 .

Tính y, = — 
2

2

V 1 36ab-36 \

2  ̂ 9ab -  9 J

6ã + 5 6b + 5 
3 a -3  3b — 3

’lập hợp các đường thẳng nỗi các cặp tiếp điểm đổng quy tại điểm I

_ 1 3 6 (ab -l)  _ 9 
-  2 ' 4 (a b - l)  ~ 2

o  Bài tập

_ Q .
Ị »  Hình nào dưới đây biểu diễn đổ thị của hàm số (c): y = —---- ?

x -1
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l ẫ i  Giải:

Đồ thị của hàm số y = f(x) có tiệm cận đứng X = 1 nên ta chọn (D).

Lưu ý: Có thể quan sát một số điểm đặc biệt của đồ thị hàm số, giao điểm với các trục tọa 
độ, hoặc các đường tiệm cận, các tính chất đặc biệt,... để chọn phương án đúng nhanh nhất.

|P|¡¡¡|¡§) Các đồ thị của hai hàm số y = f(x )  = 6 - — và y = g(x) = 8x2 tiếp xúc với nhau 
tại điểm M có hoành độ là: x

(B) X = 1;(A) x = -1;

(C) x = 2;

Gỉải:

Hai đồ thị tiếp xúc với nhau t=> Hệ phương trình <

( D ) * 4

f(x )  = g(x )
w  , /  > có nghiệm. 
f  (x) = g '(x )

o  <
3 -  — = 4x2

X

1 = 8x
<=̂> <

\  1 „ .2 3 “ — = 4x 1
X <=>x=—.

8x = 1— r  =  ỒX  ỐX =  1
.X

Vậy hai đồ thị tiếp xúc với nhau tại điểm có hoành độ X = —. 

Chọn (D).

1111111111 Đồ thị hàm số y = ———
3x +1

/  1 1 \

(A) Nhận điểm

(B) Nhận điểm

/
3 ; 3V J  J

? l A - - • 3  
3

làm tâm đối xứng, 

làm tâm đối xứng.

(c) Không có tâm đối xứng.
_  l '

(D) Nhận điểm(D) Nhận điểm — Ị làm tâm đối xứng.
2 )  lítrcrii

l ĩ© -  Giảỉ:

Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là X = và tiệm cận ngang là y = —.

Giao điểm của tiệm cận đứng và tiệm cận ngang là tâm đổi xứng.
(  l n

=> I - - là tâm đổi xứng.
< 3 3 J

=> Chọn (A).

Lưu ý: Tâm đối xứng của (c) là giao điểm của tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của (c).

I h ------------------------------------------------------------------------------------



Ịt\* Nâng cao kỹ nãìig giải toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

ỂW |Ệ; Cho đồ thi hàm số (c): y = —— . Có bao nhiêu tiếp tuyến của (c) đi qua giao điểm
, O. . Ã"  . V  1 + xcủa 2 tiệm cận?

(A) 0; (B) 1;

TXĐ: D = R\{-1}. 

lim y = lim — = -oo
x->-r x-»-r 1 +  X

lim y = lim — = +oo

(C) 2; (D) 3.

x -» - r  x-> -i+ 1 -ị- X

Do đó, đường thẳng X = -1 là tiệm cận đứng.

r  = r  x 1- 1 1
X-ỈĨL y  “  xì™ 1 + X  ~ 1 • Do đó đường thẳng y = 1 là tiệm cận ngang.

—+ 1 
X

Gọi B là giao điểm của 2 đường tiệm cận =Ị> B(-l; 1).

Đường thẳng qua B(-l; 1) với hệ số góc k có phương trình: y  = k(x + 1) + 1 tiếp xúc với (c) 
f  (x) = k(x + 1) + 1 

f ’(x) = k
<=> Hệ

X 1

f  (x) = f '(x )(x  + l) + l

X<=> / 1 ~ l 1 x 2 + x—  = ---- —=-(x + l) + l <=> ■ — hl <=̂ —— = —'— <=> X = x + 2=>
+ l (l + x) x + l x + l  x + l x + l

Vô lí => Không có tiếp tuyến nào với (c) mà đi qua B(-l; l)

^  ChọnA.
3x + 2

Có bao nhiêu điểm trên đồ thị hàm số (c): y = -- có tọa độ nguyên?

(A)l; (B) 2; (C) 3; (D) 4.

w ĩ l  Giải:
V

Ta có: y = + ̂  -  3 + - ^ —e Z o x - 1 e ư (5) = {±l;±5}
X — l x - l  x - l

Lập bảng

X - 1 -5 -1 1 5

X -4 0 1 6

y 2 -2 8 4

Vậy có 4 điểm trên (c) có tọa độ nguyên là: M(-4; 2); N(0; -2); P(l; 8) và Q(6; 4). 

^  Chọn D.
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CTăng íọc

¥̂ÌfỉặjPỂ*ặ Có bao nhiêu điểm M trên đồ thị hàm số (c): y = ĨlLẴ thỏa mãn khoảng cách từ
' - - -  ’ X -  3

M đến tiệm cận đứng bằng khoảng cách từ M đến tiệm cận ngang của (c)?
(A) 1; (B)2; (c) 3; (D) 4.

Giải:

TXĐ: D = M\{3}. 

limy = lim x+  " = -oo
X-»3 x->3 X — 3

X  ~f~ 2  lim y = lim ——  =
x->3; x“ ¡; X -  3

Do đó, đường thẳng X = 3 là tiệm cận đứng.
2

x = l.

, 2
-4-9 —

lim y -  lim ——— = lim
X—>±00 X—»±c® X — 3 X—>±0° „ 3

1 -
X

Do đó đường thẳng y = 1 là tiệm cận ngang.

(c )  => Khoảng cách từ M đến tiệm cận đứng (x = 3) là: |a -  3|Gọi M a ;a + ^ e (c )  Khoảng cách từ M đếi
V )

Khoảng cách từ M đến tiệm cận ngang (y = 1) là:
a + 2
a - 3

-1
a -3

Để khoảng cách từ M đến TCĐ bằng khoảng cách từ M đến TCN thì:

1.-31= 5
-3 |

<=> (a —3)2 = 5 <=> a = ±>/5 + 3 .

Vậy có hai điểm M thỏa mãn điếu kiện của đề bài.

=> ChọnB.

S H Ì } C h o h à m s ỗ y = 2mX + 5Cho hàm số y = ---------- có đổ thị là (c  ), trong đó m là tham số khác 0 và
x  +  m  \

đường thẳng (D): y = 2x - —. Tất cả các giá trị của m để (D) cắt (Cm ) tại hai điểm phân 

biệt A, B có hoành độ XpX2 thỏa mãn Xj2 -9 X j =  8 x 2 là:

(A) m = -5; (B) m = 4;

(c) m = -5 và m = 4; (D) Không có giá trị của m.

Giải:

TXĐ: D =

Hoành độ giao điểm của (D) và (Cm) là nghiệm của phương trình:

Ih-------------------------------------



Nâng cao kỹ nãng giảí toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bài toán liên quan

2mx + 5 
x + m

= 2x -  ì  <=> g (x) = 4x2 -  X -  m -10  = 0, (x 7̂  -m )

(D) cắt (Cm) tại hai điểm phân biệt A và B <=3> g(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác -m

161
A > 0 [l6m + 161>0

<—> ị
g (-m ) ^ 0 [2m2 -  5m ^ 0

m > —
16
Vĩõ (*)

Theo Định lí Viet ta có: <
X, +  x 9 =  — 

1 2 4

x,x2= -
m + 10

Ta có: Xj2 -  9xj =  8 x 2 <=̂> Xj2 -  9Xj = 8  

<=> X j 2 - X j  - 2  = 0 <=>

—  Xi

Xj =  - 1

■Xj = 2

+ Với Xj = — 1 x2 = — => m = — 5 (thỏa mãn (*))
7+ Với Xj = 2 =» x2 = —-  =ỳm  = 4 (thỏa mãn (*))

Vậy m = -5 hoặc m = 4 cẩn tìm.

=> Chọn c .

Chú ý: Đây là bài toán về sự tương giao của đường thẳng và đường cong được giải bằng 
cách sử dụng Định lí Viet.

2x *4" 1Bàitâpi8 Cho đổ thị hàm số (c): y = . Có bao nhiêu phát biểu SAI trong các phát biểu
' ■ x + 1
dưới đây?

(A)l; (B)2; (c) 3; (D) 4.

(A) Đường thẳng y = -X + m luôn cắt (c) tại hai điểm A> B phân biệt.

(B) Đường thẳng y = -X + m cắt (c) tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi m > 1.

(c) Nếu đường thẳng y = - X  + m cắt (c) tại hai điểm phân biệt A, B thì độ dài AB nhỏ 
nhất bằng 2 V2 .

(D) Nếu đường thẳng y = -X + m cắt (c) tại hai điểm phân biệt A, B thì độ dài AB nhỏ 
nhất khi m = 2.

P ẽ l  Giải:

TXĐ: D = R\{-1}.
Phương trình hoành độ giao điểm của đường thẳng (D): y = -X + m với (c) là:

------------------------------- ------------------------------------ -- --------------------------- - m a
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2x +1 2 /̂ 1 \ 1
— — —  -  - X  + m <=> X  + (3 -m )x  + l~ m  = 0 /
x + 1 v ’ j

,2A = (3 -m ) - 4 ( l - m )  = m2-2 m  + 5 = (m -1 ) + 4 > 0 Vm =» (D) và (c) luôn giao

[xA + XB = m -3  
nhau tại 2 điểm phân biệt A và B => \

lxAxB = l~ m

Ta có: A B 2 = (x A -  XB )2 + (y A -  y B )2 = 2 (x A -  XB )2 = 2 [(x A + XB )2 -  4xAxB]

= 2 Í (m -3 )2 - 4 ( l - m ) l  = 2(m2 -2 m  + 5) = 2 r ( m - l ) 2 + 4 ! >2.4 = 8 

==> AB > 2 V2

Vậy AB ngắn nhất bằng 2 V2 khi m = 1.

Vậy các phát biểu (A) và (c) là đúng, (B) và (D) là sai có 2 phát biểu sai.
=* Chọn (A).

Chú ỷ: Công thức tính độ dài đoạn thẳng A B  là: A B  = ^ X A -  X B )2 + ( y A -  y B )2.

Bàỉ tâp 9 T ìm  m  để phương trình: = m  có đúng 2 nghiệm X  e [0;7t].
sinx + 1

(A) 1 < m < 2; (B) 0 < m < 2;
3(c) 1 < m < —; (D ) Không có giá trị của m.

71

^  Giải:
'V

Đặt t = sinx, vì X  € [O; 7t] nên t G  [0; 1].

Với mỗi t E  (0;l) thì cho 2 giá trị của X €  [0;7t] v à  t = 1 thì X  =  t = 0 thì X =  71.

2t + I
Phương trình trở thành: g (t) = — —  = m (1)

t +1

Để phương trình ban đầu có đúng 2 nghiệm  X € [0; 71] thì xảy ra các trường hợp sau đây:

• TRƯỜNG HỢP 1: (1) có nghiệm tj = 0;t2 = 1 => vô lí.

• TRƯỜNG HỢP 2 : Đường thẳng y = m cắt ( c ) : y = tại đúng 1 điểm trên (0; 1)
t + 1

G ọi M  là giao điểm của (c) và T C Đ  (t = 1) => M

3
N hìn  vào đồ thị ta suy ra m  cần tìm  là: 1 < m < —. 

=> C h ọ n  (c).

0 1 ---------------------------- ------
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2x +1
Bàitâp 10 Cho (c): y = — Tìm tất cả các điểm M e (c) để tổng các khoảng cách từ M 
......  x + 1

đến 2 tiệm cận nhỏ nhất.
(A) M(0; 1);

(C) M
r 5  ̂2*-

3V J
và M(-2; 3);

(B) M(-2; 3);

(D) M(0; 1) và M(-2; 3).

2a + nGoi M E (c). Khoảng cách từ M đến tiệm cận đứng (x = -1) là: |a + 1|
a+1 J

Khoảng cách từ M đến tiệm cận ngang (y = 2) là:

Tổng khoảng cách từ M đến 2 tiệm cận là: |a + 1| +

2a + 1 ^ 1
a + 1 ã. +1

1

Tổng khoảng cách ngắn nhất bằng 2 khi |a + 1| = 

Vậy M(0; 1) hoặc M(-2; 3).

> Chọn (D).

a + 1 

1

-  2^|a + l|.
1

a + 1

a + 1

<=> (a + ự  =1 <=>

= 2

a = 0 
a = “ 2

2x + l
Cho đổ thị (c): y = — —  và điểm A(-2; 5). Xác định tất cả các đường thẳng cắt

X 1 1
(c) tại 2 điểm B, c  sao cho ÀABC đểu.

(A). ỵ  = X +  1 v à y  =  X - 5; (B).y = x+1;

(C). y = X -  5; (D). Không có đường thẳng nào thỏa mãn.

Giải:
— V

Hàm sò có TCĐ: X = 1; TCN: y = 2 => Phân giác của góc tạo bởi 2 tiệm cận là:
(1): y = -X + 3

Do A(-2; 5) 6 (1): y = -X + 3 là trục đối xứng của (c)
nên đường thẳng (D) cần tìm phải vuông góc với (1) => (d ) : y = X + m

Xét phương trình:
Ta có: Ag = (m -3 )2 +4(m  + l) = (m -1 )2 + 12 > 0 nên (D) luôn cắt (c) 
tại 2 điểm phân biệt B, c  và do tính đối xứng => ÀABC cân tại A.
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Giả sử

B (x ,;y ,),C (x2;y2)
y, = x ,+ m  
y2 = x 2 + m

BC2 = 2(x, -  x2)2 = 2[(x, + x 2)2 - 4 x ,x 2]

BC2 = 2Í~(m-3)2 +4(m  + l) l = 2(m 2 -2 m  + 13)

Tacó: ÀABC đều

»  BC2 = -  AI2 «• 3 (m2 -  2m +13 ) = (7 -  m)2 <=> m2 + 4m -  5 = 0 <=>
m = 1 
m = -5

2 x - l

(d ,):y  = x + l 

( d 2) : y  = x - 5

=> Chọn (A).

Bài tập 12 Cho đồ thị hàm số (c): y = — —-.Lấy M e (c )  với XM = m. Tiếp tuyến của (c) 
. ? x - 1

tại M cắt các tiệm cận tại A và B. Gọi I là giao điểm của các tiệm cận. Khẳng định nào là 

ĐÚNG trong các khẳng định dưới đây?
(I) M là trung điểm của AB.
(II) Diện tích tam giác IAB không đổi Vm.

(AU; (B).II;
(c). Cả I và II; (D). Không có khẳng định nào đúng.

S í l  Giải:
+ Xét khẳng định I:

I là giao điểm của TCĐ (x = 1) và TCN (y = 2) nên 1(1; 2).

M m; 2 m - l
m -1

(c ). Phương trình tiếp tuyến tại M là:

Hay (D): y  =
- X  2m2 -  2m 

( m - l ) 2 (ip -1 )
'ĩ i • A.' . ẠT . /  \

(m -1)'
2m2 -  2m +1

2

m -1

A là giao điểm của tiếp tuyến (D) với TCĐ (x = 1) => A 1;
2m

m ~ lV 111 A /
B là giao điểm của tiếp tuyến (D) với TCN (y = 2) => B (2m -1; 2)

> M là trung điểm của AB.Ta có
X A + X B =  1 + 2m — 1 = 2m = 2xM

2m 4m -  2 2m -1  -
yA + yB = ^ 7  + 2 = - ^ - r - = = 2yM

m -1 m -1 m -1
Khẳng định I đúng.

I-
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+ Xét khẳng định II:
Vì 2 đường tiệm cận vuông góc với nhau tại I nên

2m
^IAB 2  2 ' I ^ A y i l ' | XB Xl| 2 ’

không đổi. 
Khẳng định II đúng. 
Chọn (C).

m -1
- 2

m -1
. 2 m -2  = 2

DẠNG 4: 
KHẢO SÁT HÀM PHÂN THỨC BẬC 2/ BẬC 1 VẦ CÁC ỨNG DỤNG• « »

C B  Bàỉ toán:

Khảo sát và vẽ đồ thị (c): y = f  (x) “  +bx + c ^
v 7 dx + e

o  Phương pháp

a) TXĐ: D = R \ | - - Ị

b) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên 

+ Tính đạo hàm y’

+ Tìm các điểm tại đó đạo hàm bằng 0 và đạo hàm không xác định.

+ Chỉ ra các khoảng đồng biến, nghịch biến.

- Cực trị

- Tiệm cận

+ Tiệm cận đứng: X = .
d

ax2 H-bx + c , ,----------------- mx + n
ex + d v ;

+ Tiệm cận xiên: lim
X —> 0 0

- Bảng biến thiên

Vẽ bảng và điền các kết quả vào bảng. 

C)ĐỐ thị

- Giao với các trục Ox, Oy

- Vẽ đồ thị

Chú ý: Lấy thếm các điểm để vẽ cho chuẩn.

= 0 => y = mx + n là tiệm cận xiên.

1
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X — 1

o  Cácví dụ

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (c): y = f ( x ) = x 2x + 2

P ẽ -1  Giải:

1) TXĐ: D = R\{1}.
2) Sự biến thiên

- Chiểu biến thiên
X2 - 2 x

yf = ( x - ự

y ' không xác định khi X =  1; y' = 0 o x 2-2 x  = 0 « x ( x - 2 )  = 0<=>

X <c 0
Hàm số đồng biến trên (-°°;0) u  (2;+°°)y ’> 0

X = 0 
X = 2.

X > 2

0<  X <1 
1 <  X < 2

y' < 0 <=>

- Cực trị

Hàm số đạt cực đại tại X = 0 => yCĐ = -2 

Hàm số đạt cực tiểu tại X = 2 => yCT = 2
- Tiệm cận

Hàm số nghịch biến trên (0; l) u  (l; 2)

Ta có
, V X2 - 2 x  + 2 _ ( x - l ) 2 + 1  1

: f  (x) = ------— ----=   —------- = x - l  + — —
v '  X — 1 x -1  x - 1

lim íf ( x ) - ( x - l ) ]  = lim—*— = 0=> TCX: y = X- 1.
X — L  V /  \  X _ ) M  ỵ  ____  2  ‘

. .  , ,  x 2 - 2 x  +  2lim y = lim------- ------= “ OO
X—> r  X-»1 X  —  Ị

.. .. X2 -2 x  + 2lim y = lim  ....... = +oo
u  \ 1 +  ~  v l  +

TCĐ: X =  1.

X -> 1 x̂ 1+ X -1

188 h
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3) Đồ thị
“ Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: X2 -  2x + 2 = (x - 1)2 +1 > 0 nên (c) không giao với Ox 

Khi X = 0 thì y = -2 => (c) giao với Oỵ tại điểm A(0; -2)
- Đồ thị

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (c): y = f (x) =
3x2 -  x + 1

1 -  X

Giải:

1)TXĐ: D = R\{1}.
2) Sự biến thiên

- Chiều biến thiên 

- 3 x 2 +  6 x

y' = - (1 -x )2

y ’ không xác định khix = 1; y ’ = 0 <=> -3 x 2 + 6x = 0 <=̂> —3x(x —2) = 0 <=̂>

y ’ > 0 <=> 0 < X < 2 => Hàm số  đồng biến trên (0 ;l)u ( l;2 ).

X  > 2

X =  0 

X =  2

y ’<0 <=̂
X  <0

Hàm số nghịch biến trên (-oo;0)u  (2;+oo).

- Cực trị
Hàm số  đạt cực đại tại X = 0 => yCĐ = 1. 
Hàm số đạt cực tiểu tại X = -2 => yCT = 5
- Tiệm cận

T ' tí \ _ 3x2_x + 1_ 1 3Ta CÓ: f (x j  = ------- ------= - 3 x - 2  +
1 -  X 1 - x
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lim [f (x )-  (—3x -  2)] = lim - -— = 0 => TCX: y = -3x -  2.

1 - 1 - 3 x  - x  + 1lim y = lim-------  -----= 4-00
X—>r x->r Ị — X

1* 1- 3x2- x  + llim y = lim-------  -----= -oo
X—ỳl+ x - » l+ 2 —  X

TCĐ: X =  1.

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox, Oy

Ta có: 3x2 -  X +1 = 0 vô nghiệm 

nên (c) không giao với Ox 
Khi X = 0 thì y -  1 =>

(c) giao với Oy tại điểm A(0; 1)
- Đồ thị

C E S I>  Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số(c):y = f(x )  =
2x2 +3x - 4  

x + 2

Giải:

1)TXĐ: D “  R \ {-2}.

2) Sự biến thiên

- Chiều biến thiên

_  , , 2 x 2 + 8 x  +  10 2 [ ( x  +  2 ) 2 +  1]Tacó: y ' = - r = - L ---- f - 2— 1
(x + 2) (x + 2y

> OVxe D
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—  —  -i

=^Hàm số đồng biến trên 2 ) u ( —2;+°°).
- Cực trị

Hàm số không có cực trị.

“ Tiệm cận

rp , c í  \  _  2 x 2 + 3 x  - 4  2Ta có: f  (x) = ----------------= 2 x - ỉ -
X  +  2 X + 2

-2
x  + 2

2 x 2 + 3 x - 4  
lim y = lim ----- ——------------=

x^_2- x_>-2- X +  2

.. 2 x 2 +  3x - 4lim y = lim ------- --—----- -= +00
x->-2+ x->-2+ X  +  2

- Bảng biến thiên:

TCĐ: X = -2.

3) Đồ thị
- Giao với các trục Ox> Oy 

Ta có: 2x2 + 3 x -4  = 0<=»x = -3 + V ĨĨ
=>

(c) giao với Ox tại điểm A

và B -3 - V 4 Ĩ

- 3  + \fÃĨ
;0

;0
V

Khi X = 0 thì ỵ  = -2 => (c) giao với Oy tại 
điểm C(0; -2)
- Đổ thị

► Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (c): y = f ( x ) - - x  + 3 +
x -1

Giải:

1)TXĐ: D = R\{1}.
2) Sự biến thiên

191



- Chiểu biến thiên

Ta có: y ' = - 1 ------ ỉ—y  < 0 V G D => Hàm số nghịch biến trên (-°°;1) u  (l;+°o).
( x - l )

- Cực trị

Hàm số không có cực trị.

- Tiệm cận 

Ta có:

UI Mega book Chuyên gia Sách tuyên thí

limrf(x)-(-x + 3)l = Ịim—ỉ—= 0=> TCX:y = 2x- 1.
x _ >ơoL _  \  \  / _ |  X_Ị>t̂  ____Y /

lim y = lim
X-»1 x->r

lim y = lim
x - » l+ x -» l+

—X + 3 + 1

—X + 3 +

x -1  
1  ̂

x -1
=  -|-oa

TCĐ: X =  1.

3) Đồ thị

- Giao với các trục Ox, Oy
™ , 1 Ta có: y  =  —X + 3 + — —  = 0

X - 1

<=> -X2 + 4 x - 2  = 0<̂ =>x = 2±V2=>

(c) giao với Ox tại

điểm A ^2-V 2;0 j và B^2 + a/2;0)

Khi X =  0 thì y =  2

=> (c) giao với Oy tại điểm C(0; 2)

- Đồ thị
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C 9  Bài tập

Khởỉđậrig;

1111$$^ Hình nào dưới đây biểu diễn đồ thị của hàm số (c): y = —— — 7
X 1

(A)

(c)
©^1 Giải: 

- V

(D)

Đồ thị của hàm số có tiệm cận đứng X = 1 và tiệm cận xiên y = X -  2 nên ta Chọn (A).

Lưu ý: Có thể quan sát một số điểm đặc biệt của đồ thị hàm số như các điểm cực đại, cực 
tiểu, giao điểm với các trục tọa độ hoặc các đường tiệm cận, các tính chất đặc biệt,... để chọn 
phương án đúng nhanh nhất.

------------------------------------------------------------------------------------------------------ - i n



Bàitâp 2 Cho y = m^~—̂ mx_+ —ỉ  Điểu kiên của m để f(x) > 0 với Vx e [4; 5] là:
X — 1

(A) m > — ; (B) m > —  ;
42 30

(c) m = 1; (D) ÏÏ1 > 1.

r j l  Giải:
-V

r í \ /V w _ Va rl mx2+3mx + 2m + l - w _ r . _nf (x )> 0  Vxe [4;5] ----—-----> 0  Vxe [4;5]
X — 1

£=> mx2 +3mx + 2 m - l  > 0 Vxe [4;5]<=> m (x2 + 3x + 2 ) > lV xe [4;5 ]

w  1  ____ 1  -I TA  1m > Max—;—  ------ = — . Vậy m > -
xe[4;5] X +  3 x  +  2  3 0  3 0

=> Chọn (B).

..2x2~3x
Bàitập 3' Để ( d ): y = 2mx -  m cắt (C): y = - tại hai điểm phân biệt thuộc hai nhánh

của đổ thị (c) thì:
(A) m < 1; (B) m > 1;

(c) m = 0; (D) m = 1.

Giải:
fKJ

Xét phương trình: 2mx - m  = -  x— — <=̂> g(x) = 2 ( m - l ) x 2 + (3 -5 m )x  + 2m = 0 

Để (D) cắt (c) tại hai điểm phân biệt thuộc hai nhánh của đồ thị (c) thì 

(m - l)g (2 )  = (m - l) ( - 2 ) < 0  <=̂  m > l

=> Chọn (B).

Chú ý: (D ) cắt ( c )  tại hai điểm Xj < x 2 thuộc hai nhánh của đồ thị có tiệm cận đứng 

X = a thì Xj < a < x 2.
, y “L -f'' "I“ 6
Bàitập 4 i Có bao nhiêu cặp điểm thuộc (c): y = ------—----- và đối xứng với nhau qua A(3; 0)?

X " 2

(A) 0; (B) 1; (c) 2; (D) 3.

Ill Mega book Chuyên gia Sáời luyện thỉ "
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Gỉảỉ:
-V

(
Gọi M a; a2 -3 a  + 6 

a - 2
( c ) , N là điểm đối xứng với M qua A(3; 0)

X N = 2xA- x M= 6 - a

y N = 2 y A- y  M =
- a 2 + 3a -  6 

ã-2
Vì N E (c) nên ta có:

- a 2 +3a — 6 _ (6 — a) -3 (6  —a) + 6 - a 2+3a —6
a - 2 ( 6 - a ) - 2 a - 2

a2 -  9a + 24 _ -6a  + 18 
4 - a  ~ 2

— —3 ci +  3

o  - a 2 + 3 a -6  = (-3a + 3 ) (a -2 )  <=» 2a2 -3 a  = 0 ^  a (2 a -3 )  = 0 <=>

+ Với a = 0 thì M(0; -3) và N(6; 3)

a = 0
3.a = — 
2

_ 3 ế + Với a -  T" thì M 2
3  15 V / 9  1 5

;N
, 2 2

Vậy có 2 cặp điểm M, N thỏa mãn đề bài.

=> Chọn (c).

I l l i l l l  Có bao nhiêu điểm M e ( c ) ;  y = x + ^
cận là nhỏ nhất?

(A) 0; (B) 1;

TXĐ: D = R\{2}.

Tacó: y = f (x )  = x + 4 +

x - 2  

(C) 2;

Giải:

để tổng khoảng cách từ M đến 2 tiệm 

(D) 3.

X - 2

lim ( x ) - ( x  + 4)1 = lim — — = 0 => TCX: y = X + 4
X->±°°L -I x -> ± » ỵ_2

1* 1- x 2 + 2 x - 5lim y = lim ------- —----
x~>2- x-»2 X — 2

X2 + 2x -  5 lim y = lim -------------- = +00

TCĐ: X = 3.

X—>2 x^2+ X -  2
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Gọi M a; a2 + 2a -  5 
a - 2

e (C ).

Khoảng cách từ M đến TCĐ (x — 2) là: |a -  2|

a2 + 2a -  5 .a ------ ---------+ 4
Khoảng cách từ M đến TCX (y = X + 4) là: a ~2 _ 3

Ạ 2 + ( - l f  V2 |a-2 |

Tổng khoảng cách từ M đến 2 tiêm cân là: |a -2 | + —¡=7̂ ----->2. /|a — 2| ■—7=-—----- = í í ĩ ĩ .
1 1 V 2 |a -2 | Y  1 V 2 |a-2 |

D ấu“=” xảyra o | a - 2 |  = -ì=-^---- -<=>|a-2|2 =-ỉ=<=>a = 2 ± d —
v2 a —2 v2 V 2

M,

M,

[9 /9 /22 + i4- ; .4-+ 3 ,4 -  + 6
V 2 V 2 V 9

V

^  ,Í9 [9 - ¡2 ^2 -  4 -~;-ýh- - 3 f  — + 6
V2 V 2 V 9

có tất cả 2 điểm M thỏa mãn đề bài.

V /
Do đó chọn (c).

fllllf|it Cho đồ thị hàm số (c): y = 
tiếp tuyến bất kì bằng:

(A) 2 đvdt;

(c) 1 đvtt;

X -3 x  + 3 
x ^ ĩ

. Diện tích tam giác tạo bởi 2 tiệm cận và

(B) 4 đvdt;

(D) Thay đổi.

Giải:

TXĐ: D = R\{1}.

I - P  ,  r  /  \  X2 —3x + 3 _ 1Ta có: y = f  (x) = ------—----- = X -  2 +
X -  ỉ x -1

lim [f (x ) -  (x -  2 )] = lim—ỉ — = 0 => TCX: y = X -  2
 ̂  ̂ X 1

1; x3-3 x  + 3lim y = lim-------—----- = —00
X-»1 x-»r X — 1
.. 1: x 3 - 3 x  +  3limy = lim------ :-----= +00

(
TCĐ: X = 1. Gọi M a; a2 -3 a  + 3 

a -1
(C).

x -* l x^ 1+ X - 1

Tiếp tuyến tại điểm M có phương trình là: (t): y = —----+ -
(a -1 )  a -1

Gọi I là giao điểm của TCĐ (x  = 1) và TCX (y = X - 2) => 1(1; -1)
Gọi B, c lần lượt là các giao điểm của tiếp tuyến (t) với TCĐ và TCX
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B 1;

3 - a

a -1

3 - a
a -1

+ 1

;C (2 a - l ;2 a -3 )  => BC -  J ( 2 a - l - l ) 2 + 2a - 3  -
V

3 - a
a -1

= IB

; IC = i J ( 2 a - l - l ) 2 + (2 a -3  + l)2 = 2 ^ | a - l |

TCĐ (x =  1) và TCX (y = X  -  2) tạo với nhau 1 góc không đổi bằng 45° nên

S]BC =ìlB .IC .sinBĨC  = - . r ^ - ĩ. 2 ^ | a - l | . —  = 2 (khôngđổi).
2 2 a — 1 2

Chọn (A).
mx2 + 3mx + 2m + l

X  — 1
i §  cho(cm):y =
trị của m bằng:

(A) m = 1;
(c) m = 2;

_ . 6m + lTa có: y = mx + 4m + ———  =>
X - 1

. Để đỗ thị (cm ) có TCX đi qua A(l; 5) thì giá

(B) m = 5;
(D) Không có giá trị của m.

Giải:

ím ^O
Đê hàm số có tiêm cân xiên thì  ̂ <=> <

6m + 1 ^ 0
1 (1) => TCX: y = mx + 4m.

m /
6

Để TCX đi qua A(l; 5) thì 5 = m.l + 4m ^  m = 1 thỏa mãn (1)

Chọn (A).

Tìm k để phương trình

(A) k > 2 + 2-\Í2;

(C) k = 2 -2 ^ 2 ;

X  + 1

X  — 1
= k có 4 nghiệm phân biệt.

(B) k = 2 + 2^2;

(D) 2 - 2 V2  < k < 2  + 2^2.
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XCT =  1 — V 2  =» y CT = 2 V2  -  2

=> Khi k = 2 V2 -  2 thì có 1 giao điểm => Phương trình có 1 nghiệm 

Khi 2 V2  -  2 < k < 2 + 24 Ĩ  thì có 2 giao điểm => Phương trình có 2 nghiệm 

Khi k = 2 + 2\Í2 thì có 3 giao điểm => Phương trình có 3 nghiệm 

Khi k > 2 + 2 V2 thì có 4 giao điểm => Phương trình có 4 nghiệm 
=> Chọn (A).

x2+ lChú ý: Số nghiệm của phương trình

X2 +1
X - 1

= k chính là số giao điểm của đường cong

y = X — 1
với đường thẳng y = k.

Bài tập 9 Tìm m đ ể  phương trình: sin X +  cos X +  — 

= m +1 vô nghiệm.

(A) m < 2  + 2V2; (B) ĩ x i < 2 a/ 2 ;

f 1 1 ^tan X + cot X + ---------1---------
sin X cos X

(C) m > 2-JĨ; (D) m > 2 + 2yỈ2.

.  1 '
sin X +  cos X +  —

2 V

i© 'J  Giải:

1 1 'ì . 
tan X +  c o tx + ------- + --------  =  m  +1

1<=> sin X + cos X +  _ 
2

sin X cos X /

sin 2 X + co s2x sin X +  COS X--------------------1-----------------
cos X sin X cos X sin X

= m + 1

, . x l +  (s in x  +  c o sx )
<=> (sinx + cosxÌH----- -— ---------- - = m + l (*)

2 sin X cos X
Đặt t = sinx + cosx,

te (l;V 2 ;jV x 6  0; —
V 2 )

2 s in x c o s x  = t 2 - 1

Khi đó (*)<=> t + —í— = m + 1 <=» f  (t)

— tH-lH------ = m + 2 với te  (l;V 2j

Nhìn vào đô thị ta có kết quả biện luận 

số nghiêm  X e  I 0;—
[ 2 )

I h ----------------------------------------------
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—  —

Nếu m + 2 > 2 ( l  + V 2 )o m > 2 V 2  thì(*)

=> Chọn (B).

Ể ^ D . V ề  đ íc h  ..

Tìm số K lớn nhất để bất phương trình sau được nghiệm đúng với mọi x: 

K (|sin x| + |cos x| + 1) < |sin 2x| + |sin x| + |cos xị + 2.

(A) K Max = 1; (B) K-Max ”  ~ự2 ĩ  ’

(C )K Max= | ; (D )K Max= ị .

Ẽ j  Giải:

Đặt t = |sin x| + |cos x| => t2 = 1 + |sin 2x| => 1 < t < V2 

Vậy bất phương trình đã cho trô thành:

K (t + l ) < t 2+ t + l - ị2 + t + ỉ

l< t< V 2

K <
t + 1

1 < t < V2

Khi t e Ị̂ l; V2  J thì hàm số f  (t) = *- + *+— đồng biến

Do đó f ( t ) > f ( l )  = - V te [ l ;V 2 ]  

V ậ y K < f( t)V tS [ l ; V 2 ] « K < |  =^K Max= |
=> Chon (CÌ.Chọn (c).

Bàỉtập i l  Tìm m để phương trình

(A) m = -7;

(C) m < -7;

-X  + X — 2 = m có 6 nghiệm.
|x |-2

(B) -7 < m < -1; 

(D) m > -1.

Giải:

Xét F (x ) =
- X  +  |x|- 2  

lx l — 2

F(x) là hàm sổ chẵn nên đồ thị của nó đối xứng qua Oy.
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+ Xét x — 0 thì F (x ) = “ X + X - 2

+ 0 < x < 2  thì F (x ) =

|x - 2 |
- X2 + X - 2

X - 2

-X + X - 2  
X - 2

+ X  > 0 thì F (x )

Từ đây suy ra:

+ X > 0 thì (c )  = (c) là đồ thị của hàm số f  (x) = - X — x——,
X 2

_I_ 0 < X < 2 thì (C’) được suy ra từ (c) bằng cách lấy đối xứng qua Ox 

Từ đây suy ra (C) như hình dưới đây:

Phương trình (*) là phương trình hoành độ 

giao điểm của (ơ ) và đường thẳng (D): 

y = m. Vậy căn cứ vào đồ thị (ơ)> ta có kết quả:

+ m> -1 thì (*) vô nghiệm 

+ m = -1 thì (*) có 1 nghiệm X = 0 

+ -7 < m < -1 thì (*) có 2 nghiệm 

+ m = -7 thì (*) có 4 nghiệm 

+ m < -7 thì (*) có 6 nghiệm 

=> Chọn (c).

Chú ý: Hàm số chẵn có đồ thị đối xứng qua trục Oy, hàm số lẻ có đồ thị đối xứng qua 
trục Ox.

.ẸàịỊệ|:ÌvÌ:i Cho hàm số y = f (x) = x + x  + *
x + 1

(c). Tìm trên mỗi nhánh của (c) 1 điểm sao

cho khoảng cách giữa 2 điểm ấy nhỏ nhất.

1
(A) x1>2 = ±

(C) x ls2= ±

(B) X1>2=1±

(D) xu = - l ±
¡¡ ì'

Giải:

Thực hiện phép đổi trục (Oxy)TT ̂ Ol)(lXY) với I(-l; -1). 

'x  = X - l
Công thức đổi trục:

y = Y - l '
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Xét M, X ,;X ,+ —  
X,

/
và M- X ,:X ,+-

X,
với Xj < 0;X2 > 0 thì Mj,M-

là 2 điểm thuộc 2 nhánh của (c).

Ta có: MtM22 ( x , - x 2) + J ____Ị_
X, X,

V 1 2

2 -

2 1
X ^ + X,2X2 v  2

2

Ta có: (x2 -  X, )2 = x22 + Xj2 -  2x^2 > 

Đẳng thức xảy ra o  x2 = -Xj > 0

Vậy M ,M /> -4x,xj 2 -
2 __ Ị_

x ,x 2 X,2X2 v  ? 
2

M,M22 > -8X ,X 2+ 8 -

Hay M1M22 >8 + 4 

Mà

x ,x :

+ 2(-2X jX2)
[-X ,X 2

l _  + (-2X,X2)>2V2
1 2

Vậy M,M22 > 8 + 8^2 »  M,M2 > ^8 + 8^2

Dãu = xay ra <=>
x 1=- x 2 

1
X,X;

«•X , = — Ị=;X, = 4 =  
= 2X,X2 1 ị í ỉ  ịÍ2

Vậy trong mp (IXY) các điểm thỏa mãn yêu cầu bài toán nằm trên (c) có hoành độ 

x12——1 ±~j=r và MinMjM2 = + 8^2 => Chọn (D).

Chú ý: Bằng cách thực hiện phép đổi trục có thể đưa bài toán phức tạp vê' bài toán đơn 
giản hơn.



< in  Mega book Chuyên gia Sách tuyện thí

MỤC LỤC■ ■

vấn đề 1: 
TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ

I. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM 7

II. CÁC DẠNG BÀI TẬP 8

*  DẠNG 1: XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÃM số  VÀ ỨNG DỤNG CỦA TÍNH ĐƠN ĐIỆU VÀO VIỆC G IÀ I. . .  8

*  DẠNG 2: TIM ĐIẼU KIỆN CỬA THAM sô ĐỂ HÀM số ĐƠN ĐIỆU 23

Vấn đề 2: 
GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẨTCỦA HÀM SỐ

I. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM 38

II. CÁC DẠNG BÀI TẬP 38

*  DẠNG: TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GlA TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM số  TRÊN MỘT KHOẢNG D CHO TRƯỚC 38

Vấn để 3: cực TRỊ HÀM SỐ

I. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM 57

II. CÁC DẠNG BÀI TẬP 60

*  DẠNG 1: Sự TỔN TẠI cực TRỊ VÀ CÁC BÀI TOẮN LIÊN QUAN 60

’ ’ ’ _ ' ....  vấn đề 4:  ̂ __________
TIẾP TUYẾN CỦA ĐỔ THỊ HÀM SỐ

I. KIẾN THỮC TRỌNG TÂM 84

II. CẤC DẠNG BÀI TẬP 85

*  DẠNG 1: V IÍT  PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN TẠ11 ĐIỂM THUỘC Đố THỊ 85

DẠNG 2 : VIẾT PHƯƠNG TRlNH TIẾP TUYẾN THEO HỆ SỐ GỐC CHO TRƯỚC 97

DẠNG ỉ :  VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN ĐI QUAI ĐIỂM CHO TRƯỚC 102

Vấn để 5: 
TIỆM CẬN CỦA ĐƯỜNG CONG

I. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM 114

202 h



r---

p p f f i Nâng cao kỹ nâng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bed hàm sô' các bài toán tiên quan

II. CẢC DẠNG BÀI TẬP 115

❖ DẠNG: TÌM TIỆM CẬN CỦA HÀM SỐ VÀTlM ĐIỂU KIỆN CỦA THAM SỔ 115

Vấn để 6: 
KHẢO SÁT HÀM số và CAC ứng dụng

I. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM 134

II. CẮC DẠNG BẢI TẬP 135

DẠNG 1 : KHẢO SÁT HÀM số  BẬC 3 VA CÂC ỨNG DỤNG 135

III. CẮC VI DỤ 136

IV. BÀI TẬP 147

❖ DẠNG 2 : KHẢO SÁT h à m  tr ù n g  ph ư ơ n g  v à  các  ứ n g  d ụ n g  1 Ỉ Ỉ

❖ DẠNG 3: KHÂO SÄT HAMPHAN THỨC: BẬC 1 - BẬC IVACAC ỨNG DỤNG 173

❖ DẠNG 4: KHÂO SÁT HÀM PHÂN THỨC BẬC 2/ BẬC 1 VÀ CÁC ỨNG DỤNG 187

\ 203



HI Mega book Chuyên gia Sách tuyện thi s

HÀNH TRÌNH GHI NHỚ CÔNG THỨC TOÁN CỦA EM

STT Công thức STT Công thức

i

204 h



MÀ» x »§MmwMW? , Nâng cao kỹ năng giải toán trắc nghiệm
100% dạng bài hàm số, các bài toán tiên quan

HÀNH TRÌNH GHI NHỚ CÔNG THỨC TOÁN CỦA EM
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