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LÒI MỞ ĐẦU
Trong năm học 2014 - 2105, Bộ giáo dục đã đổi mới thi cử nhập hai kì thi 

Tốt nghiệp THPT và kì thi tuyển sinh Đại học - Cao đẳng thành một kì thi. Sử 
dụng kết quả của kì thi để xét Tốt nghiệp THPT và làm dữ liệu để xét tuyển 
vào các trưÒTig Đại học - Cao đẳng. Một ki thi với hai mục đích nên đề thi có 
tính phân loại cao. Do đó, việc ôn tập theo cấu trúc đề thi mới gây nhiều khó 
khàn cho các em học sinh. Nhằm chia sẻ những khó khăn đó và góp phần vào 
việc ôn tập được hiệu quả hon, chúng tôi biên soạn bộ sách ‘Từi liệu ôn thi 
THPT Quốc gia môn Toán” gồm hai tập. Cuốn sách các bạn đang cầm trên 
tay là cuốn thứ 1 gồm 6 chưoTig và một số đề thi mẫu. Cụ thể:

Chương 1: Hàm số và các vấn đề liên quan 
Chương 2: Phưong trình lượng giác
Chương 3: PhưoTig trình, bất phương trình, hệ phương trình 
Chương 4: Phương trình, bất phương trình, hệ phương trình mũ và 

logarit
Chương 5: Tích phân và ứng dụng.

Trong mỗi chưoTig, chúng tôi phân chia theo các chủ đề trọng điểm. 
Trong mỗi chuyên đề được chia làm 3 phần:

- Phần 1: Tóm tắt lí thuyết: Trong phần này, chúng tôi hệ thống lại một 
số kiến thức cần thiết liên quan đến chuyên đề và phưong pháp giải dạng 
toán thuộc chuyên đề đó.

- Phần 2: Các ví dụ minh họa: Trong phần này, chúng tôi chia làm hai 
phần gồm: Các ví dụ cơ bản dành cho mức độ nhận biết, thông hiểu để đáp 
ứng phần điểm xét thi tốt nghiệp trong đề thi. Phần thứ hai là các ví dụ phân 
loại dành cho mức độ vận dụng và vận dụng cao để đáp ứng phần điểm để 
xét tuyển vào các trường đại học - cao đẳng.

- Phần 3: Bài tập vận dụng: Phần này chúng tôi đưa ra hệ thống bài tập 
được sắp xếp từ dễ đến khó để bạn đọc có thể ôn tập lại và rèn luyện thêm kĩ 
năng giải toán thuộc chuyên đề đó. Phần hướng dẫn các bài tập này được 
chúng tôi đưa ra ngay sau để giúp các bạn đối chiếu với kết quả của mình. 
Cuối cùng, chúng tôi giói thiệu 4 đề thi và đáp án theo cấu trúc mới, nhằm 
giúp các em học sinh làm quen với dạng đề thi sắp tới.

Mặc dù đã dành nhiều thòi gian và tâm huyết cho cuốn sách, dù vậy sai 
sót là điều khó tránh khỏi. Mong nhận đưọc sự góp ý cùa bạrí đọc để cuốn 
sách được hoàn thiện hơn trong những lần tái bản.

Mọi đóng góp xin gỏi về:
* Trung tâm sách Giáo dục Alpha

ĐT: 0862676463, email: alphabookcenter@yahoo.com,
* Công ti An Pha VN

50 Nguyễn Văn Săng, Q. Tân Phú, Tp. HCM
Điện thoại: 08.38547464
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CHƯƠNG 1. HÀM Sỏ VÁ CÁC VẤN ĐÉ LIỀN QUAN

Chuyên đê 1.
Tính đơn điệu của hàm sô' y == ax̂  + bx̂  + cx + d,a ̂  0

I. Tóm tắt lí thuyết_______________________________________________
Ta có y ' = 3ax^ + 2bx + c .
• Hàm số đồng biến trên R khi và chỉ khi

a > 0
y ’>OVxeR<í=>

A ' = -  3ac < 0
• Hàm số nghịch biến trên R khi và chỉ khi

a < 0
y'<OVxỄK<=>

A' = b^ - 3 a c < 0
• Hàm số đồng biến trên khoảng (a;3) khi và chỉ khi y ' > 0 Vx G (a;0).
• Hàm số nghịch biến trên khoảng (a;(3) khi và chỉ khi y ' < 0 Vx G (a;3).

Cho tam thức f(x) = ax^ + bx + c,a 0. Khi đó, để giải quyết bài toán 
f(x) > 0 (< 0) Vx G (a;3) (1) ta có các cách sau:
Cách 1: Nếu biến đổi (1) về dạng: h(x) > g(m) (hoặc h(x) < g(m)).

Khi đó (1) đúng khi và chỉ khi g(m)<minh(x) hoăc g(m) > maxh(x)
10̂:3] [a;3]

(Với điều kiện tồn tại minh(x) và maxh(x)).
Ịa:3]

Cách 2: Neu chúng ta không cô lập được tham số m thì ta dùng dấu tam 
thức bậc hai để giải quyết.

II. Các ví dụ minh họa
ỉ. Các ví dụ mẫu CO' bản
Ví dụ 1. Tìm m để hàm số

1) y = x^ -  3mx^ + 3(m + 2)x + 'l đồng biến trên E .

2) y = -2x^ + 6(m + l)x^ + 6(m -  l)x + 1 nghịch biến trên K .
Lời giải

1) TXĐ: D = R.
Ta có y ' = 3(x^ -  2mx + m + 2).
Hàm số đồng biến trên R khi và chỉ khi y ' > 0 Vx G R

Hay x^ -  2mx + m + 2 > 0 V x G K o A '  = m̂  
Vậy - l < m < 2  là những giá trị cần tìm.

m 2 < 0 <=>-1 < m < 2.

TI-5



2) TXĐ: D = R .
Ta có y ’ = - 6  -  2(m + l)x -  m + 1 .

Hàm số nghịch biến trên R khi và chỉ khi y' < 0 Vx e R

Hay x^ -  2(m + l ) x - m  + l>OVxeR<=>A'  = m^+ 3ra < 0 < ^ - 3 < m < 0 .  
Vậy -3  < m < 0 là những giá trị cần tìm.

Ví dụ 2. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm sổ
__ 3

1) y = —^  -  (3m -  l)x^ + (m + 3)x + 2m đồng biến trên R .
3

2) y = (m -  l)x^ -  3(m -  l)x^ + 3(2m -  3)x + m nghịch biến trên R .
Lời giải

1) TXĐ: D = K.
Ta có y ' = mx^ -  2(3m -  l)x + m + 3 .

3• m = 0 , khi đó y ' = 2x + 3>0- í = >x>- —.
2

Do đó m = 0 không thỏa bài toán.
• m 0 , khi đó hàm số đồng biến trên IR khi và chỉ khi y ' > 0 Vx e R 
Hay mx^ — 2(3m -  l)x + m + 3 > 0 V x e R

a = m > 0

A ' = (3m — 1)  ̂ — m(m + 3) < 0

m > 0

8m^ — 9m + 1 < 0 8
o  — < m < 1.

Vậy -  < ra < 1 là những giá trị cần tìm.

2) TXĐ: D = R .
Ta có y ' = 3[(m -  l)x^ -  2(m -  l)x + 2m -  3] .
• m = 1, khi đó y ' = -3  < 0 Vx e R , suy ra hàm số nghịch biến trên R 
Do đó, m = 1 thỏa mãn bài toán.
• m 1, khi đó hàm số nghịch biến trên R khi và chi khi y ’ < 0 Vx e R 

Hay (m -  l)x^ -  2(m -  l)x  + 2m -  3 < 0 Vx e R

o <í=>
m -  1 < 0

— 3m + 2 > 0

m — 1 < 0

A' = (m -  1)2 -  (m -  l)(2m -  3) < 0 
Vậy m < 1 là những giá trị cần tìm.

Ví dụ 3. Tìm tất cả các giá trị của tham sổ ra để hàm số 
y = (m^ -  3m + 2)x  ̂ -  3(m -  l)x^ + 6x + 

đồng biến trên R .
Lời giải

TXĐ: D = R .
Ta có y ' = 3[(m  ̂— 3m + 2)x  ̂— 2(m — l)x + 2].

o  m < 1.
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• -  3m + 2 =  0 m — 1, m =  2 .
+) m = 1, ta CÓ y ’ = 6 > 0 Vx e K nên hàm số đồng biến trên R .
+) m =^2 , ta có y ' = 3(-2x  + 2 ) ^ y ’>0-í=>-x<l . Suy ra m = 2 không 
thỏa mãn bài toán.

• -  3m + 2 0 <í=> m ^ | l ,  2| . Khi đó, hàm số đồng biến trên R khi và

chỉ khi y ’ > 0 Vx e K.

Hay (m  ̂ — 3m + 2)x^ — 2(m — l)x + 2 > 0 Vx Ễ K

-í̂ -  3m + 2 > 0

A' = (m -1 )^  - 2 ( m - l ) ( m - 2 )  < 0

(m — l)(m — 2) > 0 
(m —1)(3 — m) < 0

m < 1 
m > 3

Vậy m < 1 hoặc m > 3 là những giá trị cần tìm.

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 4. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số

1) y = -x^ + 3x^ + 3mx - 1 nghịch biến ừên khoảng (0; +oo) (Khối A - 2013).

x3 9 X i2) y = —  + rax^ -  (5m + 3)x + 3 đông biên trên (-oo ;-4 ).
3

Lời giải
1) Ta có: y ' = —3x  ̂+ 6x + 3m

Hàm số nghịch biến trên khoảng (0;+oo) khi và chỉ khi y' < 0, Vx > 0 

Hay là: m + 1 < x  ̂ -  2x +1 = (x - 1) ,̂ Vx > 0 (*)
Do min(x-  1)̂  = 0 nên (*)-í=ỉ>m + l <0 - f = i - m<- l .

x>0

Vậy m < -1  là những giá trị cần tìm.
2) Ta có y ' = x  ̂ + 2mx -  5m -  3 .

Hàm số đồng biến trên(-oo;-4) khi và chỉ khi y ' > 0 Vx < -4  

Hay x^ + 2mx -  5m -  3 > 0 Vx < -4  x^ -  3 > m(5 -  2x) Vx < -4

x  ̂ - 3  
5 — 2x

> m Vx < —4 (*).

Xét hàm số f(x) = x̂  - 3  
5 - 2 x

, X < -4  ta có:

f'(x) 2x(5 -  2x) + 2(x^ -  3) _  -2x^ + lOx -  6
(5 -  2x)-' (5 -  2x)^

Do đó (*) o  m < min f(x) = f(-4) =  1. 
x<—4

Vậy m < 1 là những giá trị cần tìm.

< 0 Vx < —4.
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1
Suy ra f '(x) = 0 X = ----- ------ .

2

Do f ( - l)  = 2, f(5) = — , f [ ~^ + ^ | =
37 [ 2 j 2

-1  +  n/ s

2

3-^/53 — -v/õSuy ra min f(x) = — -—  nên (*)<=> m <
1-Ỉ51 2 -  2

Vậy m < - — —  là những giá trị cần tìm.

Ví dụ 6. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số
1) y = mx^ — 3(2m — l)x^ + 3(m — l)x + m đồng biến trên (2; +oo).

2) y = -(m ^ -  l)x^ + (m -  l)x^ -  2x + 1 nghịch biến trên (-oo;2). 
3

Lời giải
1) TXĐ: D = K

Ta có: y ' = 3[mx^ -  2(2m -  l)x  +  m -  1]
• m = 0 , ta có: y ’ = 3 (2 x -l) > 0, Vx > 2 nên hàm số đồng biến trên
(2;+oo)
Suy ra m = 0 thỏa mãn yêu cầu bài toán.
• m 0 , khi đó hàm số đồng biến trên (2;+oo) khi và chỉ khi 
y ' > 0, Vx > 2 mx^ -  2(2m -  l)x  + m -  1 > 0, Vx > 2 (1)

Đặt g(x) =  mx  ̂ -  2(2m -  l)x  +  m — 1,

a =  m, A ’ =  3m^ — 3m + 1 > 0, Vm 
Do đó g(x) luôn có hai nghiệm phân biệt

có

1̂ =
2m — 1 — yfÃ' 2m — 1 + yfĂ' 
--------=--------- , X 2 = - - - - - - ^ - - - - -

m m
+ ) Với m < 0 ,  ta CÓ g(x) > 0 X e [x2; x j .  Do đó, không thể x ả y  ra 

trường hợp g(x) > 0, Vx > 2 . Nên trưòng họp này không thỏa y ê u  Cẩu bài 

toán.
X < Xj

x >  X2
+ ) Với m >  0 , ta CÓ g(x) > 0 

Do đó g(x) > 0, Vx > 2 X2 < 2 ~  ^  < 2 ^ 4 Ã '  <1
m

-<=> 3m^ — 3m + l < l < t = > 0 < m < l .
Vậy 0 < m < 1 là những giá trị cần tìm. 

2) y ' = (m^ -  l)x^ -  2(m -  l)x -  2 = f (x)

- T í -9



L

' 3• Nêu m = 0 thì y ' = -2x -  3=>y'>0<í=>x< hay hàm sô chỉ đông
2

biến trên 3—cxd;----
2

. Do đó m = 0 không thỏa yêu cầu bài toán.

m 5«̂ 0 , khi đó hàm số đồng biến trên toàn trục số y ' > 0, Vx e E
m > 0

A ' = (m + 1)  ̂ -  m(2m -  3) < 0
<í=>

m > 0

+ 5m + 1 < 0
m > 5 + yJ^

5 + >/29 1, 1 _ . i .Vậy m > -----—  là những giá trị cân tìm.

2) TXĐ: D = E

Ta có: y ' = 3 (m -  l)x^ -  2(m -  l)x + 2m -  5

• m = 1, ta CÓ; y ' = -9  < 0, Vx e M nên hàm số nghịch biến trên toàn 
trục số
Suy ra m = 1 thỏa yêu cầu bài toán.
• m 1, hàm số nghịch biến trên R khi và chỉ khi
y ' < 0, Vx G R (m -  l)x^ -  2(m -  l)x + 2m -  5 < 0, Vx e R

<=> 4=>
m -  1 < 0
A ' = (m — 1)̂  — (m — l)(2m — 5) < 0

Vậy m = 1 là giá trị cần tìm.
3) TXĐ; D = R

Ta có: y ' = x  ̂ + 2mx + m + 2
Hàm số đồng biến trên R

m - 1 < 0
—m + 4 < 0

hệ này vô nghiệm.

khi và chỉ khi
y ' > 0 ,  V x e R ^ A ’ = 1X1“̂ -  m -  2<0<í = ỉ - - l <m<2 .
Vậy -1  < m < 2 là những giá trị cần tìm.

4) TXĐ: D = E .

Ta có: y ' = -3 2(m + l)x — 2m + 1

Hàm số nghịch biến trên R khi và chỉ khi y ' < 0, Vx G

-  2(m + l)x -  2m + 1>0,  V x G E o A '  = m^+ 4m < 0 o - 4 < m < 0 .
Vậy -4  < m < 0 là những giá trị cần tìm.

5) TXĐ: D = K .
Ta có: y ' = mx^ -  2(m + 2)x + 3m -  2
• m = 0 , ta có y ' = -4x  -  2 nên hàm số không thể nghịch biến trên toàn

trục số.
• m ^  0 , hàm số nghịch biến trên toàn trục số khi và chỉ khi 

y ' < 0, Vx G E

12- n -



<;=> m < 0  _  ^ 3-%/ĨỸ
A ' = -2m^ + 6111 +4  < 0 2

Vậy m < ^ l à  những giá trị cần tìm.

6) TXĐ: D = R
Ta có: y' = mx^ -  2mx + 2m + 1
• m = 0 , ta có y ' = 1 > 0, Vx 6 R nên hàm số đồng biến trên toàn trục 
số.
• m ^  0 , hàm số đồng biến trên toàn trục số khi và chỉ khi
y ' > 0, Vx e K

m > 0
o  „ -<=> m > 0.

A ' = -  m(2m + 1) < 0
Vậy m > 0 là những giá trị cần tìm.

7) TXĐ; D = R .
Ta có: y ' = (m + 2)x  ̂ -  2(in + 2)x -  3m + 1 .
• Nếu m = - 2 ,  khi đó y ' = 7 > 0, Vx 6 M m = -2  thỏa bài toán
• Nếu - 2 ,  khi đó hàm số đồng biến trên R y' > 0, Vx e R

a = m + 2 > 0■Í4-
A ' = (m + 2)(4m + 1) < 0

m + 2 > 0  ^<t=> -2  < m < ----.
4ra + 1 < 0 4

Vây -2  < m < - — là những giá tri cần tìm. 
4

Bài 2.

nên m = 0 không

1) TXĐ: D = R
Ta có: y ' =  mx  ̂ -  2(2m -  l)x + 4m -  1

• m = 0 , t a c ó y '  =  2 x - l = í > y ' < 0 o x < - ^ ,  Vxe  

thỏa yêu cầu bài toán.
• m ÍC 0 , khi đó hàm sổ nghịch trên (-0 0 ; 1) khi và chỉ khi y ’ < 0, Vx < 1

<=> mx^ -  2(2m -  l)x  + 4m -  1 < 0, Vx < 1 (2)
Để giải (2) ta xét các cách sau /

Cách 1:

Ta có: (2) o  m(x^ -  4x + 4) < 1 -  2x, Vx < 1 m < l - 2 x
■4x + 4

Vx < 1(3)

Xét hàm số f(x) = l - 2 x  
x  ̂ - 4 x  + 4

X < 1, CÓ

f'(x) 2(x^ -  X -  2) 
(x  ̂ -  4x + 4)̂

,f'(x) = 0 <:=> X = -1
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Bảng biến thiên
X - o o  - 1  1
y' +  0 -

y
0

Vậy m < -1  là những giá trị cần tìm.
2) TXĐ: D = M /

Ta có: y ' = mx^ -  2(m + l)x + 2(m -  1)
• Với m = 0 , ta có y ' = - 2 x - 2 => y ' < 0 X > - 1 .  Do đó hàm số 
nghịch biến trên (0;4) nên m := 0 thỏa yêu cầu bài toán.
• m 0 , hàm số nghịch biến trên (0;4) khi và chỉ khi y ' < 0, Vx € (0;4) 

mx^ -  2(m + l)x + 2(m - 1) < 0, Vx e (0; 4)
2x + 2 , Vxe(0;4)3 (1). 

2x + 2 với X e 0;4

■èí- m <
x"' -  2x + 2 

Xét hàm số f(x) =
x  ̂ -  2x + 2

Ta có; f'(x ) =  — ^ , f'(x ) = 0 <=;> X = >/õ -  1. 
(x^ -  2x +  ‘l Ỷ

Bảng biến thiên

X 0 Võ- 1  4
y ’ + 0 -

y
2 + V5

1 1
Từ đó, suy ra (1) o  m < 1

3) Ta có: y ' = -2x^ + 2(m + l)x + 2m
Hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2) <4- y ' > 0 Vx G (0;2) (*)
Vì y'(x) liên tục tại X = 0 và tại X = 2 nên (*)<=> y ' > 0 Vx e  [O; 2]

o  -2x^ + 2(m + l)x + 2m > 0 , Vx e Ị0;2Ị

<=> m(x +1) > x  ̂ -  X , Vx 6 Ị0;2Ị 44 m > g(x), Vx e Ị0;2]

(Trong đó g(x) = ^ ~ ^ )
X + 1
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- Xm > Maxg(x), xét hàm sô g(x) = --------trên đoạn |0;2|
[0;2Ĩ X + 1

g'(x) = X̂  + 2x -  1 '(x) = 0 -Í4- X = - 1 + n/2 , Vx e [O; 2Ị

2
(x + 1)^

g(0) = 0; g(2) = - ;  g ( - l  + /̂2) = -3  + 2yỈ2 => Max g(x) = -̂  tại X = 2 
3 [0;+oc) 3

2 , . .
Vây m > -  thì hàm sô đông biên trên khoảng (0;2).

3
4) Ta có: y' = -  (m -  l)x^ + 2(m + 2) + 3m

Hàm số đồng biến trên khoảng (1;2) y' > OVx e (1;2)
Vì y'(x) liên tục tại X =  2; X =  1 nên <=> y ' >  0 Vx e  (1;2) (* )  

- ( m  -  l)x^ + 2(m  + l)x  + 3m  > 0 , Vx e ( -o o ; -2 ]

I x"̂  -  4x^ + 3 1= m (Trong đó g(x) = 

m(-x^ + 2x 4- 3) + x  ̂ + 2x > 0 Vx e Ịl; 2j 

o  m > g(x),Vx e Ị1;2| (Trong đó: g(x) = -

-x^ -  4x 
-x^ + 2x + 3

)

-x^ -  2x
-x^ + 2x + 3

)

m >  Maxg(x) , X . ,r 1 . Xét hàm sô g(x)
1;2

g'(x) = , ...< OVx e Ị1;2
(x  ̂+ 2x + 3)̂  ^

-x^ -  2x 
-x^ + 2x + 3

trên T;2

Max g(x) = -  — tai X = 1 
[l;2l 4

3  ̂ X ^
Vây m > -  — thì hàm sô đông biên trên khoảng (0;2)

4
5) Hàm số xác định trên M .

Ta có: y ' = mx^ -  2(m -  l)x + 3(m -  2).
Cách 1. Hàm đồng biến trên (2;+cx3) o  y' > 0 Vx e (2;+oo)

o  f(x) = mx^ — 2(m — l)x + 3(m — 2) > 0, Vx € (2; +oo) (1)
TH 1: m = 0 khi đó (1) chỉ đúng với mọi X > 3 . ^
TH 2: m < 0 ta thấy trường họp này không tồn tại m thỏa mãn yêu cầu 
bài toán.
TH 3: m > 0, f(x) có A' = -2m^ + 4m + 1

* Nếu A ' < 0 <Í4> m > ^ (do m > 0 ) => f(x) > 0 Vx G K
2

* Nếu A ' >0< = > 0 <m<  ^ (+).
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Khi đó f(x) có hai nghiệm Xị < X2 và
X < Xi

f(x) > 0 o  ̂ f(x) > 0, Vx > 2 Xọ < 2 
X>X2

 ̂ <2<^ y[Ã' < m + 1 o  3ra^ -  2m > 0 m > ^m 3

Kết hợp với (*) => — < m < —̂  ^  . Vậy m > — là những giá trị cần tìm. 
3 2 3

Cách 2: Hàm đồng biến trên (2; +oo) -í=> y ' > 0, Vx G (2; +oo) 
mx  ̂ -  2(m -  l)x  + 3(m -  2) > 0 Vx e (2; +oo)

6 -  2x-í=> m > g(x), Vx e (2;+oo).
X -  2x + 3

Xét hàm số g(x) với X > 2, ta có: g'(x) = -6 x  + 3)
(x  ̂ -  2x + 3 f

=> g'(x) =  0 <=> X =  3 +  n/g (vì X > 2) và lim g(x) =  0.
X—>+00

Lập bảng biến thiên ta có maxg(x) = g(2) = ị
x>2 3

2=> na > g(x) Vx e (2; +oo) -í=> m > raax g(x) = .
x>2 3

6) Hàm số xác định trên K .
Ta có: y ' = -3x^ +6x + m -  l ,  A' = 3m + 6
* Nếu m < - 2 = > A ' < 0 = > y ' < 0 V x G R = >  hàm số nghịch biến trên R 
nên hàm số không có khoảng đồng biến.
* Neu m > -2  => y ' = 0 có hai nghiệm Xj < X2 và y ' < 0 X e [Xj;x2l 

Suy ra yêu cầu bài toán |xj -  X2I > 1 (Xj + X2)̂  -  4xjXg > 1
4(m -1 ) 54 -ị--------- > 1 <=> m > — —.

3 4
5Vây m > -  — là những giá tri cân tìm. 
4

7) Ta có y '= x  ̂+ 2(m -  l)x + 2m + 1

Yêu cầu bài toán <=> y' > 0 o

Xét hàm số f(x) =3 x-" -  2x +1
x + 1

x̂  -  2x + 1
ĩ + l

,x g [0;31

> - 2 m  V xe(0;3) (*)

Ta có: f'(x) x  ̂+ 2x -  3
(x + D'

, f ’(x) = 0 -í=ỉ> X = 1

Dựa vào bảng biến thiên, suy ra (*) -Í4- -2m  < 0 <=> m > 0 .
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8) Ta có: y ' = 3(m + l)x^ -  6(m + l)x + 2m
• m = - l = > y '  = - 2 < 0  (loại).
• m > -1 .  Khi đó hàm số luôn có khoảng đồng biển có độ dài lớn hon 1.
• m < -1 .
Yêu cầu bài toán ^  y' = 0 có hai nghiệm Xj,X2 thỏa |xj -  Xgị > 1

A ' = 9(m + 1)̂  -  6m(m + 1) > 0 (lĩi + 3)(m + 1) > 0 
8m

3(m +1)

<=> m < —9 (Do m < —1).

>  0( Xj  +  Xg )^  -  4 X j X2 >  1

m + 3 < 0 
m + 9 < 0

Vậy m e (-c»;-9]U (-l;+oo) là những giá trị cần tìm.
9) Ta có y ' = 3(x  ̂+ 2x -  + 1) = 3(x -  m + l)(x + m + 1)

• Nếu m - 1 = -m  -  l<=í>ni = 0=ỉ>y’>0Vx nên hàm số đồng biến ứên R.

• Nếu m > 0, suy ra yêu cầu bài toán -í=>

• Neu m <  0, suy ra yêu cầu bài toán 

Vậy |m| > 3 .

—m — 1 < 1 
m — 1 > 2 

—m — 1 > 2 
m - 1 < 1

m > 3.

m < -3 .

Chuyên đê 2.
Cực trị của hàm sô y = ax  ̂+ bx̂  + cx + d, a  ̂0

I. Tóm tắt lí thuyết

Ta có: y ' = 3ax^ + 2bx + c , A' = -  3ac
1) Hàm số có hai cực trị (có cực trị) khi và chỉ khi phưong trình y ' = 0 có 
hai nghiêm phân biệt.
2) Hàm số có hai cực trị trái dấu khi và chỉ khi đồ thị hàm số cắt Ox tại ba 
điểm phân biệt.

' ■> íy '(x ) = 0 ̂
3) Hàm sô đạt cực đại (cực tiêu) tại X = x„ °

“ Ịy"(Xo)<0(>0)

Cách tính cực trị hàm số bậc ba:
Cách 1: Nếu hai nghiệm Xj,X2 của phương trình y ' = 0 là nghiệm “đẹp” tức

là A = (am + P)̂  thì ta thay trực tiếp vào phương trình hàm số.
Cách 2: Neu hai nghiệm XpX2 của phương trình y' = 0 có hình thức phức 
tạp thì ta chia y cho y ' ta được y = (ax + P)y'+mx + n . Khi đó;
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= mXj + n; yg = mx2 + n và đường thẳng y = mx + n là đường thẳng đi qua 
hai điểm cực trị của đồ thị hàm số.

II. Các ví dụ minh họa

ỉ. Các ví dụ mẫu CO' bản

Ví dụ 1, Tìm m để hàm số
1) y = x̂  -  3(m -  l)x  ̂+ 3(m + l)x +1  có hai điểm cực trị.

2) y =  —  (ín +  l)x^ +  (2in +  3)x -  1 CQ cực đại.
3

Lời giải
1) Tacó y '= 3 [x ^ -2 (m -l)x  + m + l].

Suy ra y ' = 0 <í=> x  ̂ -  2(m -  l)x + m + 1 = 0 (1).
Hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi phương trìiứi (1) có hai nghiệm 
phân biệt
Hay A ' = (m -1)^ -  (m + 1) = -  3m >0<í4-m<0 V m > 3 .
Vậy m < 0 hoặc m > 3 là những giá trị cần tìm.

2) Ta có y ' = mx^ -  2(m + l)x + 2m + 3 .
3

• m = 0 , khi đó y ' = -2x + 3=>y'  = 0 o x  = — .
2

Dê thây hàm sô đạt cực đại tại X = ^ . Do đó m = 0 thỏa bài toán.

• m =<= 0 , khi đó hàm số có cực đại khi và chỉ khi phương trìrứi 
y ' = 0 o  mx^ -  2(m + l)x + 2m + 3 = 0 có hai nghiệm phân biệt.
Điêu đó xảy ra khi

A ' = (m + 1)̂  — m(2m + 3) = — — nH -1 > 0
- l - y ị ỉ  _  -1  + ^5< m < -----r-----

2
m ^ 0

■t7A 1 _ —1 "v/õ .. 1 • À _V ậ y ----------< m < ------ -̂---- là những giá trị cân tìm.
2 2

Ví dụ 2. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số
1) y = x  ̂ -  3(m + l)x^ + 3(5m -  2)x + 2 đạt cực đại tại X = 1

3̂
2) y

mx -  (m + 2)x^ + (m^ + 2)x + 1 đạt cực tiểu tại X = -3  .

Lời giải
1) Ta có y ’ = 3[x  ̂ -  2(m + l)x + 5m -  2], y " = 6(x -  m -  1). 

Hàm số đạt cực đại tại
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X = 1 y ' ( i ) - 0
y"( i )<0

1 — 2(m +1) + 5m — 2 = 0o  m = 1.
-6m < 0 

Vậy m = 1 là giá trị cần tìm.
2) Ta có y ' = mx^ -  2(m + 2)x + + 2, y " = 2mx -  2(m + 2).

Hàm số đạt cực tiểu tại X = -3
y'(-3) = 0 
y" ( -3 ) >0

+ 15m + 14 = 0 m = - l , m  = -14  .
—2m — 1 > 0

Vậy m = - l ,m  = -14  là những giá trị cần tìm.
Ví dụ 3. Tìm các số a,b,c,dsao cho hàm số f(x) = ax^ + bx^ + cx + d đạt 

cực tiểu tại điểm X = 0, f(0) = 0 và đạt cực đại tại điểm X = l,f(l) = 1.
Lời giải

Hàm số đã cho xác định trên M .
Ta có f '(x) = 3ax^ + 2bx + c , f "(x) = 6ax + 2b 
Hàm số f(x) đạt cực tiểu tại X = 0 khi và chỉ khi

f'(0) = 0 
f"(0) > 0

c = 0 
2b >0

<í=>
c = 0 
b > 0 (1) .

Hàm số f(x) đạt cực đại tại X = 1 khi và chỉ khi
f'(l) = 0 3a + 2b + c = 0

(2)

(3).

f"(l) < 0 " [6a + 2b < 0 
f(0) =  0 |d  = 0 |d  =  0
f(l) = 1 a + b + c + d = l  a + b + c =  ]

Từ (1), (2), (3) suy ra a = -2 ,b  =  3,c = 0,d = 0 . 

Ta kiểm tra lại f(x) = -2x^ + 3x^

Ta có f'(x) = -6x^ + 6x , f"(x) = -1 2 x  + 6
f "(0) = 6 > 0 . Hàm số đạt cực tiểu tại X = 0 
f  "(1) = - 6  < 0 . Hàm số đạt cực đại tại X = 1 

Vậy: a = -2 ,b  = 3,c = 0,d =  0 .

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 4. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ,

1) y = -  3mx^ + 3(m -  4)x +1 có hai điểm cực trị lớn hcm -1 .
x 3

2) y = - —  (m + 2)x̂  + (nr + 7)x - 1 đạt cực trị tại hai diêm XpX2 thỏa
3

-  2(x  ̂+ X2) = 4 .

mx^ ’3) y = — —  (m + l)x^ + (2m + l)x - 1  đạt cực trị tại hai điêm x^,X2 thỏa
3

X? = 9X2 .
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L

Lời giải
1) Ta có y ’ = 3(x  ̂-  2mx + m -  4 ).

Suy ra y ' = 0 <=> x  ̂ -2m x + m - 4  = 0 (1).
Hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi (1) có hai nghiệm x^.Xg. 

Hay A ' = -  m + 4 > 0 , bất phương trình này đúng với mọi m e

Ta có Xj,X2 > -1
Xj  + 1 > 0
X2 + 1 > 0

<=>
XjX2 + x̂  + X2 + 1 > 0

(x̂  + 1)(X2 + 1) > 0 
X j + 1  +  X 2 + 1 > 0

m — 4 + 2m + 1 >  0  

2m + 2 > 0
m > 1.

Xj  +  X2 +  2  >  0  

Vậy m > 1 là những giá trị cần tìm.
2) Tacó y ’ = x^-2(m  + 2)x + i n H 7 .

Suy ra y ' = 0 <t=> x  ̂ -  2(m + 2)x + + 7 = 0 (2).
Hàm số có hai điểm cực trị X̂ ,X2 khi và chỉ khi (2) có hai nghiệm X ,̂X2

Hay A ' = (m + 2)  ̂ -  (m^ +7) = 4 m - 3 > 0 < ^ m > — (*).
4

Khi đó, theo định lí Viet ta có Xj + X2 =  2(m + 2), XjX2 =  + 7 .

Do đó XjX2 -  2(Xj +X2) = 4 o m ^ + 7  -  4(m + 2) = 4 

<í=> -  4m -  5 =  0-í=>m =  - l ,  m = 5

Kết hợp với điều kiện (*) ta có m =  5 là giá trị cần tìm.
3) Ta có:

y ' — mx^ — 2(m + l)x + 2m + 1, y ’ = 0 <=> mx^ — 2(m + l)x 4- 2m + 1 = 0 (2) 

Hàm số có hai điểm cực trị x-y,x2  thỏa Xj = 9X2 khi và chỉ khi (2) có hai 

nghiệm x .̂Xg thỏa Xj = 9X2 .
m ^ 0

(2) có hai nghiệm XpX2 o
m vt 0
A ' = — + m + 1 > 0 l - ^ /5  _ l  + /̂5 ■

----r-— < m < —-----

Khi đó theo định lí Viet, ta có:
X. +  X ,

2(m + l)  ̂ , 2----------  — /1  -ị----

XjX2 =

m 
2m + 1

m

m
= 2 + — 

m

Suy ra

X? 2
X, + ^  =  2 + —  

 ̂ 9 m
xỊ 1
9 m
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— -  —  -x ^  = 2 - ^  2Xj -  -  9xj -1 8  = 0-^X j = 3=>X2 = 1
2x^

9 9
Từ đó ta tìm được m = 1.
Vậy m = 1 là giá trị cần tìm.

Ví dụ 5. Tìm lĩi để đồ thị hàm số y = x  ̂ -  3mx + 1 có hai cực trị B và c  
sao cho tam giác ABC cân tại A với A(2;3). (ĐH Khối B - 2014).

Lời giải
Ta có y ’ = 3(x  ̂ -  m ), suy ra y ’ = 0 <í=í- x  ̂ = m .
Hàm số có hai cực trị m > 0.
Khi đó B(%/m;—2mVĩn + 1), C(—̂ /m;2m^/m + 1).
Tam giác ABC cân tại A -í=> AB  ̂ = AC^

{yíĩn -  2Ỷ +  (-2m \/m  -  2 f  =  (Vĩn + 2ý + {2m-Jĩn — 2Ỷ 

^  -4^/m -  4Vm + 8mVm + SmVĩĩĩ = 0

\ỉm(2m. — 1) = 0 •<:í-m = — (vì m > 0 ).
2

Vậy m = — là những giá trị cần tìm.
2

Ví dụ 6. Tìm m để đồ thị hàm số y = 2x® -  9x^ + 12x + m có các điểm cực 
đại, cực tiểu cùng với gốc tọa độ o tạo thành một tam giác có chu vi 
nhỏ nhất.

Lòi giải

Ta có y' = 6x^ -  18x + 12, y' = 0 x  ̂ -  3x + 2 =  0 <í=> x =  1 
x = 2

y =  5 + m 
y =  4 + m

Gọi A(l;5 + m);B(2;4 + m) là 2 điểm cực trị của đồ thị hàm số

Ta có: ÃB = (1;-1), ÕA = (1;5 + m).4, 5, ỡ  không thẳng hàng khi và chỉ

khi hai vectơ AB và OA không cùng phưorng khi và chỉ khi
5 + m = e - l o m : ? i  -6(*)

Ta có; OA = x/l + (5 + m)2;OB = V4 + (4 + m)^AB = yỊĨ.
/

Chu vi tam giác OAB:

Pqab =  o a  + OB + AB = Ậ  + {5 + m f  + ^4 + (4 + m)  ̂ + V2

ÔAB Ậ  + Ì5 + m)̂  + ^4 + (4 + m)̂  đạt

giá trị lứìỏ nhất.
Đặt u(l;-5  — lĩi); v(2;4 + m), ta có:
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|u| + |v| =  Vl + ( - 5 - m ) ^  + ^4 + (4 + m)  ̂ =  Ậ  + (5 + m)  ̂ +  ^4 + (4 + m)  ̂ . 
Mặt khác

|u| + |v| > |u + v| =ỉ> Ậ  + i - 5 - m f  + ^4 + (4 + m)^ > + ( - l )^  =  >/ĨÕ

Dấu “ =  ” xảy ra khi và chỉ khi ĩi, V cùng hướng khi và chỉ khi

0 < — = —̂ ^  o  m = (thỏa mãn (*)).
2 4 + m 3

Vây, với m = -  —  thì đồ thi hàm số (1) có các điểm cưc đai, cưc tiểu
/ 3

cùng với gốc tọa độ o tạo thành một tam giác có chu vi nhỏ nhất.

Ví dụ 7. Cho hàm số y = - - ( m - 2 ) x ^  - 3 ( m - l ) x  + l  (1), m là tham số.
2

Tìm m dưong để đồ thị hàm số (1) có giá frị cực đại, giá trị cực tiểu lần 
lượt là ycĐ>ycT ^ycĐ + ycT = •

Lời giải
Ta có y ' =  3x^ — 3(m — 2)x — 3(m — 1), Vx Ễ R.

y' =  0 4 = > x ^ - ( m - 2 ) x - m  + l  = 0<í=> ^
X = X2 =  m — 1.

Chủ ý rằng với m > 0 thì x̂  < X2- Khi đó hàm số đạt cực đại tại Xj = - 1  
và đạt cực tiểu tại X2 =  m - 1 .

Do đó: y^jj = y (-l) = yQT = y(m - 1) = -  2 + 2)(m - 1)̂  +1.

Từ giả thiết ta có

2 .^ ^  -  —(m + 2)(m -  1)  ̂ + 1 =  4 o  6m -  6 -  (m + 2)(m -  1)  ̂ =  0 
2 2

<í=> (m -  l)(m^ + m -  8) = 0 <=>
m = 1

m = - 1 ±  •

Đối chiếu với yêu cầu m > 0 ta có giá trị của m là:
- I  + V33m = 1, m = ----------- .

2
Ví dụ 8. Cho hàm số y = -X^ + 3x^ + 3(m^ -  l)x -  3m^ - 1 (1). Chứng minh 

rằng với m 0 đồ thị hàm số (1) luôn có hai điểm cực trị và 
(xq -  IXyQ + 2) > 0. Trong đó (Xoiyo) là điểm cực trị của đồ thị hàm 
số(l) .

Lời giải
Ta có y ' = -3x^ + 6x + 3(m̂  - l ) = ^ y '  = 0-í=í-x^=l-m,  X2 = l  + m 
Do đó, khi m 0 thì Xĵ  ^  X2 nên đồ thị hàm số (1) luôn có hai cực trị 

A(1 — m;—2 — 2m^), B(1 + m;—2 + 2m^).
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Suy ra phương trình AB : 2m^x -  y -  2xr? - 2  = 0.

Do đó 7q = 2m̂ XQ — 2m^ -  2 nên

(Xq -  l)(yQ + 2) = (Xq -  l)(2m'̂ XQ -  2m^) = 2m^(xQ - 1)̂  > 0 (đpcm). 
Ví dụ 9. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 

y = x^ -  3x^ -  3m(m -  l)x - 1 có hai cực trị trái dấu.
Lời giải

Ta có y ' = 3 x^ -  2x -  m(m -  1)

Suy ra y '= 0 x  ̂ -  2x -  m(m -  1) = 0 (1).
Hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi phương trình (1) có hai nghiệm phân 
biệt x̂ .̂Xg

o  A ' = 1 + m(m - l ) > 0 < = > m ^ - m  + l > 0  đúng với mọi m € R .
Chia y cho x^ -  2x -  m(m - 1), ta được:

y = -  2x -  m(m -  1) (x -  1) -  2(m^ -  m + l)x -  (m^ -  m + 1)

Suy ra y  ̂ = -2(m^ -  m + l)x^ -  (m^ -  m + 1) = -(m^ -  m + l)(2x^ + 1) 

Y2 = -(m^ -  m + 1 )(2x2 + 1)

Do đó, hai cực trị của hàm số trái dấu khi và chỉ khi yi-y2 < 0  
(2x  ̂+ 1)(2x2 + 1) < 0 <;=> 4xjX2 + 2(Xj + X2) + 1 < 0

l + /̂6

o  -4m(m — 1) + 2.2 + 1 < 0 ^  4m^ -  4m -  5 > 0 o
m >

m <

2
l - S

■. _ 1 — >/0 , _ 1 + \[q ., „1 ~ •' tVậy m < -----^  và m > — ^  là những giá trị cân tìm.
2 2

III. Bài tập vận dụng

Bài 1. Tìm tất cả các giá trị củaíham số m để hàm số:
x^1) y = ^  -  mx^ + (m + 2)x + m - 1 có cực trị./  .7 g

2) y = (m — l)x^ — 3mx^ + 3(2m + l)x  — m có cực đại. 
.3

3 )y
mx (m -  l)x^ + (2m -  l)x -  m có cực trị

4) y = (m -  l)x^ + x  ̂ -  (m -  l)x + m không có cực trị
5) y = -  (m + 2)x  ̂+ (4m -  3)x + 4 đạt cực đại tại X = 1
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6) y = + (m + l)x^ + (3m -  2)x + 1 đạt cực tiểu tại X = -2  .
__ 3

7) y = —  (m^ + m)x^ + (m -  l)x + 2 đạt cực tiểu tại X = 4 .o
Bài 2.| Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm sổ 

m x ^1) 5---- (m + l)x^ + (m -  3)x + 1 đạt cực trị tại x .̂Xg thỏa

X?  +  Xọ -  X,  x^ = 22.

2) y = — x  ̂+ mx^ -  (m + l)x -  1 đạt cực trị tại Xj,X2 sao cho
3

p = ----- ------ H--------------  đạt giá trị nhỏ nhất.
( 2 x i - i r  (2X2-1)2

x^3) y = -̂ —  x2 + (m -  l)x -  đạt cực trị tại x^,X2 thỏa x  ̂ = Xg.
3

4) y = -  x^ -  im x^ + (m^ -  3)x có hai điểm cực trị X ,̂X2 là hai canh góc
3 2

' ' [bvuông của tam giác vuông có cạnh huyên băng J—.

ỵ3
5) y = - —  mx^ + (ra + 2)x -  1 có hai điêm cực trị lớn hơn 1.

3

6) y = — x  ̂ -  mx2 -  3mx + 4 đạt cực trị tại hai điểm X ,̂X2 thỏa điều kiện
3

X, + 2mXọ + 9m 
sau: —--------- ---------- h m

=  2 .
X2 + 2mx^ + 9m

x  ̂ 57) y = —  — mx^ +4mx + m2 đạt cực trị tại x .̂Xg sao cho biểu thức 
3 2

sau đạt giá trị nhỏ nhất
X2 + 5mx  ̂— 12mA = ----------+ --------- .

x̂  + SmXg -  12m

8) y = (m -  l)x^ -  3mx^ + 3(m  ̂-  l)x + m có hai điểm cực trị lứiỏ hoTi 3 . 
Bài 3.[ Tìm m để hàm số

1) y = x  ̂ -  3(m + l)x^ + 12mx -  20m + 13 có hai cực trị lớn hơn 1.
2) y = -x^ -  3x^ + 3m(m -  2)x -  2m + 1 có hai cực trị cùng dấu.
3) y = x  ̂-  3x  ̂ -  3m(m + l)x - 1 có hai cực trị trái dấu.

4) y = -  3mx^ + 3(m^ -  l)x -  có cực đại, cực tiểu và tung độ
điểm cực đại đạt giá trị nhỏ nhất.
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Bải 4. Cho hàm số y = -  3mx^ + 3m^ (1). Tìm m sao cho đồ thị hàm số
(1) có hai điểm cực trị A, B sao cho tam giác AOB có diện tích bằng 48 
(Đ H K h ọiB -2012).

Bài 5.| Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số
1) y = -x^ + 3x^ + 3(m^ -  l)x -  3m^ - 1 có hai điểm cực trị cách đều gốc 

tọa độ
2) y = x  ̂+ 3x^ + m có hai điêm cực trị A, B sao cho AOB = 120°

3) y = x° -  3x^ + 3mx + m + 2 có hai điểm cực trị sao cho đường thẳng đi 
qua hai điểm cực trị tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích 
băng 1.

4) y = -x° + 3mx^ -  3m - 1 có điểm cực đại, điểm cực tiểu đối xứng với 
nhau qua đường thẳng d: x + 8 y -7 4  = 0.

5) y = x° -  3x^ + (3m -  3)x + 2 có cực đại, cực tiểu cùng với điểm 
I ( - l ; - l )  tạo thành tam giác vuông tại I .

Hướng dẫn giải
Bài 1
1) TXĐ: D - K

Ta có; y ’ = x  ̂ -  2mx + m + 2 .
Hàm số có cực trị khi và chỉ khi y ' = 0 có hai nghiệm phân biệt

Hay A ' = -  r a - 2 > 0 - í = > m < - l  V m > 2 .
Vậy m < -1  và m > 2 là những giá trị cần tìm.

2) TXĐ: D = R
Ta có: y ' = 3 (m -  l)x^ -  2mx + 2m + 1

, 3
• m = 1, ta có: y ' = 3(-2x + 3) nên hàm sô đạt cực đại tại X = —. Do đó,

2
m = 1 thỏa yêu cầu bài toán.

• m ^  0 , hàm số có cực đại khi và chi khi phưomg trình y' = 0 có hai
nghiệm phân biệt ' ^

1 - V ỗ  . , I  +  V õA' = -  (m -  l)(2m + 1) > 0 -m  + m + 1 > 0 <=>■
z

Vậy  ̂~ —  < m <  ̂ là những giá trị cần tìm.

3) TXĐ: D = M
Ta có: y ' = mx^ -  2(m -  l)x + 2m -  1 
• m = 0 , suy ra y ' = 2x - 1 nên hàm số có m ột cực trị

< m <

- TI -25



• m 0 hàm số có cực trị khi và chỉ khi
y ' = 0 mx^ -  2(m -  l)x + 2m - 1 = 0 có hai nghiệm  phân biệt

A ' = — -  m + 1 > 0 ^  < m < —— .
2 2

Vậy < m <  —- ^  là những giá trị cần tìm.

4) TXĐ: D = R
Ta có: y' = 3 ( m - l ) x ^ + 2 x - m  + l
• Với m = 1 ta CÓ y' = 2x nên hàm số có m ột cực trị
• Với m=«íl, hàm số kliông có cực trị <^y' = 0 không có hai 
nghiệm  phân biệt
Hay A' =  1 + 3(m - 1)̂  < 0  vô nghiệm.
Vậy không tồn tại m thỏa yêu cầu bài toán.

5) TXĐ: D = K
Ta có y ' = 3x^ -  2(m + 2)x + 4m -  3, y " = 6x -  2(m + 2)

Hàm số đạt cực đại tại X = 1 thì y '(1) = 0<=>2m-4 = 0-í=>m = 2 
Khi đó y "(l) = 2 -  2m = -2  < 0 nên hàm số đạt cực đại tại X =  1 .

Vậy ra = 2 là giá trị cần tìm.
6) TXĐ: D =: M

Ta có; y ' = -mx^ + 2(m + l)x + 3m -  2, y " = -2m x + 2(m + 1)

Hàm số đạt cực tiểu tại X = - 2  thì y (-2 ) = 0 <Í4- m = -■!
5

Khi đó: y"(-2) = 6m + 2 = - — < 0  nên hàm số đat cưc đai tai
5

x = - 2 .
Vậy không có giá trị nào của m thỏa yêu cầu bài toán.

7) Ta có; y ' = mx  ̂-  2(m  ̂+ m)x + ra -  1, y " = 2mx -  2(m  ̂+ m)
Hàm số đạt cực tiểu tại X = 4 nên ta có:

y '(4) = 0 <=> -8m^ + 9m -  l  = 0<=>m = l, m = —.
8

• Với m = 1, ta có y "(4) = 6m -  2râ  = 4 > 0 nên hàm số đạt cực tiểu tại 
X = 4

. • 1 23• Với m = —, ta có: y "(4) = —  > 0 nên hàm sô đat cưc tiêu tai X = 4 .
8 32

Vậy m = 1 và m = i  là những giá trí cần tìm.
8
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Bải 2.
1) Ta có y '= mx^ -  2(m+ l)x + m - 3 = 0 ,

Suy ra y ' = 0 -í=> mx^ -  2(m + l)x + m -  3 =  0 (1)
Hàm số có hai điểm cực trị o  phương trình (1) có hai nghiệm x .̂Xg hay

2(ra +1)

Khi đó, theo định lí Viet, ta có:

Do đó:

Xi + X2 = ■ m

X,X2 = m — 3
m

Xj  + X2 -  X j X 2 = 22 ( x ^  + X2 )^ -  3 x ^ X 2  = 22 <4- 4(m +1)'"
m

s S ^  = 22
m

9. 421m'  ̂— 17m — 4 = 0 o m  = l, m:= —— .
21

' 4Kêt hợp với (*) ta có m = l,m  = —— là những giá trị cân tìm.
21

2) Tacó y '= 2 x ^ + 2 m x - m - l ,

Suy ra y'  = 0 o  2 x ^ + 2 m x - m - l  = 0 (1).
Hàm sổ có hai cực trị khi và chỉ khi phương trình (1) có hai nghệm Xj,x2 

hay A ’ = + 2(m + 1) = + 2m + 2 > 0 đúng với Vm .
Khi đó:

p =
( 2 X j  -  1 )^  +  ( 2 X 2 - 1)^  _  4 ( X j  +  X2 )^ -  8 x ^ X 2 -  4 ( x ^  +  X2 ) +  2

(4x^X2 -  2(x  ̂+ X2) + 1)

4m^ + 4m + 4 + 4m + 2

(4x̂ X2 -  2(x  ̂+ X2) + 1)

4m^ + 8m + 6 = 4(m + 1)̂  + 2 > 2
( - 2 m - 2  + 2m + l f  

Đẳng thức xảy ra khi m = - 1.
Vậy m = -1  là giá trị cần tìm.

3) Hàm số xác định trên M
Ta có: y ' = x  ̂ -  2x + m -  1, suy r a y '  = 0<í=>x^-2x + m -  l  = 0 (1) 
Hàm sổ có hai cực trị (1) có hai nghiệm phân biệt X ,̂X2 <;=> m < 2.

2
Theo định lí Viet, ta có; 

Mà X,

Xi +X2
XjX2 = m — 1

-  X2 nên ta có: X2 + X2 = 2 X2 = 1,X2 = -2  
Từ đó ta tìm được m = -7 .

4) Hàm số xác định trên R
Ta có: y ' = x  ̂ -  mx + -  3, y ' = 0 o  x  ̂ -  mx + -  3 = 0 (1)
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(1) có hai nghiệm phân biệt XpX2 A = -3m^ + 1 2 > 0 < ^ - 2 < m < 2 .

Yêu cầu bài toán
Xj, Xg >0

2 , 2 _  5 ^
X, +  X ,  =  -  1 2 2

m > 0

m ^ - 3 > 0  <í=>m = -

râ  -  2{m^ -  3) =  -  
2

VĨ4

5) Ta có y ' = x  ̂ -  2mx + m + 2 .

Suy ra y ' = 0 x  ̂ -  2mx + m + 2 = 0 (1).
Hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi phưong trình (1) có hai nghiệm 
XpXg hay

A ' = -  m -  2 > 0 <=> m < - 1 V m > 2 (*)
Khi đó;

Xj, X2 > 1 <=>

m f  2 -  2m + 1 > 0

x̂  - 1  > 0
Xg -  1 > 0

■í=»
(x̂  -  DCxg - 1) > 0
Xj^-1 + X 2 - 1 > 0

x̂ Xg -(x^ + X2) + 1 > 0
Xĵ  + Xg -  2 > 0

o  1 < m <  3 .
2m — 2 > 0

Ket hợp với (*) ta có 2 < m < 3 là những giá trị cần tìm. 

6) Ta có: y' = — 2mx — 3m

Điều kiện để hàm số có hai cực trị là m > 0 
m < - 3

Với điều kiện này, liàm số có hai điểm cực trị x̂  và X2 , với Xĵ  và X2 là 

hai nghiệm phân b’ẹt của phương trình: x  ̂ -  2mx -  3m = 0
x̂  ̂ =  2mXj + 3m

Do đó ta có:
Xj -  2mXj -  3m = 0 

Xĝ  -  2mx2 -  3m = 0 -í=>
Xj + X2 =  2m

TA- x.^+2mx„+9mDo đó, -̂------— 2 m
+ - m

Xj  ̂ +  2mXj +  9m

X2 =  2mx2 + 3m 
Xj + X2 =  2m

= 2

2mx, + 3m + 2mx„ + 9m

2 ( x ,+ x , )  + 12 
-----i— — ----------- 2 + -

m
2mx2 + 3m + 2mXj + 9m 

m

=  2

(2(x, + X2) + 1 2 -m T= 0 <=> A.---- í— ---- -—— = 0
m 2(Xj +X2) + 12 m(2(Xj + X2) + 12m)

o  2(Xj +X2) + 1 2 - m  = 0'<  ̂3m + 12 = 0 m = -4  
Vậy m = -4  là giá trị cần tìm.
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7) Ta có y '= -  5mx + 4m => y ' = 0 -  5mx + 4m = 0 (1).
Hàm Si) có hai cực Irị khi và chỉ khi (1) có hai nghiệm XĴ ,X2 hay

A := 25m^ — 16m > 0 m < 0 V m > —  (*).
25 ^

Vì x̂  là nghiệm của (1) nên xj -  5mXj + 4m = 0 => xj = 5mx  ̂-  4m . 

Do đó Xj + 5mx2 — 12m = 5m(x  ̂+ X2) -  16m = 25m  ̂— 16m .

TưOTig tự: X2 +  5mXĵ  -  12m =  25m^ -  16m .

m 25m — 16mSuy ra A = —— -------- Ị- -
25m^ - 16m

Do (*) nên 25m^ -  16m > 0 nên áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có 
A > 2.

mĐẳng thức xảy ra khi
25m - 1 6  

m = 25m —16
m =: -25m  + 16

2 5 m -1 6  „ 2  _ /otr„ 1 Ĉ 2---- --------<í̂  m =  (25m - 16)
m

2
m =  —

3

m =
13

' 2 Kêt hợp với (*) ta có m = -  là giá trị cân tìm.

8) TXĐ: D = K
Ta có: y ' = 3[(m -  l)x^ -  2mx + -  1],
y' = 0 o  (m -  l)x^ -  2mx + -  1 = 0 (1)

Hàm số có hai điểm cực trị nhỏ hon 3 khi và chỉ khi phưong trình (1) có 
hai nghiệm phân biệt

XĴ ,X2 < 3

<Í4>
m .1

— 2m'  ̂ — m +  1 < 0 <=í-

m + 1
6m

m — 1 ^  0
A ’ = -  (m -  l)(m^ -  1) >  0  <í̂
( X i  -  3 ) ( x 2 -  3 ) <  0

m  ít 1

m ^ -í
+ 3m -  10

m  1

— 2m^ — m + 1 < 0 
XjX2 -  3(x^ +  X2) +  9 < 0

m — 1
+ 9 < 0

— 2ra  ̂ — m + 1 <  0
m Ễ (—00;—5) u ( l ; 2)

— 2m^ — m + 1 < 0
< 0

m
n

Bằng cách xét hàm số f(m) = m® -  2m  ̂ -  m + 1 ta chứng minh được 
f(m) < 0, Vm Ễ (—00;—5) u (1;2). Do đó (*) <í=> m € (—00;—5) u (1;2). 

Vậy m e ( - 00;-5) u (1;2) là những giá trị cần tìm.
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Bài 3.
1) Ta có: y' = 3 -  2(ra + l)x + 4m

Suy ra y ' = 0 x̂  -  2(m + l)x + 4m = 0<^x = 2,x = 2m .
Hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi 2m ^  2 o  m ^  1 . Khi đó hai cực trị 
của hàm số là:

=  y(2) =  9 -  8m, yg = y(2m) =  -4m ^ +  12m^ -  20m +  13 

Do đó, yêu cầụ bài toán tương đương với
ŷ  ̂ >  1 18 -  8m  >  0

y 2 >  1 |m ^ — 3ni^ +  5m  — 3 < 0
Vậy m <  1 là những giá trị cần tìm.

m < 1
(m — l)(m^ — 2m + 3) < 0

<=> m <  1.

2) Ta có: y ’ = -3 x  ̂+ 2x — m(m — 2) 

2Suy ra y ' = 0 <4- x^ + 2mx — m(in — 2) = 0 x̂  = —m, X2 = m — 2 
Hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi x̂  Xg <=í- m íí 1. Khi đó:

y  ̂ = —2m^ + 3m^ — 2m + 1 = —(m — l)(2m^ — m + 1) 

y2 = (m -  l)(2m -T)(m  -  3)

Suy ra yêu cầu bài toán tương đương với yi -y2 > 0

o  —(m — l)^(2m^ — m + l)(2m — l)(m — 3) > 0

và

m
(2ra -  l)(m -  3) < 0 

1^1

< m < 3

Vậy
< m < 3

là những giá trị cần tìm.

3) Ta có: y ' = 3(x^ -  2x -  m(m + 1)) => y ' = 0 o  x^ -  2x -  m(m + 1) = 0 (1)

Vì A ' = 1 + m(m + 1) = + m + 1 > 0, Vm nên hàm số luôn có hai điểm
cực trị X^,X2 với XĴ ,X2 là hai nghiệm của (1).

Suy ra yi = -  3x^ -  m(m + l)x^ — 1
= x̂ (2Xĵ  + m(m + 1)) — 3(2x  ̂+ m(m + 1)) — m(m + l)Xj — 1

= 2x^ -  2m(m + l)x^ — 6x  ̂— 3m(m + 1) — 1 
= 2(2xĵ  + m(m + 1)) — 2m(m + l)Xĵ  — 6x  ̂— 3m(m + 1) — 1 

= (m^ f  m + l)(-2x^ -  1).

Tương tự: Y 2 =  (m^ +  m +  1)(-2X2 - 1)
Nên hàm số có hai cực trị trái dấu yj.y2 < 0

3 0 -TJ



(2xj + 1)(2x2 +  1) < 0 •<=> 4 xjX2 +  2(xi +  X2) +  1 < 0

o  -4 m (m  + 1) + 5 < 0 <=í« 4m^ + 4m  — 5 > 0 <=>

Vậy
m >

m <

- l  +  /̂6

^ là những giá trị cần tìm. 
- 1 - V6

2

m >

m <

-I + Vẽ 
2

-1- Vẽ

4) Ta có: y' = 3x  ̂ -  6mx + 3(m^ -  1)
• Suy ra

y' =  0 o  x  ̂ -  2mx + - 1 =  0 (x -  m -  l)(x -  m + 1) =  0 -Í4-
X =  m  + 1

X =  m  — 1

Vẽ bảng biến thiên ta tìm được hàm số đạt cực đại tại X = m  - 1 và giá trị

cực đại y J -  3m + 2 3m — — 
2

\2
t > 44 4

Đăng thức xảy ra khi m = —.

3
Suy ra m = — là giá trị cân tìm.

Bài 4. Ta có: y ' = 3x^ — 6mx = 3x(x — 2m), y ' = 0 o x = 0 
X = 2m

Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị A, B khi và chỉ khi m 0 . Khi đó:
A(0;3m^), B(2m;—m^) AB = (2m;—4m®)

Phương trình AB : 2m^x + y -  3m^ = 0 .Suy ra d(0, AB)
3m'^

í 4m ^  +1

=> s 

Do đó s

AOAB “  2 AB).AB -  - - 7
'V'

3m"
: .sỊếm^ + 14m® =  3m^

4m ^  +1

ưu uu =  48 m = 16 <í=i> m = ±2.
Ket hợp với điều kiện m vc 0 , ta có m = ±2 là những giá trị cần tìm.

Bài 5.
1) Ta có y ' = -3x^ + 6x + 3(m^ -  1)

Hàm số có cực đại và cực tiều khi và chỉ khi 
g '(x) = -3x^ + 6x + 3(m^ - 1) = 0 có hai nghiệm phân biệt 

A ' =  9m^ >  0 o  m 5«: 0 .
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Gọi A,B là các điểm cực trị ta có;
A(1 -  ra;-2 -  2m^); B(1 + m ;-2  + 2m^).

Điểm Ocách đều hai điểm A,B

<=> OA = OB ^  8m^ = 2m <=> m =  ± — (m 0).
2

Vậy m = là những giá trị cần tìm.

2) TXĐ: D = E
Ta có y ' = 3x^ V 6x, y ' = 0 <í=i- X = 0,x = -2  
Suy ra
A(0;m), B(-2;m  + 4) => OA = (0;m),OB = (-2;m  + 4) => OA.OB = + 4m

T-» Aĩĩ. OA.OB + 4mDo đó: cos AOB =  cos(OA,OB) =  — ——  = -----.— -------
OA.OB 11  L , .x2 , .Ịm|v(m + 4) + 4

Nên ÃÕB = 120° cosẤÕB = - -  =  - -  (1)
 ̂ |m| + 8m + 20 ^

Vì ta phải có + 4m < 0 -4  < m <  0 nên

(1) 2(m + 4) = + 8m + 20
- 4  < m < 0 

3m^ + 24m + 44 = 0
m = - I 2  + 2 S

__ — 1 2  +  2 '\ /3  | .  ■ « ..Vậy m = ------ -̂----- là giá trị can tìm.
3

3) Ta có y ' = 3x^ -  6x + 3m.
Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi phưong trình y ' = 0 có 2 
nghiệm phân biệt
0  A ' = 9 -  9m > 0 m < 1. (*)
Khi đó, gọi hai điểm cực trị là A(x^; y^), BCxgi y2).

Ta có y

yi

1 . l ì— X — —
3 3

y '+ [2(m -  l)x + 2m + 2]. Do đó

Í1 1
— X — —
3 3

y '(x^) + [2(m -  l)x^ + 2m + 2] = 2(m — l)x^ + 2m 4- 2 

và Y2  = 2(m -  1)X2 + 2m + 2 .
Suy ra tọa độ của A, B thỏa mãn phương trình y = 2(m- l)x + 2m + 2, 
hay phương trình ABĨà y = 2(m -  l)x + 2m + 2.
Ta có giao điểm của AB  với Ox, Oy lần lượt là 

m +1M
m — 1

; 0 , N(0; 2m + 2).
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Yêu cầu bài toán -í=> s,OMN = 1 ịoM .ON = 1 - m + 1
m — 1

. 2m + 2 = 1

<+ (m + 1)̂  =  m -  1 <í+ (m + 1)“̂ = m -  1

(m + i r
m = —3 
m = 0

(thỏa mãn (*)).

4) Ta có y ' = -3x^ + 6m x;y'= 0 o

= -(m -1 )  
x = 0 
X = 2m

Hàm sô có cực đ ạ i , cực tiểu <=> phương trình y ’ = 0 có hai nghiệm phân 
b iệ t«  m 0.

Hai điểm cực trị là A(0;-3m - 1); B(2m;4m^ -  3m -  1)

Trung điểm I cùa đoạn thẳng AB là I(m;2m^ -  3m -1 )

Vectơ AB = (2m;4m^); VTCP của đưòfng thẳng d là u = (8 ;- l ) .
Hai điếm cực đ ạ i , cực tiểu A và B đối xứng với rứiau qua đưÒTig thẳng d

l e d  
AB 1 d

<=> m + 8(2m^ — 3m — 1) — 74 = 0
<=> m = 2.

AB.U = 0

5) Ta có: y '= 3 x^-6x  + 3 m- 3  = 3(x  ̂ -  2x+ m -  1)

Từ đó: y ' = 0 <í=> x  ̂ -  2x + m -  1 = 0
Hàm số đã cho có hai cực trị khi và chỉ khi phương trình y' = 0 có hai 
nghiệm phân biệt, y' triệt tiêu và đổi dấu qua hai nghiệm đó.
Điều đó tương thích với điều kiện: A ' > 0 - í + l - ( m - l ) > 0 - í + i n < 2  
Thực hiện phép chia y cho y' ta thu được:

1 1
— X — —
3 3

+ (2m -  4)x + m + 1.

Tọa độ cực điểm (x y) thỏa hệ:

y' + (2m -  4)x + m + 1

y' = 0
1 1

y = [3 3j
y = (2m -  4)x + m + 1

Điều này có nghĩa rằng tọa độ hai cực điểm luôn nằm tfên đường thẳng 
d : y = (2m — 4)x + m + 1
Từ đó nếu ta gọi tọa độ hai cực điểm lần lượt là

A(Xj| (2m -  4)Xj + m + 1); B(X2 ; (2m -  4)X2 + m + 1)

Do yêu cầu bài toán là tam giác lAB vuông tại I nên ta có: lA-IB = 0 (*) 

lA = (Xj + 1 (2m — 4)Xj + m + 2)

IB = (X2 + 1; (2m -  4)X2 + m + 2)
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nên (*) <í=> (x  ̂+ 1)(X2 + 1) + [(2m -  4)Xj + m + 2][(2m -  4)X2 + m + 2] = 0 

(4m^ -  16m +  17)XjX2 + (2m^ -  7)(Xj + X2) + ra  ̂+ 4m  + 5 = 0 (1)

Mặt khác ta có Xĵ  ; X2 là hai nghiệm của phương trình y' = 0 nên theo

. (x. + X, = 2
Viet ta có:

Xĵ X2 =  m — 1

Từ đó ta có (1) trở thành;
(4m^ -  16iji + 17)(m -  1) + 2(2m^ -  7) + râ  + 4m + 5 =  0 

4m^ -  15m^ + 37m - 1 6  = 0 < + m = l . '
Kết hợp điều kiện ta có m = 1 là giá trị cần tìm.

Chuyên đê 3. Cực trị hàm số y = ax'̂  + bx̂  + c, a  ̂0

I. Tóm tắt lí thuyết

y ' = 2x(2ax^ +b) ,  y' =  0 o x  = 0,x^= —^
2ã.

• Hàm số có ba điểm cực trị o  —^  > 0.
2a

Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là: 

A(0;c), B

Q 4ac -  b̂ nên AH = b'
4a 4a

b 4ac — b  ̂ ^  b 4ac — b̂
2I ’ 4^ ’ V 2^’ 4^

tam giác ABC là tam giác cân tại A và Oy là trục đối xứng 
Tam giác ABC vuông <=> AB.AC = 0 
Tam giác ABC đều 0  AB  ̂ = BC^

Diện tích tam giác ABC: s  = —AH.BC với H

II. Các ví dụ minh họa

1. Các ví dụ CO' bản
Ví dụ 1. Cho hàm số y = x‘‘ -  2(m + l)x^ + 2m - 1 . Tìm tất cả các giá trị của 

tham số m để hàm số
1) Có một điểm cực trị. 2) Có 3 điểm cực trị.

Lò/ giải
TXĐ: D = E .

'x = 0
Ta có y ' = 4x  ̂-  4(m + l)x =i- y ' = 0 +> 
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1) Hàm số có một điểm cực trị khi và chỉ khi m + 1 < 0 m < - 1 .
2) Hàm sổ có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi m + 1 > 0 o  m > - 1 .
Ví dụ 2. Cho hàm số y = mx'  ̂ -  2(m -  l)x^ -  m . Tìm m để hàm số có cực 

tiểu.
Lời giải

Ta có y ' — 4x(mx^ -  m + 1).
• m = 0 , ta có y ' = 4x nên hàm số đạt cực tiểu tại X = 0 .

X = 0
m — 1 •m íí=0,tacÓ  y'=0<í:í-

+) Nếu ^ < 0 < 4 > 0 < m < l thì hàm số đạt cực tiểu tại X =  0 .

m

+) Nếu

m

m - 1

m
> 0 <í=> m < 0 

m > 1
thì hàm số luôn có cực đại và cực tiểu.

Vậy hàm số luôn có cực tiểu với mọi giá trị của m.

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 3. Cho hàm số y = x  ̂ -  2mx^ + m + 1 có đồ thị (Cm). Tìm tất cả các 

giá trị của tham số m để đồ thị (Cin):
1) Có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác đều.
2) Có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác vuông.

Lời giải
X = 0

Ta có y ' = 4x(x^ -  m) => y' = 0 <=>
X =  m

Hàm sổ có ba điểm cực trị khi và chỉ khi m > 0. Khi đó, ba điểm cực trị
của (Cj„) là: A(0;m + 1), + m + 1), C(— + m + 1)

Suy ra AB = AC = BC = (-2\/m ;0). Ta có
AABC cân tại A .

1) Tam giác ABC đều khi và chi khi AB = BC m + = 4m -í=> m = ^
(do m > 0). /
Vậy m = ^  là giá trị cần tìm.

2) Tam giác ABC vuông khi và chỉ khi AB.AC = 0 <í=í>-m  + m'* = 0
m = 1 (do m > 0).

Vậy m = 1 là giá trị cần tìm.
Ví dụ 4. Cho hàm số y = x"* -  2mx^ + -  m (1), với m là tham số thực.

Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có ba điểm cực trị là ba đỉnh của một tam 
giác có một góc bằng 120“.
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Lời giải

Ta có: y ' = 4x^ -  4mx =  4x(x^ -  m ),y ’ = 0
X = 0
X =  m

Hàm số có ba điểm cực trị o  phương trìnli y ' = 0 có ba nghiệm phân 
biệt o  m > 0 (*)
Khi đó phương trình y’ = 0 có ba nghiệm phân biệt là X = 0, X = ±'Jĩã.
Đồ thị hàm số có ba điểm cực 
A(0; -  m), Ể(-\/m ; -m ), C(%/m; - m ) .

Suy ra AB = (-Vm;-m^), AC =

Do AB = AC = Vm^+ m nên yêu cầu bài toán được thỏa mãn

trị là

BAC = 120° o  (AB,AC) = 120° <í=>
ABAC

AB AC

1.

2

-(m ) + m 1 4 _  ~ 4------—------= - 4  o  2m -  2m = - in  -  m
,4 2m + m

■4=> 3m^ — m =  0 o  m(3m° -  1) = 0
m = 0

m = ■

Ket hơp điều kiên (*) ta đươc giá tri cần tìm là m = .
^3

Ví dụ 5. Cho hàm số y = x“* -  2mx^ + m - 1  (1), với m là tham số thực. 
Xác định m để hàm số (1) có ba điểm cực trị, đồng thời các điểm cực trị 
của đồ thị tạo thành một tam giác biết:
1) Có bán kính đường tròn ngoại tiếp bằng 1.
2) Có trực tâm là gốc tọa độ.

Lòi giải
s 2 ^ ^Ta CÓ y = 4x -  4mx =: 4x(x -  m) = 0 -Í4> 2

x“̂ = ra

Hàm số đã cho có ba điểm cực trị o  pt y = 0  có ba nghiệm phân biệt và 

y đổi dấu khi X đi qua các nghiệm đó o  m > 0 Khi đó ba điểm cực trị 
của đồ thị hàm số là:
A(0; m -  1), B(-Vĩn; -m^ + m - 1), C{yfm; -m^ + m -  1)

1) Ta CÓ S^abc = | |y B - y A | - k c =

AB = AC = vm^4-tn, BC = 2yfĩn
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c, „  AB.AC.BC , (m'* + m)2\/nĩ _Suy ra R = — ,  = 1 —  = 1
4SaABC

o  — 2m +  1 =  0

4m^\íĩã.
m

m
V õ - l

\Ỉ5 — 1Vậy m = 1, m = —-----  là giá trị cân tìm.

2) Vì B, c đối xứng nhau qua trục tung nên BC luôn vuông góc OA 
Do đó o là trực tâm tam giác ABC khi và chỉ khi OB.AC = 0 
Mà OB(-Vĩn; + m — 1), AC(Vĩn; )

Suy ra -m  -  + m -  1) = 0 m(-m^ + -  m + 1) =  0

m(m -  l)(m^ + 1) = 0 ™
m = 1

Vậy m = 0, m = 1 là giá trị cần tìm.

Ví dụ 6. Cho hàm số y = -  2mx^ + m (Cjjj). Tìm tất cả các giá trị thực
của m để đồ thị hăm số (C|^) có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác 
có bán kính vòng tròn nội tiếp lớn hon 1.

Lòi giải
X 0

Ta có: y '= 4x^ -  4mx ; y '= 0 <=> 4x(x^ -  m) = 0 <í=>
x  ̂ =  m (1)

Đồ thị hàm số có ba điểm cục trị m > 0 
Ba điểm cực trị của đồ thị hàm số:

A(0;m); B(\/m;m -  m ^); C(-VĨĨĨ; m — m^).

Gọi H là trung điểm BC, suy ra H(0;m -  m^)

Suy ra = -  AH.BC =

Mặt khác chu vi AABC là:

2p = AB + BC + CA = 2(Vni‘̂ .+ m + n/ĨĨĨ) => p  = yjĩá^ + m + n/ĨĨĨ
g

Mà ta có s = pr => r = — =>
2  r ~  ^m Vm

p Vm'^+m + Vĩn vm'
(do m > 0 )
o  + l - l ) > m ^ + l - l o + 1 > m + 1 m(m^ -
o m ^ - m - 2 > 0 - í = > m > 2  (do m > 0 ) .
Vậy m > 2 là các giá trị cần tìm.

>1
+ 1 +1
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III. Bài tập vận dụng

Bài 1. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số
y = mx'̂  -  2(2m + l)x^ + 3m -  2

1) Có ba điểm cực trị. 2) Chỉ có cực đại mà không có cự tiểu.
Bài 2. Xác định m để hàm số y = x'* -  2(m -  l)x^ + m -  2 .

1) Có hoành độ điểm cực tiểu bằng 2.
2) Có cực tiểu mà không có cực đại.
3) Có ba cực^trị.

Bài 3. Tìm m để đồ thị hàm số: y = x"* -  2mx^ + m +1 (Cjjj)
1) Có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác đều
2) Có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác có diện tích bằng 32.

Bài 4. Cho hàm số y = x"‘ -  2(m + l)x  ̂ + (1). Tìm m để đồ thị hàm số (1)
có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác vuông (ĐH Khối A - 2012). 

Bài 5. Cho hàm số y = x'̂  -  2(m + l)x^ + m (1), m là tham số. Tìm m đê đô 
thị hàm số (1) có ba điểm cực trị A, B, c sao cho OA = BC, o là gốc tọa 
độ, A là cực trị thuộc trục tung, B và c là hai điểm cực trị còn lại (ĐH

___l a ố i B - í o i l ) .
Bài 6. Tìm m để đồ thị hàm số y = x'* -  2mx  ̂+ 2  có ba điểm cực trị tạo 

thành một tam giác nhận gốc tọa độ làm trực tâm.
1 ; A n oBài 7. Tìm m để đồ thị hàm số y = x"* -  2mx^ + 2m^ - 1  có ba điểm cực trị

tạo thành một tam giác có gốc tọa độ o là tâm đường tròn ngoại tiếp.
Bài 8. Tìm m để đồ thị hàm số y = x"* -  2(1 -  m^)x^ + m + 1 có ba điểm cực

trị và ba điểm cực trị này tạo thành một tam giác có diện tích lớn nhất.
A  í-iÁ „ 4  1 Urt r»-trr̂  +fỉ forv fíiàr»Vl rrBài 9. Tìm m để đồ thị hàm số y = x'* -  2mx^ - 1 có ba cực trị tạo thàiứi một 

tam giác cân có độ dài cạnh đáy gấp đôi bán kính đường tròn ngoại tiếp 
tam giác đó.

Bài 10.| Tìm m để đồ thị hàm số y = x  ̂ -  2mx^ -  3 có ba cực trị sao cho bán 
kính đường tròn ngoại tiếp tam giác tạo bởi các điểm cực trị đạt giá trị
nhỏ nhât.

Huớng dẫn giải
Bài 1

TXĐ; D = K

Ta có: y ' = x(mx^ -  2m -  1) => y ' = 0 <;=>
X = 0

mx  ̂ = 2m + 1

1) Hàm số có ba điểm cực trị <=> 
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2) Hàm sô có cực đại mà không có cực tiểu khi và chi khi 
m < 0 ^

m
Bài 2. Ta có y ' = 4x^ — 4(m

X = 0 
„2

l)x

y' = o<í=i>
= m -  1 (1)

1) Hoành độ điểm cực trị bàng 2 suy ra
y '(2) = 0 -í=> 4.8 -  4.(m - 1).2 =  0 o  1X1 :

Với lĩi = 5 suy ra y ' = 0 X = 0 
X = ±2

Ta có y ” = 12x^-16=>y"(-2) = 32> 0  
Suy ra hàm số đạt cực tiểu tại X = 2 
Vậy m = 5 là giá trị cần tìm.

2) Hàm số đã cho có cực tiểu mà không có cực đại <;=> phưorng trình y' = 0 
có 1 nghiệm <í=> phương trình (1) vô nghiệm hoặc có một nghiệm bằng 
04=i-m -l<0<í=>m <l.
Vậy lĩi < 1 là giá trị cần tìm.

3) Hàm số đã cho có ba cực trị phương trình y' = 0 có ba nghiệm phân 
biệt phương trình (1) có 2 nghiệm khác 0<í=>m-l>O<í=>m>l 
Vậy lĩi > 1 là giá trị cần tìm.

Bài 3. TXĐ:D =

Ta có y ' = 4x(x^ -  m) => y ' = 0
X = 0 

x  ̂ = ra
Đồ thị hàm số có ba điểm cực trị -Í4> m > 0.
Khi đó, ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là:

A(0;m + 1), B(—v/ĩĩĩ;-m^ + m + 1), C(-\/m;-m^ + m + 1)
1) Ta có tam giác ABC cân tại A nên tam giác ABC đều khi và chỉ khi 

AB  ̂ = BC^
m + m'  ̂ = 4m o  m = ^  (do m > 0 )

Vậy m = ^  là giá trị cần tìm.
2) Gọi H là trung điểm của BC, suy ra H(0;-m^ + m + 1). Do đó AH = .

1Vì tam giác ABC cân tại A nên = — AH.CB
2

m^vm

Nên = 32 o  \lm° = 32 <í=> m = 4.
Vậy m = 4 là giá trị cần tìm.
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Bài 4. Ta có: y ' = 4x(x^ -  m - l )= ^ y ' = O o
x = 0
x̂  =  m + 1

ĐỒ thị hàm số (1) có ba điểm cực trị khi và chỉ khi m > -1 .
Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị hàm số (1) là:

A(0;m^), B(Vm + l ; - 2 m - 1), C(-yJm + l ; - 2 m -  1)
Do tam giác ABC cân tại A nên tam giác ABC vuông khi và chỉ khi 
ÃB.ÃC = 0
o  -(m  + 1)-K(m + 1)'* = 0<í=ỉ>m + l  = l o m  = 0 (do m > - 1)
Vậy m = 0 là giá trị cần tìm.

x = 0
Bài 5. Ta cỏ: y ' = 4x^ -  4(m + l)x y '= 0 <=>

= m + 1

Đồ thị hàm số có ba điểm cực trị m + 1 > 0 <=> m > -1  
Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là:

A(0;m), B(>/m + l;-m ^  -  m -  1), C{-yJm + l;-m ^  -  m -  1)

Do đó OA = BC <?=> = 4(m + 1) <ỉ=ì> m = 2 ± 2V2 (thỏa mãn m > - 1 )
Vậy m = 2 ± 2\Ỉ2 là những giá trị cần tìm.

x = 0
Bài 6. Ta có y ' = 4x^ -  4mx => y ' = 0 -í=> X =  m

Hàm số có ba cực trị m > 0. Khi đó toạ độ ba điểm cực trị của đồ thi 

hàm số là: A(0;2),B(-Vm;-m^ + 2), C ( ' / ĩ ĩ ĩ ; + 2)

Vì tam giác BAC cân tại A nên OA 1 BC nên o  là trực tâm tam 

giác ABC o  OB 1 AC ÕB.ÃC = 0 (*)

OB = + 2), AC =

Nên (*) <=> -m  + m^(m^ -  2) = 0 <4- -  2m - 1  = 0

l + /̂5(m + l)(m - m - l )  = 0<=ỉ>m = là giá trị cân tìm.

Bài 7. TXĐ: D =

Ta có: y ' = 4xtx^ -  m), y ' = 0 o
X = 0

m

Hàm số có ba cực trị khi và chỉ khi m > 0.

Tọa độ ba điểm cực trị là: A(0;2m^ - 1), B(-\/m;m^ -  1), C(\/m;m^ -1 ) 

Yêu cầu bài toán tưong đương với:
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Suy ra 2R > =4> R > — .
^  2 . ^

Đẳng thức xảy ra khi <=> m = -^
2m ^

Vây m = ^  là giá trị cần tìm.

Chuyên đê 4._______Phương trình tiếp tuyến_________________

I. Tóm tắt lí thuyết

Bài toán 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) tại điểm
M(X(,;f(Xo)).
Phương pháp:

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) tại MCxQiyQ) là:
y = f'(Xo)(x-XQ) + yo vớiyo = f(X()).

Bài toán 2: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x), biết tiếp 
tuyến có hệ số góc k .
Phương pháp:

* Giải phương trình f '(x) = k giải phương trình này ta tìm được các 
nghiệm XpX2,...,Xj^.

* Phương trình tiếp tuyếnry =  f'(X ị)(x - Xj) + f(Xị) (i = l ,2 ,. . . ,n ) .

Chú ý: Đối với bài toán này ta cần lưu ý một số vấn đề sau:
* Số tiếp tuyến của đồ thị chính là sổ nghiệm của phương trình: 
f ’(x) = L
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'‘Cho hai đường thẳng : y = k^x + vàd2 ; y = IC2X + b2 . Khi đó

i) tana
l + k^.k2 

ii) d  ̂ / /d2 <=>

, trong đóa = (d^,d2).

■ '1

iii) dj ± d2 k^.k2 = - 1 .
Bài toán 3: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x), biết tiếp 
tuyến đi qua điểm A(x^; y ^ ).
Phương pháp:

Gọi MtxQiyg) là tiếp điểm. Khi đó tiếp tuyến có dạng; 
y = f ’(xo)(x-Xo) + yo

Vì tiếp tuyến đi qua A nên ta có:y^ = f '(xq)(x^ -  Xq) + yQ, giải phương 
trình này ta tìm được Xo suy ra phương trình tiếp tuyến.___________________

II. Các ví dụ minh họa

1. Các ví dụ cơ bản.
Ví dụ 1. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C); y = x  ̂ -  3x  ̂+ 2.

1) Tại điểm M (2;-2). 2) Tại điểm có hoành độ bằng -1 .
3) Tại điểm có tung độ bằng -2  .

Lời giải
Gọi M(Xp;yQ) là tiếp điểm: y ';^ 3 x ^ -6 x

1) Ta có: Xq = 2,yo = -2,y'(Xo) = 0
Phương trình tiếp tuyến; y = 0(x -  2) -  2 = -2  .

2) Tacó Xq = - l , s u y r a  y() = -2 ,y ’(xQ) = 9 
Phương trình tiếp tuyến; y = 9(x + 1) -  2 = 9x + 7.

3) Ta có yp = 6 => Xq -  3Xq + 2 = -2  •;=> Xq -  3Xg + 4 = 0 <=> Xq = -I.X01 a  CC/ y  ̂  — o Aq 1 ^  ̂ Aq ^ aq

•  X q =  - 1 , suy ra phương trình tiếp tuyến: y =  9x +  7
• Xq = 2, suy ra phương trình4iếp tuyến: y = -2  .

Ví dụ 2. Cho hàm số y = 2x“ -4 x ^ + 1  (C). Viết phương trình tiếp tuyến của
(C).
1) Tại điểm có hoành độ bằng 2
2) Tại điểm có tung độ bằng 7
3) Tại giao điểm của (C) với parabol (P); y = x  ̂ -  2

Lời giải
Ta có y '= 8 x ^ -8 x . Gọi M(Xo;yg) là liếp điểm

- ry - 43



1) Ta có: Xq = 2 Yq = 17,y'(xo) = 48 ^
Phương trình tiếp tuyến: y = 48(x -  2) + 17 = 48x -  79.

2) Ta có: yg = 7 o  2xq -  4xq -  6 = 0 o x q  = 3<í=>Xq = ±73

• Xq =  73 => yQ = 7,y'(Xo) = leTã

Phương trình tiếp tuyến; y = leTstx -  7s) ± 7 = leTsx -  41

• Xq = -7 3  Yo = 7,y'(xQ) = - le T s
Phương trìnhr tiếp tuyến: y = -leT Ìtx  ± 73) ± 7 = -leT sx  -  41 .

3) Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (P)
X =  ± 1

2x^ -  4x^ ± 1 = x  ̂ -  2 2x‘* -  5x^ ± 3 = 0 <=> ÍT
1 - 7 1

• Xg = ±1 ^  yg = - l ,y '( xq) = 0. Phương trình tiếp tuyến: y = -1

• Xg = ^  yo = -  = ±27ẽ

Phương trình tiếp tuyến: y = ±2\Ỉ6ix ± 7—) -  — = ±2\íẽx ± — .
V 2 2 2

r 2 x  _ 1 '  f  f  \

Ví du 3. Cho hàm sô y = —---- (C). Viêt phương trình tiêp tuyên của đô thi
X - 1

(C).
1) Tại giao điểm của (C) với trục Ox.
2) Tại điểm có tung độ bằng 3.
3) Tại giao điểm của (C) với đường thẳng d : y = X ± 1.

Lời giải

Ta có; y' -1

(x-1)^
. Gọi MtXgiyg) là tiếp điểm

1) Ta có: yg = 0 =ỉ> Xg = ^ y'(xg) = -4  

Phương trình tiếp tuyến: y = -4x  +  2 .

2) Tacó yg = 3 ^ = 3 Xg = 2 => y'(Xg) = - 1
Xq - 1

Phương trình tiếp tuyển: y = -(x -  2) ± 3 = - X  ± 5
3) Phương trình hoàiứi độ giao điểm của d và (C)

——  ̂= x±l<=>x^-2x = 0<=>x = 0, x = 2
X - 1

• Xq = 0, suy ra phương trình tiếp tuyến: y = -(x -  0) ± 1 = - X  ±  1

•  Xq =  2, suy ra phương trình tiếp tuyến: y =  - X  ±  5 .
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Ví dụ 4. Cho hàm số y = -  (m -  l)x^ + (3m + l)x + m -  2 . Tìm m để tiếp
tuyển của đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ bằng 1 đi qua điểm
A(2;-l)

Lời giải
Ta có: y ' = 3x^ -  2(m -  l)x + 3m + 1
Gọi MtxQiyg) là tiếp điểm, ta có: Xq = 1 => yg = 3m + 1, y ’(l) = m + 6. 
Phương trình tiếp tuyển tại M: y = (m + 6)(x - 1) + 3m + 1 
Tiếp tuyến đi qua A <=>-l = m + 6 + 3m + l<=>m = -2  
Vậy m = -2  là giá trị cần tìm.

Ví du 5. Cho hàm số y = -  (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C),
X - 1

biết:
1) Tiếp tuyến có hệ số k = -1 .
2) Tiếp tuyến song song với đường thẳng d : y = -4 x  + 1 .
3) Tiếp tuyến vuông góc với đưòmg thẳng d ’; 9 x - y - l  = 0

Lời giải

Hàm số xác định với mọi X ^  1. Ta có: y' =

Gọi M(xg;yg) là tiếp điểm, suy ra phương trình tiếp tuyến của (C): 
-4  2xp,+2

2 (X-Xg)+
(Xn -  1)̂  ^0 ^(X o - i r  ^

1) Vì tiếp tuyến có hệ số góc bằng -1  nên ta có 
4

(Xg -  1)
=  -  1 <=> Xg =  3 ,  Xq =  -  1

X g = 2 = > y g = 4 = > A : y  = - x  + 7 

• x„ = - l ^ y g  = 0=í >A: y = - x - l• Xg = - i ^ y Q = u = ; - ^ ; y  = - x - i
2) Vì tiếp tuyến song với đường thẳng d : y = -4x  +1 nên ta có:

y ' ( X g ) : -4 o
( Xn - i p

= - 4  o  Xg = 0, Xg = 2 .

•  X Q = 0 = > y g  = 2 = > A ; y  = - 4 x  + 2

• X Q = 2 = ^ y g = 6 ^ A : y  = - 4 x  + 14 .

3) Vì tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng y = 9x - 1 nên ta có

g.yXxg) = -!<=> - 3 6

( X g - 1 ) ^  

8

- 1  Xq =  7 , X g  =  - 5  .

Xg = 7 ^  y g  = -  nên ta có phương trình tiêp tuyên: 
3
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y =  - ỉ ( x - 7 )  + 1 31- —x + — . 
9 9

4 ' '• Xq = -5  Ỵq = — nên ta có phương trình tiêp tuyên;
3

1/ 4 1 7y = - - x  + 5 +  —= - - x  + - .
9'' ' 3  9 9

Ví dụ 6. Cho đồ thị (C); y = -x^ 4- 3x + 2. Viết phương trình tiếp tuyến của 
(C), biết:
1) Tiếp tuyến cồ hệ số góc bằng -9
2) Tiếp tuyến song song với trục Ox.
3) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng X + y + 1 = 0
4) Tiếp tuyến có hệ số góc lớn nhất.

Lời giải
Gọi M(xQ;y(j) là tiếp điểm. Ta có; y' = -3x^+3

1) Ta có yXxp) = - 9  o  -3 xq + 3 = -9  <=> Xq = 4 <í=> Xq = ±2
• Xq = 2 => yQ = 0 nên ta có phương trình tiếp tuyến 
y = -9(x -  2) = 0 = -9x  + 18.
• XQ=-2=>yQ = 4 nên ta có phương trình tiếp tuyến 
y = -9(x + 2) + 4 = -9x  -  14 .

2) Vì tiếp tuyến song song với trục Ox (có phương trình y = 0^ nên ta có 

y'(xq) = 0 o  - 3 xq + 3 = 0 Xq = ±1
• Xq = 1 => ŷ  = 4 nên ta có phương trình tiếp tuyến: y = 4
• XQ= - l = » yQ= 0 nên ta có phương trình tiếp tuyến: y = 0 .

3) Vì tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng x + y -  l  = 0 o y  = -x  + l  nên

ta có y'(xQ) = 1 <=> -3 xq + 3 = 1 o x q  = ± /̂ẽ

• Xq = 3

3

 ̂yo = nên ta có phương trình tiếp tuyến

18 + 7 /̂6 18 + ế S
4-------------- =  X4-'

.  Xq = -

3 j 9 9

Vẽ _ 18-7V ẽ . , - 1 _  , < . , í—  yQ = ------ —̂  nên ta có phương trình tiêp tuyên
3 9

y = X +  ■
18-7V ẽ 18-4V ẽ

+ ------- - ^  =  X4-------r - ^

4) Ta có y ' = -3x^ 4-  3 < 3 Vx Max y ' = 3 đạt được khi X = 0
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Tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất có tiếp điểm là M(0;2) và yXxq) = 3 
nên có phưcmg trình: y = 3x + 2 .

Ví dụ 7. Cho hàm số y = -x^ -  - 1 (C) . Viết phương trình tiếp tuyến của
(C), biết:
1) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng d : x - 6 y - l  = 0.
2) Tiếp tuyến song song với đường thẳng d ': y = 6x + 2 .

Lời giải
Ta có y ' = -4x^ -  2x

1) Vì tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng d : y = -  X -  —
6 6

Suy ra y '(xq) = -6  2xq + Xq -  3 = 0 <=> Xq = 1 => Vq = -3  
Phương trình tiếp tuvến là: y = -6x + 3.

2) Vì tiếp tuyến song song với đường thẳng y = 6x + 2 nên ta có:

y'(Xq) = 6 o  2xq + Xp + 3 = 0 <í̂  (Xq + 1)(2xq -  2xq + 3) = 0 
<=> Xp = -1  => yp = -3  nên ta có phương trình tiếp tuyến 

y = 6(x + 1) — 3 = 6x + 3.

2. Các ví dụ phân loại

Ví du 8. Cho hàm số y = ^  ^ có đồ thi là (C).
X - 1

1) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai trục
tọa độ một tam giác vuông cân.

2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai tiệm
cận một tam giác có chu vi nhỏ nhất.

3) Viết phương trình tiêp tuyên của (C), biêt khoảng cách từ 1(1; 2) đên
tiếp tuyến tuyển lớn nhất.

Lời giải
Gọi M(xp;yQ) là tiếp điểm. Phương trình tiếp tuyến của (C) tại M .

-4  , , . 2xo + 2A ;y  = —— 2_ ^ ( x - xo)T ■
( X o - i r  xq- 1  ^

1) Vì tiếp tuyến tạo với hai trục tọa độ một tam giác vuông cân nên hệ số 
góc của tiếp tuyến bàng ± 1 .

— ^  ± 1  ^  Xq =  - 1 , X q =  3
(Xo-1 )2

+) Xq = -1  ^  yo = 0 ^  A : y = -X -  1 
+) X o = 3 = > y o = 4 = > A ; y  = - x  + 7
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2) Tiêp tuyên căt tiệm cận đứng tại 
X =  1

- 4A;
y =

(Xq -1)^
2Xf̂  + 2

( l - x j +  0 _ A(l;
2xq + 6,

-)

Tiếp tuyến cắt tiệm ngang tại 
y = 2

2 = - V ( x  -  x„) -  B(2x„ -1 ; 2 ,B ;

Suy ra: lA

gxo -  D' 

8

K  -

Xq - 1

; IB = 2 Xq - 1 =ì> lA.IB = 16

Chu vi tam giác lAB :

p = lA + IB + AB = lA + IB + n/iA  ̂ + IB^
Mà lA + IB > 2VIA.IB = 8; lA^ + IB^ > 2IA.IB = 32 
Nên P > 8  + /̂32 = 8 + 4 /̂2

Đẳng thức xảy ra -í=> lA = IB <í̂  (Xp - 1)2 = 4 .(=> Xq = 3, Xq = -1  
+)  Xq =  -1  ^  Yq =  0 => A : y =  - X  - 1 
+) X Q = 3 = ^ y Q = 4 = > A : y  = - x  + 7

3) Ta viết lại phương trình tiếp tuyến A như sau;
4x  +  (xq -  D^y -  2xồ -  4 xq +  2 =  0 .

4 +  2(xq
Suy ra d(l, A) =

1)2 - 2 x 2  - 4 xq + 2 8 xq- 1

^16 + (X o-l)'^

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có:

16 +  (Xq -  1)4 > 2jl6.(X o -  1)4 =  8(xq -  1)2 .

Ậ e  + (Xq -  1)4

Do đó d(l, A) <
8 Xq - 1

= 2sỈ2.
i r

Đẳng thức xảy ra khi 16 =  ( x q  -  1)4 <í+ Xq =  -1, Xq =  3 .

+ )  X q =  -1  =+ y  ̂ =  0 => A : y =  - X  -  1 
+) XQ=3=>yo=4=>A:y  = - x  + 7

Ví dụ 9. Cho hàm số y = -x^ + 3x + 2 (C). Tìm những điểm trên trục hoành 
sao cho từ đó kẻ được ba tiếp tuyến đến đồ thị hàm số và trong đó có hai
tiêp tuyên vuông góc với nhau.

Xét điểm M(m;0) e Ox.
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Gọi N(xQ;yQ) e (C). Tiếp tuyến A của (C) tại N có phưong trình: 

y = (-3x^ + 3)(x -  Xq) + yQ .

A đi qua M <=í> 0 =  ( - 3 xq 4- 3)(m -  Xq) + yQ

3(Xq -  1)(xq + 1)(Xq -  m) -  (Xq +  1)^(xq -  2) =  0

44- (Xq + 1) 2xq -  (3m + 2)xq + 3m + 2 = 0

44-
Xq = -1

2xq — (3m + 2)Xq + 3m + 2 =  0 (a)

Từ M vẽ được đến (C) ba tiếp tuyến <4- (a) có hai nghiệm phân biệt khác 
-1 ,  điều đó xảy ra khi và chỉ khi;

A =  (3m + 2 r  -  8(3m + 2) > 0 
2 + 2(3m +  2) 0

<4- (3m + 2)(3m -  6) > 0 
3m + 3 ^ 0

-Í4-
m ít —i

2 (b).
m < —— V m > 2

3
Vì tiếp tuyến tại điểm có hoành độ X = - 1 có hệ số góc bằng 0 nên yêu
cầu bài toán <4- (-3p^ + 3)(-3q^ + 3) = -1
(trong đó p,q là hai nghiệm của phưong trình (a))

<4- 9p2q2 -  9(p2 + q2) + 10 = 0 

+> 9p̂ q  ̂ -  9(p + q)̂  + 18pq + 10 = 0

9(3m + 2 Ỷ  9(3m + 2 Ỷ + 9(3m + 2) +  10 =  0

_ 28 -.T» 28<í4-m = - — .Vậy M(- — ;0).
27 ^  27

Ví dụ 10. Cho hàm số y = x^ -  2x^ + (m -  l)x + 2m có đồ thị là (Cjjj). Tìm 
m để từ điểm M(l;2) vẽ đến (Cj^) đúng hai tiếp tuyến.

Lời giải
Tacó: y ' = 3 x ^ -4 x  + m - l  
Gọi A(xQ;yQ) là tọa độ tiếp điểm.
Phương trình tiếp tuyến A tại A:

y = (3xq -  4xq + m -  l)(x -  Xq) + Xq -  2xq + (m -  1)xq + 2m 
M 6 A <4- 2 = (3xồ -  4 xq + m - 1)(1 -  Xq) + Xq -  2xq + (m -  Dxq + 2m 

<4-2xq + 5xq -  4 xq + 3m -  3 =  0 (*)

Yêu cầu bài toán <Í4> (*) có đúng hai nghiệm phân biệt (1)

- r/ - 49



Xét hàm số: h(t) = 2t^ + 5t^ -  4t, t e K

Ta có: h'(t) = 6t^ + lOt -  4 h'(t) = 0 t = - , t  = -2  .
3

Ví dụ 11, Cho hàm số y = -  2x^ - 1 (C).
1) Tìm M e Oy sao cho từ M vẽ đến (C) đúng ba tiếp tuyến.
2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tiếp xúc với (C) 
tại hai điểm phân biệt.

Lời giải
Ta có y' = 4x^ -4 x  
Gọi Atxoiyp) e (C).

Tiếp tuyến của (C) tại A có phương trình A : y = (4xq -  4xq)(x -  Xq) + yp
1) Vì (C) nhận Oy làm trục đối xứng nên nếu d là một tiếp tuyến của (C) 

thì đường thắng d ' đối xứng với d qua Oy cũng là tiếp tuyến của (C). Do 
đó, để từ M vẽ được ba tiếp tuyến đến (C) thì trong ba tiếp tuyến đó phải 
có một tiếp tuyến vuông góc với Oy. Mà (C) có hai tiếp tuyến cùng 
phương với Ox là: y = -2  và y = - l .  Đường thẳng này cắt Oy tại 
M^(0;-2), M2(0;-1).
Ta kiểm tra được qua chỉ vẽ đến (C) được một tiếp tuyến, còn từ M2 
vẽ đến (C) được ba tiếp tuyến.
Vậy M(0;-1) là điểm cần tìm.

2) Giả sử A là tiếp tuyến tiếp xúc với (C) tại hai điểm phân biệt
-  2m^ - 1) và N(n;n'^ -  2n^ -  1) với m ^  n .

Ta có phương trình A : y = y '(m)(x -  m) + y(m)
A : y = y '(n)(x -  n) + y(n)
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Suy ra y'(m) = y'(n)
-m .y  '(m) + y(m) =  -n .y  '(n) + y(n)

<=>

4n^ — 4n = 4m^ — 4m

-3m ‘̂ + 2m^ -  1 = -3n'* + 2n^ -  1

(n -  m)(n^ + mn + n^) -  (n -  m) = 0 

3(n^ -  m^Xn^ + m^) -  2(n^ -  m^) = 0

+ mn + -  1 =  0

(n + m) 3(n2 + m ^ ) - 2 0 (*)

2
Từ (*) ta có: m + n = 0 hoặc = -  .

m + n =  0=>m  =  -n= i>n '^= l< í^ n  =  ± l

2 2 2 • m + n = — ^  
3

mn = —
3

(m + n)  ̂ = — 
3

vô nghiệm.

Vậy y = -2  là tiếp tuyến cần tìm.

III. Bài tập vận dụng

Bài 1. Cho hàm số y = 2x^ -  3x^ +1 có đồ thị là (C).
Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết
1) Tiếp điểm M(1;0). 2) Hoành độ tiếp điểm Xq = - 1 .

3) Tung độ tiếp điểm yo = 1-

Bài 2. Cho hàm số y = x  ̂ -  2x^ - 1 có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp 
tuyến của (C)
1) Tại điểm có hoành độ bàng 2. 2) Tại điểm có tung độ bằng 7.
3) Tại các giao điểm của (C) với trục đưòng thẳng y = - 1 .

Bài 3. Cho hàm số y = — — -  có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến
x - 1  ■ /

của (C).
1) Tại giao điểm của (C) với trục tung.
2) Tại điểm có hoành độ bằng 2.

Bài 4.| Cho hàm số y = x  ̂ -  3rax^ + 3(m -  l)x + 2 có đồ thị là (Cj^). Tìm giá 
trị tham số m đế
1) Tiếp tuyến của (C ) tại điểm có hoành độ bằng 2 đi qua A(3;4).
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2) Tiếp tuyến của (C^) tại điểm có hoành độ bàng 1 tạo với hai trục tọa 
độ một tam giác vuông cân.
3) Tìm giao điểm của đồ thị (Cjjj) với tiếp tuyến của (Cjjj) tại điểm có 
hoành độ bằng m.

Bài 5. Cho hàm số y = -  3x^ -  9x + 1 (C).
1) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có hoành độ bằng 2.
2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có tung độ bằng 6
3) Viết phươr)g trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến có hệ số góc bằng

15. ' , , ,
4) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ 

nhất.
5) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với đường 

thẳng d : y = - X  + 1 một góc a  thỏa cosa
^/4Ĩ’

6) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đi qua điểm 
A (-l;6).

Bài 6.
1) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x  ̂ -  6x^ + l lx  - 1

tại điểm có tung độ bằng 5.
2) Viết phmtng trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số

y = — x  ̂+ — x  ̂ -  2x -  —, biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 
3 2 3

x + 4 y - l  = 0.

Bài 7. Cho hàm số y = x  ̂+ 3x^ + 3x + 5
1) Chứng minh rằng trên đồ thị không tồn tại hai điểm sao cho tiếp tuyến

tại hai điểm đó của đồ thị vuông góc với nhau.
2) Tìm k để có ít nhất một điểm mà tiếp tuyến tại đó vuông góc với 

đưÒTig thẳng y = k x .

Bài 8. Cho hàm số y = x^ -  3x + 2 (C). Tìm toạ độ điểm M thuộc
d ; y = -3x  + 2 sao cho từ M kẻ được đến (C) hai tiếp tuyến và hai tiếp 
tuyến đó vuông góc với nhau.

Bài 9. Tìm m để tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = -  x̂  -  — x̂  + -  tai điểm
3 2 3

có hoành độ bằng -1  song song với đường thẳng 5x -  y = 0.

Bài 10. Cho hàm sổ y = 2x^ -  4x^ - 1 (C).
1) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có hoành độ bằng 2
2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có tung độ bằng -1
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3) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến vuông góc với
đường thẳng X -  48y + 1 = 0.

4) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đi qua A (l;-3).

Bải 11. Cho hàm số y = 2x‘* -  4x^ + 1 (C).
1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đi qua A(l;-1).
2. Tìm những điểm thuộc (C) mà tiếp tuyến của (C) tại đó cắt (C) tại ba

điểm phân biệt
3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đó tiếp xúc với

(C) tại hai điểm phân biệt.

Bài 12. Cho hàm số y 

biết

-x  + 1 
2 x - l

(C). Viết phương trình tiếp tuyển của (C)

, ,  ̂ r , 2
1) Hoành độ tiêp điêm băng 2. 2) Tung độ tiêp điêm băng -  —.

3
3) Tiếp tuyến đi song song với đường thẳng 4x + y - 1 = 0
4) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng X -  9y + 1 = 0

5) Tiếp tuyến tạo với hai đường thẳng x = - ,  y = - — một tam giác
2 2

vuông cân.

Bài 13.| Cho hàm số y = — — -  (C).
X — 1

1) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến có hệ số góc bằng 
_1

4 '
2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai đường

thẳng X = 1 , y = 2 một tam giác có chu vi nhỏ rủiất.
3) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết khoảng cách từ l(l;2) đến

tiếp tuyến tạo lớn nhất.
4) Tìm điểm M thuộc (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại M vuồng góc với

IM.
X + 2 - ,Bài 14. Cho hàm sô: y = - — ^'(C ) và điêm A(0;m). Xác định m đê từ A

kẻ được 2 tiếp tuyến đến (C) sao cho hai tiếp điểm tương ứng nằm về 
hai phía đối với trục Ox.

Hướng dẫn giải
Bài 1.

Ta có y ' = 6x^ -  6x .
1) Ta có Xq = l.yQ = 0,y'(xQ) = 0 .
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Suy ra phương trình tiếp tuyến y = 0 .
2) Tacó Xq = -1  ^  = -2,y'(xQ) = 12 .

Suy ra phương trình tiếp tuyến 
y = 12(x + l ) - 2  = 12x + 10.

3) Ta có yo = 1 2xq -  3xồ + 1 = 1 xỒ(2xo -  3) = 0

^ X q =0,Xo = | .

•  Xq =  0 ^  y ' (X())  =  0 . Phương trình tiếp tuyến y =  1
3 9 ' ” '

•  Xq =  — => y ’( x q ) =  — . Phương trình tiêp tuyên
2 2

9Í 3Ì , 9 23
® 2( 2j 2 4

Bài 2. Ta có y' = 4x^ -  4x

Gọi MCxpiyo) là tiếp điểm, ta có yXxp) = 4xq -  4xq . 
1) Ta có Xq = 2 => y^ = 7,y'(xQ) = 24 .

Phương trình tiếp tuyến y = 24(x -  2) + 7 

Ta có yQ = 7 -í=> Xq -  2xq - 1  = 7<í=>Xq - 2

rnương ưưm Iiep luyen y = ÌỈ4U -  + V = 24x -  41.

2) Ta có yQ = 7 -í=> Xq -  2xq - 1 = 7 <í=> Xq -  2xq - 8  = 0 

Xq =  4
o  <=>• Xq = ±2 .

x ị  = - 2  (VN)

• Xq =  2 =í> y'(xQ) = 24 . Phương trình tiếp tuyên y =  24x -  41 .

• Xq = - 2 ,  suy ra yXxg) = - 2 4 . Phương trình tiếp tuyến 
y = -2 4 x  + 41.

3) Phương trình hoành độ giao điểm của (C) với đường thẳng y =

x  ̂ -  2x^ -  l  =  - l o x ‘̂ -  2x  ̂ = 0 < > x  = 0, x =  ±\Ỉ2 .
• Xq = 0 =4- y '(xq) = 0 . Phương trình tiếp tuyến y = - 1

Xq = => yXxg) = 4\Ỉ2 . Phương trình tiếp tuyến
= 4n/2(x -  V2) -  1 = 4V2x -  9 .

• X

• X

y = 4V2x -  9.

• Xq = -V 2 => yXxp) = -4\Í2 . Phương trình tiếp tuyến 
y = -4V2(x + V2) -  1 = -4^/2x -  9 .y = -4VZ(.X + = - 4 V z x- 9 .

Bài 3.| Ta có y'  = ——— .
(x - 1)2

1) Đồ thị (C) cắt Oy tại M(0;1), y'(0) = 
Phương trình tiếp tuyến y = - X  + 1 .

2) Ta có X(J = 2 ^  y^ = 3,y'(xo) = -1 .

-1.
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Phưong trình tiếp tuyến y = - X  +  5 .

Bài 4.Ị Gọi MÍXqỊỴq) là tiêp điêm

Ta có y ' = 3x^ — 6mx + 3(m -  1)
1) Ta có Xq = 2 =» yQ = 4 -  6m, y ’(xq) = 9 -  9m .

Phương trình tiếp tuyến tại M(2; 4 -  6m)
y = (9 -  9m)(x -  2) + 4 -  6ra = (9 -  9m)x + 12m -  14 

Tiếp tuyến đi qua A(3;4) khi và chỉ khi

4 = 3(9 — 9m) + 12m — 14 o  m = —.
5

2) Ta có Xq = 1 =ỉ> yQ = 0, y ’(xq) = -3 m .
Phương trình tiếp tuyến A : y = -3mx + 3in.
Với m 0 thì đưÒTig thẳng A cắt Ox tại A(1;0) và cắt Oy tại B(0;3m). 

Tam giác OAB cân khi và chỉ khi OA = OB hay |3m| = 1 m = ± —.

3) Ta có Xq = m => yQ = -2m^ + 3m^ -  3m + 2, y'(xq) = -3m^ + 3m -  3. 
Phương trình tiếp tuyển A là
y = (—3m^ + 3m — 3)(x — m) — 2m^ + 3m^ — 3m + 2 

= (—3m^ + 3m — 3)x + + 2.
Phương trình hoành độ giao điểm của (Cjjj) và A

x  ̂-  3mx^ + 3(m - 1) + 2 = (-3m^ + 3m -  3)x + + 2
o  x^ -  3mx^ + 3m^x -  m® = 0 •(=> (x -  m)  ̂ = 0 X = m .
Vây (C ) và A chỉ có một điểm chung là M(m;-2m^ + 3m^ -  3m + 2).

Bài 5.| Ta có: y ' = 3(x  ̂ -  2x -  3). Gọi M(xo;yo) là tiếp điểm.
1) Ta có: Xq = 2 yo = - 2 1 ,y ’(xo) = -9

Phương trình tiếp tuyến: y = -9(x -  2) -  21 = -9x  -  3.

2) Ta có: y  ̂ = 6 <=> Xq -  3xq -  9xq -  5 = 0 -í=ỉ> Xq = -1,Xq = 5
• Xq = -1  ^  y'(xo) = 0 nên phương trình tiếp tuyến: y = 6
• Xq = 5 => y'(xq) = 36 nên phương trình tiếp tuyến: y,= 36x -174

3) Ta có: y'(xQ) = 15 <í=> Xq -  2xq -  8 = 0 Xq = 4,Xq = -2
•  Xq =  -2  => yQ =  - 1 ,  phương trình tiếp tuyến: y =  15x +  29
•  X q =  4 ^  yQ =  -1 9 , phương trình tiếp tuyến: y =  15x -  79

4) Do y' = 3 (x-1)^ -  4 > -1 2  => M iny' = -1 2  , đạt được khi X = 1 .

Phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y = -12x + 2 .
5) Gọi M(xQ;yo) là tiếp điểm
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Phương trình tiếp tuyến A tại M: y = y '(xq)(x -  Xq) + y^
Hay k x - y  + b = 0,với  k = y'(xQ)

|k - 1| 5
Ta có: cosa = - p Ị = = t—  =

Vk  ̂ +I.V2 V41

41(k -  1)̂  = 50(k^ + 1) 9k^ + 82k + 9 = 0 <=í. k = -9 ,k  = - i

• k = -9  <=> Xq -  2xq = 0 o  Xq = 0, Xq = 2
Từ đó ta tìm ấược hai tiếp tuyến: y = -5x  + 1 và y = -9x  -  3

1 9 _k = - 4  27x„ -  54xn -  80 = 0 Xn 9±  V s ^
g  u u 9

Từ đó ta tìm được hai tiếp tuyến là: y = (x -  — + yíXp)

6) Phương trình tiếp tuyến A tại M:y = y ' ( x q ) ( x -  Xq ) + y^ .

Do tiếp tuyến đi qua A nên ta có phương trình
6 = 3(xq -  2xq -  3X-1 -  Xq) + Xq -  3xq -  9xq + 1

^  x  ̂ -  3xq 2 = 0 (Xq +1)'^(Xq 2) = 0 <=> Xq =  - 1, Xq = 2
• Xq = - 1, phương trình tiếp tuyến y = 6
• Xq = 2, phương trình tiếp tuyến y = -9x -  3.

Bài 6.
1. Ta có: y = 5 x  ̂ -  6x^ + llx  -  6 = 0 o x  = l;x = 2;x = 3 

Phương trình các tiếp tuyến; y = 2x + 3 ; y  = -x  + 7 ; y  = 2 x - l
2. Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng X +  4y - 1 =  0

-í=>y = -  —x + —^  Tiếp tuyến có hê số góc k = 4 
4 4

=>y’ = 4 < ^ x ^ + x - 6  = 0<^x = -3;x = 2
' ' 1 73* X = -3  => Phương trình tiêp tuyên y = 4(x + 3) + — = 4x + —

6 6 *

* X = 2 =ỉ> Phương trình tiếp tuyến y = 4(x -  2) -  — = 4x -  — .
3 3

Bài 7.
1) Ta có; y ' = 3x^ + 6x + 3 = 2(x + 1)̂  > 0 Vx e R

2) Yêu cầu bài toán o  PT : 3x^ + 6x + 3 = - i  có ít nhất môt nghiêm
k

o  k < 0 .
Bài 8. Gọi M(m;-3m + 2) e d .
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Phương trình tiếp tuyến A của (C) tại ACxqIYo): 

y = (3xq -  3)(x -  Xq ) + Xq -  3xq + 2 

Tiếp tuyến đi qua M -3m  + 2 = (3xq -  3)(m -  Xq) + Xq -  3Xq + 2

o  Xq(2xq -  3m) =  0 <=> Xq =  0, Xq =
2

Yêu cầu bài toán o
m ^  0

27m^ <=» m = ± 2n/ĨÕ

Bải 9. Tiếp tuyến d của đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ X = - 1 , có dạng:

y = (m + l)x + Y  + 1 •

d song song với đường thẳng y = 5x <=> 

Vậy m = 4 là giá trị cần tìm.

m + 1 = 5
m <^m = 4 .

+ 1 0
2

Bài lO.ị Ta có y ' = 8x^ -  8x . Gọi MCxQiyg).
Tiếp tuyến A tại M có phương trình;

y = ( 8 X p  -  8 X g ) ( x  -  Xq) + 2Xq -  4Xp -  1.
1) Ta có: Xq = 2 =ỉ> yQ = 15, y'(xq) = 48

Phương trình tiếp tuyến: y = 48(x -  2) + 15 = 48x -  81

2) Ta có ŷ  = -1  o  2xq -  4xq = 0 o  Xq = 0,Xq = ±\Ỉ2

• Xq = 0 ta có tiếp tuyến: y = -1

• Xq = ± ^ 2  => y '(Xq) = ±8^2  , phương trình tiếp tuyến 
y = ±sV2(x qi V2) -  1 = ±8V2x -  17 .

3) Vì tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng X -  48y + 1 = 0

Nên ta có: y'(xn).^  = - 1  <4- y'(xi.) =  -48  
^ 4 8  ^

o  X q -  Xq +  6  =  0 o  Xq =  -2  =>' ŷ  =  15 .
Phương trình A ; y = -48(x + 2) + 15 = -48x -  81.

4) Vì tiếp tuyến A đi qua A(l;-3)nên ta có
-3  =  (8Xq -  8Xq)(1 -  Xq) +  2xq -  4 xq -  1 <+ 3Xq -  4Xq -  2xg +  4 Xq - 1  =  0

<í+ (x„ l)"(Xo +1)(3X(, 1) =  0
•  Xq = ±1 A : y =  - 3

1 ,  64 51
“ 3 27 81
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Bài 11.Ị
Gọi MIxqIYq) là tiếp điểm => phương trình tiếp tuyến 

A ; y =  (4xq -  4 xq)(x -  X g )  + 2xq -  4 xq + 1 

1. Ta có A G A (8xq -  8xq)(1 -  Xq) +  2xg -  4 xq +  1 =  - 1

4 ( X q -  1 ) (X q -  Xq ) +  (X q -  1)2 =  0  o  (X q -  l)(-3xg +  4 x q  -  1) =  0

■;=> Xr = ± i ; x „  = ỉ .

±1 => A : y = - 1  

64* 1 A 64 37* X n = - = ^ A : y  = -  — x + —
° 3 27 27

2. Xét phương trình hoành độ giao điểm của (C) và A :
2x'  ̂ -  4x^ + 1 = (8xq -  8xq)(x -  Xq) + 2xq -  4xq + 1

(x  ̂ -  Xq)(x  ̂ + Xq) -  2(x2 -  Xq) -  4(xq -  X())(x -  Xq) = 0 

(x -  Xq)[(x + Xq)(x2 + Xq) -  2x -  4xq + 2xq] = 0 

<í=i> (x -  Xq)2(x2 + 2XqX + 3Xq -  2) = 0

x = Xq
<=> „

x2 + 2 xqX + 3x2 - 2  = 0 (*)
Yêu cầu bài toán <=» (*) có hai nghiệm phân biệt khác Xo

A . 0..2 , o .  ̂ 1A' = - 2 xq + 2 > 0

6Xq -  2 ^  0

3. Giả sử A tiếp xúc với (C) tại N(n;m) M 
^  A ; y = (8n^ -  8n)(x -  Ii) + 2n'* -  411̂  + 1

8n^ — 8n = 8Xq — 8Xq 

-ôn"* + 4n2 + 1 = —6Xq + 4Xq + 1

+  n x „  +  Xn -  1 =  0

+  n X p  +  Xq 1 =  0

n  +  X0

Ta có: ( I ) o

0

n = -Xn
n2 = l

(I) hoặc

(n +  Xg)[3(n2 +  Xq ) -  2] =  0

. 1  =  0u u
3 ( n 2  + x 2 ) - 2  =  0

+  n X g  +  Xq

(II)

n  =  - X ( ,  

n  =  ± 1
=> A : y =  - 1 .

(II)
2 __2  ̂+  x ‘  =  -

° 3
1

n x „  =  -

<=>
(n + Xq)2 =  ị

nx„ = -  
° 3

o 1
<í=i> n = x„ = ± - ^  (loại ). 

V3

Vậy A : y = -1  là tiếp tuyến cần tìm. 
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Bài 12. Gọi MÍXqìYq) là tiếp điểm. Ta có: y ’ = - 1
(2x - 1)̂

1) Ta có: X(J = 2 => Ỵq = --,y '(X (j) = - ỉ ,  phương trình tiểp tuyến

_  1 , 1 _ 1 1y = - - ^ x - 2 ----= ---- X-  —
9 '  ^ 3  9 9

ox 'T ' _  2 - Xq + 1  2
’ ° 3 2x q - 1  3 °

Phương trình tiếp tuyến; y = -  - (x  + l)

3) ĐS: y = - 4 x + — và y = -4x
2 2

- l,y ’(Xo) = - -

2 _ 1  5
3 ~  9 ^  9 ■

4) ĐS; y = -9x  + 1 và y = -9x  + 7
5) Tiếp tuyến tạo với hai đường thẳng đó một tam giác vuông cân thì tiếp 

tuyến phải vuông góc với hai phân giác y = ±x nên hệ số góc của tiêp 
tuyển bàng ±1. ĐS: y =  - X  ±  1 .

Bài 13. Gọi M(xQ;y(j) là tiếp điểm. Phương trình tiếp tuyến A tại M
-1  2x„ - 1

y = -—
X q 1( X o - i r

1) Hệ số góc của tiếp tuyến bằng -  — nên suy ra

(Xn -  1)^
— <=> x« — 3, Xo - 1 .

Từ đó ta tìm được tiếp tuyến là: y = -  —X + — và y = -Ặ x  + y .
4 4 " 4 4

2x„
2. Tiếp tuyến A cắt đường thẳng X = 1 tại A(l; —), cắt đường thẳng

Xq - 1

y = 2 tại B(2xq -  1;2) . Hai đường thẳng đó cắt nhau tại 1(1; 2).
2Suy ra lA ,IB = 2 x^-1N -IA .IB  = 4

r o  - 1
Chu vi tam giác lAB: p = AB + lA + IB = VĨa^ + Ĩ b^ + IA + IB 

Mặt khác; lA^ + IB^ > 2IA.IB = 8; lA + IB > 2VIA.IB = 4 

Nên p > 2V2 + 4 .
Đẳng thức xảy ra o  lA = IB o  (Xg -  1)̂  = 4 Xp = 3, Xq =  - 1 . 
Từ đó ta tìm được tiếp tuyến là:
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13 , 1 5y = - - j X  + ^  Vày = - - ^x  + ^ .
4 4 4 4

3) Gọi H là hình chiếu của I lên A . Ta có d(I, A) = IH

Trong tam giác vuông lAB ta có: —̂  = —— \— ^  ^ =  —
IH2 IA^ IB^ IA.IB 2

Suy ra IH < V2 . Đẳng thức xảy ra o  lA = IB .
Từ đó ta tìm được tiếp tuyến là:

1 13 . 1 5y = và y = - A x  + A .
4 4 4 4

4. Đưòng thẳng A có VTCP u = (1;— ), IM = (x„ - 1;— -—
(Xo -  1)  ̂ Xq -  1

).

IM ± A o  Xq -  1 -
( x q - I ) '

Từ đó ta tìm được tiếp tuyến; y = - X  + l,y  = - X  + 5 .
Bài 14. Gọi điểm M(xQ;yQ) Ễ (C). Tiếp tuyển A tại M của (C) có phương

= 0 ^  Xq = 0, Xq = 2 .

trình: V =
(Xn -  D '

Ax-Xo) +
Xq +2

A Ễ A -í̂  m
3x.

(^0-1)
■ + Xọ +2

Xq -1
<=> m(xQ -  1)̂  =  3xq + (X q + 2)(Xq -  1) = 0 (với Xq ^ 1)

(ra -  1 ) X q -  2(m + 2 ) x q  + m + 2 = 0 (*).

Yêu cầu bài toán <=> (*) có hai nghiệm a,b khác 1 sao cho 
(a + 2)(b + 2) _  ab + 2(a + b) + 4 ^
(a -  l)(b -  1) ab -  (a + b) + 1 ^

Hay là:

m ^ 1

A' = 3(m + 2) > 0 
m -  1 0  o
-3 m  -  2 < 0

m ỹt 1
2ra >
3

Vậy
m > -

2 là những giá trị cần tìm.
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Chuyên đẻ 5. Bài toán giao điểm của hai đô th|

I. Tóm tắt lí thuyết
Đinh lí: số giao điểm của hai đồ thị hai hàm số y = f(x) và y = g(x) 

chính là số nghiệm của phương trình: f(x) = g(x).
Từ định lí này sẽ dẫn tới hai bài toán giao điểm sau:

Bài toán 1: Biện luận số nghiệm của phương trình; F(x,m) = 0 (m là tham số) 
Plnrơng pháp giãi:
* Ta biến đối phương trình F(x,m) = 0 về dạng f(x) = g(m), trong đó ta 

đã biết đồ thị (C) của hàm số y = f(x) hoặc có thể dễ dàng vẽ được.
* Đe biện luận số nghiệm của phương trình, ta chuyển về biện luận số 

giao điểm của (C) và đường thẳng song song với Ox: y = g(m).
Bài toán 2: Biện luận số giao điểm của hai đồ thị (C): y = f(x) và 

(C' ):y = g(x)
Phương pháp giải: Xét phương trình hoành độ giao điểm của (C) và 

(C’): f(x) = g(x) (*).
Số giao điểm của (C) và (C’) chính là sổ nghiệm của phương trình (*)■

II. Các ví dụ minh họa
1. Các ví dụ CO' bản.
Ví dụ 1. Cho hàm số y = f(x) = 2x^ -  3x^ + 1 (C)

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C).

2) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình; -x^ + -  x  ̂ -  m = 0.
2

1) Hàm số xác định trên R

Ta có: y ' = 6x^-6x , y ' = 0<=>

Lời giải

X = 0 => y = 1 
X = 1 => y = 0

Giới hạn tại vô cực: lim y = ±oo
X —> ± o o

Bảng biến thiên
X — oo 0 1 / +00
y' + 0 - 0 +

y
—oc>

▼ 1

0

+00

Hàm số đồng biến trên ( - cxd;0) và (l;+oo). nghịch biến trên (0;1)
Hàm số đạt cực đại tại X = 0, y^j = 1 ; hàm số đạt cực tiểu tại 
x = l , y , t = 0
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Các điểm đi qua (-l;-4), (2; 5).
Đồ thị

2) Phương trình o  2x  ̂ -  3x  ̂ + 1 = 1 -  2m 
Số nghiệm của phương trình là số giao 
điểm của hai đồ thị
j (C);y = 2x^-3 x ^ + 1  
Ị a : y = 1 -  2m, A / /Ox 

Dựa vào đồ thị (C), ta có:

1 -  2m < 0 
1 -  2m > 1

<=>
1m > — 
2

m < 0

m =

thì A và (C) cắt nhau tại một điểm nên phương trình đã cho có 
một nghiệm.

1
2 thì A và (C) cắt nhau tại hai điểm nên phương trình đã cho có 

m = 0 
hai nghiệm.

• 0 < m < — thì A và (C) cắt nhau tại ba điểm nên phương trình đã cho 
2

có ba nghiệm.
Ví dụ 2. Cho hàm số y = x‘* -  2x  ̂ - 1 có đồ thị (C).

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C).
2) Tìm giao điểm của đồ thi (C) với đường thẳng d : y = 7 .
3) Tìm m đế phuơng trình x'̂  -  2x  ̂+ 3m + 1 = 0 có 4 nghiệm phân biệt.

Lời giãi
1) TXĐ: D = M

X = 0 ^  y = -1Ta CÓ: y ' = 4x(x^ - 1) => y ' = 0 Cí> 

Giới hạn: lim y = +aox->±°0
Bảng biến thiên

±1 => y = -2

X —00 -1 0 1 -l-oo
y' - 0 + 0 - 0 +

y
+GC

-2

.-1

-2

-!-co
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Hàm số đồng biến trên (-1;0) và (l;+oo), 
nghịch biến trên (-oo;-l) \'à (0;1).
Hàm số đạt cực đại tại x = 0,y J = - l ;  đạt cực 
tiểu tại X = ±1, y J = -2.
Đồ thị:
Do hàm số y = x  ̂ -  2x  ̂ - 1 là hàm số chẵn 
nên (C) nhận Oy làm trục đối xứng.

2) Phương trình hoành độ giao điểm của (Cì và d

x‘‘ -  2x^ -1  = 7 o  x̂ 2x -  8 = 0 Cí>
x̂  = 4
x̂  = -2  (vn„)

<=> X = ±2 .

Vậy tọa độ giao điểm của (C) và d là A(±2;7).
3) Phương trình o  x  ̂ -  2x  ̂ - 1 = -3m -  2.

Phương trình có 4 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi đường thăng 
y = -3m -  2 cắt đồ thị (C) tại 4 điểm phân biệt

Hay -2 < -3m -  2 < -1 o  < m < 0 .

Vây - — < m < 0 là những giá trị cần tìm.
3

Ví dụ 3. Cho hàm số y 2 x - l
x - 1

có đồ thị là (C).

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C).
2) Tìm m để đường thắng d : y = 2x -  m cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân
biệt.

Lời giải

1) TXĐ; D = 1 \ ( i Ị. Ta có: y' = ------- r  < 0. Vx e D

Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định 
Hàm số không có cực trị 
Tiệm cận:

lim y = 2 =>y  = 2 là tiệm cận ngang
x-v±oo

lim y =  + 00, lim y =  - 0 0  =5> X =  1 là tiệm cận đứng
x-+l~

X —00 lj +00

y' - -

y
—00

+00

2
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Đồ thị

Đồ thị đi qua (0;1),
V “ y

Đồ thị nhận 1(1; 2) làm tâm đối xứng.

-;0

•
t

y=2 2

\
1 \

1 V
1 //

 ̂ /
/

1 \  !

0 1 X

x= ỉ

2) Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d 
2x -1—----= 2x -  m o  2x - 1 = (x -  l)(2x -  m) với X 1
X -1

<=> 2x  ̂ -  (m+'^4)x + m + 1 = 0 (1).
Đường thẳng d cẳt (C) tại hai điểm phân biệt khi và chi khi (1) ( 
nghiệm phân biệt khác 1

Hay + +
[2 -  (m + 4) + m + 1 ít 0 [-1 0

Vậy d luôn cẳt (C) tại hai điểm phân biệt với mọi giá trị của m .

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 4. Cho hàm số y = 2x  ̂-  9x  ̂+ 12x -  4 (C)

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C)
2) Tìm m để phương trình sau có 6 nghiệm phân biệt

2|x|^ -  9x  ̂+ 12|x| = m .

L()’i giải
1) Hàm số xác định trên s

hai

Ta có: y ' = 6(x  ̂ -  3x + 2), y ' = 0 o  x̂  -  3x + 2 = 0 »

Giới hạn tại vô cực: l i m  y  =  ±00

X = 1 => y = 1 
X = 2 => y = 0

Báng biến thiên

Hàm số đạt cực đại tại X = l,y J = 1 ; đạt cực tiểu tại X = 2,y J = 0. 
Đồ thị;
Các điểm đi qua; (3; 5), (0;-4)
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2) Phương trình đã cho tương đương với

2|x|^ -  9x^ + 12|x| -  4 = m -  4

Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của hai 
đồ thị

| ( C ) ; y = f(x) = 2|x|^ -9x^ +12|x|

[a : y = m - 4 ,  A / /Ox

Ta có f(-x) = f(x) nên hàm số y = f(x) là hàrn số 
chẵn. Do đó. đồ thị (C’) nhận Oy làm tmc đối xứng.
Mặt khác, với X > 0 ta có

f(x) = 2x  ̂ -  9x  ̂ + 12x -  4 nên ứng với phần X > 0 thì (C') = (C) 
Từ đó, ta có đồ thị (C’).
Dựa vào đồ thị (C’), ta có:
Phương trình đã cho có 6 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi

0 < m - 4 < l c 2 > 4 < m < 5 .
Ví dụ 5. Cho hàm số y = 2x  ̂ -  3x  ̂ - 1 có đồ thị (C).

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C)
2) Tìm m để phương trình 2x  ̂ -3x^ +1

'Lời giải

= m có 4 nghiệm phân biệt.

1) Xem ví dụ 1.
2) Số nghiệm của phương trình đã cho là số giao điểm của hai đồ thị 

2x  ̂ -3x^+1

Ta có: 2x  ̂ - 3 x ^ 1
[2x^-3x^+1 khi 2x®-3x^+1 > 0 
1 -(2x^ -  3x  ̂+ 1) khi 2x  ̂ -  3x  ̂+ 1 < 0
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• ứng với phần 2x  ̂ -3x^ +1 > 0 (Tức là ph^n 
đồ thị (C) nằm trên Ox). Ta có (C) và (C’) 
trùng nhau.
• ứng với phần 2x  ̂-3x^ +1 < 0 (Tức là phần 
đồ thị (C) nằm dưới Ox). Ta có (C) và (C’) đối 
xứng nhau qua Ox.
Từ đó ta có đồ thị (C’).

Dựa vào đồ (hị (C’) ta có yêu cầu bài tpán tưong đương với 0 < m < 1 . 
Ví dụ 6. Cho hàm số y = x"* -  2x  ̂ - 1 (C)

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C)
2) Tìm m để phương trình -  2x"̂  -1  

Lời giải

= 2m CÓ 6 ngiệm phân biệt.

1) Xẹmvídụ2 .
2) Số nghiệm của phương trình đã cho là số giao 

điểm của hai đồ thị

(C'):y 2x"‘

[a : y = 2m, A / /Ox 
Ta có đồ thị (C’)
Dựa vào (C’), suy ra phương trình đã cho có 6 nghiệm phân biệt khi và

chỉ khi 1 < 2m <2<=>-ị-<m<l.
2

Ví dụ 7. Cho hàm số y = x  ̂-  2x  ̂+ (1 -  m)x + m (1), m là số thực
1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1.
2) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có 
hoành độ Xp X2, X3 thỏa mãn điều kiện: x  ̂+ x  ̂+ x  ̂ < 4 . (ĐH Khối A -  
2010).

Lời giải
1) Bạn đọc tự làm.
2) Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị và Ox 

x  ̂ -  2x  ̂+ (1  -  m)x + m = 0 o  (x -  l)(x^ -  X -  m) = 0
'x = 1
x  ̂ -  x - m  = 0 (*)

Yêu cầu bài toán o  (*) có hai nghiệm phân biệt XpX2 khác 1 thỏa 

Xj  +  X2 + 1  <  4  x ^  +  Xg < 3

<=>
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Hay là:

1
A = 1 + 4m > 0 m > —  

4
m 0 o  • m 0 o  ■

(Xj + Xg)  ̂ -  2x^X2 < 3 1 + 2m < 3

m ĩ* 0

< m < 1 
4

Vậy
m ÍÉ 0

1 là những giá tri cần tìm.
< m < 1 

4
Ví du 8. Cho hàm sổ y = -  3x  ̂+ m có đồ thi (C )

1) Tìm m để đồ thị (C ) cắt Ox tại ba điểm phân biệt có hoành độ lớn

hơn
2

2) Gọi d là đường thẳng đi qua gốc tọa độ o và có hệ số góc k . Tìm k 
để đường thẳng d cắt đồ thị (Cq) tại ba điểm phân biệt 0,A,B sao

cho AB = Võ .
Lòi giải

1) Phương trình hoành độ giao điểm của (C ) và Ox

x  ̂ -  3x^ + m = 0 o  x  ̂ -  3x^ = -m  (1)

Xét hàm số f (x) = x^ -  3x^ với X > , ta có f '(x) = 3x(x -  2)

chỉ khi phương trình (1) có ba nghiệm phân biệt lớn hớn hay đường
2

thẳng y = - r a  cắt đồ thị hàm số y = f(x) tại ba điểm phân biệt có hoành

độ lớn hơn - Ặ .
2

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy điều đó xảy ra khi và chỉ khi
7 7< -m  < 0 o 0 < m < ^ .
8 8
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2) Phương trình đường thẳng d : y = kx 
Phương trình (Cg): y = -  3x^
Phương trình hoành độ giao điểm của (Cq) và d ;

x̂  -  3x  ̂ = kx o  x(x^ -  3x -  k) = 0 Cí> ^
x  ̂ -  3 x -k  = 0 (*)

Đồ thị (Cq) cắt đường thắng d tại ba điểm phân biệt o, A,B khi và chỉ 
khi (*) có hai/Ighiệm phân biệt XpXg 5̂ 0 .

A = 9 + 4 k > 0  Hay o
-k ;íO

k > - -4 (**)
k 0

Khi đó A(Xpkx^), B(x2;kx2) nên

AB  ̂ = (k^ + l)(Xĵ  -  = (k^ + 1) (Xj + X2 )̂  -  4XjX = (k^ + l)(4k + 9)

Suy ra AB = Võ o  (k^ + l)(4k + 9) = 5 <=> 4k^ + 9k^ + 4k + 4 = 0 
•» (k + 2)(4k^ + k + 2) = 0 o k  = -2 thỏa mãn (**).
Vậy k = -2 là những giá trị cần tìm.

Ví dụ 9. Tìm m để đường thẳng d :y  = x + 4 cắt đồ thị (Cm): 
y = x  ̂+ 2mx^ + (m + 3)x + 4 tại ba điểm phân biệt A(0;4),B,C sao cho 
tam giác IBC có diện tích bằng 4 với 1(1; 3).

Lời giải
Phương trình hoành độ giao điểm của d và (Cm):

x  ̂+ 2mx + (m + 3)x + 4 = X + 4 <=> x(x  ̂ + 2mx + m + 2) = 0 
'x = 0

o
yr + 2mx + m + 2 = 0 (*)

Đường thắng d cất (Cm) tại ba điểm phân biệt o  (*) có hai nghiệm phân 
biệt khác 0

ÍA' = m ^ - m - 2 > 0 _  [m < - l  V m > 2 ,
^  ì r  0 1 ')-

Gọi Xj,X2 là hai nghiệm của (*), ta có B(Xj;x^+4), C(x2-,X2+4)

Suy ra BC  ̂ = 2(x  ̂-  X2)̂  =2 (Xj + X2)̂  -  4XjX2 = 8(m^ -  m -  2).

Gọi h = d(I,d) = V2 => Ŝ JBC = -h.BC = 2Vm  ̂- m - 2  .
2

Do đó = 4 <=> Vm  ̂-  m -  2 = 2<=>m ^-m -6 = 0c5>m = 3, m = -2 .
Kết hợp với (1) ta có m = 3 là giá trị cần tìm.
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Ví dụ 10. Tìm m để đồ thị (C ): y = -  3(m + l)x^ + 3mx -  m + 1 cắt Ox

tại ba điểm phân biệt trong đó có đúng một điểm có hoành độ âm.
Lời giải

Đồ thị (C ) cắt Ox tại ba điểm phân biệt trong đó có đúng một điểm có

hoành độ âm o  hàm số có hai cực trị đồng thời ^ ^ (1).
[y (0)>0

Ta có: y ' = 3[x  ̂ -  2(m + l)x + m ]=>y' = 0<=>x^- 2(m + l)x + m = 0 (*) 
Hàm số có hai cực trị o  (*) có hai nghiệm phân biệt 
<=>A' = (m + l ) ^ - m > 0 o m ^ + m  + l > 0  đúng Vm .
Chia y cho y ’ ta được:

y = — (x -  m -  l ) y 2 ( m ^  + m + l)x + + 1
3

Gọi x^, Xg là hai nghiệm của (*). Ta có;

yj = — (Xj -  m -  l)y '(Xj) -  2(m  ̂ + m + l)x^ + + 1
3

= -2(m^ + m + l)x^ + + 1.

Tưong tự = -2(m^ + m + 1)X2 + + 1 .

Suy ra
^1 ^2 “ 4(m'  ̂ + m + 1)̂  X̂ X2 -  2(m  ̂ + m + l)(m^ + l)(Xj + X2) + (m  ̂+1)^

= (m + l)(m^ -  -  m -  3)

Nên (1) «  -  ra -  3) < 0
[m < 1

Xét hàrn số g(m) = -  m -  3, m < 1

Có g '(m) = 3m^ -  2m - 1 => g'(m) = 0 o
1m = -  — 
3

m = 1
Lập bảng biến thiên ta thấy g(m) < 0 Vm < 1

Do đó (2) c?> i ™ ^  ̂^ ^ o  -1 < m <  1 là những giá trị cần tun.
[m < 1

Ví dụ 11. Cho hàm số y = x'‘ -  2(m + l)x^ + 4m - 1 (Cj )̂
1) Tìm m để (C ) cắt đường thẳng A : y = 2m - 1 tại bốn điểm có 

hoành độ lớn hơn -3
2) Tìm m để (C ) cắt Ox tại bổn điểm A, B, c, D (với 

Xj3 ) sao cho 20A = y/sBC .
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Lời giải
1) Phương trình hoành độ giao điểm cúa (C ) và A;

x"* -  2(m + l)x^ + 4m - 1  = 2m - 1  o  x̂  -  2(m + l)x^ + 2m = 0 (*)

Đặt t = x^, t > 0 ta có phương trình: -  2(m + l)t + 2m = 0 (1)
Đồ thị (C ) cắt A tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi (1) có hai 
nghiệm dương phân biệt (giả sử ). Điều này xả ra khi và chi

khi
A' = +1 > 0/s = 2(m + l ) > 0 o m > 0  
p = 2m > 0

(2).

Khi đó, hoành độ các giao điểm;

Do đó yêu cầu bài toán được thỏa khi và chỉ khi -y jt^  > -3  «  Ì2 < 9

o  m + 1 + \[Ã' <9 o  yíÃ' < 8 -  m o
I m < 8

I + 1 < 64 -  16m +
<=> m <

16

Kết hợp với (2) ta có 0 < m< —  thỏa yêu cầu bài toán.

2) Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị (C^) và Ox

x'* -  2(m + l)x^ + 4m - 1  = 0 

Đặt t = x^, t > 0 ta thu được phương trình
-  2(m + l)t + 4m -1  = 0 (3)

Đồ thị (C ) cắt Ox tại bốn điểm phân biệt A,B,C,D khi và chỉ khi 
phương trình (3) có hai nghiêm dương phân biệt t p t g . Điều này xảy ra 

A' = -  2m + 2 > 0
khi và chỉ khi s = 2(m + 1) > 0 

p = 4m - 1 > 0
o  m > (4).

Giả sừ < Í2 . Khi đó, tọa dộ các giao điểm là: 

A ( -^ ;0 ) ,  B(-7t^;0), C(ựt^;0), D(ỰỤ;0)

Theo đề bài: 20A = \Í3BC nên ta có:

2 ^  = »  t2 = 3tj

. í + t ,  = 2(m + 1) Mặt khác, theo định lí Viet ta có; ' ^
tjt2 = 4m - 1

(5)

(6)

Thay (5) và (6) ta có được;
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14t  ̂ = 2(m + 1) 

[sti = 4m - 1
o

ti =

=‘'1

Từ đó, suy ra:
/ 1m + 1

m +1 
2

4 m - l
3

4m - 1 o  3m  ̂ -  lOm + 7 = 0

Giải phương trình này ta tìm được: m = 1, m = —.
3

'  7Kêt hợp với (4), ta có m = 1, m = — là giá tri cân tìm.
3

Ví dụ 12. Cho hàm số y = -2 (m -l)x ^ + 3 m -9  có đồ thị là (C ). Tìm
tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị (C ) cắt trục Ox tại bốn điểm 
phân biệt A,B,C,D (x^ < X g < X(, < X p ) sao cho tam giác MAC có diện 
tích bằng 2 với M (5;l).

Lời giải
Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị (C ) và Ox 

x̂  -  2(m -  l)x^ + 3m -9  = 0 
Đặt t = x^, t > 0 , ta có phương trình;

- 2 ( m - l ) t  + 3 m - 9  = 0 (1).
Đồ thị (C ) cắt Ox tại bốn điểm phân biệt A, B, c, D khi và chỉ khi (1) 
có hai nghiệm dương phân biệt t j ,Ì2 , hay:

A' = -  5m + 10 > 0
S = m - 1 > 0  o m > 3 .
p = 3m -  9 > 0

Giả sừ < Í2 , khi đó tọa độ các giao điểm là:

A(-ỰỤ;0), B(-ựt^;0), C(ựt^;0), D(ỰỤ;0)

Diện tích tam giác MAC:
1 _ 1 _ ' _ s = —h.AC = — AC = 2 nên suy ra AC = 4 /o — — I1W11 ouy ICI i 
2 2

Hay ^  = 4 o  tj + 12 + = 16

o  m -  1 + Vsm -  9 = 8 o  9 -  m = Vsrn - 9
í 3 < m < 93 < m < 9

o <=> <=> m = 6
[(9 -  m) = 3m -  9 [m -  21m + 90 = 0 

Vậy m = 6 là giá trị cần tìm.
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Ví dụ 13. Cho hàm số y =
2mx -  3 -  2m

X + 2
, có đồ thị (C ) ( m là tham số ).

Xác định m để đường thẳng A : y =  X -  2 cắt đồ thị hàm số (C^) tại hai 
điểm phân biệt A, B sao cho góc giữa hai đường thẳng OA và OB 
bằng 45°.

Lời giải
Phương trình hoành độ giao điểm:

^  = X -  2 o  (x -  l)(x +1 -  2m) = 0 (x ìt-2) (*) .
X + 2 ' ,

Đồ thị (C )cắt đường thẳng Atại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi 
phương trình (*) có 2 nghiệm phân biệt khác -2  . 

m 1
1 •

2 m - l  # 1 
 ̂ _ _ <=> 2m - 1  # -2 m --

Giả sừ A(l;-1), B (2m -l;2m -3), khi đó ta có: 

ÕÃ.ÕB = OA.OB.cos45° o 16m + 10 = 2

3m = —
o  ^ (thỏa mãn điều kiện)

m = 4- 
2
3 1 • 'Vây m = — và m = — là giá trị cân tìm. 
2 2

Ví dụ 14. Cho hàm số y 2 x -3
x - 1

có đồ thị (C) và đưòng thẳng

d : y = -2x + m
Chứng minh rằng d và (C) luôn cắt nhau tại hai điểm phân biệt A, B 
nằm về hai nhánh của (C). Khi đó hãy tìm m sao cho:
1) Độ dài AB nhỏ nhất.

. 3
2) Diên tích tam giác MAB băng — với M(l;2).

4
3) Tiếp tuyến của (C) tại A và B song song với nhau.

Lòi giải
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d

^ = -2x + m o  2x  ̂ - mx + m -  3 = 0 (1)
X - 1

Vì (1) có A = -8m  + 24 > 0, Vm và X = 1 không là nghiệm của (1)
nên (1) luôn có hai nghiệm phân biệt XpXg hay (C) và d luôn cắt nhau 
tại hai điểm phân biệt A, B
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(x̂  -  1)(X2 -  1) = XjX2 -  (Xi + X2) + 1 = -  y  + l  = - ị < 0

Nên A và B nằm về hai nhánh so của (C).
1) Ta có A(Xj-,-2x^ + m), B(X2‘,-2X2 + m)

Suy ra

AB  ̂ = (x  ̂ -  X2)̂  + (2xj -  2X2)̂  = 5(Xj -  X2)̂  = — (m  ̂ -  8m + 24)

(m -4 )^ + 8 > 10

Nên AB > /̂ĨÕ và đẳng thức xảy ra khi m = 4. 
Vậy m = 4 là giá trị cần tìm.

2) Gọi h = d(M,AB) =
m -  4 l ì . T ,  3 i 2at32 9^  suy ra = ị  h.AB = ị  o  AB = ị

o (m 4) ^ (j^2  _ ^ 24) = .?. <=> (jxi -  4)“* + 8(m -  4)  ̂-  9 = 0
45 4

o  m = 3, m = 5.
Vậy m = 3, m = 5 là hai giá trị cần tìm. 

3) Ta có: y ’ = ^
(x-1)"

Tiếp tuyến tại A và B song song với nhau khi và chi khi
1 1y ’(x^) = y'(x2) o

0  — = 2<=>m = 4 
2

o  X, - 1  = 1 -  x„ o  X, + X., = 2
(X i-1)2  (X2-l)^

Vậy m = 4 là giá trị cần tìm.

lil. Bài tậ p  vận  d ụ n g
Bài ĩ. Cho hàm số y = f(x) = x  ̂-  3x  ̂+ 2 (C)

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C)
2) Tìm m để phương trình x  ̂-  3x  ̂ = m (1) có ba nghiệip phân biệt.

3) Biện luận số nghiệm của phương trình: -|x|^ + 3x  ̂+ m = 0 (2).

Bài 2. Cho hàm số y = f(x) = -x^ -  X + 2 , có đồ thị là (C).
1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ (C).
2) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình: x  ̂ + X -  2 = m (1)

Bài 3. Cho hàm số y = 2x  ̂-  3x  ̂+ 1 (C).
1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C)
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2) Dựa vào đồ thị (C), tìm m để phưong trình sau có bốn nghiệm phân
1 *A, 1 1 ^  3  2 _biệt: X --^x  +m = 0 . • 1 1  2

3) Biện luận theo m số nghiệm của phưong trình:

2x^ -  X - 1 m
x -1

Bài 4. Cho hàm số y = -x'* + 6x  ̂ -  5 có đồ thị (C)
1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C).
2) Tìm m để phương trình (x  ̂ -  5) x̂  1 = m có 6 nghiệm phân biệt.

Bài 5. Cho hàm số y = x  ̂-  3x  ̂ -  9x + m có đồ thị (C )
1) Tìm m để đồ thị iC^) cắt Ox tại ba điểm phân biệt có hoành độ lớn

hơn - 2 .
2) Gọi d là đường thẳng đi qua gốc tọa độ o và có hệ số góc k . Tìm k

để đường thẳng d cắt đồ thị (Cq) tại ba điểm phân biệt 0,A,B sao

cho AB = 7%/2 .
Bài 6. Cho hàm số y = x  ̂-  2mx^ + (m + l)x (C )

1) Tìm k để đường thẳng d đi qua o, có hệ số góc k cắt (Cj) tại ba điểm

phân biệt 0,A,B sao cho AB = ếsỊÕs .
2) Tìm m để (C^) cắt đường thẳng dj ; y = (1 -  m)x + 1 tại ba điểm phân

biệt có hoành độ Xj, X2, X3 thỏa x̂  + Xg + X3 > 6 .
3) Tìm m để đường thẳng y = X cắt (C ) tại ba điểm phân biệt 0,M,N 

sao cho tiếp tuyến của (C_j) tại M và N vuông góc với nhau.

Bài 7.| Cho hàm số y = x  ̂-  3x  ̂+ 6x (C) và d là đường thẳng đi qua gốc tọa 
độ o có hệ số góc k. Tìm k để d cẳt (C) tại ba điểm phân biệt o, A, B sao 
cho AB = ^/Ĩ7 .

Bài 8. Tìm m để đồ thị hàm số y = x  ̂-  3mx^ + (3m -  l)x + 6m -  6 (Cm) cắt 
trục hoành tại ba điểm phân biệt có hoành độ Xj,x2,Xg thỏa mãn

+ X2 + + X̂ XgXg = 20 .

Bài 9. Viết phương trình đường thẳng d cắt đồ thị (C): y = x  ̂ -3 x  + 2 tại 3 

điểm phân biệt A,B,C sao cho X. = 2 và BC = 2\Ỉ2 .

Bài 10. Tìm m để đồ thị hàm số y = x̂  -  (3m + 2)x  ̂+ 3m (Cm) cắt đường 
thẳng y = -1  tại bốn điểm phân biệt có hoành độ XJ,X2,X3 ,x^ thỏa mãn:

4.X? + X2 + X3 + x^ + X̂ XgXgX̂
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Bài 11.Ị Tìm m để đường thẳng y = -1 cắt đồ thị (Cm)
y = x'* -  (3m + 2)x  ̂+ 3m tại 4 điểm phân biệt (jều có hoành độ nhỏ hơn 2.

Bài 12.| Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị
(C ): y = x'‘ -(3m  + 2)x  ̂+4m cắt Ox tại bốn điểm phân biệt A,B,C,D 
(  x^ <  X g <  X(, <  X jj ) thỏa BC = 2AB .

Bài 13. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị
(C ); y = x"* -  2(2m -  l)x^ + 2m + 3 cắt Ox tại bốn điểm phân biệt 
A, B, c, D (x^ < X g <  X(, <  X p ) thỏa AB = 20C .

Bài 14.| Tìm m đê đường thăng A : y = — X + m căt đô thị (C): y =___ __ _ tai
— u ° ° " 2 x -1
hai điểm phân biệt A,B đối xứng nhau qua đường thẳng 
d :2 x  + y -  4 = 0.

Bài 15. Cho hàm số y = — (C).
----  X + 2 ■
1. Tìm a, b để đường thẳng A : y = ax + 2b -  4 cắt (C) tại hai điểm phân

biệt M, N sao cho M, N đối xứng nhau qua o.
2. Đường thẳng y = X cắt (C) tại hai điểm A, B. Tìm m để đường thẳng 

y = X + m cắt (C) tại c, D sao cho ABCD là hình bình hành.

(1). Chứng minh với mọi m Tí: 0 đồ thị hàmBài 16. Cho hàm số: y = 2x -  m 
mx +1

số (1) Cắt d : y = 2x -  2m tại 2 điểm phân biệt A, B thuộc một đường (H) 
cố định. Đường thẳng d cắt các trục Ox, Oy lần lượt tại các điểm M, N.
Tìm m đê s,OAB 3S.OMN

Bài 1.
Hirớng dẫn giải

1) Bạn đọc tự làm.
2) Ta có phương trình x  ̂-  3x  ̂ = m o  x̂  -  3x  ̂+ 2 = m + 2.

Phương trình (1) có ba nghiệm phân biệt o  đường thẳng y = m + 2 cắt 
(C) tại ba điểm phân biệt o - 2 < m  + 2 < 2 o - 4 < m < 0 .
Vậy m e (-4;0) là những giá trị cần tìm. ^

3) Ta có phương trình (2) <=> |x|  ̂-  3x  ̂+ 2 = m -  2
Do đó số nghiệm cùa phương trình (2) chính là số giao điểm của hai đồ 

thị |y  = |x |^ -3x^+2 (C)
Ịy = m -  2 (A)
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Ta có hàm số y = |x|  ̂ -  3x  ̂+ 2 là hàm số chẵn nên đồ thị (C’) nhận trục

Oy là trục đối xứng=> để vã đồ thị (C’) ta chỉ cần vẽ (C’) nằm phía bên 
trái hoặc bên phải của trục Oy rồi lấy đối xứng qua Oy ta được phần 
còn lại.
Mặt khác với X >  0 => g(x) =  x̂  -  3x  ̂ +  2 => (C) H (C' ) .
Vậy dựa vào đồ thị (C), ta vẽ đồ thị (C’) 
như sau:
* Giữ nguyên phần bên phải trục Oy 
của đồ thị (C).
* Lẩy đối xứng qua trục Oy phần vừa vẽ 
ở trên ta có được đồ thị của (C’).

Dựa vào đồ thị (C’), ta có:
* m - 2 < - 2 o m < 0 = > A  không cắt đồ thị (C’) nên phưcmg trình (2) 
vô nghiệm.

m -  2 = -2 m = 0 
m > 4m -  2 > 2 

trình (2) có hai nghiệm phân biệt

A cắt (C’) tại hai điểm phân biệt nên phương 

in biệt.
• m -2  = 2 o m  = 4=>A cắt (C’) tại ba điểm phân biệt nên phương 
trình (2) có ba nghiệm phân biệt.
• - 2<m- 2<2<=>0<m<4=: >A cắt (C’) tại bốn điểm phân biệt nên 
phương trình (2) có bốn nghiệm phân biệt.

Bài 2.

Ta có; g(x) suy ra

1) Bạn đọc tự làm
2) Xét đồ thị (C ) : y = g(x) = x̂  + X - 2| = |f(x)|. Khi đó số nghiêm của

phương trình (1) chính là số giao điểm của đồ thị (C’) và đường thẳng 
A : y = m.

[f(x) khi f(x) > 0 
Ị-f(x) kh if(x )< 0

* Nếu f(x) > 0 (Tức là phần đồ thị (3) nằm trên truc Ox) thì (C’) và (C) 
trùng nhau.
* Nếu f ( x ) < 0 ,  khi đó mọi điểm M’ thuộc (C’) thì M’(x;-f(x)) còn M

thuộc (3) thì M(x;-f(x))suy ra M và M' đối xứng nhau qua trục Ox hay 
là (3) và (C’) đối xứng nhau qua trục Ox.
Cách vẽ:
Bưóc 1: Giữ nguyên đồ thị (C) ứng với phần f(x) > 0 (Phần đồ thị nằm trên Ox). 
Bước 2: Lấy đối xứng qua trục Ox đồ thị (3) phần f(x) <0(Phần nằm 
phía dưới trục Ox).
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Ta có đồ thị (C’)
Dựa vào đồ thị (C’) ta có:
• Nếu m < 0 => A và (C’) không cắt nhau 
=> (1) vô nghiệm
• Nếu m = 0 => A cắt (C’) tại một điểm 
=> (1) có một nghiệm
• Nếu m > 0 => A cắt (C’) tại hai điểm 
=> (1) có hai nghiệm.

Bài 3.
1) Bạn đọc tự làm

2) Phương trình o  2|x|^ -  3x  ̂+ 1 = -2m + 1
Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của 
hai đồ thị

|(C ') :y  = 2|x|^-3x^+1 
[A;y = -2m + l 

Dựa vào đồ thị (C’) ta có

0 < -2m + I < l o 0 < m <  — là những giá trị cần tìm

3 )  Điều kiện: X í i  1 
Phương trình o  2x  ̂ -  3x  ̂+. 1 = m

Sổ nghiệm của phương trình là số giao điếm của

. X .  . | (Ci ) ;y= 2 x ^ -3x  ̂+ 1 
hai đô thị ^

[d : y = m
Dựa vào đồ thị (C|) ta có:
• m < 0 => phương trình vô nghiệm
• m = 0 => phương trình có một nghiệm (loại nghiệm X = 1 )
• 0 < m < 1 phương trình có đúng bốn nghiệm
• m = 1 => phương trình có đúng ba nghiệm
• m > 1 => phương trình có đúng hai nghiệm.

Bài 4.
1) Bạn đọc tự làm
2) Số nghiệm cúa phương trình đã cho chính là số 

giao điểm của đường thẳng y = m với đồ thị (C’):

x ^ - ly = (x'̂  -5)

Ta có (C') = (C) khi -1 < X < 1
(C) đối xứng với (C) qua Ox khi X < -1 hoặc X > 1 . 
Theo đồ thị la thấy yêu cầu bài toán o  -4 < m< 0 .

- T ì -11



Bài 5.
1) Phương trình hoành độ giao điểm của (C ) và Ox

- 3x̂  -9 x  + m = 0<ĩ:>x^-3x̂  - 9x = -m (1)
Xét hàm số f(x) =  x  ̂ -  3x  ̂ -  9x với X >  - 3 , ta có f '(x) = 3(x  ̂ -  2x -  3) 
Suy ra f  '(x) = 0 o x  = - l, x = 3.

X -2 - 1 3 +O0

y' / +  0 0 +

y
-2 /

5

^ ^ - 2 7

+G0

ĐÔ thị (C ) càt Ox tại ba điêm phân biệt có hoành độ lớn hơn -2 khi và
chi khi phương trình (1) có ba nghiệm phân biệt lớn hớn -2 hay đường 
thẳng y = -m  cắt đồ thị hàm số y = f(x) tại ba điểm phân biệt có hoành 
độ lớn hơn -2 .
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy điều đó xảy ra khi và chỉ khi 

-2 < -m  < 5 o - 5 < m < 2 .
2) Phương trình đường thẳng d : y = kx

Phương trình (C()): y = x̂  -  3x  ̂ -  9x
Phương trình hoành độ giao điểm của (Cq) và d ;

X = 0
x  ̂-  3x  ̂ -  9x = kx o  x(x  ̂ - 3 x - 9 - k )  = 0 o

x ^ - 3 x - 9 - k  = 0 (*)
Đồ thị (Cq) cắt đường thẳng d tại ba điểm phân biệt o, A,B khi và chỉ 
khi (*) có hai nghiệm phân biệt X̂ ,X2 ít 0 .

„  ÍA = 9 + 4(9 + k)>0 Hay ị <=> -i
- 9 - k ^ O

. _45

k 5t -9
Khi đó A(Xpkx^), B(x2;kx2) nên

AB  ̂ = (k^ + l)(Xj -  X2)̂  = (k  ̂+ 1) (Xj + X2)̂  -  4x̂ X2 = (k^ + l)(4k + 45)

Suy ra AB = 740. o  (k^ + l)(4k + 45) = 98 <=> 4k^ + 45k^ + 4k -  53 = 0
■49 ± Vl553<=>(k-l)(4k2 +49k + 53) = 0 o k  = l,k  =

o

Vậy k = 1, k = -  V l5 ^  những giá trị cần tìm.

thỏa mãn (**).

Bài 6.
1) Phương trình (C^): y = x̂  -  2x  ̂+ 2x, phương trình d : y = kx 
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Phương trình hoành độ giao điểm của d và (C j):
x = 0

X - 2 x  + 2 - k  = 0 (*)
x  ̂-  2x  ̂+ 2x = kx o  x(x  ̂ -2 x  + 2 - k )  = 0 o

(C )̂ và d cắt nhau tại ba điểm phân biệt o . A, B khi và chỉ khi (*) có hai 
nghiệm phân biệt Xj,x2 khác 0, hay tương đương với 

A' = k - 1 > 0  [ k > lo  r
2-kT^O [k;^2

Khi đó A(Xpkx^), B(x2;kx2) nên

AB  ̂ = (x̂  -  X2) (̂k  ̂+ 1) = 4(k -  DCk̂  +1) = 4(k® -  k^ + k -1)

Do đó AB = 4 ^ ^  o  k^ -  k  ̂+ k - 105 = 0 o  k = 5 
Vậy k = 5 là giá trị cần tìm.

2) Phương trình hoành độ giao điểm của (Cj )̂ và

x  ̂ -  2mx^ + (m + l)x = (1 -  m)x + 1 o  x̂  -  2mx^ + 2mx -1  = 0
'x = 1
x ^ -(2 m -l)x  + l  = 0 (**)

(C ) và dĵ  cắt nhau tại ba điểm phân biệt khi và chỉ khi (**) có hai

u--™ u '  u-'* I I '  = 4m^ -  4m -  3 > 0 ^  _  1nghiêm phân biêt X,,x„ khác 1 o  < o  m< —^ ^ V 1, 2 [3 -2 m ^ 0  2
3

hoặc m > -̂  (1).
2

Yêu cầu bài toán o  Xj + X2 + 1 > 6 o  (Xj + X2)̂  -  2x̂ X2 -  5 > 0

l  + í̂^

o ( x - l ) x  ̂ - ( 2 m - l ) x  + l = 0 0

o  (2m -1)^ -  2 -  5 > 0 o  2m  ̂ -  2m -  3 > 0 c?>
m > ——-—

2
1 -^ 7  ' m < — —

Kết hợp với (1) ta có m e í 1-^1- 00; ------- —̂ u ì— — ^ ; + c o
2

V
2

L /

là những giá trị cần

tìm.lilll. /
3) Phương trình hoành độ giao điểm của (C^) và đường thẳng y = X

■ 2mx^ + (m + l)x = X o  x(x  ̂ -  2mx + m) = 0 o
X = 0
x  ̂ -  2mx + m = 0 (*)

Đường thẳng y = X cắt (C ) tại ba điểm 0 , M, N khi và chỉ khi (*) có 
hai nghiệm phân biệt Xj,x2 khác 0. Điều này tương đương với
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I m vt 0 

A' = - m  > 0
<=> m < 0 

m > 1 
.3 , o „ 2

(1)

Phương trình (C_j): y = + 2x  ̂ => y ' = 3x  ̂+ 4x
Tiếp tuyến của (C_j) tại M và N vuông góc với nhau khi và chỉ khi

y'(Xj).y'(x2) = -!<=> XjX2(3Xj + 4)(3X2 +4) = -1

»  XjX2(9XjX2 + 12(Xj + X2 ) + 16) + 1 = 0 o  33m^ + 16m + 1 = 0

-8±^Í3Ĩ
00 «

Kết hợp với (1), ta có m = là giá trị cần tìm.
33

Bài 7.| Đường thẳng d có phương trình: y = kx
Phương trình hoành độ giao điêm cùa d và (C): 

x  ̂ -  3x  ̂ + 6x = kx <=> x(x  ̂ - 3 x  + 6 - k )  = 0c:>
x  ̂ -  3x + 6 -  k = 0 (*) 

Đường thẳng d cắt (C) tại ba điểm phân biệt khi và chì khi (*) có hai

x = 0
.2

nghiệm phân biệt Xj,x2 khác O o  IA = 4 k - 1 5  > 0 
6 - k  0

<=>
, 15k > —  

4 ■
k 6

Khi đó A(XpkXj), B(x2;kx2). Suy ra

AB  ̂ = (1 + k^)(Xj -  X2>̂  = (1 + k^)(4k -  15)

Nên AB = ^/Ĩ7 o  (1 + k^)(4k - 15) = 17 o  4k^ -  15k^ + 4 k - 3 2  = 0<»k  = 4 
Vậy k = 4 là giá trị cần tìm.

|Bài 8.| Phương trinh hoành độ giao điểm của (C,n) với Ox
x  ̂ -  3mx^ + (3m -  l)x + 6m -  6 = 0 o  (x -  2)[x  ̂ -  (3m -  2)x + 3 -  3m] = 0 
'x = 2

x ^ - (3 m - 2 )x  + 3 - 3 m  = 0 (*)
(Cm) cắt Ox tại ba điểm phân biệt o  (*) có hai nghiệm phân biệt X|,X2 khác 2

o

_  A = 9m^ -  8 > 0 _  o  t o  ^
5 -  3m + 0

m 6

5m qí — 
3

í - 2S ] Í2^^ 1
3V J

u

Khi đó x ^  +  X2 +  X3 +  XjX2Xg =  (X j  +  X2)^  +  4 =  (3m -2)^+4  

Nên ta có: (3in -  2)̂  + 4 = 20 o  9m^ -  12m -  12 = 0 0  m = 2,

( m = loai do m < )
3 3

80 - r/ -



Bài 9.| Với = 2 =:> = 4 Vậy A(2;4)
Xem d là đường thẳng đi qua A và có hệ số góc là k.
Có pt d: y -  = k(x -  x^) <r> y = kx -  2k + 4
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng 

d : x  ̂ -  3x + 2 = kx -  2k + 4 o  (x -  2)(x  ̂+ 2x + 1 -  k) = 0 
o  X = 2 hay g(x) = x̂  + 2x + 1 -  k = 0 (*)
Đe d cắt (C) tại 3 điểm phân biệt A, B, c thì pt(*) phải có 2 nghiệm phân

biệt x„;x„ phân biệt và khác 2. Lúc dó:o  = k > 0  o O < k ; É 9 (**)
■ c |g(2) = 9 - k ; t 0

, [xd + x„ = -2
Theo Viet ta có; ] ® ^

[ X g .X p  = l - k
Mà B, c thuộc d nên y g  =  k X g  -  2k + 4 ; y ( ,  =  kX (, -  2k +  4  

Có BC = 2 /̂2 o  BC  ̂ = 8 Cí> (X g  -  X (,)^  + k ^ ( X g  =8

<=> (x„+ x„)  -4x„x,B^c (l + k^) = 8<=>k^ + k -  2 = 0<=>k = l

(thỏa mãn đk (**))
Với k = 1 => ptd : y = X + 2
Vậy đường thang d cần tìm có pt: y = X +  2 .

Bài 10.
Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) với đường thẳng y = -1:

■ (3m + 2)x  ̂ + 3m = -1  o  x"* -  (3m + 2)x  ̂ + 3m + 1 = 0 <=>
x2 =1 

x  ̂ = 3m +1

3m + 1 > 0 m > -  — 
3

m 0

, - , í
(Cm) cãt Ox tại bôn diêm phân biệt o  r

[3m + 1 1

Khi đó xj + Xj + Xg + x  ̂ + x̂ X2XgX4 = 3m + 3

Nên Xj + X2 + Xg + x  ̂+ XjX2 XgX̂  = 4 o  m = —.
3

Bài 11. Phương trình hoành độ giào điểm của (C J  và đườụg thẳng y = - 1 : 

x  ̂ -  (3m + 2)x  ̂+ 3m = -1 o  x‘* -  (3m + 2)x  ̂+ 3m + 1 = 0 
Đặt t = x^,t S: 0; phương trình trờ thành:

-  (3m + 2)t + 3m + l  = 0 o t  = l hoặc t = 3m + 1.

Yêu cầu bài toán tương đương I

giá trị cần tìm.

0 < 3m + 1 < 4 
3m + 1 Tí 1

< m < 1 ,, ~__3 là những
m Tt 0
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Bài 12. Phương trình hoành độ giao điểm của (Cj^) với Ox:

-  (3m + 2)x  ̂ + 4m = 0
Đặt t = x^, t > 0 ta có phương trình; -  (3m + 2)t + 4m = 0 (1)
(C ) cắt Ox tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi (1) có hai nghiệm 
dương phân biệt t j , t 2 (giả sử < t2 )

<=>
A -  9m -  4m + 4 > 0 
s  = 3m + 2 > 0  o m > 0
p = 4m > 0

Khi đó A ( -^ ;0 ) ,  B ( -^ ;0 ) ,  C (^ ;0 ) , D(ỰỤ;0) 

Nên BC = 2AB <=> 2 ^  = 2 { ^  -  \ ^ )  ^ 2  -  ^̂ 1

3m + 2t, + t„ = 3m + 2
Mặt khác: { nên suy ra

1 tĵ t2 = 4m
ti =■

= m

Do đó: 3m + 2 2 4= m o  9m -  13m + 4 = 0 o m  = l, m =  —
9

Vậy m = l,m  = — là những giá trị cần tìm.

Bài 13. Phương trình hoành động giao điểm của (C ) với Ox

x”* -  2(2m -  l)x"̂  + 2m + 3 = 0 
.2Đặt t = x^,t > 0 ta có phương trình; -2(2m -  l)t + 2m + 3 = 0 (1)

(C ) cắt Ox tại bốn điếm phân biệt khi và chỉ khi (1) có hai nghiệm 
dương phân biệt t^ ,t2 (íỉiả sử tj < Ì2)

<=>
A ' = 2m -  3m - 1  > 0 
s  = 2m - 1  > 0 
p = 2m + 3 > 0

3 + VĨ7o  m > ---- —̂  (2)

Khi đó A ( -^ ;0 ) ,  B(-ựt7;0), C (^ ;0 ) , D (^ ;0 )  

Nên AB = 20C o  ^  = 2 ^  t 2 = 9tĵ

2m - 1
Ịt i+Ì2 = 2(2m -l)

Mặt khác <! => -í
(t^t2 = 2m + 3

t i = '
2m + 3

2 m - l o  18m^ -  43m - 3 3  = 0 o m  = 3,m = - —  
9 18
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Két hợp với (2) ta có m = 3 là giá trị cần tìm.
Bài 14.Ị Phương trình hoành độ giao điêm của A và (C)

Ov
= —x + m o 4 x  = (x + 2 m )(x - 1) (với X ìt 1 )

X - 1 2
o  x  ̂+ (2m -  5)x -  2m = 0 (1)
A cắt (C) tại hai điểm phân biệt A,B o  (1) có hai nghiệm phân biệt khác 1

1A = (2m -  5)"= + 8m > 0 14m‘‘ -
| l  + ( 2 m - 5 ) - 2 m   ̂0 Ị - 4 ;é 0

12m + 25 > 0 đúng Vm .

Gọi Xj,X2 là hai nghiệm của (1)=> A(Xp—x̂  + m), B ^2;2^2

trung điểm I của AB có tọa độ:
1̂ =•

o
yj +X2) + m yi =■

5 -  2m 
2

5 + 2m

Do AB 1 d nên A, B đối xứng nhau qua d khi và chỉ khi I e d

Hay 2---- — + ——̂------4 = 0 o m  = — là giá trị cân tìm.
2 4 2

Bài 15.
1. Đê hai điểm M, N đối xứng qua o thì trước hết A phải đi qua o 

Suy ra 2 b - 4  = 0 o b  = 2=>A:y = ax.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và A
3x + 2 
X + 2

= ax <=> ax^ + (2a -  3)x -2  = 0 (*)

A cắt (C) tại hai điểm phân biệt M, N o ( * )  có hai nghiệm phân biệt 
a 0

Xi,X2 khác -2 <=> 4a^ - 4 a  + 9 > 0 o a ì t 0 .
4 ^ 0

M, N đối xứng qua o  ox^+X2=0<=>2a-3  = 0 o a  = — .
2

2. Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng y = X 

=  X o  X^ -  X -  2 =  0 c?> X =  -1, X =  2 . Suy ra A(-l; - 1 ) ,  B(2; 2)
X + 2

Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng y = X + m 

= X + ra <=> x̂  + (m -  l)x + 2m -  2 = 0 (1)
X + 2

Đường thẳng y = X + m cắt (C) tại hai điểm phân biệt c , D o  (1) có hai
nghiệm phân biệt Xj,x2 khác -2
<=> (m -  l)(m -  9) > 0 <=> m e (-co; 1) u  (9; +co)
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Khi đó; C(Xj|x^ + m),D(x2;x2 + m)

ABCD là hình bình hành <=> AB = DC <=> X2 -  Xj = 3

<=> VÃ = 3 o A  = 9 o m ^ -  lOm + 9 = 9 o m  = 0, m = 10 
Do m = 0 thì c, D trùng với B, A nên ta loại 
Vậy m = 10 là giá trị cần tìm.

Bài 16.
Phương trinh hoành độ giao điểm cùa đồ thị hàm số (1) và đường thẳng d:

-------- = 2x -  2m <=> 2mx -  2m X ^ĩn  = 0
mx +1

X 5É --
m (2)

Do m 0 nên (2) <=> f(x) = 2x  ̂-  2mx -1  = 0 (*) với X ^
m

Để tồn tại 2 điểm A,B thì (*) phải có 2 nghiệm phân biệt X .  ;X g  khác ——

<=>
A ' = m + 2 > 0

1 2 o  m 5* 0
f(—! ^ ) = ^  + 1 ^ 0

m m

Mặt khác có x^.Xg = — nên A, B luôn thuộc một đường (H) cố đinh. 
2

Kẻ OH 1 AB => OH = d„
-2in

Lại có A, B e d => = 2x^ -  2m; Yg = 2xg -  2m

Theo Viet có:
x^ + Xg = m

CÓ: AB =  ^ ( X a  - X g ) ^  + ( y ^  - Ỵ g ) ^  =  ^5(x^ - X g ) ^  =  ^5(x^ + X g ) ^  -20x^Xj 

=> AB = Vsm^ + 10
Vì M,N là giao điểm của d với Ox,Oy nên M(m;0);N(0;2m)
Theo giả thiết:

'-2m|-zm r — ------ , ,
ÔAB = <=> OH.AB = 30M.0N <=> ' ' -Vsm  ̂+ 10 = 3jx^||yj^|

<=>
-2m|

•Vsm  ̂+ 10 = 3|m||2m| <=> Vm  ̂+ 2 = 3|m|

o  + 2 = 9m^ o  m = ±— . Vậy với m = ±— là các giá trị cần tìm.
2 2
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Chuyên đê 6. Điểm thuộc đô thị

I. Tóm tắt lĩ thuyết
Ta thường gặp bài toán sau
Bài toán: Tìm tât cả các điêm M thuộc đô thị (C): y = f (x ) , biêt M thỏa 

mãn tính chất T cho trước.
Phương pháp: M e (C) => M(m;f(m)).
Dựa vào tính chất T của M ta tìm được m .

II. Các ví dụ minh họa

Ví dụ 1. Cho đồ thị (C): y ^ ^ ^

1. Tìm những điểm M thuộc (C), sao cho khoảng cách từ M đến đường

b) Nhỏ nhất

thăng A :2x  + y -  2 = 0 

a)Bằng
n/5 ^

2. Tìm hai điểm A,B thuộc hai nhánh của (C) sao cho AB nhỏ nhất.
3. Tìm N e (C) sao cho khoảng cách từ N đến Oy gấp đôi khoảng cách 
từ N đến Ox .
4. Tìm A e (C) sao cho tổng khoảng cách từ A đến hai trục tọa độ nhỏ nhất.

Lời giải

1. Gọi M
^_  m + 2^ m;-

m - 1
e(C)

d(M,A) =

M , A ) = Ạ
V5

o rn + 2 o2m + — ------ 2
m - 1 2m  ̂ -  3m + 4

s Võ 1 m -11

o  2m^ -  3m + 4 ,== 6 1 m -11

o 2m -  9m + 10 = 0 

2m^ + 3 m - 2  = 0
o

m = 2; m =

m = -2; m =

1 5Vây m = —, m = —,m = ±2 là những giá trị cân tìm.
2 2

b) Xét hàm số f(m) = 2m^ -  3m + 4
m - 1

ta có f ’(m) = 2m^ - 4 m - l  
(m -  l f

f'(m) = 0 o  m = 2 ± s
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f(m) > = 1 + 2 /̂6
2

f (m) < = 1 -  2̂ /6
u. 2

=>d(M,A) = |f(m)| > 2 7 6 -1 .

Vậy d(M,A) nhỏ nhất o  m = ■
2

/ 3  3  , ,
2 . Goi A(l + a ;l + —), ) với .a,b > 0 => A,B năm vê hai nhánh

a b
của (C).
ÕT ^ r , 3(a + b)BA = (a + b;----- —̂

ab
■) => AB  ̂ = (a + b)̂ 1 + -„21,2 a b

Do (a + b)  ̂ > 4ab => AB  ̂ > 4ab(l + ------) = 4(ab + — ) > 24 .
a^b^ ab

=í> AB > 2yíẽ . Đẳng thức xảy ra o
a = b

9 <=> a = b = 73
ab =

ab

=> A(1 + 73;1 + Ts), B (1 -73 ;1-73) là hai điểm cần tìm. 

3. Gọi NtXoiyg) e (C) o  Yo
Xg -  1

Theo bài ra: d(N,Oy) = 2.d(N,0x) o  |xg| = 2|yg|

2x„ + 4

o Xq = 2yo 
Xq = -2yo

Xq = 2yo o  Xq =
Xg - 1

■ o  Xg -  3xq - 4  = 0

<=> ^0 = - l ^ y o = -
Xq = 4 ^  yo = 2

—2x — 4
*  Xq = -2yg o  Xg = —— -̂----o  Xq + Xq + 4 = 0 vô nghiêm.

Xq - 1

Vậy N ^(-l;-—) và N2(4;2) là hai điểm cần tìm.

4. Gọi A ( a ; - ^ )  
a - 1

a + 2Tổng khoảng cách từ A đến hai trục tọa độ: k = |a| +

Với a = 0 => k = 2 nên ta chỉ cần xét |a| < 2 <=> -2 < a < 2
a - 1
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- 2 < a < 0 = > k = - a = 1 -  a + — 2 > 2n/3 -  2 
a -1  1 -  a

Đẳng thức có <=> (1 -  a)  ̂ = 3 o  a = 1 -  Vã
3 „ a(a-4)0 < a < l = > k  = a -  3 -  

l < a < 2 = > k  = a -  l  +

-  + 2 = - 
a - 1  a -1

3

+ 2 > 2

a - 1
+ 2 ^ 2V3 + 2 > 2 .

Vậy Min k = 2V3 -  2 đạt được khi A(1 -  Vs; 1 -  Vs).
Ví dụ 2. Cho hàm số y = -(3m -l)x^+ 2m x + m + l  (C ).

1. Tìm trên đồ thị (C2) những cặp điểm đối xứng qua o
2. Tìm m để trên (C ) tồn tại một cặp điểm đối xứng nhau qua Oy

Lời giải
1. Với m = 2 => (C2): y = x  ̂-  5x  ̂+ 6x + 3

Gọi A(a; a^ -  5a^ + 6a + 3), B(b; -  5b  ̂+ 6b + 3) là hai điểm thuộc (C) và 
đổi xứng nhau qua o

ía = -ba = -b
■ 5a^ + 6a + 3 = -b^ + 5b -  6b -  3

<=>
a ^ 4

5
Vậy hai điểm thuộc (C) đối xứng nhau qua o là:

nr ÍT3 ^ 3
5 ’T  4

và B ^  3
"5" V5V / V  /

2. Gọi M(Xpy^), N(x2;y2) là hai điểm thuộc (C)

Xj,X2 0
M, N đối xứng nhau qua Oy o  - -X 2 o

XpX2 * 0 
X ,  =  - X 2

X̂  + 2m = 0 (*)

Yêu cầu bài toán o  (*) có hai nghiệm phân biệt 
0  -2m > 0 o  m < 0 .
Vậy m < 0 là những giá trị cần tìm.

Ví dụ 3. Cho hàm số y = (m + 2)x  ̂-  3(m -  2)x + m + 7 ( c  )•'
Chứng minh ràng họ đường cong (C ) luôn đi qua ba điểm cố định và
ba điểm này nằm trên một đường thẳng.

Lời giải
Gọi A(xQ;yQ) là điểm cố định của họ đường cong (C )

::5> y j j  =  (m +  2 ) X q -  3(m -  2 ) X q +  m +  7  Vm 

« •  m ( x Q  -  3 Xq +  1)  +  2 xq  +  6 Xq +  7  -  y ^  =  0  Vm
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x^ - S xq+I 0 x̂ • 3xq +1 = 0
Ịyo = 2x^ + 6xq + 7 Ịyo = 2(3Xq - 1) + 6Xq + 7 = 12xq + 5

Vì phương trình x̂  -  3x + 1 = 0 luôn có ba nghiệm phân biệt nên ta suy 
ra họ đường cong ) luôn đi qua ba điểm cố định.
Từ phương trình y  ̂ = 12xq + 5 => ba điểm cố định này nằm trên đường 
thăng y = 12x + 5.

Ví dụ 4. Cho hàm số y = -x^ + 3x  ̂-  3 có đồ thị (C). Trên đồ thị (C) có bao 
nhiêu bộ bốn điểm A,B,C,D sao cho tứ giác ABCD là hình vuông tâm 
1(1;-1).

Lời giải
Dời hệ tọa độ Oxy về hệ tọa độ IXY theo công thức dời trục
íx = X + 1 . Phương trình đường cong (C) đối với hệ toạ độ IXY là
y = Y - 1

Y - 1 = -(X + 1)2 + 3(X + 1)2 -  3 o  Y = -x 2  + 3X
Trong hệ trục mới hình vuông ABCD biến thành hình vuông A’B’C’D’. 
Xét A '(a; -a^ + 3a), B '(b; -b^ + 3b) với a b và ta giả sử a, b > 0.

A 'B'C 'D' l à  hình vuông o
IA' = IB'

<=>

<=>

o

[ab + ab(a2 -3)(b2 ■ 3) =  0
a2 +(a2 -3a)2 +(b2 -3b)2 

sta'-" +b^) + 10 = 0, u2

(a + b) 1 + (a2 + ab + b2 -  3)(a2 -  ab + -  3) =  0

Ịa + b = 0

a^b^-SCa^ +b2) + 10 = 0
(I) hoặc o a2fa2 -3(a'' +b^) + 1 0 -0

Ka"+b2-3)2-a2b2+l  = 0
(II).

• Giải hệ (I); Từ a + b = 0 => a = -b thay vào phương trình thứ nhất ta 
có: a* -6a2 +10 = 0 vô nghiệm
• Giải hệ (II): Đặt V = a^b^.u = a  ̂+

Ta có:
V -  3u + 10 = 0

u = 4
<=> < V

V = 2

u = 4 
V = 2

(u -  3)2 -  V + 1 = 0 

u = 5 
v = 5

a = Ậ - S Ỉ 2

b = V2TV 2

o IV = 3u -  10 

u2 -  9u + 20 = 0

= ự2 + >/2

= ^/2-^/2
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u = 5 
v = 5

a =

b =

5 + n/õ

5-Võ
V <

a =

b =

5 - x/ỗ

5 + S

Vì vai trò A, B như nhau nên trên (C) có hai bộ bốn điểm A, B, c, D sao 
cho ABCD là hình vuông có tâm 1(1; -1).

Ví dụ 5. Cho hàm số y = X +  X + 1 
x T ĩ

(C). Tìm những cặp điểm trên (C) đối

xứng nhau qua đường thẳng A : 16x + 17y + 33 = 0 .
Lời giải

Giả sừ A, B là hai điểm thuộc (C) và đối xứng với nhau qua A
17Suy ra phương trình AB: y = — x + m

Hoành độ của A và B là nghiệm của phương trình:

 ̂  ̂t   ̂ = —  X + m o  16x  ̂ + 16x + 16 = (17x + 16m)(x +1)
X + 1 16

o  x  ̂+ (16m + l)x + 16m - 16 = 0 (*)
(*) có hai nghiệm phân biệt Xj,x2 khác -1

f A = 256m^ -  32m + 65 > 0 • „<=> ị đúng với mọi m .
-1 6 ìí0

Đường thẳng AB cắt A tai I ; -Ị <=> -i
16 33 9

l 17 17 8
Vì A, B đối xứng nhau qua A nên I là trung điểm của AB

17
y  =  — X +  m  

16 =
-16(17m + 33) 

545

=  — X, +  m

=> Xj + X2 = 2xj o  -16m  - 1
-32(17m + 33) _  _  1------- ---------o  m = —

545 16

Thay m = —- vào (1) ta có: x  ̂+ 2x - 15 = 0 <=> X = -5, X = 3 
 ̂ 16

21 „  13 ' ’ 'Vây A (-5;-— ) và B(3;— ) là căp điêm cân tìm. /
4 4 ■

Ví dụ 6. Chứng minh ràng với các điểm A,B,C phân biệt thuộc đồ thị 

(C): y = thì tam giác ABC cũng có trực tâm H thuộc đồ thị (C).

Lời giải

a 1
Gọi H(X(,;yQ) là trực tâm cúa tam giác ABC

Do A,B.C thuôc(C) nên A(a;— ),B(b;— ),C(c;— )
a b c
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„  , AH.BC = 0Ta có: ị __ _ (*)
BH.AC = 0

Mà AH = (Xq -a;yg + —),BC = (c-b;K.2(b-C)
a bc
2. —  , 2(a-c)BH = (Xq -  b; Yq + -g), AC = (c -  a;

ac

Nên (*)<=>

2 2
^0 -  ^ + r~^yo + - )  = 0/  bc a ^  

2 2
Xq - b  + — (Yo +^) = 0

ac b

0̂ = -

yo =■

abc
abc

4

Suy ra y„ = — =í> H E (C).
Y

III. Bài tập vận dụng
I  ̂ X 4" 2 ^Bài 1.Ị Cho hàm sô y = (C). Tìm tọa độ điêm M thuộc (C) sao cho

x - 1
khoảng cách từ M đến đường thẳng y = -X bằng síõ, (ĐH Khối A - 2014).

Bài 2. Cho hàm số y = X̂  -  (2m + l)x^ + inx + 3m -  2 (Cm).
1) Tìm trên (Ci) những cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ
2) Tìm m để trên (Cin) tồn tại ít nhất một cặp điểm đối xứng nhau qua 
trục tung.
3) Tìm tất cả các điểm cố định họ đường cong (Cm) luôn đi qua.
4) Tìm những điểm cố định mà không có đồ thị nào của họ (Cm) đi qua.

Bài 3. Cho hàm số y ^
x - 2

(C).

1) Tìm những điểm nằm trên (C) cách đều hai trục tọa độ.
2) Tìm những điểm M nằm trên (C), sao cho tổng khoảng cách từ M đến 
hai trục tọa độ nhỏ nhất.
3) Tìm hai điểm A, B nằm về hai nhánh của (C) sao cho AB nhỏ nhất.
4) Tìm M thuộc (C) sao cho khoảng cách từ M đến đưòng thẳng

. „ . i 12A : 3x -  4y +1 = 0 băng

Bài 4.Ị Chứng minh A,B,C thuộc (C): y = x + 1 
x - 2

thì trực tâm H của tam giác

ABC cũng thuộc (C).

Bài ĩ.| Gọi M
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 ̂ x + 2^
x;-

x -1
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Yêu cầu bài toán tương đương với:
X + 2 
x -1

+ X
o X̂  +2 2 x -1

x  ̂ -  2x + 4 = 0 (VN) o  X = 0, X = -2 .
x  ̂+ 2x = 0

Vậy có hai điểm thỏa mãn bài toán M(0;-2) và M(-2;0).
Bài 2.
1. Với m = 1 => (Cj): y = x  ̂ -  3x  ̂+ X + 1

Gọi M(xQ;y(j),N(-XQ;-yQ) (với Xq > 0) đối xứng nhau qua gốc tọa độ.

Ta có: M , N e ( C i ) o | ^ °  = x ẵ “ 3xẵ+Xo+l
1-yo =-xẵ-3xỔ-X( ,+l

yo = 4  -3xổ +Xq +1

° 3
<=>

yo =■

M, Ne ( C„ , )«

1 4-\/3 1 4\[3

2. Gọi M(Xo;y(,), N(-Xo;y(,);Xo > 0 đối xứng nhau qua Oy.

KO ~ ^0 “ "*■ ^
Ịyg = - X q -  (2m + 1)Xq -  mXg + 3in -  2

=> 2xq + 2mX(j = 0 o  Xq = - m  (do Xg 0).
Yêu cầu bài toán o  - m  > 0 o  m < 0 .

3. Gọi A(Xp;yQ) là điểm cố định mà họ đồ thị (Cm) luôn đi qua

Ta có: yo = Xq -  (2m + 1)Xq + mX(j + 3m -  2 Vm 

Cí> m(2xQ -  Xq -  3) + y  ̂ -  Xq + Xq + 2 = 0 Vm

3
| 2 x ^ - X o - 3  = 0 j x o = - l

[yo = -  2 Ịyo = -4
8

Vậy họ đường cong (Cin) có hai điểm cố định

A j(-l;-4) và A2( ị ; - ị ) .
 ̂ ^ 2 8

4. Gọi BtxQÌyg) là điểm cố định mà không có đường cong nào của họ đồ thị 
(Cn,) đi qua.
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Ta có; Yq Xg -  (2m + l ) X g  +  m X g  + 3m -  2 Vm 

<=> m(2xQ -  Xg -  3) + Yg -  Xq + Xq + 2 0 Vm

3

<=>
| 2xẵ -Xo-3  = 0 ^  ịxo = - l  

[ y o ^ x ^ - x Ổ - 2  ly o ^ -4

Xn = — ° 2

yo

Vậy tập hợp các điểm mà không có đường cong nào của họ (Cm) đi qua 
là đường thắqg X + 1 = 0 trừ đi điểm (-l;-4) và đường thẳng 2 x - 3  = 0

trừ đi điểm
2 8

Bài 3.
1. Gọi M(Xg;yo) e (C)

M cách đều hai trục tọa độ o  |xq| = |yp| = 3 x o - l

= x„ o  Xn -  5x„ +  1 =  0  o  x„ ='■0 "̂ "'0 0
3Xọ -1
Xq -2
3x„ -  1 2
------------  = -X r ,  <=> Xn + x„ -  1 = 0 o  x„2 0 0 0 0

Xq -2
S ts Ị Ĩ Ĩ

-l±^/5

Vậy có bốn điểm cần tìm: M,1,2
5 ± ^ ỉ^  5 ± ^ /^  

2 ’  2 >^3,4
-l±^/5  . l  + /̂5

 ̂ ĩ ^

2. Gọi M(X(,;yQ) e (C)
Tổng khoảng cách từ M đến hai trục tọa độ là:

d = KI+|yo| = |xo| +
3xq 1
Xq -2

47'; _ 1 _  J 1 ■: I I 1 J 1VỚI x „ = ^ = > d = ^  nen với x„ > 4  ri> d > — .

Ta xét x„ < ^  => d = Xq + 3xq - 1
Xq -2

x„ + x„ -  1
Xq - 2

Mà Xq +  Xq -  1 1 _  3 X q +  2 xq -  1 _  ( 3 x o  -  1)(X|J +  1)

Xq -2 3(x„ -  2) 3(Xq -  2)
> 0 với

Vxq : |xp| < — . Suy ra d > — Vxq : ^0 >

Vậy M(—;0) là giá trị cần tìm. 
3
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o 5 '3. Ta có A(2 + a;3 + —), B (2 -b ;3 -—) (̂ với a,b > 0) là hai điêm năm vê hai 
a b

nhánh của (C).

AB  ̂ = (a + b)  ̂ +
5 5
r ỉ

ọc c
= (a + b)^(l + - ^ )  > 4ab.2,—  = 40 

a^b^ ab

Đẳng thức xảy ra khi
a = b

1 =
25 o  a = b = Vs .

a^b^

Vậy A(2 + S ; 3  + S ) ,  B (2 -n/ 5 ;3 - n/5).

4. Ta có ^  6 (C); d(M,A) =
3m -  4 -̂--- +1

m -  2
m -  2

12Suy ra d(M,A) = — <=> 
5

3m  ̂ -  17m + 2
m -  2

3m  ̂ -  17m + 2 = 12 m - 2

<=> 3m  ̂ -  29m + 26 = 0 

3m^ -  5m -  22 = 0
o

- 1m = 1; m = ^
3
11m = -2; m = —  
3

Vậy có bốn điểm thỏa yêu cầu bài toán

(1; -2), (Y ;y ) ,  M,(-2; 1), M, ( y ; 6).

Bài 4. Ta đổi trục toa độ, hàm sổ trở thành Y = — trên hệ trục IXY
X

Xét hàm số Y = — .
X

Goi A(a,—) ,B(b,—) ,C(c;-) là 3 điểm phân biêt thuôc đồ thi hàm số; 
a b c

Gọi H(m,n) là trực tẩm cúa tam giác ABC

K h i d ó l “ ! ĩ = "

Từ (1) ta có m =

BH.AC = 0 (2)

3na + a^bc -  9
abc

Từ (2) suy ra m = 3nb + ab^c -  9
abc

_ __ 3na + a^bc-9  3nb + ab^c-9 _ -abcTừ đó suy r a -------- ---------- = -------- 7-------- <=> n = —— .
abc abc 3

—9 3 ' *Thay vào (1) ta đươc m = —— hay n = — có nghĩa là H thuôc đô thị (C).
abc m
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CHƯƠNG 2. PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC

I. Tóm tắt lí thuyết
1. Phương trình Iưọng giác CO’ bản 
a. Phưong trình: sinx = m (1)

• Nếu: Iml > 1 => Phương trình vô nghiệm

Nếu: |m| <p. => 3a 6 Tí 11 
2 ’2

Suy ra (1) sin X = sin a  <=> 

Chú ý:

1) Phương trình sin X = sin 3° o

: s in a  =  m

X =  a  +  k2'n 
X =  TT — a +  k2-K

( k e Z ) .

X =  3 “ +  k 3 6 0 °

X =  1 8 0 °  -  3° +  k 3 6 0 °

TT -K— < Ol < — 
2 2 thì ta viêt Q = arcsin m .2) Nếu a  thỏa mãn

sina = m
3) Các trường hợp đặc biệt:

• sin x = l-í=>x = ^  + k2n
2

• sinx = —1 o  X = — + k2ir
2

• sin X = 0 <=> X = kít
b. Phưong trình: cosx = m (2)

• Neu: |m| > 1 =i> phương trình vô nghiệm

• Nếu: |m| < 1 => 3a € [0;tt] : COSQ = m

X = a  + k2iT 
X = —Q + k2ix

Suy ra (2) COSX = cosa ( k e Z ) .

Chú ý :

1) Phương trình cos X =  cos3*̂  X = ±3*̂  + k2iĩ

2) Nếu a  thỏa mãn 0  <  - a  <  TY , , ____thi ta viet Q = arccos m .
cosa = m

3) Các trường họp đặc biệt:
• cos X =  1 •(=> X =  k2iY

• cos x = —l4^ X  = 1Y + k2TY
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„ Tĩ ,• cos x = 0<4-x = — + KTt 
2

c, Phương trình: tanx = m (3)

Với Vm ^  3a e II TI 

2 ’2
; ta n  a  =  m

Suy ra (3) <í=ỉ> tan  X =  tan  a  X = Ot + kir . 
Chú ý:
1) Phương trình tanx = tan [3° <=> X = 3*̂ + kl80°

2) Nếu Q thỏa mãn
tanoí = ra

3) Các trường hợp đặc biệt:

• tan x = l4 ^ x  = — hkn 
4

n TI

2 2 thì ta viết tt = arctanm .

tan X = — 1 X 1■ — + kii
4

• tan X = 0 4̂  X = k-ỉĩ 
d. Phương trình: cotx = m(4)

TI HVới Vm => 3a e
2 ’ 2

: cota = m

=> (4) cot x = cot tt X = Q + k-K .
Chú ý:
1) Phương trình cot X = cot3° o  X = 3° + k i s o ' ^

2) Nếu a  thỏa mãn
cotft = m

3) Các trường hợp đặc biệt:

TI TI
2 ^ 2 thì ta viết a  = arc co t m .

cot x = l<=>x = — + kTi 
4

cotx = -l-í=>x ■ + kii

cot x = 0<=>x = -  ̂+ kTi 
2

2. Phưong trình bậc nhất đối vói sinx và cosx
Là phương trình có dạng; asin X + bcosx = c (1); với a,b,cỄ và

a^ +b^ 0.
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Cách giải: Chia hai vế cho yja  ̂ + và đặt
bcosa r; sin c\ =

à^+h^

(1) sin X. cos a  + cos X. sin c\ =
i/a^+ b"

o  sin(x + a) =
x/a^+b^

(2). Đây là phương trình cơ bản.

Chú ý:
(1) có nghiệm <=> (2) có nghiệm o  a^ + b^ >

• sin X±\Ỉ3  cos X = 2

• \Ỉ3 sin X ± cos X = 2

1 .
— s i n  X ±  - ^ c o s  X 
2 2

Vã .- ^ s in  X ± — cos X 
2 2

• sinx ± cosx = V2 J- ■ ^ _ L—ị= s i n  x ± -J= cos X
V2 V2

=  2 s i n

=  2 s i n

— V2 sin

X ±  —
3

x±-

X ±  —
4

3. Phương trình bậc hai chứa một hàm số lượng giác

Là phương trình có dạng: a

sinu(x) 2 sinu(x)
cosu(x) + b cosu(x)
tanu(x) tanu(x)
cotu(x) cotu(x)

+ c = 0

Cách giải: Đặt t ta có phương trình: at^ + bt + c = 0

sinu(x) 
cosu(x) 
tanu(x) 
cotu(x)

Giải phương trình này ta tìm được t , từ đó tìm được X 

Chú ý:
1) Khi đặt t = sinu(x) hoặc t = cosu(x) thì t e L -  1;11
2) cosnx luôn biểu diễn được qua cosx

• cos 2x = 2 cos^ X -  1; cos 3x = 4 cos  ̂X -  3 cos X
• cos 2x = 1 -  2 sin^ X ; sin 3x = 3 sin X -  4 sin^ X

9  1 9  1• 1 + tan X — — —; 1 + cot X
c o s ^  X s i n ^  X
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4. Phưong trình đẳng cấp
Là phưong trình có dạng f(sinx,cosx) = 0 trong đó luỹ thừa của sinx và 

cos X cùng chẵn hoặc cùng lẻ.
Cách giải: Chia hai vế phương trình cho cos*' x ^ o  ( k là số mũ cao 

nhất) ta được phương trình ẩn là tan X .
5. Phương trình đối xứng (phản đối xứng) đối vói sin X và cos X

Là phương trình có dạng: a(sin X + cos x) + b sin X cos X + c = 0 (3)
Đe giải phương trình trên ta sử dụng phép đặt ẩn phụ

t = sin X + cos x = \Ỉ2 sin 1T
X + -

4

- 1 sin X cos X

t e

Thay và (5) ta được phương trình bậc hai theo t .
Ngoài ra chúng ta còn gặp phương trình phản đối xứng có dạng 

a(sinx — cosx) + bsinxcosx + c = 0 (3’)
Để giải phương trình này ta cũng đặt

t = sin X — cos X  = y Ỉ 2  sin ■nX----
4

t e

sinxcosx 1 - t^

Thay vào (3’) ta có được phương trình bậc hai theo t .

II. Các ví dụ minh họa
1. Các ví dụ cơ bản
Ví dụ 1. Giải các phương trình sau

1) sin 2x + 2V3 cos^ X = 0 2) sin^ 3x -  cos^ 2x = 0
3) 2sin^ 2x -  cos7x = 1.

Lời giải
1) Phương trình <=;■ 2 sin X cos X + 2 /̂3 cos^ X = 0 cos x(sin X + Vs cos x) = 0

<t=>
cosx = 0

sinx cosx

cos X = 0 
tanx

1X = — + k-n
2/ ,k e z .

TíX =  —— + kiT
3

T-, n ,  . . .  l - c os 6x  l  + cos4x „ _ . ^2) Phương trình o ----—-------------—-----= 0 o  cos 6x + cos 4x 0

<=> 2cos5x.cosx = 0 <=> cos5x = 0 
cosx = 0

•K kTt
X =  — + —

^ , k € Z .
X = — + k-it 

2
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3) Phương trình <=> 2sin^ 2x -  1 = cos7x <=> cos7x = - c o s 4 x  = cos(iv -  4x) 

7x = 1T — 4x + k2Tx
7x = —-n + 4x + k2'n

Ti k2-K X = -— +
11 11

t; k 2 nX =
3 3

, ke z .

Ví dụ 2. Tìm tổng các nghiệm thuộc khoảng (0;tt) cùa phương trình

Lời giải

ọ 9
cos 4x + cos 7x = 1.

n u  „  u  l  +  cos8x l  + cosl4'x , ___o nPhương trình <;=>---- —------ 1------— -----= 1 cos 14x + cos 8x = 0

<í=> cosllx .cosSx = 0 -Í4-
c o s llx  = 0
cos 3x = 0

TT klTX = — + —  
22 11
IX kix X = — + —
6 3

,kez.

Xét X = —  + — , vì X e (0;tx) nên ta có:
22 11 ^

0<J!L + ^ < T Ị < ^ 0 < l  + 2 k < 2 2 o - - i < k <  — 
22 11 2 2

Mà k Ễ z nên k = 0 , 1 , 2 , 1 0 .

Nên trường hợp này, ta có tổng các nghiệm là: ^
k=0

Xét X = —+ — , vì X e (0;tx) nên ta có:
6 3  ̂ '

0 < ^  + i i ỉ I < T x o O < l  + 2 k < 6 - ; = í - - i < k < -  
6 3 2 2

Mà k e z nên k = 0,1,2 .
2

Nên trường hợp này, ta có tổng các nghiệm là: ^
k=0

TX kxx I I tx

~Y '

TX kix 1 3 tx

6 ”̂ T  P T '

Vậy tổng các nghiệm trên khoảng (0;tx) của phương trình đã cho là: 7ix. 
Ví dụ 3. Giải các phương trình sau

1) sin 2x + Vs cos 2x = 1 2) 4 sin 2x cos 2x =  3 sin 3x + ' / 5  cos 4x

3) sin 7x  — cosx =  yỊsisìn X -  cos7x).
Lời giải

1) Phương trình o  2sin 2x + — = 1 o  sin 2x + — = — = sin —
^ 3 3 2 6
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_ TY TX2x + -  = -  + k2iY 
3 6

„ TY 5tY , „2x + — = —  + k2TY 
3 6

X = -----— +  kTY
12

1X =  — +  kTY
4

, k e  z  là nghiệm phương trình đã

cho.
2) Phương trình o  2 sin 4x -  Võ cos 4x = 3 sin 3x

2 Võ<4- — sin 4x — cos 4x = sin 3x
3 3

Vì [2]2
\ S ]

2

3 + 3
= 1 =ỉ- da e 0;—2}

Võ 2: sin a  = -V-, cos a  = — 
3 3

Ta CÓ: sin4xcosa — cos4xsina = sin3x sin(4x — a) = sin3x
X = a + k2TY

a k2TY là nghiệm phương trình đã cho.<í=> 4x -  a  = 3x + k2TY
4x — a = —3x + k2TY

<=>
X =  —  +  ■

7 7
3) Phương trình o  sin7x + Vs cos7x = Vs sinx + cosx

cos r,7x -  — = cos X — —
6j [ 3)

<í̂

7x—-r = x — -̂  + k2TY 
6 3

_ 7t ^ 1 í-k7x -  =  - X  +  — +  k2ir
6 3

TY , TY 
X = — — + k —

 ̂, k e z  là nghiệm phương trình đã cho.
TY , TY

X = -^  + k —16 4
Ví dụ 4. Giải các phương trình sau

1) 3sin^ X — cosX + 2cos2x — 3 = 0

2) 3cos4x —4sin‘̂ 2x + 2cos  ̂2x — 5 = 0

3)
s i n ^  X

■ -  4 cot X + 1 + tan X = 0 .

Lòi giải /
1) Phương trình -í=> 3(1 -  cos  ̂x) -  cos X + 2(2 cos  ̂X - 1) -  3 = 0

cos  ̂x - c o s x - 2  =  0 < ^ c o s x  =  - 1 < í:í> x  =  ty +  k2TY là nghiệm phương 
trình đã cho.

2) Phương trình 3 cos 4x -  (1 -  cos 4x)^ + 1 + cos 4x -  5 = 0

o  cos  ̂4x -  6cos4x +  5 =  0 <í:̂  cos4x =  1 <=> X =  —  là nghiệm phương
2

trình đã cho.
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3) Phương trình <=> cot^ X -  4 cot X + 2 + — — = 0
c o t  X

Điều kiện; sin 2x ^  0
o  cot^ X — 4 cot^ X + 2 cot X + 1 = 0 (cot X — l)(cot^ X — 3 cot X — 1) = 0

cot X = 1

cotx 3±2>/3 -í=ỉ-
1X =  — +  kiY

4
, 3 ± 2V3 , , _

X = arc cot---- -------h kn
là nghiệm phương trình

đã cho.
Ví dụ 5. Giải các phương trình sau

1) cos 2x -  2 sin X = SỈ3 sin 2x 2) sin 3x + cos 2x = %/3(cos 3x -  sin 2x)

3) /̂3 cos 4x -  2 sin 5x. cos X -  sin 6x = 0
4) 2 sin x(sin X +  Vs cos x) = %Ỉ3 sin X — cos X + 1 .

Lời giải

1) Phương trình cos 2 x -  \Ỉ3 sin 2x = 2 sin X o  2 sin - - 2 x 2sinx

, ^  -  2x = X +  k2TT „ —
Tí „ . 6 18<í=> sin — 2x = sin X <=> o  _
6 j tt 5' — — 2x =  ix — x + k2TT X = -------

le t
2) Phương trình cos 2x + \Í3 sin 2x = n/s c o s  3x -  sin 3x

TI TI Tí<í=ỉ-2cos 2 x - ^  =2cos 3x+-^ <í=> cos 3x + ^  = cos 2x —— 
3 6 6 3

k2ir

X = -  —  -  k2-ir 
6

,kez.

^ 'Tí 2 x - - = 2cos 3 x + - <;=> cos « 'Tĩ3x + —
3j 6 6V, )

-  = 2x -  -  + k2-K X = -  — + k2ir
6 3 <=> 2
1T 7Ĩ Tĩ k2iT
— = —2x 4- — -h k2'iĩ
6 3 30 5

,kez.

3) Phương trình <=> \Ỉ3 cos 4x -  (sin 6x + sin 4x) -  sin 6x = 0

<í̂  -v/s cos 4x -  sin 4x = 2 sin 6x <=> sin - - 4 x
3

= sin 6x

6x = — -  4x + k2Ti 
3

6x = TT — -  4x + k2-K

TT kTT

~  ̂ , k e z .
TT ,

X =  — +  klT
3

4) Phương trình <=> 2 sin^ X +  2\Ỉ3 sin X cos x = \Í3 sin X -  cos X +  1 
2 sin^ X -  1 + /̂3 sin 2x =  sin X -  cos X 

\Ỉ3 sin 2x — cos 2x =  \Ỉ3 sin X -  cos X
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rv T̂
( \ TỤ4+ sin 2 x -  —

6j
= sin X -  —

6j
<í̂

^ Tt lí . „2 x -  — = x -  — + k2Tr 
6 6

2x — — = -K — x + -r + k2TT 
6 6

X =  k 2 T ĩ

4 tĩ k2-K, k Ễ z  .
X =  —  +

9 3
Ví dụ 6. Giải các phương trình sau

, 4 1 .1 )8  sin'* X + cos 2x -  2 cos 4x + 1 = 0 2) sin° X + cos° X =  — sin 2x
 ̂ 4

3 )  2 sin® X -  cos'  ̂X + cos 2x -  cos 4x = 0
4) 2 sin 6x + cos 4x “  6 cos^ 2x + 2 sin 2x + 1 = 0 .

Lời giải

1) Phương trình 8 1 —cos2x) „ «
+ cos 2x -  2(2 cos^ 2x -  1) + 1 = 0

■í=> 2(1 -  2 cos 2x + cos^ 2x) + cos 2x -  4 cos  ̂2x + 3 = 0
o  2 cos 2x + 3 cos 2x -  5 = 0 cos 2x = 1 X = k-iY, k e z  . 

3
4 ’ 4
3 12) Phương trình o  1 -  — sin^ 2x = — sin 2x 3 sin^ 2x + sin 2x -  4 = 0

o  sin 2x = l<=^x = — + k-n, k € z . 
4

3) Phương trình 4=> 2 —c o s ^  _Ịí 1 + cos2x + cos 2x — (2 cos^ 2x — 1) = 0

<^1 — 3 cos 2x + 3 cos  ̂2x — cos  ̂2x — 1 — 2 cos 2x + cos  ̂2x + 4 cos 2x — 8 cos  ̂2x + 2 = 0

■í=> cos  ̂2x + 4 cos^ 2x + cos 2x — 2 = 0 4=> (cos 2x + l)(cos^ 2x + 3 cos 2x — 2) = 0

<;=>
cos2x = — 1
cos  ̂2x + 3 cos 2x — 2 = 0

cos2x = — 1
-3  + VĨ7cos2x

X =  — + 'k -K  
2

X = ± -r arccos 2
-3  + VĨ7 , k ế" z  .

+ kn

4) Phương trình 
o  2(3 sin 2x -
o  2 sin^ 2x -  sin^ 2x -  2 sin 2x + 1 = 0 <=> (sin^ 2x - 1)(2 sin 2x -  1) = 0
o  2(3 sin 2x -  4 sin^ 2x) + 1 - 2  sin^ 2x -  6(1 -  sin^ 2x) + 2 sin 2x +1 = 0
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cos2x = 0
1 <=>sin 2x = —
2

■K , TI 
X =  — +

4 2
•K , 5tt ,

X =  —  +  k n ,  X =  — - +  k-n 
12 12

,k e z .

Ví dụ 7. Giải các phương trình sau
1) sin X + sin 2x + sin 3x + sin 4x4- sin 5x 4- sin 6x = 0
2) sin 3x + cos 2x — sin X = 0
3 )  2 cos^ 3x ỷ  sin 1 Ix = 1 4- sin X
4) sin^ 3x — cos^ 4x = sin^ 5x — cos  ̂6x t

Lời giải
1) Phương trình <=» (sin 6x 4- sin x) 4- (sin 5x 4- sin 2x) 4- (sin 4x 4- sin 3x) = 0

7x 1 5x x) 3x ^  ̂ . 7x _ 3x/„44-2 s i n c o s ^ 4 - c o s ^  + c o s ^  = 0 4 s in --^ c o s^  2cosx 4-1 = 0 
2 [[ 2 2 2 2 2 '' >

7x ^ k2-Ksin = 0 
2

cos— = 0 x = -^4-——  ;k e Z .2 „  ̂ >
2cosx 4-1 = 0

X =

TT k2TT
X =  _  +  —^

3 3

X = ± —  4- k2Tt 
3

2) Phương trình 4=> sin 3x — sin X 4- cos 2x = 0 4=> 2 cos 2x. sin X 4- cos 2x = 0
cos 2x = 0

o  cos 2x (2 sin X 4-1) = 0 44>
sinx = -- -  

2
Tt , TíX = — 4- k-r 4 2

x = - —4-k2-TT, x=: —  4- k2TT 
6 6

3) Phương trình 44> 2 cos  ̂3x -14- sin l lx  -  sin X = 0
o  cos 6x4-2 cos 6x. sin 5x = 0 o  cos 6x(l 4- 2 sin 5x) = 0

k-K

,k e z

<=>
cos6x = 0

sinbx = —— 
2

6x = ^  4- k-TT 
2

5x = ■ 4“ k2TT 4=̂

r 7tT5x = 4- k2-K
6

X = ------- h -
12 6

■K k2-K , „— -4-—,k e z.
30 5

7tt k2Tt X = —  4- —— 
30 5

4) Phương trình 4=> 1 —cos6x l-fcos8x 1 —coslOx l4-cosl2x
2 2 

<44- cos 6x 4- cos 8x = cos lOx 4- cos 12x
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<í=> 2cos7xcosx = 2 c o s llx c o sx cosx = 0 
cosllx = cos7x

X =  — +  lCTI 
2

X =  k  — ; X =  k  —
2 9

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 8. Giải các phương trình sau

1) sin'  ̂X + cos^ X = cos 4x -  2 cos 2x + 2

2) 4 sin'  ̂X — 24 cos® X +  cos^ 4x +  22 cos 2x +  1 =  0.
3) tanSx + 2sin 2x = tanx.

Lòi giải
1) Phương trình đã cho tương đương với

(sin^ X +  cos^ x)  ̂ -  2sin^ xcos^ X =  2cos^ 2x -  1 -  2cos2x +  2

<í=> — — sih^ 2x = 2cos^ 2x — 2cos2x 3cos^ 2x — 4cos2x + 1 = 0  
2

cos2x = 1
1 <=>cos 2x = —
3

X =  k-n

X = ± — arccos — + kiT 
2 3

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:

X =  k-K, X =  +  — arccos— +  kiT.k Ễ z  . 
2 3

2) Đ ặ tt  = cos2x, - l < t < l , t a c ó :
4sin^ X = (1 -  t)^ 1 -  2t +

24 co s®  X =  3(1 +  t)^ =  3 + 9t +  9t^ +  3t^ 
cos^ 4x = (2t^ -  1)2 = 4t^ -  4t2 + 1 

Nên phương trình đã cho trở thành:
1 -  2t + t2 -  3 -  9t -  9t2 -  3t^ + 4t“̂ -  4t2 + 1 + 22t +  1 = 0 

3t^ -  12t2 + l l t  = 0 t(t -  l)(4t2 + t -  11) =  04t

t =  0, t = 1, t

Từ đó, ta tìm được nghiệm của phương trình đã cho là:
_ I _ ,1  - i ± > / m  , _x = — + k —, x = kiT, X = ± — arccos------- -̂----- h kiv.

4 2
3) Điều kiện: cos3x 0 

Đặt t = tanx, ta có:

tan3x 3tanx —tan X 3t —

1 — 3 tan X 1 — 3t 
Nên phương trình đã cho trở thành:

2 ’ sin 2x = 2tanx  

1 + t a n ^  X
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3 t - t ^  4t 

1 -  3t^ 1 +
= t

t = 0

3 - t^  3 - t^■ + ■
1 -  3t^ 1 +

= 0

■í=̂
t =  0 

= 3 <=> 

= 1

t =  0

±>/3
t =  ±1

r

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:

X =  k-K

x = ± — + kTĩ, k e Z  
3

X =  ±  — +  k n
4

X = kií, X = ±  — + kiĩ, X = ±  — + kn, k Ễ z . 
3 4

Ví dụ 9. Giải các phương trình sau

1) - 4 - +  -  2V3 -  2(cot,  + 1)
COS^ X sin 2x

2)
cos X. sin 4x . 2 3x -K 9. . 9 3x TX
—— ---- h sin

1 + cos 2x 4
tan X + sin

~ 2 ~ 4
= 0.

Lời giải

1) Điều kiện: sin2x ^  0 -Í4" X - ^ ,k  e z .
2

Phương trình %/3(l + t a n ^  x )  H----------- 2%/3 = 2 c o t  X
sin2x

/ r ^  2 2(sin^ X +  cos^ x )  C o * .
o  v S  t a n ^  X H------------------ -̂----- ------------v 3  =  2 c o t  X

s i n x c o s x

o  >/3 tan^ X + 2 tan X -  -v/s = 0

<4̂
tan X = 

tan X =

: - S  
1 <=> 

Tã

• + k-TC

X =  - r  +  k-n: 
6

2) Điều kiện: cos x;í:0<=í>Xíí= — + k-K, k e z
2

C0s2x —1

1 -  cos 3x + — 
, cosx.sin4x I 2Phương trình ------ -^7-----+

1 — cos 3x

2cos^x ^

^  sm4x ^  ^  ^  gjĵ  ỵ J _ gjĵ  3x = 0

tan X +  -

<Í4'

cosx
sin4x
cosx

+ 1 + tan^ X + sin 3x(tan^ X - 1) =  0
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sin4x 1 sin3x. cos2x

c o s ^  X c o s ^  X
= 0

cos X
o  sin 4x. cos X + 1 — sin 3x. cos 2x = 0

— (sin 5x + sin 3x) + 1 -  Ị  (sin 5x + sin x) — 0 
2 2
sin 3x -  sin X + 2 =  0 <=> - 4  sin^ x + 2sin x  + 2 = 0

2o  (sinx -  l)(2sin X + 2sin x  + 1) = 0 o  sinx =  1 o  X =  — + k2n,k e  z .
2

Ket họp với điều kiện, ta thấy phương trình đã cho vô nghiệm.
Ví dụ 10. Giải các phương trình sau

. |3t; x|2) sin1 \ 4x 2 1) c o s ^  -  cos X = 0 
3 10 2

1= — sin 
2

•K 3x
ĨÕ "^ T

3) sin „ lĩ3x -|—  
4

=  2cos Tĩx + -
4

Lời giải
4x1) Phương trình <=>2cos— - l - c o s 2 x  = 0 

2xĐặt t = — , ta có phương trình: 2 cos 2t - 1 -  cos 3t = 0 
3

<=̂ 4 cos^ t — 3 cos t  -  2(2 cos  ̂t -  1) +1 = 0

<4- 4 cos^ t — 4 cos^ t — 3 cos t + 3 = 0 o  (cos t -  1)(4 cos^ t -  3) = 0

cost <=>
cost

2(l +  c o s 2 t ) -3  = 0

X = k3"K

1 <=>cos 2t =  ^
2

t = k2ir

t = ±-+kTT  
6

? ĩ  = k2 ,
3

2x , Tt= ±-̂  + kiT
3 6

X == ± -  +
4 2

k3ir,k e z .

 ̂ 3n X X 3ty  ̂2) Đặt t =  —  -  —=í- — = —  -  t 
10 2 2 10

n 3x -K „ —  + —  = —  + 3 
10 2 10

^ - t
10

=  ir — 3t

Ta CÓ phương trình: sin t =  -  sin (n -  3t) o  2 sin t =  sin 3t
2

4 sin^ t — sin t = 0 <=>•
sin t = 0 sin t = 0

9 ^ 1 <=>
4sin^ t -  1 = 0 cos 2t = —

2

t = k-n

t =  ± -  + kn 
6
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= lCTT3ti
ĩ õ
3tx X , Tí , —  -  ^ =  ±-r + k'n: 
10 2 6

<=>
X = — — k2-K 

5
14tx , „ 4ti , „X = —̂  + k2iT, X = + k2-iĩ
15 15

,k e Z

3) Đăt t = X + — => 3x+ —= 3 
’ 4 4

t - -
4

+ ^  = 3 t - ^  
4 2

Ta có phương trình sin

<;=> 4 cos  ̂t — cos t = 0 o

3 t - -
2

= 2 cos t -  cos 3t = 2 cos t 

cost = 0cos t = 0 
4 cos  ̂t -  1 = 0 cos2t 1

2

o

 ̂ tt ,t = — + k-n 
2

t =  ±  — + kiT 
3

X = — + kn
4
Tt , _ —7X = —- + kiv, X = —— TT + klT 
12 12

, k e z .

Ví dụ 11, Giải các phương trình sau

1)

2)

2sin^ X + sinx + 3
1 — 2 sin X 

cosYx — sinSx

cos X

cos5x — sin5x
= 1 + 2 sin 2x + 4 sin^ X .

Lòi giải

1) Điều kiện: sinx ^
 ̂ 2

X — +  k2-K 
6
5tí 1 n _  X ^  ^  +  k2-K 
6

,k e z .

Phương trình +> 2 sin^ X + sin X + 3 = n/s cos X [l -  2 sin x]

<í=> 1 — cos 2x + sin \  + 3 = yỈ3 cos X — \/3 sin 2x 
<+ cos 2x -  >/3 sin 2x + /̂3 cos X -  sin X -  4 = 0

 ̂ Tt ÍT+> cos 2x + — 
3̂

+ cos X + -
6j

« 2 TT Tĩ
<í=ì> 2cos x + -

6j
+ cos X + -  

6)

- 2  =  0

- 3  = 0

cos
/ \ 
X + -

6j

cos
TTX + -
6j

106- r / -

= 1
+> X = -  — + k2Tt, k G z  . 

3 6 = --(V N )
2



TI = 2cos
/ \ 

TT
( \

-  + 3x 5x + — .cos 2 x - -
[2 5j i

Đối chiếu điều kiên, ta có X = -  — + k2-n,k £ z  là nghiêm của phương
6

trình.

2) Điều kiện: cos 5x -  sin 5 x ^ 0 o 5 x ;c  — + kn< í4> x^^ + — , k € z  .
 ̂ 4 20 5

Ta có: cos7x — sin3x = cos7x + cos 

cos 5x — sin 5x = \/2 cos 5x + -

1 + 2 sin 2x + 4 sin^ X = 1 + 2 sin 2x + 2(1 -  cos 2x) = 3 + 2 V2 sin 

Nên phương trình đã cho tương đương với

+ 3

 ̂ + 3  

+ 1 = 0

„ Tí 2 x - -  
4

2cos^ TT2 x - - =  2 V2 sin 1T2 x - -
4 4j

< + 2 - 2  sin^ „ TT 2 x - - = 2\Í2 sin „ TT 2 x - -
4j 4j

<+ 2sin^ „ TI2 x - - + 2yj2 sin „ TT 2 x - -
4, 4j

4^ sin „ TT 2x -  — 
4

+ 1

2 x - -  =  - -  + k2Tt 
4 4

2 x -  — = -n+ — + k2iT 
4 4

0 <+ sin

X =  k-Tt

„ TT 2 x - -  
4

1

+> 3tt
X =  — - +  k i i

4

Kết họp điều kiện, ta có: X = kiĩ.x = —  + kTt,k e z  là nghiệm của 

phương trình.
Ví dụ 12. Giải các phương trình sau

1 . l lx  . 9x1) sin^ 2x.cos6x + sin^ 3x = —sin ^1^.sin —

2) 8 sin^ X sin 5x + 2 cos 2x(2 cos^ 3x + 3 cos 4x — 2) +  3 = 0

2 . 2  2

3)
cos4x + sin2x
cos3x + sin3x

= 2 V2 sin TY + 3.

Lòi giải
1) Ta có phương trình đã cho tương đương với

1 Ix 9x
(1 — cos 4x) cos 6x + 1 -  cos 6x = sin —— sin —

2 2
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1 Ix 9x<=> 1 — cos 4x. cos 6x = sin sin —
2 2

•o-1 — — (cos 2x + cos lOx) = — (cos X — cos lOx)
2 2

<=>■ cos 2x +  cos X -  2 = 0 <=> 2 cos^ X + cos X -  3 = 0 
o  cos X = 1 o  X = k2Tt, k e z là nghiệm của phương trình đã cho.

2) Ta có:
8 sin^ X sin 5x =  2(3 sin X — sin 3x) sin 5x

= 6 sin X sin 5x — 2 sin 3x sin 5x 
= 3(cos 4x -  cos 6x) + cos 8x -  cos 2x

4 cos 2x. cos^ 3x = 2 cos 2x(l + cos 6x) = 2 cos 2x + cos 4x + cos 8x
2 cos 2x(3 cos 4x — 2) = 2 cos 2x(6 cos  ̂2x — 5)

= 12 cos  ̂2x -  10 cos 2x = 3 cos 6x -  cos 2x 
Nên phương trình đã cho trở thành:
3 cos 4x — 3 cos 6x + cos 8x — cos 2x + 2 cos 2x + cos 4x + cos 8x +

+ 3 cos 6x — cos 2x + 3 = 0
•í=> 2 cos 8x + 4 cos 4x + 3 = 0 <=> 4 cos  ̂4x + cos 4x + 1 = 0

. 1 Tt , ^o  cos 4x = —  o x  = ±-^ + k -^ ,k e Z .
2 6 2

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là: x = ± — + k —,k e Z .

3) Điều kiện: cos 3x + sin 3x 0

Ta có: cos 4x + sin 2x = cos 4x + cos Tcì ttÌ f  \  
"K2x — — = 2cos 3x -  — cos X +  -~

2j 4j [ 4}

cos 3x + sin 3x = V2 cos 

Khi đó phương trình trở thành:

„ Tí3x -  — 
4

2 cos  ̂IX + — = 2yỈ2 sin TT

2sin^ Tt

<í=> sin Ttx + -
4

+ 2sj2 sin

<=>

+ 3

+  1 =  0 

X = — -̂  + 2kir

x + -  
4

2 ,k e z.
X =  Tí +  2kT i

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:
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X =  +  k2iT, X =  TT + k2'R với k e z .
2

Tĩ
X — —

4

Ví dụ 13. Giải các phương trình sau

1) -\/3cos2x. 1 + tan^(x -  —)| = 2tan^

2) (cos X -  sin x)(l + 2 sin 2x) + 2 sin^ X — (sin X + cos x)^
3) 2cos^ X — 2\Í3 sinxcos X + 1 = yỈ3{\f3 cosx — sinx)
4) cos 2x( Vs + tan x) = >J2 -  tan X .

Lời giải
/ \

1) Điều kiện: cos TX
X -  —4

 ̂ 3-k ,íC 0 <=>• X —  + kiv 
4

Phương trình <=> sís cos2x =
2tan^ ■K

X — —
4

1 + tan^ TĩX — —
4j

= 2 sin

<=> n/Ì  c o s  2 x  = 1 -  cos Tí2 x -- r2
1 -  sin 2x sin 2x + Vi cos 2x = 1

2cos
/ 'S
2 x - - = 1 <+ cos 2 x - -

[ 6j 6j
1 __TV= — = cos—
2 3

2x -  -  = -  + k2n 
6 3

2 x - -  = - -  + k2TY
6 3

<=>
X =  — +  k n

,k e z .

12
■ + kn

Kết họp điều kiện, ta có:
X =  — +  ki T

, k G z là nghiệm của phương trình.
X =  — +  k n  

12
2) Phương trình <í=> (cos X -  sin x)(l + 2 sin 2x) = 1 + 2 sin X cos X -  2 sin^ X 

cos X -  sin X + 2 sin 2x cos X -  2 sin 2x sin X = cos 2x + sin 2fx 
o  cos X — sin X + sin 3x + sin X — cos X + cos 3x = cos 2x + sin 2x

<í=> sin 3x + cos 3x = sin 2x + cos 2x <+ cos

x = k2ix

TT f \
3 x - - = cos 2 x - -4J i 4j

3x -  -  = 2x -  -  + k2ii 
4 4

3x — — = —2x + — + k2Ti 
4 4

•K k2iT , „
X =  -  +  - — , k G z 

10 5
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3) Phương trình
o  2 cos^ X — 2V3 sin X cos X + sin^ X + cos^ X = /̂3( /̂3 cos X — sin x )  

<;=> 3 cos^ X — 2V3 sin X cos X +  sin^ X =  V3(V3 cos X — sin x )

■í=> ( n/ s  c o s  X — sin x ) ^  =  y Í 3 ( \ Í 3  cos X — sin x )

<=> cos X — sin x ) ( V 3  cos X — sin X — n/s ) =  0

tan X =
/̂3 cos X — sin X =  0

yỉscosx — sin X =  'v/s c o s x + -
2

"■í 1X =  — +  kix
3
Tí . TT > „

X +  -^  =  ± - ^  +  k2lT 
6 6

X =  - r  +  kTX
3

X =  k2-K, X ■ +  k 2 n

4) Điều kiện: cos X ^  0 X ;>= — + k-iT.
2

Phương trình

<=> -J3 cos 2x + tan x(l +  cos 2x) = \Ỉ2 \Ỉ3 cos 2x + ,?ỉỉlĩ. 2 cos^ X = yịõ,
cos X

<=> -n/ s  c o s  2x + sin 2x = %/2 <=)>cos 2x - : ỉ̂
6

\Í2 _  ̂TT-4— = cos — 
2 4

2x -  — = — + k2-K 
6 4 <=ỉ>

2 x - -  =  - -  +  k 2 i r  
6 4

5tt ,
X =  —— +  k í t

24 ,k Ễ z .
It

24
+  k í t

Kết họp điều kiện, ta có

5it
X =  +  k í t

24
TT ,

X =  -  —  +  k í t
24

, k e z là nghiệm của phương trình.

Ví dụ 14. Giải các phương trình sau
1)  2(cos X +  V s  sin x) cos X =  cos X — -v/s sin X +  1

2 )  sin 3x + cos 3x -  sin X +  cos X =  /̂2 cos 2x

3 )  c o s 2 x ( l  — 2 s i n 2 x )  =  2 s i n
Tĩ (

X — — s i n 2 x  -  —
4j i

.. \^ (s in x  -  cosx)^(l + 2sin2x)4) ------ ----- —̂;——^—:ị------------ = 1 -  tan X .
sinSx + sin5x

Lòi giải
1) Phương trình o  2 cos^ X — 1 +  2V3 sin X cos X = cos X — Vs sin X 

cos 2x + yịs sin 2x = cos X — -v/s sin X
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<+ cos 2x -  — 
3j

=  cos x + -  
3j

2 x  — -^  =  x  +  -|^ +  k 2 T i 
3 3

2 x  — — =  —X — — +  1c2 ti 
3 3

2tt
X = + k2ir

3

X =  k
2-k

, k e z là nghiệm của phương trình đã cho.

2) Phương trình đã cho tương đương với 
sin 3x -  sin X + cos 3x + cos x = \Ỉ2 cos 2x 

<=> 2 cos 2x sin X +  2 cos 2x cos X  =  \ Í 2  cos 2x

2 cos 2x(sin X + cos x) — \Ỉ2 cos 2x <í=> cos 2x 2 sin Tĩ
X + - - 1

4j

<Í4-
cos2x =  0

Tcì 1 -í=> 
'2

sin X +  ■

TT , Tĩ 
X =  — +  k - ^

4 2
7iĩ ,

X = —-  + k2-K, X : 
12

, k s z .

12
■ + k2it

Vậy phương trình đã cho có tất cả ba họ nghiệm là:
TI kn

X =  — +  — , X
4 2

—  -I- k2n và X = -  —  + k2-ti: (k e Z). 
12 12

3) Phương trình đã cho tương đương với:
(cos^ X -  sin^ x)(l -  2 sin 2x) =  (sin X -  cos x)(sin 2x -  cos 2x) 

cosx -  sin x  = 0 (1)
(cos X + sin x)(l — 2 sin 2x) = cos 2x — sin 2x (2)

(1) <í=> tan x = l< ^ x  = — + k-K, k e z .
4

(2) o  sin X + cos X — 2 sin X sin 2x — 2 sin 2x cos X = cos 2x — sin 2x 

-Í4- cos 3x — sin 3x = cos 2x — sin 2x <=> cos 3x + - = cos 2x + —
4, 4j

<í=>
3x + — = 2x + — + k2ix 

4 4

3x + — = —2x — — + k2ix 
4 4

•í=í>
x = k2ir ỵ

Tĩ . 2tĩ . k e ^ là nghiệm của
X =  - —  +  k ^

10 5

phương trình đã cho.
sin3x + sin5x 0 . , „ , -K<=> sin4x 0 -í=> X ít k — 
cos X ít 0 4

4) Điều kiện;

Phương trình (sin X -  cos x )^  (1 + 2 s i n  2x) = V2 sin 4x(cos X -  sin x)

-TI -]



sin X — cos X =  0

(cos X -  sin x)(l + 2 sin 2x) = V2 sin 4x

X = — + miT (loạij

cos X -  sin X + sin 3x + sin X + cos 3x -  cos X = V2 sin 4x

4:̂  yjz sin « Tí3x H—  
4

/
V2 sin4x

X =  — + 2mi (loại) 

3 2
X =  —— Tt +  — n u

28 7
Ket hợp với điều kiện ta có nghiệm phương trình:

3 2mr / „ ^X = n 7m -  3 m , n e Z .
28 7 ’

Ví dụ 15. Giải các phương trình sau

1) sinx
1 .H------------ -— = 4 sin(—  -  x)

3tt̂ 4sin(x —
2

2) cos3x + sin7x = 2sin^ TT 5x 
4^~ 2

- 2cos 2 9x

X TT
2 ""4

3) sin^

4) sinx + sin

tan^ X -  cos^ — = 0

/
+ sin4x = sin 2x — —

i 3j 1 3j
Lời giải

.1) Điều kiện
sinx í* 0

sin(x -  — ) 0
2

3ix,Ta có; sin(x -  = sin
2

, * TT. _(x + -  2tĩ
2

sin(—  — x) = sin 
4

_ y V2-k -  (x + —) 
4

= sin(x + ^) = cosx 
2

-sin(x + —) = — ^ (s in x  + cosx)
4 V2

Phương trình

<=> ----1----— = -2\/2(sin X + cos x) <=> (sin X + cos x)(V2 sin 2x + 1) = 0 .
sin X cos X 

sinx + cosx = 0

; o _  1 ^s in 2x =  —- 7=
V2

X = -  — + kn
4
Tí , 5-K ,x = ——+ kir; x = — —+ k-n 
8 8
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■í=>

sin

cos

-Kx + -
6

3x = 0
2

3x -n
Y ~ 6

Ví dụ 16. Giải các phương trình sau

cos = 0

x = — — + kiT 
6

x = — + — k n ,k e Z . 
3 3

2,lĩ + — kií
3

, ,  sin^ xCsinỹ -  1) . __2 X1) --------- —---------= 4 cos —
sin x + cosx 2

2) tan= X =
1 -  s i n ^  X

Lỏí giải

1) Điều kiện: sin X + cosx 0 -í=> X 5̂ -̂ — + k-rt 
 ̂ 4

Phương trình (1 -  cos x)(l + cos x)(sin X -  1) = 2(sin X + cos x)(l + cos x) 
<í=> (1 + cos x) Ị2(sin X + cos x) — (1 — cos x)(sin x — 1)Ị = 0 

(1 + cos x)(sin X + cos X + sin X cos X + 1) = 0

lĩ . „
X =  — — +  k2"K■í=> (1 + sin x)(l + cos x) = 0

sinx = 
cosx = - 1

2 ' ,k  e z .
X = Tĩ + k2TT

2) Điều kiện: cos Xí2=0 <í=>x^^ + kix, k e z
2

Phương trình (1 — cos x)(l + cos x) (1 + cos x)(l — cos X + cos^ x)
(1 -  sin x)(l + sin x) (1  -  sin x)(l + sin X + sin^ x )

<Ỉ4- 1 + cos X
1 — sinx

1 -  cos X 1 -  cos X + cos^ x
1 + sinx 1 + sinx + sin^x

= 0

1 + cos X =  0<=ỉ-X =  TĨ +  k2-n:

(1 — cos x)(l + sin X + sin^ x) = (1 + sin x)(l — cos X + cos^ x) = 0 (*)
Khai triển và rút gọn (*) ta được:
( * )  <;=> sin^ x — sin^ X cos X =  cos^ X +  sin X cos^ X =  0 

<=> sin^ X — cos^ x -s in x c o s x (s in x  + cosx) = 0 
<í=> (sin X + cos x)(sin X -  cos X — sin X cos x) = 0

Tĩ ,
sin x  + cosx = 0<í=> x = - — + kT(

4
sin X — cos X — sin X cos X = 0 (1)

Ta CÓ: (1) <í=> 2(sin X — cos x) + 1 — 2sin xcos X -  1 = 0 

<í=> (sin X — cos x)  ̂ + 2(sin X - cos x) — 1 = 0

\ \ 4 - T I  -



<Í4-
sin X — cosx = —1 + /̂2 

sin X — cos X =  — ĩ  — \ Í 2

V2 - 1

TT
s i n X ------

l 4j
TT

s i n X — —
4

V2 - 1  
V 2

- I - V 2

s
(VN)

X =  — +  a r c s i n  
4

5ti
X =  —  — a r c s i n  

4

s  ,

V ^ - l ì

+ k2-K

+ k2TT

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:

x = 'K + k2-n,x = —— + k-K, X =  — + arcsin 
4 4

^/2-1 + k2n,

5ix
X =  —  — a r c s i n  

4
^/2-1 + k2-Tí,k Ễ z

Ví dụ 17. Giải các phương trình sau

1) tan X -  2 /̂2 cos(4x -  —) =  cot X +  4 cos^ (2x +  —)

2)
^/2(2 -  tan x )  _  1 -  tan X

cos(5x — —) 
4

s i n  X

1
= sin2x + 2 sin2sin xcos2x  H— 3x + —

2j 6j
3) sin4x + y/s

4) sin4x + cos4x = 4V2 sin(x + —) - 1.
4

Lời giải

1) Điều kiện; sin 2x ^ 0 -í=> X
k ĩ t

Phương trình ■;=> tan X -  cot X -  2(sin 4x + cos 4x) -  2
Ti

1  + cos(4x + —) 
2

= 0

^  cos2x ^ 2 4x — 2 cos 4x — 2 + 2 sin 4x = 0 <;=> — 2(cos 4x + 1) = 0
sin 2x 

cos2xo  —— ---- 4 cos^ 2x = 0 <=> cos 2x (2 sin 4x -  1 ) = 0 <Í4-
sin 2x  ̂ ^

sin2x ^
cos 2x = 0 

1
sin4x

t; , t; 5tĩ , tĩ ■ + k —,x =  —  + k —.Tĩ , Tt
< Í 4 > X  =  — + k —  ,x — --------T Í V  —  — —  I . V -  .

4 2 24 2 24 2
Kết hợp điều kiện, ta có nghiệm của phương trình đã cho là:
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TT - TT TT _ TT 5tV » TT • _ ™x = — + k —, x = —  + k —, x = —  + k-^, k s Z .
4 2 24 2 24 2

2) Điều kiện;

cos X ^  0

cos 5x -  ■ :x:0.

sin X 0

Phương trình o  \Í2 sin X (2 cos X — sin x) = cos 5x -
4j

.(cos X — sin x )

( \ TTcos 5x — — .cos 'X  +  —
4j 4j

<=> sin x(2 cos X — sin x) = cos

2 sin x(2 cos X -  sin x) = cos 6x + cos 4 x - -

o  2 sin 2x — 1 + cos 2x = cos 6x + sin 4x 
<í=> 2sin 2x — 1 = —2 sin 4x sin 2x + sin 4x

(sin 4x + 1)(2 sin 2x — 1) = 0 <=>
sin4x = - 1 

1sin2x = —
2

k-K

TT klíX = —
8 2

Tt , 01Y ,
X =  —-  +  kiT , X =  ^  +  k í t

12 12

Kết họp điều kiện, ta có x = - — + —  ,x = — + k-TC,x = —  + k-K, k e Z  là 
^  8 2 12 12

nghiệm của phương trình.
3) Phương trình

sin 4x + Vs sin 3x — sin X +  - = sin 2x + /̂3 sin 3x + cos 3x

<í=> 2 sin 4x -  2\Ỉ3 sin X +  Vs -  2 sin 2x -  2 cos 3x = 0 
o  2(sin 4x — sin 2x) — 2 cos 3x — •v/3(2 sin X -  1) = 0 
o  4 cos 3x sin X -  2 cos 3x -  V3(2 sin X -  1) =  0

o  (2 cos 3x -  \/3)(2 sin X -  1) = 0 -í=>
. . .cos 3x =

2
1sinx = —
2

Tí k2ir
X =  ± — +  - ^

18 3

X =  — +  k2iT, X =  —  +  k2-TT 
6 6

là nghiệm của phương trình đã cho.

4) Phương trình <Í4> 2 sin 2x cos 2x + 2 cos  ̂2x = 4(sin X + cos x) 
o  (cos X + sin x)(cos X -  sin x)(sin 2x + cos 2x) = 2(sin X + cos x) 

sinx + cosx = 0
(cos X — sin x)(sin 2x + cos 2x) = 2

<í̂

U6- TI



• sin X + cos X =  0 tan x = —l o x  = —— + k'iĩ
4

(cos X — sin x)(sin 2x + cos 2x) = 2 <=» cos 2x .cos x + ^  = 1  (1) 
4

Do cos 2 x - -
4 <1, cos x + - < 1 nên cos

Suy ra (1) <Í4-
cos

cos

„ lí 2x -  — 
4

X + ■

\
= 1

(I) hoặc
cos

cos

2 x - -
4

„ lí 2 x - -  
4

■ COS
Tĩ <1

1TX + —
4

(II).
=  - 1

Ta có

(I) <̂

(II) «

2x -  — = k2TT 
4

X + — = m2-rc 
4

<=>
1X =  — +  KTÍ

® ‘ ta thấy hệ này vô nghiệm.
TI

X =  — — + 2imi 
4

2x — — = 1T + k2Tt 
4

Tĩ „
X +  — =  1T +  m 2 n

4

5tt ,X = + kiY
8

X = —  + 2imí 
4

ta thấy hệ này vô nghiệm.

Vây nghiêm của phương trình đã cho là X = -  — + kn,k G z  .
4

Ví dụ 18. Giải các phương trình sau
1 ) 2  sin 2x -  cos 2x = 7 sin X + 2 cos X -  4

2) sin Tí2x + — 
6

+ sin 3x + cos 2x = sin

Lò'i giải
1) Phương trình o  4 sin X cos X -  2 cos X + 2 sin^ X -  7 sin X + 3 = 0 

<=> 2 cos x(2 sin X -  1) + (2 sin X -  l)(sin X -  3) = 0 
o  (2 sin X — 1)(2 cos X + sin X — 3) = 0

■í=> sin X = —
2

2 cos X + sin X -  3 =  0 (VN)

Tí . „X = -̂  + k2ir

X = ^  + k2n 
6

,k e Z  là' nghiệm của

phương trình đã cho.
2) Phương trình <;=>■ (V3sin2x + cos2x) + 2sin3x + 2cos2x = s i n x - ^/3cosx 

Ts sin 2x + \fs cos X + 2 sin 3x + 3 cos 2x -  sin X — 0 
\Ỉ3 cos x(2 sin X + 1) + 2(3 sin X -  4 sin^ x) + 3(1 -  2 sin^ x) -  sin X = 0 

^  y/s cos x(2 sin X + 1) -  (8 sin^ X + 6 sin^ X -  5 sin X -  3) =  0

- TI - U7



y/3 cos x(2 sin X + 1) — (2 sin X + 1)(4 sin^ X + sin X — 3) =  0 

■í=> (2 sin X + l)(Vs cos X -  4 sin^ X -  sin X + 3) = 0

2 sin X + 1 =  0 "í=> sin X =  -  4  -í=>
2

X =  — + k2-K 
6

7tx
X =  + k2iĩ

6

,k e z

V3cosx-4sin^ x - s in x  + 3 = 0 o  V3cosx-4sin^ x - s in x  + 3(sin^ x + cos  ̂x) = 0 

<í=> \/3 cos X —̂ in X + 3 cos^ X — sin^ X = 0 
<=> \Ỉ3 cos X — sin X + (Vs cos X — sin x)(^/3•cos X + sin x) = 0 
o (V 3  cos X -  sin x K V s  c o s  X +  sin X +  1) =  0

t a n  X =  n/ sVs cosx — sinx = 0 

Vs cosx + sin x  + 1 = 0 cos
TT

X — — 
6

X =  — +  KTt
3

X =  —  +  k 2 iT , X =  -  -^  +  k 2T t 
6 2

,k e z

Ví dụ 19. Giải các phương trình sau
1) sinSx + 2 cos 3x + cos 2x -  2 sin 2x -  2 sin X -  1 = 0 .
2) (2 cos 2x -  1) cos X -  sin X = V2(sin X + cos x) sin 3x .

3) sin(2x — —) cos 2x — 2V2 sin(x — —) = 0
4 4

f \TY + sin4x = sin  ̂ TYsin X + sin X + - 2 x -  —
3j 3j

Lời giải
1) Phương trình đã cho tương đương với

sin x(3 -  4 sin^ x) + 2 cos x(4 cos  ̂X -  3) -  2 sin^ X -  4 sin X cos X -  2 sin X = 0 

o  sin x(4 cos^ X - 1) + 2 cos x(4 cos  ̂X -  1) -  2(2 cos X + sin x)
-  2 sin x(2 cos X + sin x) =  0

4^ (sin X + 2 cos x)(4 cos^ X — 2 sin X — 3) = 0
sin X + 2 cos X = 0

4sin^ X + 2sin x  -  1 0 (VN)
o  tan X = - 2  <í=> X = arctan(-2) +  k-K

2) Phương trình (4 cos^ X — 3) cos X — sin X = V2 sin 3x(sin X + cos x) 
cos 3x — sin X = V2 sin 3x(sin X + cos x)

44’ cos3x -  cos
( \ TY

= 2 sin 3x sin TXcos ---- X X +  —
[2 J 4j
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- 2  sin
( \ TY ị \^ “ỈY =  2 s in  3x  sin

ị \TY
X +  — sin 2x - - X + -

l 4 j i i 4 j

s in

<=>
sin

sin

II
X +  —

4

X + -

sin 2x +  s in  3x = 0

= 0
-Í4-

- - 2x
4

=  — s in 3x

1X =  -  — +  KTt
4

3"k k2n
X =  —  +  ——

20 5

X =  +  k 2 -n
4

<t=>
Tí 1X =  -  — +  kTT

3tt 2 , _
X =  +  — kiT

20 5

, k e z .

2 x - -
4

3) Phương trình <=> sin

(cosx — sinxỊ

cos^ X ■

sin

sin^ x j -  2 Ịs in  X -  cos Xj =  0

+ >/2„ TT 2 x - -  
4

sin
n

x  +  -  
4

= 0

cos X — s in  x  =  0 o x  =  — +  k-ií
4

^ tt TI
• s in 2x  -  — sin x  +  -

4 4
/̂2 = 0 vô nghiệm

sin „ 1T 2 x - - < 1, sin
/ s TYX + — < 1 => sin

ị \
2 x - - sin

Ị \ TYXH--
4j i 4 [ 4̂ i 4j > - 1 )

4) Phương trình o  s in  X +  s in

sin

X + - +  s in 4x  — sin
3 ,

2 x - -  = 0  
3

TY
cos

TY
+  s in

TY
X 4- - cos

ị \
Tĩ3x  -  —

6 ,6 i
■

6j
= 0

<=> sin X +  - cos 3 x - ^
6

+  cos

TY 3x 3x n
0  s in X + -

6j
cos

2
cos

6

= 0

0

sin

cos

cos

TI
X + -  

6
= 0

3x = 0
2

3x  -n
T " "  6TT 1X =  — — +  k n  

6
TX 2 „x = — + -kTY,keZ là nghiệm của phương trình đã cho. 
3 3

2,
X =  TI +  — kTI

3
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Ví dụ 20. Giải phương trình cos 7x + 2(cos 5x + cos 3x + cos x) = 0 .
Lòi giải

Phương trình 2(cosx + cos3x + cos5x+ cos7x) = cos7x (*).
• Xét sin X = 0 X = k-K.
+) X = 2nit, khi đó VT(*) = 8 và VP(*) = 1 nên (*) vô nghiệm
+) X = (2n + 1)1T, khi đó VT(*) = -8  và VP(*) = -1  nên (*) vô nghiệm.
• Xét sin X 0 X kTi:, khi đó
(*) 2sinx(cos X + cos3x + cos5x + cos7x) =  cos7xsin X 
^  sin2x + 2ếos3xsin  X + 2cos5xsinx  + 2cos7xsin  X =  cos7xsinx

•<=> sin 2x + sin 4x -  sin 2x + sin 6x -  sin 4x + sin 8x — sin 6x = Ậ (sin 8x -  sin 6x)
2

<=> sinSx — -s in 6 x  = sin(-6x) 

8x = —6x + m2Tĩ
8x = lí  + 6x + 2m-n

mít
~ ,m G z .
TtX = — + mir 
2

Kết hợp điều kiện, ta có nghiệm của phương trình là:

X = — + miT, X = với m, k 6 z và k 7 n .
2 7

Ví dụ 21. Giải phương trình (2sin5x -  l)(2cos2x - 1) = 2sinx .
Lời giải

Phương trình đã cho tương đương với:
(2 sin 5x - 1)(4 cos^ X -  3) = 2 sin X

Trường họp 1: cosx = 0 thay vào ta thấy không thỏa phương trình
Trưòng họp 2: cosx 0
Nhân cả 2 vế của phương trình với cosx ta được:
(2 sin 5x — 1)(4 cos^ X — 3 cos x) = 2 sin X. cos X
^  (2 sin 5x -  1).cos 3x = sin 2x o  2 sin 5x. cos 3x -  cos 3x — sin 2x 

^  sin 8x + sin 2x -  cos 3x = sin 2x sin 8x = sin

k2n

TI— -  3x 
2

<í=>-
8x = — — 3x + k2iT 

2

8x = ^  + 3x + k2TT 
2

TIX = —  +-
22 11
TT k2TĨ X = — +
10 5

Kết họp điều kiện ta có nghiệm của phương trình
k2iiTĩ

^ ”̂ 1 1  
n2iT

,k 5 + lim

TT nZTT _ r, r-X = — + ——  ,n ^  2 + 5m 
10 5

n o - T i -



Ví dụ 22. Giải phưoTig trình —2 — cos 2x s .sin3x — sin 5x
Lời giải

Điều kiện: sin 3x -  sin 5x ^  0 
Phương trình 2 -  cos 2x + 2sỈ2 cos 4x sin X = 0

1 + 2 sin^ X + 2^/2 cos 4x sin X = 0 
<=> (1 -  cos^ 4x) + (2 sin^ X + 2V2 cos 4x sin X + cos'̂  4x) = 0 
■í=í> sin^ 4x + (>/2 sin X + cos 4x)^ = 0

cos4x = 1

sin X =  — ^  
n/2

sin4x =  0 cos4x = — 1
44-

V2 sin X +  cos 4x =  0
1 Vsin X =  —p r  

V2

o  sin X =  -Í4-
V2

X =  — +  k 2 'ir  
4
3tt

X =  —  +  k2 T i
4

Kết hơp điều kiên ta có X = — + k2-iY, X = —  + k2iĩ là nghiêm của
4 4

phương trình.
Ví dụ 23. Giải phương trình

8 cos^ X = sin X .sin^ 2x + 8\Ỉ2il -  sin x) sin X + — .

Lời giải
Phương trình o  cos^ X -  sin^ X cos^ X = (1 -  sin x)(sin X + cos x)
<=>• cos^ x(l -  sin'  ̂x) =  (1 -  sin x)(sin X +  cos x) 

sinx — 1 = 0 (1)
cos^ x(l 4- sin X +  sin^ x +  sin^ x) =  sin X +  cos X (2)

+) (1) sin x = l " ^ x  = ^  + k2n .
2

+) Giải (2): Ta thấy cosx = 0 không là nghiệm của phương trình nên ta 
chia hai vế phương trình cho CQS^ X ta được:
.  . . 2  . .2 sinx + cosx , , ^  3  í - ì \1 +  sin X +  sin X +  sin X = -------------̂-----------=  1 +  tan X +  tan X +  tan X ( J ) .Qcos X

Vì hàm số f(t) = 1 + 1 + t2 + t^  là hàm số liên tục và đồng biến trên R .
sin X = 0Do đó (3) o  f (sin x) = f(tan x) <=> sin X = tan X o
cos X = 1

<=> X =  k i x .

Vậy nghiệm của phương trình là X = k-K, X = — + k2TT k G z .

- T 1 - Ì 2 Ì



HI. Bải tập vận dụng
Bài 1. Giải các phương trình sau

1 )2  + cos 2x = - 5  s i n  X

3 ) 2  c o s  2x + c o s ^  ^  — 10 c o s  
2

5it
— X

2) cos 2x + sin^ X — 2 cos X + 1 =  0 
7 1

- — =  — c o s  X 
2 2

134) cos^ X — sin® X = —  cos^ 2x

5) 2tan^ X - ự -

c o s x
= - 3 6)

s i n ^  X
=  3 cot X +  V s

7) 3 cos X cos 2x + 2 = 5 cos^ X

9) sin2x + 3cosx = s

8) \Ỉ3 sin 3x + cos 3x + 1 =  0

10) cos 2x — \Í3 sin 2x = 2 sin 3x .
Bài 2. ỊTìm nghiệm của các phương trinh sau trên khoảng chỉ ra

1) cos 7x -  /̂3 sin 7x + V2 =  0 trên khoảng
6 ’ 2

2) cos 2x — V3 sin 2x — Vs sin X — cos x + 4 = 0 trên

3)
4 sin^ 2x + 6 sin^ X — 9 — 3 cos 2x

4 )  s i n ^  X —

sin X — 1

l + /̂3

= 0 trên (-ir;ir)

-sin 2x + /̂3 cos^ X = 0 trên
1T 2tT
6 ’T

Bài 3. Giái các phương trình sau 
1) sin X + 4 cos X = 2 + sin 2x

3) 1 + tanx = 2\Ỉ2 sin X -I--

2) V2(sin X -  2 cos x) = 2 -  s in2x

4) sin 5x + 2 cos^ X = 1

5) sin 3x + cos 2 X -  sinx = 0 6) V i sin 2x + cos 2x = 2 cos X — 1
7) 2(cos X + Vs sin x) cos X = cos X — Vs sin X + 1

8 )  sin 3x +  cos 3x — sin X +  cos X =  V i cos 2x
1 + sin2x + cos2x sin2x + 2cosX -  sin x  -  19) ---------- ------------ = V2sinxsin2x 10) -----------------——p ----------- = 0

1 + c o t  X t a n  X +  V s

Bài 4.Ị Giải các phương trình sau

1) sin 4x + 2 sin® X = sin X + Vs cos X cos 2x

2 sin
2) 2 — tan X =

cosx

122-7’/





sin6x-2cos^ 2x + cos2xZb) --------------- ---------------- = 1
2cos2x - 1

27) 5cos X + sin X -  3 = n/2 sin(2x + —)
4

n/sv3 sin X -  2 cos X + —
28) ------------------------- — - cos X .

2sinx — 1
Bải 5.Ị Giải các phương trình sau

1) (2 cos X — ĩ)(2 sin X + cos x) = sin 2x — sin X 
3tt X
ĨÕ~ 22) sin 1— sin 

2
Tt 3x

ĨÕ ’̂ T

4 • 4cos X + sin X + cos "RX -  — sin
' \ 
« 'lĩ3x -  —

4J 4j

3) 4(cos 3x cos^ X + sin 3x sin^ x) + Vs sin 6x = 1 + 3(cos'* X -  sin^ x)
4) 4(sin‘̂ X + cos'  ̂x) + sin 4x(\/3 - 1  -  tan 2x tan x) =: 3
5 )  1 + 3 tan X = 2 sin 2x

26) cot X -  tan X + 4 sin 2x = -------
sin2x

2
8) 1+ sin X + cos X + sin 2x + cos 2x = 0 
Q. cos^ x(cos X -  1) .

sin X + cos X
10) 3 cot^ X + 2V2 sin^ X = (2 + 3V2) cos X
1 1 ) 2 sin 2x — cos 2x = 7 sin X + 2 cos X — 4
12) 2(sin X + l)(sin^ 2x -  3 sin X + 1) = sin 4x. cos X 

4cos2x — tan X = tan X. tan X -n
2 ~ 4

13) —
sin2x + 2cosx

14) 2 s in 2x + (2V3 — 3)sinX + (2 — 3\Ỉ3)cos X = 6 — Vs .

Bài 6. Cho phương trình m sin X + (m -  2) cos X = m + \Í3 . Tìm m để phương

trình có hai nghiệm X ,̂X2 thỏa: Ịx̂  -  X2I = — .

Bài 7.Ị Giải các phương trình sau

4 cos 3x cos X -  2 cos 4x -  4 cos X + tan — tan X + 2 
1 ) - -------— ----- --  2

2 sin X -  >/3
= 0

2)
tan2x
tan3x 1 + 2 sin 2x + -

2
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3)
1 s in 3 x  + 2cosx = 0

sin X 1 + cos X cosx
.. (cosx + 3)(1 -  cosx) „ . 2Í3tí X4) ----------- ------------ = 2sinx.cos — ——

cosx i 4 2
+ 3 tan X

1 + cot^
5)

6) 

7)

X 'K
2 "^4 l + ta n ^ í

sin X 
1

cosx
3

4(tan X + cot x) 

4

Bài 1

sin^x + sinx cos^x + cosx sin2x 
(cos X + sin x)(2 sin 2x + 1) + 4 cos 2x _  ^  

(cos X — sin x)(2 sin 2x + 1) + 2

Hưóng dẫn giải

1) Phương trình -í=> 2sin^ X -  5sinx -  3 = 0 o  sinx =

<=> X = -  — + k2-iT, X = —  + k.2'11, k G z  là nghiêm của phương trình đã cho.
6 6

2) Phương trình cos^ x -2 c o sx  + l  = 0-í^ cos X = 1 X = k2ir, k G z  là 
nghiệm của phương trình đã cho.

3) Phương trình o  4 cos 2x + 1 + cos X -  20 sin X + 7 = cos X
<=>4-8 sin^ X -  20 sin X + 8 = 0 <=> 2 sin^ X + 5 sin X -  3 = 0

<̂  sinx = Ị  <=> X = ^  + k2Ti,x = —  + k2-iv, k e z  là nghiệm của phương 
2 6  6

trình đã cho.
4) Phương trinh tương đương với

13(cos^ X -  sin^ xXsin'  ̂X + sin^ xcos^ X H- cos  ̂x) = — cos^ 2x
8

cos2x = 0
8 - 2  sin^ 2x = 13 cos 2x

<=> cos 2x 1 -  -isin^ 2x 13 2o= — cos 2x <=>
4 8

Tl klTX = -  + —
4 2

2 cos^ 2x -  13 cos 2x + 6 = 0

TC kn X = -  + —
4 2 <=>

cos 2x =
2

TT kltX = - 4 / —
4 2

X = ± — + kn 
6

, k e z

là nghiệm của phương trinh đã cho.

5) Phương trình <=> 2
tcos^ X

+ ■ + 3 = 0
cos X

-  Tì - 125



o  ■
cos^ X ^

3 9+ 1 = 0 o  cos X + 3 cos X + 2 = 0 44- cos X =  — 1

<=> X =  TY + k2Tĩ, k e z là nghiệm của phương trinh đã cho.

6) Phương trình 1 + cot^ X = >/3 cot X + 1 cot x(cot X -  -J3) = 0

<=>
cot X = 0

1X = — + kTY

cot X =  Vs

/
7) Phương trình 3 cos x(2 cos^ X -  1) + 2 ='5 cos^ X

X = — + kTY 
6

, k e z là nghiệm của phương trình đã cho.

<=> 6 cos^ X -  5 cos^ X -  3 cos X + 2 = 0 44- (cos X -  1)(2 cos X -  1)(3 cos X + 2) = 0

<=>

cos X = 1

cos X = — <í=>
2

cos X = —— 
3

X =  k2TY 

X = ± — + k2TY
3

, k e z là nghiệm cùa phương

X = ± arccos + k2TY

trình đã cho.

3x + -  = - -  + k2TY

r. Tí Tí ,3x + .ỉ7 = ty+-^ + k2TY 
6 6

trinh đã cho.

<Í4> 2 sin
( \

= — 1 <Í4- sin
/ \ 
^ Tĩ 1 'K3x + — 3x + — = ----= sin

i 6j 6j 2 ~6
TY , 2tY 

X = --T + k ^
9 3

TY , 2tY 
X = -r +3 3

, k e z là nghiệm của phương

1 /3 19) Phương trình <;=>- ^ c o s 2 x  -  , — sin2x = ^/̂ĨÕ VlO

Do
' 2

[ 3 ~ ì
,4ĨÕ

+
V I O y

= 1 nên tồn tại a  G sao cho

3 1sina = , —,cosa = -7=rVio 4ĨỎ
Khi đó phương trình tương đưong với: 

cos 2x cos a — sin 2x sin a = -Ậr o  COÍ
V2

là nghiệm của phưong trình đã cho.

cos 2x cos a -  sin 2x sin CY = o  cos(2x + q) = - ỉ = o x  = - ^ ± ^  + kTY, k e Z
/̂2 42 2 8 ’
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tanx = 1

4) Ta thấy cosx = 0 không là nghiệm của phương trình

Phương trình <4- tan^ x - ( l  + V3)tanx + V3 = 0 o

•n 2ty] -k tí II _1 •» »
— => X =  —,x =  — là nghiêm cân tìm.

tanx

X =  — +  k n
4

X =  — +  k n
3

Do X Ễ
6 3

Bài 3.
1) Phương trình 2 sin X cos X — sin X + 2 — 4 cos X = 0 

o  sin x(2 cos X — 1) + 2(1 — 2 cos x) = 0 
o  (2 cos X — l)(sin X -  2) = 0 

1
<=> 2 <í=>x = ± — + k2Tt, k e z là nghiệm của phương trình,

sin X = 2 (VN) ^
2) Phương trình

^  \Ỉ2 sin X -  2V2 cos X -  2 + 2 sin X cos X = 0 
<=> \/2(sin X — -J2) + 2cosx(sin X — \Ỉ2) = 0 

(sin X — >/2)(V2 + 2cosx) = 0  

sin X =  V2(loại) g
^  X = ± —  + k2TT là nghiệm của phương trìnli đã cho.4̂

cosx =

3) Điều kiện cos X 0 .

Phương trình sin X + cos X = 2 cos x(sin X + cos x) 
(sin X + cos x)(2 cos X -  1) = 0

tan X = — 1sin X + cos X = 0
2cosx - 1 = 0

<Í4-
cosx = —

2
1X =  — — +  k i ĩ

^ , k e z là nghiệm của phương trình đã cho.
X = ± — + k2n 

3
4) Phương trình <=> sin 5x = 1 -  2 cos^ X =  -  cos 2x

5x = 2x -
<í=> sin5x = sin 2 x - -

5x = 2x -  ^  + k2iT
2

5x = TT -  2x + ^  + k2ir 
2

■n k2-K---1------ ̂ q _
, k e z là nghiệm của phương trình đã cho.

3it k2iT
X =  — +  —r _

14 7
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cos2x = 0
cos 2x (2 sin X +  lỊ =  0 <í=>

5) Phương trình 2 cos 2x. sin X + cos 2x = 0

1sinx = -  — 
2

■K klT
X =  -  +  —

4 2

X =  —— +  k2-K, X =  —  +  k2ii 
6 6

, k e z là nghiệm của phương trình đã cho.

6) Phương trình <=> 2\Í3 sin X cos X + 2 cos^ X -  2 cos X = 0 

<í=> 2 cos X Ị-v/s sin X + cos X — lỊ = 0 <=> cos X 2 sin(x + —) — 1

cos X = 0

= 0

sin Tt
X +  -  

6
1
2

X =  - r  +  k n  
2

2-k
là nghiệm của phương trình

X = k2ir, X = + k2ii
3

đã cho.
7) Phương trình 2 cos^ X -  1 + 2 ^ 3  sin X cos X = cos X sinx

■í=> cos 2x + \Ỉ3 sin 2x = cos X  —  \Ỉ3 sin X

•o- cos
f  )

2 x - - = cos 1T
X + -

3 3 I

2x -  -  =  X +  -  +  k2^
3 3

2x -  -  =  - X  -  -  +  k2TT 
3 3

2ti
X =  +  k2TT

3

x = k 2tv
, k e z là nghiệm của phương trình đã cho.

8) Phương trình đã cho tương đương với:
3 sin X -  4 sin^ X + 4 cos^ X -  3 cos X -  sin X + cos X =  V2 Ị c o s ^  X -  sin^ x| 

-Í4- 4(cos X -  sin x)(l +  sin X cos x) +  2(sin X -  cos x)
— Vỗtcos X — sin x)(cos X +  sin x) =  0

<í=> (cosx — sinx) 2 + 4 sin X cos X — 2 sin X +  ■

• cos X -  sin X =  0 +> tan x = l o x  = — + kn
4

1T 2• 1 + sin2x - sin(x + —) = 0 <+(sinX + cosx) - s in
4

Tĩ
X +  —

4
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2 sin Tĩ TT = 0<^X + - — sin x + - '4j 4j

sin X + •

sin X +  -

<Í4>
X =  — — +  kiT

4

= — +  k2Tĩ ,  X =  —  +  k2TT 
12 12

Vậy nghiệiTÍ của phương trình đã cho là:

X = ± — + kiT, x = —— + k2T;,x = — + k2ix vó’i k Ễ z .
4 12 12

9) Điều kiện; sinx 0 o  X ^  kx
Phương trình <t=!> sin^ x(l + sin 2x + cos 2x) =  2^2  sin^ X cos X

2 sin X cos X + 2 cos^ X = 2sÍ2 cos X 

(do sin X 0) o  cos x(sin X +  cos X — \/2) =  0

Từ đó ta có; cosx = 0 hoặc cos t:
X — —

4
7Ĩ 7Ĩgiải các phương trình này ta tìm được: x = — + k7T, x = — + k2u .

Kết hợp điều kiện ta được nghiệm của phương trình đã cho là:

U k

- S

X =  — + kx, X =  — + k27i, k e z  .
2 4

10) Điều kiện:
Ịcos X íí: 0

Phương trình Cí> sin2x + 2cosx -  sinx -  1 = 0 <=> 2sinxcosx + 2cosx -  
(sinx + 1) = 0
<» 2cosx (sinx + 1) -  (sinx + 1 )= 0 <=> (2cosx -  1 )(sinx + 1) = 0

■í=ỉ> c o s  X =  —
2 <í=í>

s i n x  =  — 1

X = ± — + k2iT
 ̂ so điều kiện ta có nghiệm của pt:

X =  — — +  k2 T ĩ 
2

X = — + k2ii (k e  Z ) . 
3

Bài 4.
1) Phương trình 2 sin 4x + 3 sin X -  sin 3x = 2 sin X + \/3 (cos 3x + cos x) 

2 sin 4x = /̂3 cos 3x + sin 3x + %/s cos X — sin X
( \

cos 3x — — + cos x + -
i 6J 6J
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2sin 2xcos2x = 2cos2x.cos 

cos2x = 0

■K
X — — 

6

0
sin 2x = cos

f \7V 2t;X---- = sin —  -  X
i 3

2x = 4- + kiT 
2
2tt2x = —  — X + k2Tĩ <=> 
3

2x =  ^  +  X +  k2ir 
3

TX k i ĩ  
X =  -  +  —

4  2

2-k k 2 -n  , „
X +  k  G z  .

9 3
■ỉt . „

X =  - r  +  k 2 i ĩ  
3

2) Điều kiện: X ^  — + kn, k e z  .
2

Phương trình <=> 2 cos X -  sin X = 1 -  cos

■í=> 2 cos X + 2 sin X cos X — 1 — sin X = 0 
2 cos x(l + sin x) -  (1 + sin x) = 0 
(1 + sin x)(2 cos X -  1) = 0

„ Tí2x
2

1 — sin 2x

sinx = — 1

1 ^cosx =  —

Tt , „
X =  — +  k2Tx 

2

X =  ±  — +  k2-n; 
3

Kết hợp điều kiện, ta có x = ± —+ k2 'n, k e Z  là nghiệm của phương
3

trinh đã cho.

3) Điều kiện: sin X ^ 0 
cot X 1

<=>
X s í  kiT

TT 1 ’
X ^  — I- k i ĩ

4

k  e  z .

<■}
, sinx + cosx (sinx + cosx)Phương trinh <=>------- -̂------ = ------ - — 5------

cos X -  sin X r. ■ -z2sin^ X

<=>

<í=>

sin X +  cos X =  0

2 sin^ X =  (sin X +  cos x)(cos X -  sin x)

tan X =  — 1 
1 — cos2x = cos2x

1T 1
X =  — — +  k i í

4

cos2x = Ậ
<=>

X =  -  — +  kiT
4

X =  ±  — k-K 
6

, k e z .
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X = -  — + kít, X = + k-R với k  e z  .
4 6

4) Điều kiện: sin2x ^ 0 X ^ ^ , k  € z .’ ■ 2
Phương trình <Í4- (2sin^ X + cos2x)sin X = cos  ̂X -  sin  ̂X

(1 -  cos 2x + cos 2x) sin X = cos 2x

Kết hợp điều kiện ta có nghiệm của phương trình là

o  cos 2x = sjn X = cos

2x = ^  -  X + k2-K 
2

2x = -  — + X + k2iĩ 
2

<í̂

It k 2 i tX = — + ——
6 3

X = -  — + k2iT 
2

Kết hơp điều kiên ta có X = — + k2ix, X = —  + k2ix, k e z là nghiệm của
6 6

phương trình đã cho.
5) Phương trình <Í4> 2sin xcosx  -  2sin x  + 2sin^ X = 0 

sin X (sin X + cos X -  lỊ = 0

sin X = 0

cos t;X — —
4

1 __—ĩ= =  cos —
V2 4

X =  kiT

X = — — + k2-K 
2

( k e z ) là nghiệm của phương trình đã cho.

6) Phương trình <;=> 2 sin^ X + sin X -  1 -  2 sin X cos X + cos X = 0 
<í=> (2 sin X -  l)(sin X + 1) -  cos x(2 sin X - 1) = 0 
o  (2 sin X -  l)(sin X + 1 -  cos x) =  0

sin X = -r 
2

cos X+- 1 Tt=  = cos —
V2 4

X = — + k2it, X = — + k2-K 
6 6

X = k2iT, X = —— + k2TT 
2

, k € z là nghiệm

của phương trình đă cho.
7) Phương trình <í=> (2 cos X + l)(sin 2x + 2 sin X -  2) = (2 cos X + 1)(2 cos X -  1) 

2cos X + 1 = 0 (1)
sin2x + 2sin x  -  2 = 2cosx -  1 (2)

1 2tĩ+) (1) o  cos X = -  -̂  = cos —  o  X = ± —  + k2TT , k e z . 
’ 2 3 3

+) (2) <=> sin 2x + 2(sin X -  cos x) — 1 = 0
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<=>
cos •K

X + -  
6

= 0
<!=>

sin2x = -1

T' 1X =  — +  KTY
3

X =  — — +  kiT

Vậy nghiệm phương trình là x  = — + kiT ; x = - — + kiĩ.

11) Điều kiện: sin 2x ^  0

1 — Ậsin^ 2x/ -L----
Phương trình ---- -

sin 2x
sinx cosx
cos X sin X

1 -  — sin^ 2x 
2 1 1 9—=—  <;=>!-— sin 2x = 1 sin 2x = 0 

sin 2x 2sin 2x
Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.

12) Điều kiện cosx 0.
r.1 ' L s i n x - c o s x  . 9  o _ / _ . r.Phương trình o ---------------.sin X + 3cosx(cosx — sinx) = 0

cos X
(sin X — cos x)(sin^ X — 3 cos  ̂x) = 0
sinx — cosx = 0 
sin^ X -  3cos^ X = 0

<í̂
tan X = 1
tan X = ±\Ỉ3

1X = — + k-n
<í̂  ^ , k e z là nghiệm cúa phương trình đã cho.

X = ± — + kn
3

13) Phương trình đã cho tương đương:
3 sin X -  2 sin X cos X -  cos X +  2 -  (1 -  2 sin^ x )  =  0
<í=> 2 sin^ X + 3 sin X + 1 -  cos x(l + 2 sin x) = 0 
<=> (sin X + 1)(2 sin X + 1) -  cos x(l + 2 sin x) = 0 
^  (2 sin X + l)(sin X — cos X + 1) = 0 

1smx = - - (1)

sin X — cosx + 1 = 0 (2)

(1) ^
X =  -  — +  k2ir 

6
7-rt ,

X =  —  +  k2-K 
6

(k e Z)

(2) 42 sin X - -1
X =  k2ií

(k e Z)
X =  —  +  k2ir 

2
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Các họ nghiệm của phương trình là;
7-n

X =  -  — +  k 2 iT ; X =  —  +  k2 T i; X =  k 2 -n ; X =  —  +  k2-ix ( k  G Z ) . 
6 6 2

14) Phương trình
<=> 1 -  cos 2x +  sin X =  (^ /3  cos X +  2)(2 sin X +  1)

■í=> 2 s i n ^  X + s i n  X  = i\Í3 c o s  X + 2)(2 s i n  X + 1)
<=> sin x(2 sin X + 1) — (\Í3 cos X + 2)(2 sin X + 1) = 0 

(2 sin X + l)(sin X -  \Ỉ3 cos X -  2) = 0

+) sin X — Vs cos X — 2 = 0 sin -K
X — — 3

= 1 <í=ì> X = —  + k2-K 
6

1 Tĩ Ttĩ+) 2 sin X + 1 = 0 sin x = - —-í^x = —- + k2iT V X — —  + k2-K
2 6 6

Vậy nghiệm của phương trình là:
T' 1 r. „ Slt , „x = - —+ k2T;, X = —  + k2-ix, X = —  + k2'K .
6 6 6

15) Đặt t = cos x + \Í3 sin X .

=í> = cos^ X + 3 sin'  ̂X + \/3 sin 2x =  ̂ cos2x ^  g 1— ^  gjĵ  2x
2 2

= 2 — cos 2x + \Ỉ3 sin 2x 
=í- \Í3 sin 2x — cos 2x = -  2

Khi đó, (1) trở thành: t^ - 2  + 4 = 3 t< ^ t^ - 3 t  + 2 = 0<(̂

+) t — 1 thì: cos x + sỊss inx = !<=;■ cos TY TY
X -  —  =  cos— ^

3 3

t  =  2

2 ty
X  =  +  k2TY

3
X  =  k2TY

+) t — 2 thì; cos X  + \Ỉ3 sin X = 2 <4- cos(x — ^) = l - t>x  = ^  + k2TY.
3 3

Vậy phương trình có 3 họ nghiệm; X = —  + k2TY; X  = k2TY; X  = —  + k2TY.
3 3

16) Điều kiện: sin xt^ —l < ^ x ; t - ^  + k2TY.
2 ^

Phương trình
•Í4- (2 sin X + 1)(3 cos 4x + 2 sin x) + 4(1 — sin^ x) +  1 = 8(1 + sin x)

o  (2 sin X + l)(3cos4x + 2 sin x) -  (4sin^ X + 8 sin X + 3) =  0
o  (2 sin X + 1)(3 cos 4x + 2 sin x) -  (2 sin X + 1)(2 sin X  + 3) = 0
o  (2 sin X  + 1)(3 cos 4x -  3) = 0
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sin2x = 0
<4- 6sin^ 2x(2sinx + 1) = 0 ^

kn 
~2

TX  ̂ n 7 TT
— +  k 2 i x ,  X =  +  k2Tx

6 6

X =

s i n  X =  — — 
2

, k e z  .

Kết hợp điều kiện ta có nghiệm của phương trình là:
/  /7Ĩ Tĩ » •

X = — -r + k2-n, X = + k2ii, X = kiT, X = -̂  + k2ĩc với k 6 z .
6 6 ' 2

17) Điều kiện: X kit,k e z

Phương trình -í=̂ 5 cos X -  3(1 -  cos x) - c o s ^  X

<=> 5 cos X -
3cos^ X

1 + cosx 
cosx = —2

1cosx = —
2

1 — c o s  X

= 2 -Í4> 2 cos X + 3 cos X -  2 = 0

cosx = -2  vô nghiệm 
1cosx = — o  
2

18) Phương trình

1 Tĩ '• cosx = 4 o x = c t ^  + 12ti, 1 ễ Z , thỏa mãn điêu kiên.
2 3

<=> 3sin X - 4 sin^ X + 2(1 -  2sin^ x) =  3 +  4sinx + cosx(l + sinx) 
o  cos x(l + sin x) + 4 sin^ X + 4 sin^ X + sin X + 1 = 0 
4=> cos x(l + sin x) + (sin X + 1)(4 sin^ X + 1) = 0 
<=> (1 + sin x)(cos X + 4 sin^ X + 1) = 0

44-

<4-

sin X = — 1
4 cos^ X — cos X — 3 = 0

X =  -  — + k2-n: 
2

X =  k2-n

X = ± arccos

sin X = — 1 
cos X = 1

3cos X =  ——

, k e z .

+ 2kiĩ

19) Phương trình /̂3 sin 2x + cos 2x + 4 sin X -  1 = 0 
-Í4- 2\Zs sin X cos X — 2 sin^ X + 4 sin X = 0
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o  2(\Ỉ3 cos X -  sin X + 2) sin X = 0 

Khi: sin X -  -v/s cosX = 2 sin 

Khi: sin X = 0 <=> X =  kir.

ít
X -  —

3
, 5tt , „= 1 •O’ X = —  + k2Tt 

6

KL: nghiệm PT là X = kit,X = —  + k2-it.
6

20) Ta có
(sin 2x — sin X + 4) cos X — 2 0 <í=ỉ«

2 sin X +  -n/s 

(2 cos X -  l)(sin X cos X + 2) = 0 

2 sin X + -v/s ít 0 

21) Ta CÓ

(sin 2x -  sin X + 4) cos X -  2 = 0 

2sin x  + \Ỉ3 ^  0 

2cosx =  1 

2sin x  ;t -
r -  <4- X =  — +  k 2 -n  .
/̂3 3

cos 2x + 2yỈ2 sin x + -2009ti 2 2 4cos x sin x  + 4sin  xcosx

<í=> cos^ X — sin^ X + 2(sin X + cos x) =  4 sin X. cos x(sin X + cos x) 
o  (cos X + sin x)(cos X — sin X — 4 cos X. sin X + 2) =  0 

cos X + sin X = 0 (1)
cos X — sin X — 4 sin X. cos X + 2 = 0 (2)

+ Giải (1): (1) o  tanx = - 1  X = - — +  k n
4

+ Giải (2): Đặt cos X -  sin X = t, |t| < ^^ ta có phương trình:

2t + 1  = 0 t = 0 
t = - l /2

Với t = 0 ta có; tan x = l o x  = — + kTT
4

Với t = - 1  / 2 ta có: cos(x + —) = —̂  -Í4-
4 4

X = arccos( ^ ) — — + k2Tv 
4 4

X = — arccos(------ ) — — + k2TT
4  4

KL: Vây phương trình có 4 ho nghiêm: X = + k-K , X = — + kir,
■ ■ 4 4

/—V2 , lí , „ v/2, n , „
X = arccos (—-—) -  — + k2iT, X = -  arccos (— —̂) -  — +  k2iT.

4 4 4 4
22) Điều kiện: cosx 0 (*)
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Ta có

2sin^
/ \ 

Tĩ
X -  —

2
= 2sin X -  tanX 1 -  cos 2 x - -

4j 2 j

2 sinx= 2sin X ------------
cosx

<í=> cos X — sin 2x. cos X — 2 sin^ X. cos X + sin X 

o  cos X + sin X -  sin 2x(cos X + sin x) = 0

s i n  X =  — c o s  X =í> t a n  X =  — 1 <=> X =  —— +  k n
4  Tt , Tí

<í=> , —> X =  — +  k  —
Tĩ 7T 4 2

sin 2x =  1 <=> 2x =  — + 12-k o  X = — + Itt 
2 4

23) Biến đổi phương trình về dạng 2sin3x(2sinx + 1 ) -  (2 sinx + 1 ) = 0 

Do đó nghiệm của phương trình là
-R , „ 7TT , „ TX KZir ỒTĨ

x  =  — -  +  k2Tv; X =  —  +  k 2 T t; X =  —  H---------- ; X =  —  +
k 2 i r 5tĩ k2-K

24) Ta có

2cos
-K
------ X
4

18

— 4 sin X — 2 cos X — cos 2x + 2 =  0

18

(sin X -  l)(cos x + sin X -  1) = 0

sin X = 1
sin x  + cos X — 1 = 0 

25) Phương trình

X =  — +  k 2 n  
2

X = k2-n

<í=> cos 4x + cos 2x + ^3(1 + sin 2x) =  Vs 1 + cos(4x + —)

<=;> cos 4x + Vs sin 4x + cos 2x + /̂3 sin 2x = 0

sin(4x + —) + sin(2x + —) = 0 
6 6

Tĩ<í=> 2 sin(3x + ^). cos X = 0 <=> 
6

TX , TI 
X =  — -  +  k  —

18 3

X =  — +  kiT 
2

Vây phương trình có hai nghiệm x = — + k-ĩY và x = - — + k —,
2 18 3

26) Điều kiên cos2x ^
’ 2

X — +  k i ĩ

T' 1X ^  +  l í t
6

( k , l e Z)

PT ^  cos 3x(sin 3x -  cos x) = 0
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cos3x = 0

sin3x = s in ^  — X 
2

<=>

Tt klTÍ
X =  -  +

6 3
Tt koTÍ

X =  — +  - ^  
8 2

X =  —  +  k o T i

(k^.kg.kg e Z)

Đối chiếu với điều kiện ta nhận nghiệm:
TX Tĩ kọTT Tĩ

x = ị  + ki-K,x = -̂  + ^ , x  = -ị + k3iT (k^,k2,k3 €Z).

27) Ta có

5 cos X + s inx -  3 = \Ỉ2 sin(2x + —)
4

5 cos X + s inx -  3 =  sin 2x I cos2x 

(2 cos^ x — 5 cos X + 2) + 2 sin X cos X — s inx =  0 
s inx(2 cos X -  1) + (2 cos X -  l)(cos X -  2) = 0 

o  (2 cos X — l)(s inx + cos X ~ 2) = 0
1cos X =  —
2

s inx + cos X = 2 (VN)
X = + k2n (k e Z)

3

28) Điều kiện; sin X ^  4  o
2

X ^ — + k2ir 
6

X —  +  k2-R  
6

,k e z .

Phương trình o  cos X (2 sin X -  l) = Vs sin X -  2 cos X + —
2

■í=> 4 sin X cos X + 2 cos X -  2\j3 sin X -  Vã = 0 
2cos x(2 sin X + 1) -  \Í3(2 sin X + 1) = 0

1 Í̂3<í=> (2 sin X + 1)(2 cos X -  Vs) = 0 <í=> sin X = -  ̂ , cos X = 2 ^
2 2

-Í4- X =  ±  — 2 n n ,  X =  — ^  +  2 n n f ,  X =  —  +  2 n n t .
6 6 6 /

Kết hơp điều kiên ta có X = -  — + k2iĩ, X = —  + k2Tt, k € z  là nghiêm của
6 6

phương trình đã cho.
Bài 5.
1) P h ư ơ n g  trình  tư ơ n g  đ ư ơ n g  v ớ i

(2 cos X — 1)(2 sin X + cos x) =  sin x(2 cos X — 1) 
o  (2 cos X -  IXsin X + cos x) = 0
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cos X = —
2 <=>

tanx = —1 

2) Phương trình sin

X =  ±  — +  k 2 no
, k e z  là nghiệm cùa phương trình đã cho.

1X =  -  — +  kiv
4

3it X
ĨÕ ~  2

1 ,— sin 
2

ÍT 3x
Ĩ Õ ^ T

TT 3x Tĩ 3x = sin 3 3tt Xsin
ĨÕ"^'2’

/
= sin

ĨÕ ~ 2

Đăt t = —  -  —, ta có sin 
10 2

Tĩ 3x
Ĩ Õ ^ T

sin 3t

Phương trình đã cho trở thành;
2 sin t = sin 3t <4- sin t — 4 sin^ t = 0

sin t = 0
sin t(2 cos 2t -  1) = 0 o

t = kiĩ

t = ±-+kTT 
6

cos2t =
2

3tt _
X =  ^  +  k 2T t

5
4tĩ , „ 14it

X =  — -  -  k 2 n ,  X =  — —  
15 15

với k e z .
■ k2ir

3) Ta có: 4(cos 3x cos^ X + sin 3x sin^ x) = 3 cos 2x + cos 6x 

và cos x - s in  x = cos2x nen
Phương trình <=> 3 cos 2x + cos 6x + Vs sin 6x = 1 + 3 cos 2x 
o  ^3 sin 6x = 1 -  cos 6x <=> 2\j3 sin 3x cos 3x = 2 sin^ 3x 
^  2 sin 3x( /̂3 cos 3x -  sin 3x) = 0 .

Suy ra nghiệm cần tìm là X = k —;x = ^  + k ^ .
^ 3 9 3

4) Điều kiện: cos2x 5*= 0 
cosx 0

TT _ Tt 
X + k-r4 2

T' 1X 3: — + k-n 
2

Ta có; 4(sin‘̂ X + cos'̂  x) = 4 — 2 sin^ 2x = 3 + cos 4x
,  ̂  ̂ , sin2x sinx cos2xcosx + sin2xsinx1 + tan2xtanx = 1 H------- .— —̂ = -------------—----------------

cos 2x cos X cos 2x cos X
_ cos(2x -  x) _  1

cos2xcosx cos2x

Phương trình đã cho <=> 3 + cos 4x + Vs sin 4x -  = 3
cos2x
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cos 4x + yịs sin 4x = 2 sin 2x <f4> sin(4x + ^) = sin 2x .
6

Từ đó ta tìm được nghiệm thỏa mãn phương trinh là
TT , ÕTT klT

X =  — — +  k-n; X =  —  +  .
12 36 3

5) Điều kiện: cosx 0

Phương trình tương đương với 1 + 3 tan X =
4tanx

1 + tan X

+> 3 tan^ X + tan^ X -  tan X + 1 = 0 o  tan X = — 1 

■Í+ X = + k-K. (thỏa mãn điều kiện)

6) Điều kiện: sin2x 0 +> X k —
 ̂ • 2

r,, __  ̂ cosx sinx , n 1Phương trình o  — ------ -— h 4 sin 2x =  ---------—
sinx cosx sinxcosx

+> cos^ X — sin^ X + 4 sin 2x. sin X cos X = 1
+> cos 2x + 2 sin^ 2x -  1 = 0 -Í+ 2 cos  ̂2x -  cos 2x -  1 = 0

1o  cos2x = —— (do sin2x 0 +Í- cos2x ;t± l)+ >  x = ± — + k'K. 
2 3

7) Ta có: sin^ X + cos'^x = 1 -  Ịsin^  2x
2

sin(3x -  —) cos(x -  —) = — 
4 4 2

Ttsin(4x — ^) + sin 2x 
2

1 1 2^  (-  cos 4x + sin 2x) = — (2 sin 2x + sin 2x -  1) 
2 2

Nên pt o  1 -  — sin^ 2x + — (2 sin^ 2x + sin 2x -  1) -  — = 0r. 2
3
2

+> sin^ 2x + sin 2x -  2 = 0 o  sin 2x = l+ > x  = — + kTi.
> 4

8 )  Phương trình <(+ (1 + sin 2x) + (sin X + cos x) + cos^ X -  sin '̂^x = 0 

•<+ (sin X + cos x)  ̂ +  (sin X +  cos x) +  (cos X -  sin x)(cos X +  sin x) =  0

<+ (sin X + cos x)(2 cos X + 1) =: 0 +>
sinx + cosx = 0

cosx = -  — 
2

X =  — — +  kiY
4

X -- ± —  + k2-K 
3

' Tĩ9) Điêu kiên: sin X + cos X íí: 0 <+X ^ -  — + kiT
4
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Phương trình •«=> (1 -  sin x)(l + sin x)(cos X - 1) =  2(sin X + cos x)(l +  sin x) 
(1 + sin x)(sin X + cos X + sin X cos X + 1) = 0

<Í4- (1 + sinx)^(l + cosx) = 0 <t4>
sin X = — 1 
cosx = — 1

X =  — +  k2TT 
2 •

X =  TY + k2lY
10) Điều kiện; X k-n

o 2
Phương trinh o   ̂ + 2^2 sin^ X = (2 + 3 V2 ) cos X .

sin^ X

■í=> 3 cos^ X  — 3\Ỉ2 sin^ X. cos X + 2\Ỉ2 sin'*-x — 2 sin^ X cos X =  0 

■í=ỉ> (cos X  — \Í2 sin^ x)(3 cos X — 2 sin^ x) = 0

<=>

^ 2  cos^ X + cos X — > /2  =  0 

2 cos  ̂X + 3 cos X — 2 =  0

cosx = -l + Vã

1cos X =  — 
2

„ , V6-^/2 ,
X = ± arccos------------ h k2TY

2

X =  ±  — +  k2 -ỉí 
3

1) Phương trình
4 sin X cos X -  1 + 2 sin^ X -  7 sin X -  2 cos X + 4 = 0 
2 cos x(2 sin X — 1) + (2 sin X — l)(sin X ~ 3) =  0 

o  (2 sin X — 1)(2 cos X +  sin X -  3) =  0

<=> sin X =  ^
2

2 cos X + sin X — 3 = 0

X = -̂  + k2-7Y 
6
5ty , „X = + k2iY
6

(Do 2 cos X + sin X < /̂5 < 3 ).
12) Ta có phương trình đã cho tương đương với 

1 -  cos4x2(sinx + 1 ) — 3sin x  + 1 = sin4x.cosx

■;=;> (sin X + 1)(3 — 6 sin X -  cos 4x) = sin 4x. cos X
<=> (sin X + 1)(3 -  6 sin x) -  sin X. cos 4x -  cos 4x = sin 4x. cos X

o  3(1 -  2 sin^ x) -  3 sin X = sin 5x + cos 4x 

<=ỉ> 3cos2x + 3cos x+-^ = cos 5 x - — +cos4x2) 2 j

„ „ ,3x TY, ,x TY, „ ,9x TY, ,x TY,o  3.2. cos(—  + —). cos(^ -  —) = 2. cos(—  -  —). cos(— -  —) 
2 4  2 4  2 4  2 4
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7ttSuy ra nghiệm của phương trình: X = —  + k2Ti.
6

Bài 6.
Phương trình có nghiệm
■í=> +  (m -  2)  ̂ > (m + <í=> -  2(2 +  %/3)m + 1 > 0

meỊ-oo;2 + >/3-V6 + 4n/3 U 2 + Vã + n/g + 4>/3;+oo| (*).

Chia hai vế phương trình cho \Ịm^ + ( m - 2 )̂  = V2ni^ -  4m + 4 ta được: 

____ m____  . m-2 ' _ m + Vs, sin X + -
v2m^—4m + 4 \j2m ^—4m + 4

Do

cosx =

2 Ỷ
m + m - 2

V2m̂  — 4m + 4 \ j 2 m ^  -  4m + 4

\ j 2 m ^  —  4m + 4 

1  nên tồn tại a  sao cho

sina =

Khi đó, ta có;

cosxcosa + sinxsina =

m _ m — 2ị— ,cosa = ■ . =■
2m -̂4m + 4 V2m -̂4m + 4

m + /̂3 _ , m + V3p cos(x -  a) = . ^
V2m^-4m + 4 V2m^-4m + 4

+ Vs = cosp

X =  a +  3 +  k 2 -ií , , ,với k e z  .
X = a — 3 + k2Ti

Giả sử hai nghiệm X ,̂X2 cùng thuộc một họ nghiệm chẳng hạn cùng 
thuộc họ X = a + 3 + k2ií, khi đó:

x̂  = a + 3 + k̂ 2Tĩ,X2 = Q + 3 + k22n => |xj -  X2 I = |kj -  k2|2-ir

Vì kj^,k2 Ễ z  nên |kĵ  -  k2| e z  => |x  ̂ -  X2I ^  —

Do đó nếu |x  ̂ -  Xgị = — thì X̂ ,X2 cùng thuộc một họ nghiệm.
3

Do đó: x̂  = a  + 3 + k  ̂2tt, X2 = a  -  3 + k22h => x  ̂ -  Xg = 23 + (kj -  k2 )2tc 

Suy ra — = cos|xj ~ 2̂ ! ~ cos(xj -  Xg) = cosị23 + (kĵ  -  k2)2TvỊ = cos23 

Q 2ri -Ị_ 1 2rj _ 3  (m + \Í3)^ 3
2 4 2 m 2 - 4 m  +  4 4

4(m^ + 2^í^m + 3) = 6 m^ -  12m + 12 o  -  ( 6  + 4S)m . = 0 
« - m  = 0, m  = 6  + 4 Vs.

Ket hợp với (*) ta có m = 0, m = 6 + 4\/3 là giá trị cần tìm.
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Bài 7.

1) Điều kiện:
sin  X

ỵ
cos— 0, cosx 0 

2

Phương trình o4cos^ x-4cos^ X -  cosx + 1 = 0 <=!>
cosx

cosx = ± — 
2

Giải ra và kết hợp với điều kiện ta có X = k2iT là nghiệm của phương 
trình.

COs2x 0 
cos 3x í"!: 0 
sinSx ííí 02) Điều kiện:

1 + 2 sin 2x + -  
2

0

Phương trình đã cho tương đương với:
sin2x.cos3x 2 sinx 2cos2x —1---- —— = -------------------<+---- ——-------= -------- -̂----
cos2xsin3x l  + 2cos2x cos2xsin3x l  + 2cos2x

Ta có phân tích; sin 3x = sin x(3 -  4 sin^ x) = sin x(l + 2 cos 2x)
Thay vào phương trình ta suy ra: 2 cos'̂  2x -  cos 2x - 1 = 0

cos 2x = 1
1 . So với điều kiện ta thấy phương trình vô nghiệm.<í+

cos2x = -  ̂  
2

3) Điều kiện: sin X ÍC 0,COSX 0

Ta có; sin3x = sinx(4cos^ X — 1) 
Phương trình đã cho tương đương với: 

1 sin x(4 cos^ X -  1) + 2 cos X
sinx

= 0

<=>

1 + cos X 

sin x(4cos^ X — 1)
sinx 1 + cos X

+

cos X

2cosx 2
,1 + cos^x cosx

= 0

2 2 2 2cos x  + 4sin x.cos X

sin x(l + cos x) cos x(l + cos x)
+> cos"* X + 2 sin^ X. cos^ x -  sin X. cos X = 0
+> (cos^ X — sin X. cos x) + sin^ X. cos  ̂x(2 cos  ̂X — 1) = 0

cos x(cos X — sin x) + sin^ X cos  ̂x(cos X + sin x)(cos X — sin x )  = 0

cos x(cos X -  sin x) 1 + sin^ X. cos x(cos X + sin x) = 0
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■Í4>
c o s  X =  s i n  X X =  — +  k-K 

4
1 + sin^ x.cos x(cos X + sin x) = 0 (1)

(1) <=> 1 + 2 sin X cos X -f sin X cos x(sin^ X + sin X cos X -  2) = 0

1 + 2sinxcosx + sin^ xcos^ X = sinxcos x(2 — sin^ x)

o  (sin X cos X + 1)̂  = sin X cos x(l -I- cos  ̂x)

Vì (sin xcos X + 1)̂  > 0 và (1 + cos  ̂x) > 0 =4> sin X cos X > 0 /
Suy ra (sin X cos X + 1)̂  > 4  sin X cos X

Mặt khác sin X cos x(l + cos^ x) < 2 sin X cos X (do cos^ X < 1) 
Nên (1) vô nghiệm.

4) Điều kiện: cos X 5= 0
Phương trình được viết lại như sau:

(cosx + 3)(1 -  cos x) = sin x(l — sin x) +
cos X

3sinx
cosx

/ _ ô  r. • 2 X _ . X X  ̂ . X X(cos X + 3).2 sin ^  = 2sin^cos^cos x(l — sinx) + 6sin —cos — 2 2 2 -  -

<;=> 2sin^  
2

. X2 sin —

X X  Xsin — (cos X + 3) — cos cos x(l — sin x) — 3 cos — 
2 2 2

2 2 

0

sin —(cos X + 3) — cos —(cos X + 3) + cos xsin xcos — 
2 2 2

0

X, . X _ _x^, _ „ , . X _x, . X,o  2sin —(sin — — cos—)(cos X + 3 — (sin — + cos^)sin xcos^)
2 2 2 2 2 2

2 sin — (sin — -  cos ̂ )[cos X + 3 -  Ạ sin^ X -  Ị  sin x(l -  cos x)] = 0 
2 2 2 2 2

2 sin ̂  (sin — — cos —) 
2 2 2

1 2 1 1cosx + 3 —— sin X — 4-sinX + — sin2x 
2 2 4

0

o  2 sin 4  (sin 4  -  cos ̂ ) = 0 <=> X = k2iT 
2 2 2

(Vì cos X + 3 — sin^ X — Ậ sin X f  — sin 2x > 0). 
2 2 4

5) ĐK:
sin2x 0

sin X , TV---1---2 4

Phương trình <í̂ cos X

sin X TX---1---
2 4

sin X+ — — = 4
2 X cos ^

2
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c o s  X sinx
, , -K, 1 + cosx1 -  cos(x + —)

2

= 2

<=> • cos X + • sin X 2.
1 + sin X 1 + cos X 

<í=> 1 + cos X + sin X = 2(1 + sin X cos X + sin X + cos x)

•tí- sin X + cos X + sin 2x + 1 = 0 •;=> sin X + cos X + (sin X + cos x)  ̂ =  0 
•í=> sin X + cos X = 0 hoặc sin x + cos X = - 1 .

• sin X + cos x = 0-t^x = —— + k-ií
4

• sin X + cos X = — 1 -tt- sin(x + —) =  —i
4 V2

X + k2iT hoặc X = TY + k2TT với k  £ z

Đổi chiếu với điều kiện ta được kết quả là: X = + kTi, k  £ z  .

6) ĐK:

sin X 0 
cos X ^ 0 
sinx ^  —1 
cos X ííí - 1

Với điều kiện này phuơng trình đã cho được biến đổi thành:
1 3 2

sin x(sinx  + l) cosx(cosx + l) sin xcosx  

cosx(cosx + 1) + 3sin x(sinx  + 1) 2
sin X cos x(sin X + l)(cos X + 1) sin X cos X 

■t> cos x(cos X + 1) + 3 sin x(sin X + 1) =  2(sin X + l)(cos X +1)

•t̂  cos^ X + 3 sin^ X + sin X — cos X = sin 2x + 2 

•tt- 1 + 2 sin^ X + sin X — cos X = sin 2x + 2

-Í4- s in  X — cos X =  sin  2x +  1 — 2 sin^ X •;=> sin  X — cos x =  sin  2x +  cos 2x

•í=> sin
Tĩ

X -------- = sin „ Tí 2x +  —
4] 4)

2x + — = X ■ 
4

+ k2iT

2 x +  — = Tt — x + — + k2n 
4 4

— + k2TT 
2

Tĩ k2lT
X =  — +

3 3
7) Điều kiện: (cosX — sin x)(2sin2x + 1) + 2 5= 0
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Ta có, phương trình ban đầu tương đương với:
44- 2 cos X sin 2x + 2 sin X sin 2x + sin X + cos X + 4 cos 2x

= 2yf3 sin 2x cos X — 2 /̂3 sin 2x sin X + ^/3(cos X — sin x) + 2V3 

(2 sin 2x + l)(sin X - \ Ỉ 3  cos x) + (2 sin 2x + l)(\/3 sin X + cos x)

+ 4cos2x -  2V3 = 0

(2sin2x + l)(2sin(x - —) + 2sin(x + —)) + 4(cos2x -  cos—) =  0 
3 6 6

o  2(2 sin 2x + l)2sin(x -  ^ )c o s  — -  4.2sin(x + — )sin(x =  0
12 4 ' 12 12

■í=ỉ> sin(x -  — ) 
12

(2 sin 2x + 1) — 2 sin(x + — )
2 12

= 0

sin(x -  =  0 o x  = —  + kTĩ
12 12

(2 sin 2x + 1) -  2 sin(x + — ) =  0
2 12

Tacó: (2sin2x + 1 )-^  -  2sin(x + —) = 0 
2 12

2(sin 2x + sin —) -  2 sin(x + — ) = 0 
2 6 12

<;=> 2\Í2 sin(x + — ) cos(x -  — ) -  2 sin(x + — ) = 0 
12 12 12

o  sin(x + — K2-j2 cos(x — — 2) = 0 
12 12

X =  — — +  k n  
12

X =  ^  +  k2TT, X =  — — 4- k2-TT 
3 6
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CHƯƠNG 3. PHƯƠNG TRÌNH - BẤT PHƯƠNG TRÌNH
HỆ PHƯƠNG TRÌNH __________ ____

Chuyên đê 1.
_____________Phường trình - Bất phướng trình vô tí__________
I. Tóm tắt lí thuyết

1. PhưoTig trình, bất phương trình CO’ bản

g(x) > 0
• ^|fõõ = g(x)

• VfÕÕ > g(x) o

f(x) = g^(x)

f(x) > 0 
g(x) < 0 
g(x) > 0

\/f(x) < g(x)
g(x) > 0 
f(x) > 0 
f(x) < g2(x)

= g(x) f(x) = g""+^(x)

f(x) > g^(x)

• > g(x) f(x) > g^"‘*“kx)
Khi thực hiện các phép biến đổi đối với căn bậc 2n ta cần chú ý đến điều 
kiện để các căn thức tồn tại.

2. Các phưong pháp giải phương trình, bất phương trình vô tỉ 
a. Phương pháp sử dụng lưọng liên họp

• Giả sừ ta cần giải phương trình f(x) = 0 và đã biết trước được một 
nghiệm X =  X q  .

Khi đó ta tìm cách phân tích đưa phương trình f(x) = 0 về dạng 
(x -  X(j)g(x) = 0
• Để phân tích được về thừa số X -  Xq ta chuyển các biểu thức vô tỉ về

các đa thức. Chẳng hạn trong phương trình có hạng tử ĩ^PCx) thì ta ghép 

với n/P(Xo) ta được -  ^P(xo) = r —  n ~  .
^ ° ^ (íypũ))"-^+... + (ỉị/PÕ^)"“^

• Đẻ thuận lợi trong việc phân tích ta cần nắm vững các ̂ àng đẳng thức
= (a -  b)(a + b)

a^ -  b^ = (a -  b)(a^ + ab + b^)

a" -  b" = (a -  b)(a"-l + a"-^b + ... + ab"-^ + b "-^ ). 
b) Phương pháp đặt ẩn phụ
Dạng 1: F(íyf(x),f(x)) = 0 . Dạng thường gặp; af(x) + bVf(x) + c = 0

n-2 , lh- I n
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Đặt t = x/f(x), ta có phương trình G(t) = 0 .
Dạng 2: F(aVf(x) + bTiõõ; Vfõõgõõ) = 0

Với dạng này ta thường đặt t = ayỊỉix) + hsỊgix)

Dạng 3: FỢịlĩ{x), 5j/g(x)) = 0, trong đó F(a,b) là một biểu thức đẳng cấp bậc 
k. Với dạng này ta xét hai trường hợp:

Ta thường gặp dạng: a.f(x) + b.g(x) + c-7f(x)g(x) = 0. 

Đặt t f(x)
g(x)

, ta có phương trình: at^ + ct + b = 0.

Dạng 4: a.f(x) + g (x )7 f^  + h(x) = 0. Với phương trình dạng này ta có 

thể đặt t = yỊĩix), khi đó ta được phương trình theo ẩn t:

at^ + g(x)t + h(x) = 0 , ta giải phương trình này theo t, xem X là tham số 
c) Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình 
Dạng 1. Phương trình F{ĩiỊ(x -  cf(x),"^p + df(x)) = 0

Đặt u = -  f(x), V = + f(x), ta có hệ phương trình
F(u,v) = 0
du" + cv'" = dct + c3

Dạng 2. Phương trình (f(x))" + b = a^af (x ) -h  (1).

t" + b = ayĐặt t = f(x);y = ^af(x) -  b ta có hệ:
y" + b = at

d) Phưong pháp hàm số
Trong phần này ta vận dụng tính đon điệu của hàm số để giải phương 
trình, bất phương trình. Với phương pháp này thường cho ta lời giải ngắn 
gọn và đẹp đẽ. Dĩ nhiên việc nhận diện bài toán và sử dụng thành thạo 
phương pháp này thì không phải là vấn đề đơn giản. Kịch bản mà chúng 
ta thường gặp khi sử dụng phương pháp hàm số như sau;

1.1. Chứng minh phương trinh f(x) = 0 có không quá k nghiệm và chỉ ra k 
nghiệm của phương trinh: Với kịch bản này, ta thường đi khảo sát hàm 
số y = f(x), dựa vào bảng biến thiên ta có được số nghiệm của phương 
trình, ờ  đây ta có trường hợp đặc biệt sau:
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• Nếu hàm số y = f(x) luôn đơn điêu và liên tuc trên D thì phương trình: 
f(x) = k nếu có nghiệm thì có nghiệm duy nhất trên D và 
+) f(x) = f(y) o  X = y Vx,y e D .

+) f(x) > f(y) <í=> X > y nếu hàm f đồng biến (hoặc X < y nếu hàm f 
nghịch biến)

1.2. Biến đổi phương trình về dạng f(u(x)) = f(v(x)). Trong đó f là hàm luôn 
đồng biến (hoặc nghịch biến) và liên tục trên D .
Khi đó phương trình u(x) = v(x)
Với phương pháp này quan trọng nhất là chúng ta tìm ra được hàm đặc 
trưng f .

e. PhưoTig pháp đánh giá.
Xét phương trình: f(x) = g(x) xác định trên D.

u(x) = 0* Nếu phương trình u^(x) + v^(x) = 0 o

* Nếu

v(x) = 0

Vx e D thì PT : f(x) = g(x) với X e Df(x) > m(x) 
g(x) < m(x)

f(x) = m(x) 
g(x) = m(x)

Trong cách đánh giá này ta thường dùng các hằng đẳng thức và các bất 
đẳng thức quen thuộc (như BĐT Cauchy, BĐT Bunhiacovski, BĐT chứa 
trị tuyệt đối...) đế đánh giá hai vế. Sau dây là một số thí dụ minh họa.

II. Các ví dụ minh họa
1. Các ví dụ cơ bản
Ví dụ 1. Giải các phương trình sau

1) x'̂  + 3x + 1 = 2x -  1 2) Vx + 2 -  Vx -  3 = Vs -  x

3) x^ + ự2x^ -  x + 1 + 2 = x(3 + x/2x  ̂ -  X + 1)

4) x  ̂ -  Vx + 2 = 2 .
'Lời giải

1) Phương trình đã cho tương đương với
1

X >
2 /  \2 + 3x + l  = (2 x - l)

72 <í=i- X =  —
2 33x^ -7 x  = 0

Vậy T =

2) Điều kiện: 3 < X < 8 .
Phương trình tương đương với
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\Jx +  2 = Vx -  3 + -n/s -  X <=>x + 2 = x -  3 + 2-v/(x -  3)(8 — x) + 8 -  X

■Í4- X- 3  = 2yPx  ̂ + llx  -  24 <;=>
3 < X < 8

(x -3)2 = 4 ( - x  ̂ +11X-24)
3 < X < 8 

2 <í=> X =  3, X = 7 .
x  ̂ -  lOx + 21 =  0

Vậy T = {3,7}.
3) Phương trình đã cho tương đương với

x  ̂ -  3x + 2 =  (x -  l)-v/2x  ̂ -  X + 1 o  (x -  l)(x -  2) =  (x -  Ĩ)'j2x^ -  X + 1
X = 1

x - 1  = 0

x - 2  = \ f ‘.2x^ -  X + 1
X > 2 X =  1.

2[x'̂  + 3 x - 3  = 0

Vậy T = {1} .
4) Phương trình đã cho tương đương với

x'̂  -  (x +  2) +  X -  Vx + 2 =  0 o  (x + Vx + 2)(x -  yjx +  2) + X -  slx + 2 =  0

X =  yJx + 2Ịx -  \lx + 2 |Ịx + yJx + 2 + lj = 0 o
1 = yJx + 2

X > 0
x  ̂ -  X -  2 = 0
X < -1
x “̂ + X - 1 =  0

X = 2

X = - 1 - Vs ■

Vậy T

Chú ý: Để giải phương trình x  ̂ -  Vx + 2 = 2 ta có các cách sau: 
Cách 2: Phương trình tương đương với

-  2 = \lx + 2 <=> x  ̂ > 2
x"̂  -  4x^ + 4 =  X + 2

x^ >2

x^ -  4x^ -  X + 2 = 0

x  ̂ > 2
(X + l)(x -  2)(x^ + X -  1) = 0

X = 2, X =

Cách 3: Phương trình tương đương với

9. 1 I------  1X + X  + — =  x + 2 + vx + 2 +  —<=> 
4 4

x + - Vx + 2 H—
2
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<(=)•
1 1x + -  = Vx + 2 +  -  
2 2
1 _ /T T^ 1X +  -  =  - v x  +  2 - -
2 2

<=> X = yJx + 2 
X + 1 = -Vx + 2

Giải các phương trình này ta được các nghiệm như trên. 
Cách giải trên ta có thê áp dỊing cho một sô bài toán có dạng

ax^ + bx + c = cvVĩnxTn^.
Ví dụ 2. Giải các phương trình sau 

1) 2x^ - lOx + 2 +

3) -  3x + 1 +

0 2) x  ̂ -  3x -  3 3(^x^ -4 x ^ + 4  - 1)
1 - x

10

X -  3x + 5
Lời giải

1) Phương trình đã cho tương đương với 

2(x^ -  5x) + 2 + 3v5x -  x  ̂ = 0

Đặt t = n/sx -  x  ̂,t > 0  ta có phương trình;
t = 2

= 3 4) x  ̂+ X +  12yjx + 1 = 36 .

-2t^  + 2 + 3t = 0 <=> 2t^ -  3t -  2 = 0 <=>
t = — 4  (loai) 

2
Với t = 2 , ta CÓ phương trình

\Zõx -  x^ = 2 -í̂ x^ - 5 x + 4 = 0-í4-x = 1, x = 4.
Vậy phương trình đã cho có hai nghiêm X = l,x  = 4. 

2) Điều kiện: x ^ l .
Phương trình đã cho tương dương với

(x^ - 3 x - 3 ) ( x - l )  + 3 4x^ + 4 -  3 = 0

X'’ -  4x^ + 3yx'^ -  4x̂  ̂ + 4 = 0

Đặt t = ^x^ -  4x^ + 4 , ta có được phương trình
-  4 + 3t = 0 o  (t -  l)(t^ + t + 4) = 0 o  t = 1 

Với t = 1, ta có:

-  4x^ + 4 = 1 <=> x  ̂ -  4x^ +3 = 0

o  (x -  l)(x^ -  3x -  3) = 0 +>
X = 1
x  ̂ -  3x -  3 = 0

X = 1

X =
3±  •

Vậy nghiệm của phương trinh đã cho là: X
i ± \J21

3) Đặt t = \Jx‘̂ -  3x + 1, t > 0 ta có phương trình
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10 Q 9t + ■ - - -  = 3 <;=ỉ- -  3t^ + 4t -  2 = 0
+4

<í̂  (t -  l)(t^ - 2 t  + 2) = 0 o t  = l .
Với t = 1, ta có;

yỊx^ -  3x + 1 = l o x ^ - 3 x  = 0<=>x = 0, x = 3.
Vây phương trình đã cho có hai nghiệm: X = 0, X = 3 .

4) Đặt t = Vx + 1, t > 0, suy ra X =  -  1. Thay vào phương trình ta được
(t^ - 1)̂  +1;  ̂ - 1 + 12t = 36 <=í> + 12t -  36 = 0

<í=> (t -  2)(t^ + 2t^ + 3t + 18) = 0 
t = 2

+ 2t^ + 3t + 18 = 0 (*)
Do t > 0 nên (*) vô nghiệm.

Với t = 2, ta có X = - 1 = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã
cho.

Ví dụ 3. Giải các bất phương trình sau

1 ) ix  ̂ -  5x + 2 -  2x < 8 2)
a/2(x2 - 16) V x -3 > 7 - x

Vx -  3 -v/x -  3

3) a/ x ( x  -  1) + -y/x(x + 2) < 2>/x^ 4) \Ì2x -  1 + x  ̂ -  3x + 1 < 0 .
Lời giải

1) Bất phương trình tương đương với
x"̂  -  5x + 2 > 0 
2x + 8 > 0X -  5x + 2 < 2x + 8 o
x  ̂ -  5x + 2 < (2x + 8)^

-Í4-

-4 <  X <
5 - n/Ĩ7

X >
5 + n/Ĩ7 ■í=>

3x^ + 37x + 62 > 0

-4  <  X <
5-^/Ĩ7

X >
5 + TĨ7

31
X < V X > -2

3

-2  < X <
5 -^ /Ĩ7

X >
5 + ^/Ĩ7

Vậy T = -2: 5 -V Ĩ7 u 5 + VĨ7.-;+oo

2) Điều kiện: X > 4 .

Bất phương trình <í̂  \j2(x^ -  16) + x -  3>7-x<=> V2(x  ̂ -  16) > 10 -  2x
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TUI X > 4 (đk)T H I: ị  <=> X  > 5.

TH2:

10 -  2x < 0 
10 -  2x > 0
2(x^ -16) > (10-2x)^

4 ^ X ^ 5 Ị—
<=> 10 -  v34 < X  < 5 .

x  ̂ -  20x + 66 < 0

Lấy hợp hai trường hợp ta có nghiệm bất phương trình là: X > 10 -  V ã ĩ. 
X  > 1
x < - 2  (*). 
x = 0

3) Điều kiện;

Bất phương trình o  2x'̂  + X + 2\jx‘̂ (x -  l)(x + 2) < 4x^

c=> 2Vx% ĉ"7 ^ T ^  < x(2x -!)<=;. 4x^(x^ + x -  2) < x^(2x - 1)̂  (do đk (*)).

o  x^(8x -  9) < 0 <=>
X = 0 

9 ■
X <  -  

8

Ket hợp với (*) ta có nghiệm của bất phương trình là:
X = 0 
X  < -2

1 < X <

Chú ý:
1) Ta có thể giải bất phương trinh trên bàng cách xét ba trường hợp X = 0, 

X < 2, X > 1 như sau:
•  X  = 0 bất phương trình thỏa mãn
•  X  < - 2 .  bất phương trinh đã cho tương đương với
V-x + 1 + V-x -  2 < 2 ^ /^  <=> -2x -  1 + 2\lix -  l)(x + 2) < -4x

X < -2
<=>■ -2 x  + 1 > 2\fx^ +  X -  2

4x^ -  4x 4 1 > 4x^ + 4x -  8

<4>
X  < -2

9 ■(=> X < -2  .
X < 8

•  X  > 1, bất phương trình đã cho tương đương với 
Vx -  1 + yJx + 2 < 2 - Ị x  <í=> 2x + 1 + 2Ậx  -  l)(x + 2) < 4x

<=> 2x - 1 >  2 '[ x ‘‘ +  X -  2 <4»
X > 1
4x^ -  4x -I-1 > 4x^ + 4x -  8

„ 9
9  <í=> 1 < X  <  ^ . 

X < -  8
8
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Vậy nghiệm của bất phương trình là:

1 < X <

X = 0
X < -2

2) Dạng tống quát bất phương trình trên như sau
a-v/(x -  a)(x -  b) 4- pV(x -  a)(x -  c) = '^V(x -  a)(x -  d) .

4) Điều kiện X > ịr  2
Bất phương trình

-x^ + 3x - 1 > 0

<=> ■\/2x -  1 < -x^ + 3x -  1 <=> 

3 + Võ

x> i
2

2 x - 1 < ( x ^ - 3 x  +  1) 2

-  <  X <
2 'I

-6x^ + llx ^  -  8x + 2 > 0

1 ^ 3 + Võ
2 2 
(x-l)2(x^ -4 x  + 2 )> 0

<=>

1 ^ 3 + Vỗ
2 2 
X = 1
x  ̂ -  4x + 2 > 0 

X = 1

1 ^ ^ 3 + Võ
2 2 
X = 1
X < 2 - V 2  V X > 2  +  V 2

2

Vậy T

-  <  X < 2 -  V2

ị ; 2 - V 2 uW -

Chú ý: Ta có thể giải bài toán trên theo cách khác như sau

Điều kiện: X >  Ị  
2

Bất phương trình <=> x  ̂ -  (2x -  1) + V2x - 1 -  X < 0

( x -  V2x -  l)(x  + V2x -  1)  +  V2x -  1  -  X <  0  

<4- (x -  V2x -  l)(x + V2x -  1 -  1) < 0 

(x -  l)^(x -  1 + V2x -  1)
X + V2x — 1

< 0
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X = 1

: - 1  + n/2x - 1  < 0

X = 1

V2x -  1 < 1 -  X

X = 1
X < 1

x  ̂ - 4 x  + 2 > 0

X = 1

X  < 2 -V 2 ‘

Kết hợp điều kiện ta có; T = 1;2- \Í2 .

Ví dụ 4. Giải các phương trình sau
1) 3(2 + Vx -  2) = 2x + \lx + 6 .

2) VlOx + 1 + Vsx -  5 =  \l9x + 4 + V2x -  2 .
Lò/ giải

1) Điều kiện: X > 2 .
Ta thấy X = 3 là một nghiệm của phương trình nên ta biến đổi:

I-----r  „ / ------ (ylx + 6 - 3 V x - 2 ) ( V x  + 6 + 3 \ l x - 2 )Vx + 6 - 3 v x - 2 = ------------- , - 1 ------------
VX + 6+ 3V X -2

<=> Vx + 6 -  3n/x -  2 = .
-s/x + 6 + 3\/x -  2

Suy ra phương trình o  (x -  3)(2

cần giải phương trinh:
yJx  +  6  +  3 n/ x  -  2

) = 0 đến đây ta chỉ

2 -
\ịx + 6 + 3 \ l x - 2

I------- I------- l l - 3 > /5= 0 yx + 6 + 3Vx -  2 =  4 o x  = ------ -— .

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm X = 3 và X =

' 52) Điêu kiện: X >  ^ .
3

I I - 3V5

Phương trình cho o  VlOx + 1 -  VQx + 4 + Vsx -  5 -  V2x -  2 = 0 
x - 3  x - 3

VlOx + 1 + Vsx + 4 Vsx -  5 + V2x -  2 /

<=> (x -3 ) ________ 1_______ _ ________Ị________
VlOx + 1 + Vsx + 4 a/Sx -  5 + V2x -  2 .

= 0

X = 3 (thỏa điểu kiện).
5Biêu thức trong ngoặc luôn dương với X >  - .
3

Vây X = 3 là nghiệm duy nhất cúa phương trình đã cho.
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1) -  2x -  22 -  + 2x + 24 > 0 . 2) 'Ix + V9 -  X < \Ị-X^ + 9x + 6 .
Lời giải

1) Đặt t = v-ỡ(^~-r^ĩr+"M, (t > 0)

=> -x^ + 2x + 24 = => x  ̂ -  2x -  22 = 2 -
Bất phương trình trở thành: 2 - t '^ - t> 0 't> t^ + t - 2 < 0 < í= » 0 < t< l

Ví dụ 5. Giải các bất phương trình sau

<í=> \/-x^ + 2x 24 < 1 <=> -x^ + 2x + 24 > 0 

x  ̂ — 2x -  23 >-0

<4- ^  ̂ là nghiệm của bất phương trình đã cho.
1 + 2v6 < x < 6

2) Điều kiện: 0 < x < 9 
Bất phương trình

■í=> 9 + 2 ^ 9 x - x ^  < - x ^  + 9x + 6 <=> 9x -  x  ̂ -  2 ^ 9 x - x ‘̂  -  3 > 0 . 

Đặt t = ^9x -  x^, t > 0, ta có bất phương trình:

t ‘̂ - 2 t - 3 >0 <=>t >3 - í = í -  

9 -  sVõ 9 + 3 /̂5
f —  <  X <

V9x - x  ̂ > 3 x^ -  9x + 9 < 0

2 “  “  2 
Ket họp điều kiện, ta có nghiệm của bất phương trình là:

9 - s S  9 + s S
--------------- <  X < ----------------- .

2 2
Ví dụ 6. Giải các phương trình sau

1) Vs + X +  V 6  — X =  3 +  Ậ 3  +  x)(6 -  x)

2) X  + ^ 4 ^  = 2 + 3 x s l 4 ^  3) ^24 + x + V l 2 - x  = 6 .
Lời giải

1. 3 + x > 0 ; 6  —x > 0 = > - 3 < x < 6

Đặt a = yJx + 3 , b = Ve -  X ta có được hệ phương trình:

a = 0ày ta được
b = 3

H “1“ b — 3 4 ab 
+ b  ̂ = 9 

a = 3 
b = 0'

* Với a = 3 <í=> X = 0 .
* Với a = 0 <=> X = -3  .
Vậy phương trình có hai nghiệm: X = 0; X =  - 3 . 

2) Điều kiện: -2  < X < 2 .

Đặtặt ^4 - : y , với 0 < y < 2.
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Khi đó ta được hệ
X + y = 2 + 3xy 
x  ̂ + y2 = 4

•í=>
s = 2 + 3P 

-  2P = 4
<í̂

s = 2 + 3P 
9P^ + lOP = 0

<í̂ p = 0
Vs = 2

p = 0Với s = 2

P = - l ^
9

s = - l  ■

suy ra x, y là nghiệm của phương trình

r  - 2 t = 0 <í̂  t = 0,t = 2 ,

Với
P  =  - H

9

s = - i
, suy ra x,y là nghiệm của phương trình

u +  V =  6 V =  6  -  u

=  36
„ o

u^ + ( 6  u r  = 3 6

3 9 3
Ket họp với điều kiện ta có nghiệm của phương trình là:

„ „ , -2 -> /Ĩ4x = 0; x = 2 và x = ----- ------.
3

3. Điều kiện: X < 12 .
Đặt u = ^24 + x; V = Vl2 -  X =í> u < V > 0, ta có hệ phương trình:

V = 6 — u
u(u^ + u -1 2 )  = 0 (*)

Phương trình (*) có ba nghiệm: u = 0;u = -4;u = 3 thỏa mãn u < \/36 . 
Từ đây ta tìm được: X = -24;x = -88;x = 3.
Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm: X = -24; X = -88; X = 3.

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 7. Giải các phương trình sau

1) X + 2^7 -  X = 2\/x -  1 + >/-x  ̂+ 8x -  7 + 1
2) x(V2x + 1 -  V2x + 17)'̂  -  16 .

3) 2x -  5 + sVx -  1 + 2-v/x + 2 = 4\/x^ + X -  2
4) VSx-2 -  Vv-5x 1- 9 = 8x .

Lời giải
1) Điều kiện: 1 < X < 7

Phương trình tương đương với 
X -  1 -  -y/(x -  1)(7 -  x) + 2(V7 -  X -  Vx -  1) = 0 

Vx -  l(Vx -  1 -  n/7 -  x) + 2(x/7 -  x -  Vx -  1) = 0
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Vx -  1 = Vv -  X 

V x-1  = 2
X =  4
X =  5

(Vx - 1 -  Vv -  x)(7x -  1 -  2) = 0 o- 

Vậy T = |4 ;5 |.

2) Điều kiện: X > -  Ạ .
2

Nhân hai vế của phương trình cho ịyj2x + 1 + yj2\ + I I Ỷ  ta được: 
16x = (V2x + 1 + V2x + 17)^ c=> 16x = 4x + 18 + 2sj{2x + l)(2x + 17)

3
6x -  9 = + 36x + 17 <4- X >

X >

(6x -  9)  ̂ = 4x^ + 36x + 17 

X = 4 .
32x^ -  144x + 64 = 0 

Vậy T = Ị4Ị .
3) Điều kiện: X > 1.

Phương trình đã cho tương đương với 
2(x - 1) + 5 V x -l -  3 + 2Vx + 2(1 -  2 V x -l)  = 0 

(2Vx -  1 -  IXVx -  1 + 3) -  2sjx + 2(2yjx-l  -  1) = 0 
o  (2 V x -l -  l)(Vx -  1 + 2 -  2Vx + 2) = 0

V x-1
2 c=>

5
X =  —

4 <=>
yJx-l- ị-3 = 2\lx + 2 X = 2\/x -  1

5
X =  —

4 •
X =  2

Vậy T =
"'■4i 

2 , 74) Điêu kiện: — <  X <  - .
3 5

Phương trình tương đương với
n/3x - 2  -  n/7 - 5x = 8x -  9 VSx-2 -  V? -  5x = (3x -  2) -  (7 -  5x) 

n/3x - 2 -  V 7-5x ^  (n/3x -  2 + V 7-5x)(V 3x-2 -  yj7-5x)

%/3x-2 -  V 7-5x = 0 
V s x - 2  + n/ 7 - 5 x =  1

9
X =  —

8_________
7 (3 x -  2)(7 -  5x) =  X -  2 (*)

2 7Do — < X < -  nên X -  2 < 0 dân tới (*) vô nghiêm.
3 5

Vậy T 
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Ví dụ 8. Giải các bất phương trình sau

1) ( x - w + 1 > -  4 2)
: -  -v/x

>1

-  5x -  2 - 1 ^ 1

1 -  v2(x^ -  X + 1)

4) Uslx + 5 > 3x + 23 + 7V x-3 . 

Lời giải
1) Ta xét các trường hợp sau 

•  X = 2 thỏa bất phương trình 
X > 2, bất phương trình tương đương với
x “ + l > x  + 2<í=>x^+l>x^+4x + 4<í=>4x + 3 < 0  vô nghiệm do X > 2 

X  < 2, bất phương trình tưong đương với 
- 2 < x < 2

x ^ + l < x  + 2 o
x  ̂+ 1 < x'̂  + 4x + 4 

Vậy nghiệm của bất phương trình là: T 

fx > 0

o <  X < 2

fx > 0
Điêu kiện: o  X > 0 .

[2x^ -  2x + 2 ^  1

Ta có: 1 -  x/2(x2 -  X +1) = 1 -^ 2  

Nên bất phương trình tương đương với

. 1n2 3( x - - ^ r2 4

X -  /̂x < 1 -  72(x  ̂ -  X + 1) <;=> Vx + 1 -  X > v 2 ( x ^  X + 1) 

<!=> 1 -  X > -  X + 1) -  \/x (*)

+ + > 0
• V2(x  ̂ -  X + 1) + Vx

Nên (*)
0 < X < 1

x  ̂ -  2x + 1 > 2x^ -  X + 2 -  2i/2x(x^ -  X + 1)
0 < X < 1 ^

2 x  ̂ -  X + 1) > x  ̂ 4- X + 1\\j2xi 

0 <  X <  1

8x(x^ -  X + 1) > (x  ̂ + X + 1)̂

0 < X < 1
(x^ -  3x + 1)2 < 0

0 < X < 1

0 < X < 1
x'̂  -6 x 2  _|_iix2 _ 6 x  + l  < 0 

3 - Võ
X

x2 -  3x + 1 = 0
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Vậy nghiệm của bất phương trình là: X = 3 - S

3) Điều kiện:
X <

X >

5 - n/33 

5 + >/33

Ta xét các trương hợp sau:

• X < , bất phương trình tương đương với
2_____ ____J____

5 V x ^ - 5 x - 2 - 5 > x - l < = > 5 V x ^ - 5 x - 2 > x  + 4 (1) 
X  < - 4  X <  — 4

í , . _ 5 - ^ / 3 3  _ Í . , „ ^ 5 - n/33- 4  < X  <
z

24x^ - 1 3 3 X - 6 6  > 0 

X < - 4

24x^ -  133x -  66 > 0

11
1 1  <Í4- X  <  - -

- 4 < x < - —  24
24

•  X  > ^ , bất phương trình tương đương với

5'Jx^ — 5x — 2 —5 < x  — 1<4>5 5x -  2 < X + 4

<=>
^ 5 + /̂33

X  > -------- r -------2 <=>
24x^ -  133x -  66 < 0

^ 5 + V33 ^
-  2 5 + V33 ^ ^ _ ̂ o -----------< x < 6 .
11 2 

< x < 6  
24

Vậy nghiệm của bất phương trình đã cho là:

T = -00;-
u
24

5 + 733
;6

4) Điều kiện: X > 3
Bất phương trình X -  3 -  ?7x -  3 -  4(x + 5) + 14yjx + 5 > 0 
<=> ịsjx -  3 -  2yjx + 5)(Vx -  3 + 2-v/x + 5 -  7) > 0

X  -  3 -  4(x + 5) X - 4

7 x - 3  + 2\Ịx + 5 7x — 3 + 1

(x -  4)(-3x  -  23) 1

V x - 3  + 2\/x + 5 7 x - 3  + 1

2(x -  4)
> 0 

>0
/x + 5 -  3 

<+ (x -  4)(3x + 2 3 ) < 0 + > 3 < x < 4 .
Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: T = [3;4 |.
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1) ệ ' 2 x - l  +  ^2x + l  = 2) ^2x + l+ ^ 6 x  + l > ^ 2 x - l  .
Lài giải

1) Phương trình đã cho tương đương với

Ví dụ 10. Giải các phương trình , bất phương trình sau

(^2 x - ĩ  + ^2x + 1)  ̂ = 16x^ <Í4> 4x + 3^4x^ - 1  (ậ '2 x -l + ^2x + l) = 16x^
X = 0
d3/;4x + 3xựl6(4x^ -  1) = 16x^
3ự2(4x^ -

Ta có:

(*) o  54(4x^ -  1) = 8(4x^ -  1)̂  <=í>

1) = Sx'̂  -  2 (*) 

1
4x - 1  = 0

Thử lại ta thấy các nghiệm thỏa phương trình .

X =  ± -

, 1 3 ^ 3 + 2  '
X =  ±  — J — ---------2 V 2

Vậy T 0 ;± i;± i,p ± i2 2 V 2
2) Bất phương trình <=> (^2x + 1 + + 1)  ̂ > 2x -  1

4  ̂^(2x + l)(6x + l)(^2x + 1 + ^6x + l) + 3(2x + 1) > 0

4> ^2x + 1 í(6x + 1)̂  + ^(2x + l)(6x + 1) + ự(2x + l f

Vì + ab + 3b^ =: (a + —)̂  + — b  ̂ >0
2 4

^  ^{6x + l f  + ^(2x + l)(6x + l) + 3^{2x + l f  > 0

Do đó (*) 44- ^2x + 1 > 0 4=> X > .
2

> 0  (*)

Vậy T = 1- |;+ 00

Ví dụ 11. Giải các phương trình sau
1) 3x^ -  lOx + 12 + 4(x f  l)Vx -  3 = 0

2) 5x^ + 6x — 4 + 4^x^  — 3x + 1 = 0

3) x'̂  -  2x^ + 3x^ + 6x -  19 = 4 > /5 ^ ^

4) x  ̂ - - x - 1  + xVx^ - x - 1  = 2V2X- 3  .

Lời giải
1) Điều kiện: X > 3 .

Phương trình đã cho tương đương với
4x^ -  4x + 1 =  (x  ̂ + 2x + 1) -  4(x + l)Vx -  3 + 4(x -  3)
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<ỉ=> (2x -  1)2 = (x + 1 -  2Vx -  3)2 

2 x - l  =  x + l -  2 V x -3  

2x - 1 =  - X  - 1 + 2^x -  3

<í=>
2 V x -3  = 2 -  X (VN) <í=í>

X > 3
9x2 _  4x + 12 =  0 (VN)'3x = 2\lx — 3 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.
2) Điều kiện: x2 -  3x +1 > 0 .

Phương trình đã cho tương đương với
9x2 -  6x + 1 =  4(^2 _  4  ;l) -  Wx2 - 3 x  + l  + 1

2
<=> (3x -  1)2 = Ị2n/x2 -3 x  + l  -  lỊ

3x -  1 = 2 y j x ^  - 3 x  + l  - 1 

-3x + 1 =  2^x2 -  3x + 1 -  1

3x =  2a/ x2 -  3x +  1

2 -  3x =  2'Jx^ -  3x + 1

( 1)

(2)

Ta có:

(1 )^

(2 )^

X >  0
9x2 ^ 4^2 _  I2x + 4

x < 2
3

4 -  12x + 9x2 _  4^2 _  ^2x + 4

X > 0 - 6  + 2>/Ĩ4
^  X = ----------- ----------

5x2 + 12x -  4 = 0 5

3 <í=> X =  0 .

5x^ = 0

Vậy nghiệm của phương trình là: T = 0,- -6 + 2VĨ4

3) Điều kiên: X <  - .

Phương trình đã cho tương đương với
x  ̂ -  2x2 + 3x2 _ 2x + 1 = 4(5 _  2x) + 4V5 -  2x + 1

(x2 -  X + 1)2 = (2V5 -  2x + 1)2

(3)x 2 - x

x 2 - x

; + 1 = 2V5 -  2x + 1 
+ 1 = - 2V5 -  2x -  1 (4)

Ta có:

(3) o  x2 -  X = 2V5 -  2x <=> X >  0

x'* -  2x^ + x2 = 20 -  8x

x ^  -  X >  0

x^ -  2x^ +  x2 +  8x -  20 =  0

x  ̂ -  X > 0

(x2 -  4)(x 2 -  2x +  5) =  0
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-  X > 0

x  ̂ -  4 =  0
.2

o  X = ±2.

[x  ̂— 2x + 5 = 0

(4) o  x  ̂ -  X  +  2 +  2V s-2x =  0 ,  phương trình này vô nghiệm.
Vậy T = •Ị±2Ị .

' 34) Điêu kiện: X > — .
'' • -  2

Phương trình đã cho tương đương với 

2x^ -  3x -  2 + 2x^x^ -  X -  1 = 4^2x -  3 

■2 -  ' ‘̂ xVx  ̂ - x - 1  + x  ̂ = 2x -  3 +  4 V 2 x -3  + 4x  ̂ -  X - 1 + 2xv x  ̂ -  X - 1 + x  ̂ = í 

(n/x  ̂ - x - 1  + x)  ̂ =  (V 2 x -3  + 2)2

Vx2 -  x - 1  + X = V2x - 3  + 2 (5)

Vx2 -  x - 1  + X = -V 2x -  3 -  2 (6)

Ta có:

(5) -í=> -  X — 1 -  >/2x -  3 + X -  2 =  0

x2 -  3x + 2 , - _  .

v x  ̂ -  X -  1 + a/2x -  3 
(x -  2)(x -  1). ----------------h X -  2 = 0

V x  ̂ -  X — 1 + V2x -  3

•í=>
x - 2  = 0 

x - 1 r + 1 = 0 (VN) •
Vx2 - x - 1

(6) Vx2 -  X - 1 + X + 2 + V 2x-3 = 0 , phương trình này vô nghiệm. 
Vậy T = (21.

Ví dụ 12. Giải các phương trình sau

1) yỊế - 3 \It - 3 x  = x - l  . 2) \/4x -  y2 -  .y/y + 2 =  -y/4x2 + y .
Lời giải ^

1) Phương trình đã cho tương đương với
X > 1

4 -  3n/7 -  3x =  x2 -  2x + 1 

1 < X < 3

(3 + 2x - x2)2 = 9 ( 7 - 3 x)
<=>

X > 1
3 + 2x -  x  ̂ =  3\/7 -  3x 

1 < X < 3

x  ̂ -  4x^ -  2x2 + 39x -  54 = 0
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■(=> X = 2 .
1 < X < 3
(x -  2)(x + 3)(x^ -  5x + 9) = 0 

Vậỵ T = j2 |.

y > -2
2) Điều kiện: 4x -  > 0  (*).

4x^ + y > 0

Phương trìnl^ đã cho tương đương với

+*y + 7y + 2

4x -  = 4x^ + 2y + 2 + 2- (̂y + 2)(4x^ + y)

<Í4> (2x -  1)  ̂ + (y + 1)̂  + 2-J(y + 2)(4x^ + y) = 0

Thử lại ta thấy cặp (x;y) này thảo mãn (*).

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:

Ví dụ 13. Giải các bất phương trình sau

2 •
y = - i

1X = —2 ■
y = - l

1) (x -  2)V2x^ -  X  -  3 < x  ̂ -  4 

3) (x^ -  3xWx^ - 2 x - 3  < 0

2) ^ - ^ ^ ' - / - ^ - < 2

1) Điều kiện: 2x^ -  X  -  3 > 0 <í̂

4)

Lòi giải
X < -1

x > ễ

x - 1
. 2

(1 + Vl + x)2
>  X  -  4 .

E 7 1 C U  K l C l l .  Z X — X  — y .
X >  ^

2
Bất phương trình đã cho tương đương với 

(x -  2)(V2x  ̂ -  X  -  3 -  x - 2 ) < 0  
x - 2  > 0

\/2x^ — X -  3 — X — 2 < 0 
X -  2 < 0

v2x^ -  x - 3 - x - 2 > 0  
Ta có:

( 1)

(2)

(1 ) 0
X > 2

x - 3  < X + 2
<=>

X > 2
2x^ -  x -  3< x '^+ 4 x  + 4
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X > 2

( 2 ) 0

-  5x -  7 < 0 

X < 2

V2x  ̂ -

o  2 < X < 5 + >/53

o
X -  3 > X + 2

X < -2  
-2  < X < 2

5x -  7 > 0

o
X < -2

5 - n/m  ^  ^ ^
5-^/53

~ 2 < x < ~ — ^  2
2

Ket hợp điều kiện, ta có nghiệm của bất phương trình là
^ _ ^ 5  + V53|,,( ..5 -7 5 31 = 2;--- ---  u —cxj;----- —̂  .

2) Điều kiện: x - 2  > 0 o X < -1  
X > 2[x -1  0

Ta xét các trường hợp sau
• X < - 1 ,  bất phương trình đã cho tương đương với 

1 -  7x^ -  X -  2 > 2(x -  1) o  3 -  2x > 7x^ -  X -  2

o
X < -1

„ hệ vô nghiệm.
3x^ -  llx  + 11 < 0 (vhq)

• X > 2, bất phương trình đã cho tương đương với

1 -  7x^ -  X -  2 < 2(x -  1) o  3 -  2x < 7x^ -  X -  2 
Bất phương trình trên đúng với mọi X > 2 .

Vậy tập nghiệm cúa bất phương trình là: T = [2;+oo).

3) Điều kiện: x^ -  2x -  3 > 0 o X < -1  
X > 3

Ta xét các trường hợp sau
• x  ̂ -  2x -  3 = 0 o  X = - 1, X = 3 , khi đó bất phương trình đã cho luôn 
đúng.

x  ̂ -  2x -  3 > 0 o X < -1  
X > 3

Khi đó, bất phương trình đã cho tương đương với 
x ^ - 3 x < 0 o 0 < x < 3 .

Từ đó, ta có nghiệm của bất phương trình là; T = Ị s Ị .
4) Điều kiện: X > -1

Ta thấy X = 0 là một nghiệm của bất phương trình 
Xét X ̂  0, bất phương trình đã cho tương đương với
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X ^ ( V x  +  1 - 1 ) ^  . , 1 ------ -T ị- 1 ^ 2 ^  A— !-----;=— > X -  4 <í=> (Vx + 1 - 1 )  > X -  4
( x  +  1 -  1)"

+> X + 2 -  2yjx + 1 > X -  4 +> 3 > -y/x + 1 <í+ X < 8 .
Vậy nghiệm của bất phương trình đã cho là: T = Ị- l;8 ] . 

Ví dụ 14. Giải các phương trình sau
1. V^ỉT+T + Võx -  4 = 2yfx + Vx + 5

2. -y/2x̂  + 6x + 1 + sjx^ -  X + 4 = a/ x  ̂ + 15x + 9 /
„3 . 1 _____  m ___

3.ịl + Vx + 1 = >/x̂  -  X + 1 + y J x  + 3 .
V x + 3

Z,Ờ7 giải
' 51. Điêu kiện: X > —

4
Phương trình tương đương với; 2\fx -  -v/2x + 1 = Vsx -  4 -  -s/x + 5 (1)
Bình phương hai vế ta được phương trình

6x + 1 -  4ylx{2x + 1) = 6x + 1 -  2\J{5x -  4)(x + 5)

<í+ 2\/2x^ + X = Vsx^ + 21x -  20 +> 4(2x̂  ̂ + x) = 5x^ + 21x -  20
9 5■Í+ Sx'̂  -  17x + 20 = 0<+x = 4,x = —.

3
Thử lại ta có X = 4 là nghiệm của phương trình.

-3 + n/7
Y  ^  —

2. Điều kiện:
X >

X <

2
-1 5 -3 ^2 1

Phương trình đã cho tương đương với:

^2x^ + 6x + 1 = \Ịx^ + 15x + 9 Vs ■ X + 4

2x  ̂+ 6x + 1 = 2x^ + 14x + 13 -  2^(x^ + 15x + 9)(x^ -  X + 4)

+> 4x + 6 = \/(x‘* + 14x^ -  2x^ + 51x + 36)

x > - i
2

16x^ + 48x + 36 = x  ̂ + 14x^ -  2x^ + 51x + 36

44- 2 <;= 
x'‘ + 14x^ -  18x^ + 3x = 0

_ - 1 5  + ^Í2^
<Í+X = 0,X = 1,X = ------ -̂-------

X > -Ẽ
2

x(x -  l)(x^ + 15x — 3) =  0
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Kết họp với điều kiện, ta có tập nghiệm của phương trình đã cho là:
-15 + V m0:1:

3. Điều kiện: X > -1
Phương trình đã cho tương đương với

-  Vx + 3 = - XV x + 3
Bình phương 2 vế ta được:

+  1 -  n/ x  +  1

x  ̂ +1  
X + 3

= x ^ - x - l< = » x ^ - 2 x - 2  = 0<=ỉ- X = l-V 3  
X = l  + V3

Thử lại: X = 1 - Vs.x = 1 + 73 là nghiệm.
Chú ý:
1) Với phương trình; 7f(x) + 7g(x) = 7h(x) + 7k(x)

Mà có: f(x) + h(x) = g(x) + k(x), thì ta biến đổi phương trình về dạng:

7f(x) -  7h(x) = 7k(x) -  7g(x) sau đó bình phương ,giải phương trìiửi hệ
quả.
2) Với phương trình; 7f(x) + 7g(x) = 7h(x) + 7k(x)

Mà có: f(x).h(x) = k(x).g(x) thì ta biến đổi 
7f(x) -7h(x ) = 7k(x) -  7g(x)

Ví dụ 15. Giải phương trình 3x + 4 7 7 + ^  = 8 7 7 ^  1 + 6 .
Tời giải

Điều kiện: X >  1 .

Ta thấy X = 2 là một nghiệm của phương trình nên ta biến đổi phương 
trình thành

3(x -  2) + 4(7x + 2 -  2 \ịx  -  1) = 0 
12(x-2)3(x -  2) -

(x -  2)

7x + 2 + 2Vx — 1 
4

=  0

0
7x + 2 + 2>/x -  1

[x = 2
Ị7x + 2 + 27x -  1 -  4 = 0 (*) ’

Ta có (*) 7 x + 2 -  2 + 2(Vx - 1 - 1) = 0
x - 2 + = 0
+ 2 -|- 2 Vx “  1 + 1
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( x  -  2 )
1 2

Vx + 2 + 2 Vx -  1 + 1
0 o  X = 2.

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X =  2 .

Ví dụ 16. Giải bất phương trình;
1) V3x + 5 + ^3x -  2 > 1 + V2x + 6
2) (x + l)Vx + 2 + (x + 6)Vx + 7 > x  ̂+ 7x + 12 (Đe thi ĐH Khối D - 2014).

Lời giải

1) Điều kiên: x >  —  .
3

Bất phương trình Vsx + 5 -  V2x + 6 + ^ 3 x -  2 -  1 > 0
x - 1  _______3(x - 1)_______ ^

V3x + 5 + V2x + 6 ^(3x -  2)  ̂ + ^3x -  2 + 1 ^

(x -1 ) _______ 1_______  _________ 3_________
V3x + 5 + V2x + 6 ^(3x -  2)  ̂ + ^3x -  2 + 1

>0

< = Í - X - 1 > 0 < Í = > X > 1  . 

Do _______ 1_______  _________ 3_________
V3x + 5 + V2x + 6 ^(3x -  2)  ̂ + ậ̂ 3x -  2 + 1

> 0 Vx >

Vậy nghiệm của bât phương trình là X >  1 .

2) Điều kiện X > - 2 .

Bất phương trình (x + l)(Vx + 2 -  2) + (x + 6)(Vx + 7 -  3) > x  ̂+ 2x -  8 
(x + l)(x -  2) (x + 6)(x -  2)

- ^ x  “h 2  “t" 2  - \/x  +  7  +  3

-Í4- (x -  2)

>  ( x - 2 ) ( x  4 - 4 )

X 4 - 1  X 4- 6
-  X -  4 > 0  (*)

Vì X > -2
V x  +  2  +  2  V x  4- 7  4- 3

X 4 - 1  X 4 - 6  X 4 - 2  X 4 - 6

^ x  4 “ 2  4“ 2  ^ X  4“ 7  4“ 3  V x  4“ 2  4“ 2  ì / x  4- 7  4- 3

X 4- 2 X 4- 6 .< — r------ -̂------r—  =  X 4  4
2 2

Do đó (*)4=>x -2 < 0 < í̂ x < 2 .
Vậy - 2 < x < 2  là nghiệm của bất phương trình đã cho.

Ví dụ 17. Giải bất phương trình x  ̂ -  3^3x 4 2 > 2.
Lờ*/

Bất phương trinh đã cho tương đương với
x  ̂ -  8 -  3(ệ^3x 4- 2 -  2) > 0

9(x -  2)44 (x -  2)(x 4- 2x 4 4)
í(3x  4- 2)2 + 2^3x + 2 + 4

> 0

44 (x -  2).A > 0 (*) 
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Với A = (x  ̂ + 2x + 4)(^(3x + 2)  ̂ + 2^3x + 2 + 4)

= (x + 1)2 + 3 (^3x + 2 + 1 ) 2 + 3

xảy ra khi X = - 1. 
x = -1  
X > 2

Vậy T = I -  lỊ U[2;+oo) .

Ví dụ 18. Giải phương trình: Vsx2 -

> 9 .

Dấu

Nên (*) <+

3x + 1 + 1 = íex-" + 2 .
Lời giải

Nhận thấy phương trình có nghiệm X = 1 nên ta biến đổi như sau

3x^ -  3x + 1 6x^ + 2 -  2
3x(x — 1) 6(x -  Dtx'  ̂ + X + 1)

ị Sx'* -  3x + 1 + 1 
X = 1

í (6x2 ^ 2)2 + 2.^6x2 + 2 + 4

2(x‘̂ + X + 1)
6x2 ^  2)2 + 2.^6x2 +2 + 4Vax2 -3 x  + l  +1 ^

Từ (*) và phương trình đề bài ta suy ra
X _ 2(x2 + X +1)

^6x2 + 2 ~ Ự(6x2 + 2)2 + 2.^6x2 + 2 + 4 

Đặt a = ^6x2 + 2 , ta có:

(*)

<í+ X + ■1 a

4 2(x2 -  X + 1) 4 „ l ì-- =  --- <=> a + — = 2 X + -
X a XV /

aX = — x =  1
2 2 __

+ -  <+ <í+ 4 •a 2 X = —ị —X = —
a V3

' 4 ™ r 1Thử lại ta thây X = -31— không thoả phương trình. Vậy T = | l | . 
V 3

Ví dụ 19. Giải phương trình; X + 1 + a/ x  ̂ -  4x + 1 > 3\Ịx .
Lòi giải

Điều kiện: X > 2 + n/s 

0 < X < 2 - Vs

Ta thấy phương trình X + 1 + 7x2 _ 4x + 1 = sTx có hai nghiệm

X = 4, X = —. Mà hai nghiêm này là nghiêm của tam thức x2 -  — X + 1 
4 4
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!l

L

, 17 '
nên ta tìm cách tao ra thừa số — X + 1 . Ta biến đổi phưcmg trình đã

4
cho như sau:

X + 1 -  —Vx + \/x^ -4 x  + 1 -  —>/x > 0 
2 2

x ^ - l l x  + l
___  4

x ^ - Ỉ I x  + l

X + 1 + — \/x \/x ^ -4 x  + l +  —-n/x
2 2

>0

/ ' \

x^ - ì :^x + i 1
4

1 1

ỉi
x + l  + - \ ỉ x  ■y/x^-4x + l + —Vx

l 2 2 j

> 0

2 17< f^ x -  — x + l>0<í=i> 
4

- 4 4 •
X > 4

Kết hợp điều kiện ta có nghiệm của bất phưomg trìiứi là:

" • ĩ
u[4;+oo) .

Ví dụ 20. Giải phưorng trình x  ̂ + X - 1 = (x + 2)\Ịx^ -  2x + 2
Lời giải

Vì X = -2  không là nghiệm phưoTig trình nên.

Phưong trình -í=> Vx  ̂ -  2x + 2 X + X - 1
X + 2

2x + 2 -  3 x  ̂ + X -  1
X + 2

- 3

X̂  -  2x -  7 x  ̂ -  2x

2x -f- 2 3 ■ X + 2
•í=>

x  ̂ -  2x -  7 = 0 

•\Ịx̂  -  2x + 2 = 1 (*)

Vì (*) vô nghiệm, nên phưong trình có hai nghiệm: X = 1 ± 2^Ỉ2 .
Chú ý: Điểm mấu chốt trong lời giải trên là chúng ta biết được thừa số
x  ̂ -  2x -  7 . Đe tim thừa số này, ta có thể làm như sau:
Cách 1: Sừ dụng chức năng SOLVE ta tìm được hai nghiệm của phưong 
trình đã cho. Lưu hai nghiệm đó vào A và B rồi ta đi tính A + B, A.B ta

được A + B = 2 nên suy ra A,B là nghiệm của tam thức x^ -  2x -  7 .
AB = -7

Cách 2: Trước hết ta thêm một lượng mx + n vào hai vế:
-------- ^

/ x  ̂ -  2x + 2 — (mx + n) = ^ ^
X + 2

■ (mx + n)
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(1 -  )x  ̂ -  2(1 + mn)x + 2 -  _  (1 -  in)x^ + (1 -  2m — n)x — 1 — 2n

2x + 2 + mx + n

Ta chọn m,n sao cho: 1 — 2(1 + mn) _  — 2

x +  2 

, từ đây ta có:
1 — m 2m + n — 1 2n + 1

m = 0; n = 3.

Ví dụ 21, Giải phương trình 5x^ -  16x + 7 + (x +1)7x  ̂ + 3x - 1 = 0 .
Lời giải

Điều kiện: x  ̂ + 3x - 1 > 0 (*)
Ta thấy X = -1  không là nghiệm của phương trình nên phương trình đã
-1 J n  7 5x^ -  16x + 7 -cho tương đương với V X + 3x - 1 + --------- —----- = 0

X  X
2

o  n/x  ̂ + 3x -  1 + (2x -  3) + ~ ^  -  -  (2x -  3) = 0
x + 1

o n / x2 + 3 x - 1 + ( 2 x - 3 )  +  — ----- 15X +  10
X + 1

3
X >  -

2 <=> X  =

3x^ -15x + 10 = 0

15 + VĨÕ5

• \Ịx^ + 3x -  1 =  2x -  3 <í=> 

khi đó (1) được thỏa mãn.

. ỉ

15 + /̂ĨÕ5

x + 3 x - 1 ^ 2 x - 3 o x í c khi đó

,,, x ^ + 3 x - l - ( 2 x - 3 f  3x‘" -  15x + 10 _ -(1) -7==========--------------1------------------- = 0
i x  ̂ + 3x -  1 -  (2x -  3)

<4. 3x-̂  -  15x + 10

x + 1

] — ------  -------------  = 0
Vx  ̂ + 3 x - l - ( 2 x - 3 ) ,

15-%/ĨÕ5
Sx"" -  15x + 10 =  0

>/x  ̂ + 3x -  1 -  (2x -  3) = X + 1
■Í+

Ta có: (3) <í+
2

X  >  -
3 <=> X  =  •

Vx  ̂+ 3 X -1  = 3 x -  2 (3) 

15 + n/65
16

8x^ -  15x + 5 = 0 
Kết họp với (*) ta có nghiệm cùa phương trình đã cho là:

15 ± ỰĨÕ5 _ 15 + n/65 
6 ’ 16

T =
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Ví dụ 22. Giải phương trình + 6x^ -  2x + 3 = (5x -  l)\Ịx^ + 3 .
Lòi giái

Điều kiện: x > .

Ta thấy X = -  không là nghiêm của phương trình nên ta có: 
5

Phương trình <=>

Phương trìhh o

x~̂ + 6x^ -  2x + 3 
5 x ~ l

x  ̂+ 6x^ -  2x + 3 
5 x - l

x-̂  + 3 .

- 2 x  = \Ị:x  ̂+ 3 -  2x

ỉ
x '^-4x  + 3 _  7 _ ,,,-̂----- = vx + 3 - 2 x  (1).

5x — 1

• NếuV:X'" + 3 + 2x = 0 <=> 

X < 0
( x - l ) ( x ^ - 3 x - 3 )  =  0

X < 0
x  ̂ -  4x^ + 3 = 0

•í=> X
3-SỈ2Ĩ

Khi đó (1) đúng ^  X = - — là một nghiệm của phương trình.
2

..X 3 - ^ / ^  , , ,  x ^ - 4 x ^ + 3  x ^ - 4 x ^ + 3• Nêu X ^  -— ——  ^  (1 )  <=> — ‘tA TO A — *±A -t- o

 ̂ yỊx^ +3 + 2x

<Í4-
x3 - 4 x^ + 3 = 0 (a)

x^ + 3 + 2x = 5x — 1 (b)
Ta có;

(a) có hai nghiệm X = 1 và X
3 + yf2Ĩ

(b) o  \ị:x  ̂ + 3 = 3x -  1 <4- X >  -3
x  ̂ -  9x^ + 6x + 2 = 0

3 <=>
(x-l)(x^  - 8 x - 2 )  = 0

X = 1
X = 4 + 3n/2 ’

Vậy phương trình có bốn nghiệm: X = 1; X =  ^  . X = 4 + 3V2 ,

Ví dụ 23. Giải bất phương trình 2, i - i i ± r + x ^ - 4 <  
' X + 4
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Điều kiện: X > -4  

Bất phương trình 2

Lời giải

+  X +  1 
X + 4

^  2

X +  X +  1 _ ^
x + i = _ - + x = - 3 < -  “ -<>‘“ +1'
+ x + 1

X + 4 + 1
(2 + n/x  ̂ + l)s/x ^ + l

2(x^ -  3) ■ + x  ̂ - 3  +
X + 4)(x^ + X +  D  +  X + 4 (2 +

x  ̂ - 3

\/x^ + 1)\/x  ̂+ 1
<0

<=> (x^ -  3) ___________2___________  ̂ ________ Ị________

\ / ( x  +  4 ) ( x ^  +  X +  1)  +  X +  4  ( 2  +  V x ^  +  l ) V x ^  +  1

<=> x ^  -  3 < 0 o  -Vs < X <  x / s  .

Kết hợp điều kiện => nghiệm bất phương trình: -Vs < \< \Ỉ 3 .  
Ví dụ 24. Tìm nghiệm dương của bất phương trình

A\jx^ -  4x + 1 -  h 2x^ + x  ̂ -  96x < x  ̂ -  3x — 4 .
Lời giải

< 0

Điều kiện: x  ̂ -  4x + 1 > 0
x'* + 2x^ + x  ̂ -  96x > 0

<=)■ X > a , trong đó a là nghiệm duy

nhất của phương trình x  ̂+ 2x^ + x -9 6  = 0 và 2 + V 3 < a < 4 .
Phương trình tương đương với

16(x^ -  4x + 1) -  (x"̂  + 2x^ + x  ̂ -  96x) . 2 Q A 
—  — -------  =  <  X -  3x -  4
4Vx^ -  4x + 1 + Vx"* + 2x^ + x  ̂ -  96x

»  -(x + 4)(x-4)(x + l)^ --------- <(x + I)(x -4 )
4v X^ -  4x + 1 + V x'̂  + 2x^ + x  ̂ -  96x

^ ( x  + l)(x -4 ) (x +l)(x +4)

4 V x ^ -4 x -fl + \Ịx'  ̂ + 2x^ + x  ̂ -  96x
+ 1 > 0 (1 )

Với điều kiện X > a ờ trên thì ta dễ dàng nhận thấy 
(x + l)(x +4)

4\/x^ -  4x + 1 + \Ịx'  ̂ + 2x^ + x  ̂ -  96x
+ 1 > 0

Suy ra: (1) o  (x + l)(x -  4) > 0 o  X > 4 do X > a . Vậy T = [4; +oo).
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Ví dụ 25. Giải phương trình:. x^+ 5x^+ 4x  + 2
X  + X  +  2

X  + 2x + 3 
Lời giải

Phương trình đã cho tương đương với phương trìiửi: 
Ta có: x^ + 5x^ + 4x + 2 = (x + 3)(x  ̂+ 2x + 3) -  5x -  7

Nên + 5 x^ + 4 x + 2 'ịx^ + X + 2
x^ + 2x + 3

o  X + 3 - + 2x + 3 - 5x + 7
x  ̂ + 2x + 3 '

5x + 7 5x + 7 ^

(x + 3) + + 2x + 3 x  ̂+ 2x + 3

(5x + 7) 1 1
0 = 0

V '  ' I Y  I I y

5x + 7 = 0<í=í-x =  -  —

; 7  — = ” <1)
(x + 3) +  V + X  + 2 X + 2x + 3

Tacó (1)

--------------- ỉ = ^ - i r ^ ------ = «(x + 3) + Vx^+x + 2 X +2x + 3 

-í=> x  ̂+ x + 2 -  7x^ + X + 2 -  2 = 0 o  Vx  ̂+ X + 2 =

<=)-x^+x-2  = 0<í=>x =  l ,x  =  - 2 .  
7Vậy T :-2 ; l

Ví dụ 26. Giải phương trình: 'Ịx^ + 3x + 6 + V2x  ̂ - 1 = 3x + 1.
Lời giải

Điều kiện: |x| > ^
' ' V2

Phương trình Vx  ̂+ 3x + 6 = 3x +1 -  ^2x^ - 1

3x +1 - > 0 (1)
^  r-:;-----

x^ + 3x + 6 llx^ + 6x -  2(3x + l)V2x^ -  1 (2)

Ta có: (2) 2(3x + l)yj2x^ - 1  = lOx^ + 3x -  6
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7x^ -  4x -  8 + (3x + l)(x + 2) -  2(3x + 1)n/2x2 - 1  = 0 

x + 2 -2 V 2 x ^ - l  = 0  (3)o  7x^ -  4x -  8 + (3x + 1)

Vì: X  +  2 +  2^2x^ - 1  = 0 <=> 2^2x2 - 1 2 <=>
X  < -2
7x^ -  4x -  8 = 0

vô nghiệm, nên X  + 2 + 2\l2x^ - 1  ^ 0 , Vx e K .
Do đó phương trình (3) tương đương với

7 x ^ - 4 x - 8  + (3x + l)^- + ^ ^ '- ^ f ^ - '- ^ )  = 0
X +  2 + 2y[2x^ -  1

(7x^ -  4x -  8) 1 - - 3x + l
X + 2 + 2 /̂2x

= 0

7x^ -  4x -  8 = 0 (a)

2^2x2 -  1 = 2x -  1 (b)

/ \ ' U"'_ _ 2 ± 2VĨ5(a) có nghiệm X  = --------- -----------

1
(b ) ^ X  > ii

4(2x^ - 1) = 4x^ -  4x + 1
<t=> X >

X  :
-l + Vẽ

4x“̂ + 4x -  5 = 0
Đối chiếu với (1) và điều kiện bài toán ta có nghiệm của phương trình đã 

2 + 2>/Ĩ5 __ - l  + scho là: X  = X  =
7 2

Ví dụ 27. Giải các phương trình sau
1. 3(V2x -  1 + Vx + 3) -  2yj2x^ + 5x -  3 == 3x + 4
2. 13x -  17 + 4Vx + l  = eVx -  2(1 + 2Vx + 1)
3. x̂  + 8x + 2(x + l)Vx + 6 = GVx + l(Vx + 6 + 1) + 9.

Lời giải

1. Điều kiện: X > —
2

Đặt t  = yj2x -  1 + Vx + 3 , suy ra t > 0 và = 3x + 2'j2x‘̂ + 5x - 3  + 2 
Thay vào phương trình ta được:

3t = + 2 -í=!> -  3t + 2 = 0
Giải phương trình ta tìm được t = 1, t = 2

• Với t  = 1 , ta có: V2x -  1 + Vx + 3 = 1 +> 2-\/2x  ̂ + 5x -  3 + 3x + 2 = 0 

Phương trình này vô nghiệm với X > — .
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• Với t = 2 , ta có: V2x-1 + s J x  + 3 =  2 2 y j 2 x ‘̂  + 5x -  3 = 2 -  3x

7 + >/65■í=>
i < x < 2
2 3 o  X  =

x  ̂ + 7x -  4 = 0

Vậy X = 16 -  4>/Ĩ5 là nghiệm của phương trình đã cho.
2. Điều kiện; X > 2 .

Phương trình 13x - 17 + 2{2yjx + 1 -  3V x-2) -  12\lx^ - x - 2  = 0

Đặt t = 2^x +̂ 1 -  3 \lx -2  , suy ra = 13x - 14 -  12Vx  ̂- x - 2  
Thay vào phương trình ban đầu ta được:

-  3 + 2t = 0 t = l , t  = -3 .
• t = 1, ta có phương trình 2yỊx +1 -  sVx -  2 = 1 <í=» 2>/x +1 = 1 + 3 \lx -2  

4x + 4 = 9x -  17 + 6yJx-2  <í=> 21 -  5x = 6-v/x -  2 
212 < X <

X = 3 .
25x^ -246x + 513 = 0 

• t = - 3 , t a c ó  phương trình
27x + 1 -  3 \ l x - 2  =  -  3 <=> 2Vx + 1 + 3 = 3%/x -  2

31
o  12-y/x + 1 = 5x -  31 •í=ì-

X >
5 o  X  =

25x^ -454X + 817 = 0

227 + 72 /̂6
25

227 + 72n/g 
25

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm: X  = 3, X =

3. Điều kiện: X > -1  
Phương trình

<í=> x  ̂ + 8x + 2(x + l)Vx + 6 -  6(Vx^ + 7x + 6 + Vx + 1) - 9  =  0 

Đặt t = \Ịx^ + 7x + 6 f  Vx + 1, t > 0 .

Suy ra = x  ̂ + 8x + 2(x + l)Vx + 6 + 7 . Thay vào phương trình ta được: 
-  6t -  16 = 0 -í=> t = 8 (do t > 0).

Với t = 8 , ta có: Vjc^~t~7)Tr6 + Vx + 1 = 8 

7x^ + 7x + 6 -  6 + -v/x + 1 - 2  = 0 
x  ̂ + 7x — 30 X -  30 - F = = = = = ----- + -====--- - =  0

i X̂  + 7x + 6 + 6 Vx + 1 + 2
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(x -  3)

X = 3 (do X > -1  nên

x + 10 1

+ 7x + 6 + 6 Vx + 1 +2
X + IQ 1

\/x^ + 7x + 6 Vx + 1 + 2
>0 ) .

Vậy X = 3 là nghiệm duy nhât của phương trình đã cho.
Ví dụ 28. Giải các bất phưong trình sau

1) x  ̂ + 9x + 2 + 4(x + lWx + 4 > -V x  + l(2 + Vx + 4)
2

2) 18x^ -  15x + -  > Ặ . + 12(1 -  x/x) .
X Vx

Lời giải
1) Điều kiện X >  - 1 .

Bất phương trình

2x^ + 18x + 4 + 8(x + l)Vx + 4 > 5(2 /̂x + 1 + 7x^ + 5x + 4).

Đặt t = 2%/x + 1 + Vx  ̂ + 5x + 4, t > 0 
Suy ra = x  ̂ + 9x + 8 + 4(x + l)Vx + 4.
Bất phương trình đã cho trở thành

2t^ -  12 > 5t <=> 2t^ -  5t - 12 > 0 <!=> t > 4 (do t > 0 )

Với t > 4 ta có 2>/x + 1 + Vx  ̂ + 5x + 4 > 4 

<=> 2(Vx + 1 -  1) + Vx  ̂ -f 5x + 4 -  2 > 0

<=> 2x  ̂ x(x + 5) ^ Q
Vx + 1 + 1 /̂x  ̂+ 5x + 4 + 2

2 X +  5

Vx + 1 + 1 7x^ + 5x + 4 + 2
> 0  (*)

Với X > -1  ta có ^ ------1- -----> 0. Do đó (*]<=> X > 0.
Vx + 1+ 1  7x^ + 5 x + 4 + 2
ất nhươne trình là X >  0 .Vậy nghiệm của bât phương trình là X > 0 

2) Điều kiện X > 0 .

9 x ^  +  6 a/ x  -r
/x.

Bất phương trình <=> 2 - 5 3x + ^  
vx.

-1 2  > 0 .

2 3x + ^
2

- 5 3X + -Ậ.

Đặt t = 3x +
Vx;

-1 2  > 0

, t > 0 ta có 2t^ -  5t - 12 > 0 o  t > 4
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Với t > 4 ta có 3x + ^  > 4 <=> 3( /̂x)  ̂ -  4n/x +1 > 0 
n/ x

•Í4- (-s/x -  l)(3x + sVx - 1) > 0
Vx > 1

-3  + V ^  vx < ----- -̂-----

X  > 1
<í̂ 0 < X  <

-3  + là nghiệm của

Ví dụ 29. Giải các bất phương trình sau

1) Sx'̂  -  26x -  2 + 5\/2x^ + 5x^ + 2x^+ 7  < 0.
2) 2x^ + 4x^ + lOx^ -  4x + 32 > 5(x^ + X  + 2)Vx -  2 .

Lò’/ giải
1) Ta có 2x'* + 5x^ + 2x^ + 7 = (x  ̂ -  X  + l)(2x^ + 7x + 7)

Và 8x^ -  26x -  2 = a(x^ -  X  + 1) + b(2x^ + 7x + 7) 
a + 2b = 8

Suy ra - a  + 7b = -26  a = 1, b = -2 .
a + 7b = -2  

Nên bất phương trình
12(x^ -  X  + 1) + 5sjix^ -  X  + l)(2x^ + 7x + 7) -  2(2x^ + 7x + 7) < 0

12 x"= -  X  + 1 + 5, x  ̂ -  X + 1
2 x ^ + 7 x  +  7  v 2 x ^ + 7 x  +  7

- 2  < 0 .

Đặt t = x  ̂ -  X  + 1 
' 2x^ + 7x + 7

,t > 0 ta có: 12t^ + 5 t -  2 < 0 o  < t < — ,

Với t  <  -  — ^ í ± l -  < 1 ^  I6(x^ -  X +  1)  <  2x^ +  7x +  7
4  V 2x^ + 7x + 7 4

o  1 4 x ^  - 2 3 x  +  9 < 0 o  —  < X < 1 .
1 4

' 9Vây nghiêm của bât phương trình l à  —  <  X <  1 .
1 4

2) Điều kiện: X > 2 .

Ta có 2x"^ +  4 x ^  +  l O x ^  +  2 0 x  - 1 6  =  2 ( x ^  +  X +  2 ) ^  -  1 2 ( x  -  2 )  

Bất phương trình đã cho tương đương với
1 2 ( x  -  2 )  +  5 ( x ^  +  X +  2 ) V x  -  2  -  2 ( x ^  +  X +  2 ) 2  <  0  

x - 212
( x 2  +  X +  2 )2

+ 5 ^ - - 2 < 0  .
x  ̂ +  X + 2
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Đặt t V x -2  - 9  2 1t > 0 ta có 1 2 r + 5t -  2 < 0 <í^- - <  t < -  .
+ X + 2

Với t < — ta có Wx -  2 < x  ̂+ X + 2 (*).
4

Với X > 2 ta có
x  ̂ + X + 2 = (x -  2) + x  ̂ + 4 > (x -  2) + 4 > 2yl4(x -  2) =  4^Jx-2 . 
Do đó (*) luôn đúng với mọi X  > 2 .
Vậy nghiệm của bất phương trình là X > 2.

Ví dụ 30. Giải các phương trình sau

1)
3x^ + 3x — 1 

3x + l

1) Điều kiện

yjx^ + 2x -  1 2)

Lời giải

Ợ).

2x^ + 3x^ +11X -8  _  |1 0 x -8
Sx'̂  + 4x + 1 x + 1

x'" + 2x -  1 > 0 
3x + 1 ÍC 0

Phương trình 3x^ + 3x - 1 = (3x + l)\Jx^ + 2x - 1

o  X̂  + 2x - 1 -  (3x + l)Vx^ + 2x - 1 + 2x^ + X = 0 .

Đặt t = Vx^+2x - 1, t > 0 ta có phương trình 
-  (3x + l)t + 2x^ + X = 0 

^  (t -  x)(t - 2 x - l )  = 0<4>t = x, t = 2x + l .
X > 0

+) t = X , ta CÓ -y/x̂  + 2x -  1 = X

+) t = 2x + 1 , ta CÓ \Ịx^ + 2x -  1 -  2x + 1 -í=> 

vô nghiệm.

X + 2x -  1 = X
2x +1 > 0

„ X =  — . 
2 2

X̂  + 2x - 1 = (2x + l f

X > - 1
2

3x^ + 2x + 2 = 0

Vậy phương trình có nghiệm X =  -  .
2

2) Điều kiện
lO x -8

x + 1 > 0
(*)•

3x^ + 4x + 1 0

Phương trình o  2x^ + 3x^ + l lx  -  8 ^  (3x^ + 4x + 1) lO x -8  
x + 1

(2x^ + x)(x + 1) + lOx -  8 -  (3x + l)(x + 1)^lO x -8  
x + 1
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x + 1
lO x - 8  l lO x -8  „ 2

<=> -—- —:--------(3x +  1 ) J —  --------------h  2x̂  +  X  =  0 .
x + 1

Đặt t = > 0  ta có phương trinh

-  (3x + l)t +  2x^ + X =  0
<í=> (t -  x)(t - 2 x - l )  = 0<í=>t = x, t = 2x + l .

. ' | l 0 x - 8  _  f x > 0+) VỚI t = X  ta có J ---- = X
/ V x + 1

■í̂
X > 0
x  ̂ + x  ̂ -  lOx + 8 = 0

+) Với t 2x + 1 ta có - - = 2x + 1

x^(x + l) = lO x -8  

o  X  = 1, X = 2 .

1

x + 1
X >

(2x + i r ( x  + l) = 1 0 x -8

o
1

X >  - -  
2

4x^ + 8x^ -  5x + 9 = 0
(1).

+) Với - ị  < X < Ệ ta có 4x^ + 8x^ -  5x + 9 = 4x^(x + 2) + 9 -  5x > 0 
2 5

+) Với X > — ta có 4x^ + 8x^ -  5x + 9 = 4x^ + x(8x -  5) + 9 > 0 .
5

Suy ra (1) vô nghiệm.
Vậy nghiệm của phương trình là X = 1, X = 2 .

Ví dụ 31. Giải các phương trình sau:
1) + \/l7 -  X =  3 2) V x + \ / 2 - x + \ ^  + ^ 2 - x  =  4

3) 2^/x + l  + 3yjl -  3x + 7 i - 2 x - 3 x  ̂ =  6

4) 21x -  25 + 2>/x -  2 = 19^1 x^ -  X -  2 + Vx + 1 .
Lời giải

1) Điều kiện: 0 < X < 2 .

Đăt a = ifx-, b = i l n  -  x; a,b > 0 . Ta có hê: ^
■ + b  ̂ =  17

a + b = 3 [a + b = 3
^  ì

[(a + b)2 -  2ab]^ -  2a^b^ = 17 a^b^ -  18ab + 32 = 0
a + b = 3
ab = 2 V ab = 16

182-7/



* Với

* Với

a + b = 3 
ab = 2
a + b = 2

3 3 = 1 .,, a = 2=> V
b = 2 b = l

X =  1

x = 16'

hê vô nghiêm.
ab = 16

Vậy phương trình đã cho có hai ngiệm X = l;x = 16 .
2) Điều kiện: 0 < X < 2 .

Đặt a = b = il2 -  x;a,b G 0 ; ^  , ta có hệ phương trình

a ^ + b ^ + a  + b = 4 
a^ + b^ = 2

s"" + s  -  2P = 4 
2

( 1)

(S'' -  2VỶ -  2p2 = 2 (2)
với

s  = a + b > 0 , p = a b > 0
Thay (1) vào (2) ta có phương trình:

(4_S)2 _ 1 ( s 2 + S -4 )2  = 2 
2

o  + 2S^ -  9S  ̂+ 8S -  12 = 0 (S -  2)(S  ̂+ 4S^ -  s  + 6) = 0 
s  = 2

+ 4S^ -  S + 6 = 0 (*)
2

<4-

Vì s  > 0 nên (*) + 3S  ̂ + S - - 23+ —  = 0 vô nghiệm.

Với s  = 2 ta có p = 1 nên suy ra a = b = 1.
Từ đó ta tìm được X = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

Í3a + 2b + ab = 6 (1)
3) Đặt a = V l-3 x ,b  = sỊx + ĩ  ta có hệ phương trình

a^ + 3b^ = 4 (2)

Từ (1), suy ra a = - —^  thay vào (2) ta được: 
b + 3

6 -2 b
3 + b

+ 3b^ = 4

3b^(b^ + 6b + 9) + (4b^ -  24b + 36) = 4(b^ + 6b + 9)
3b^ + 18b^ + 27b^ -  48b = 0 

o  b(b -  l)(b^ + 7b + 16) = 0 <Í4 b = 0,b = 1 
Với b = 0 t a c ó x  = - l  ^
Với b = 1 ta có X =  0 .

Vậy T = {-1;0}.
4) Điều kiện X > 2 .

Đặt a = VỉT+ĩ, b = Vx -  2;a,b > 0 . Ta có hệ phương trình

(3)a^ -  b^ = 3
21b^ +17 + 2b = 19ab + a (4)
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Lấy 6 X (3) + (4) ta có phương trình:

6a^ + 15b^ -  1 + 2b = 19ab + a 6a^ -  (19b + l)a + 15b^ + 2b -  1 = 0 (5) 
(5) là phương trình bậc hai có biệt thức

A = (19b + 1)̂  -  24(15b2 + 2b -  1) = b^ -  lOb + 25 = (b -  5 f

Nên (1) có hai nghiệm: a = ^   ̂ và a = ~ ^

• a ^   ̂ ^  2Vx + 1 = 3\Jx -  2 + 1 •;=> 4x + 4 = 9x -  17 + 6\lx -  2iu

o  21 -  5x = 6 \Jx-2 X <  —
5 <=> X = 3 .

25x^ -  246x + 513 = 0

• a 5 b - l <=> 3\lx + l  + 1 = 5n/x -  2 <=> 9x + 10 + oVx 4-1 = 25x -  50

<;=;> 3\Ịx +1 = 8x -  30 -(=> X >  —4 <=> X
64x^ -  489x + 891 = 0

297
64

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 3;x = 

Ví dụ 32. Giải các phương trình sau:

1)  x^ -  X — VTTsx = 1

3) 7x^ -  13x + 8 = 2x^.^x(l + 3x -  3x^)

4) 4x^ -  l lx  + 10 = (x -  lW2x^ -  6x + 2 .
Lời giải

1) Điều kiên: X >
8

297
64

2) ^ 8 1 x - 8  = x  ̂ - 2 x ^  + - X - 2
3

Phương trình 4x^ -  4x -  4 = 4>/4(2x - 1) + 5 

(2x -  1)2 -  5 = 4V4(2x -  1) + 5

Đăt u = 2x - 1; V =  -y/l + 8x ; V > 0, u > — , ta có hê phương trình:
4

-  5 = 4v 
y2 -  5 = 4u

u -  5 = 4v 
y2 -  y2 = 4(v -  u)

<í=í- u '" -5  = 4v (1)
(u -  v)(u + V + 4) = 0 (2)

Do u + v + 4 > 0  nên từ (2) ta có: u = V thay vào (1) ta được:
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-  4u -  5 = 0 
u > 0

<í^u = 5<í=i-x = 3.

Vậy phương trình đã cho có nghiệm: X =  3 . 

2) Phương trình tương đương với
3x^ -  6x^ + 4x -  6 = 3 ^8 1 x-8  <í=> 27x^ -  54x^ + 36x -  54 = 27^81x-8 
<;=> (3x -  2)3 -  46 = 27.ậ'27(3x -  2) + 46

Đặt u = 3x -  2, V =  ^ 8 1 x -8  , ta có hệ phương trình:

u-" -  46 = 27v 
-  46 = 27u

<=>
u  =  V

-  27u -  46 = 0

-  46 = 27v
(u -  v)(u^ + uv + + 27) =  0

u = - 2  

u := 1 ± 2^6 '

Vậy nghiệm của phương trình là; X = 0;x = 

Chú ý:

3 ±2^6

1) Ngoài cách biến đổi trên, chúng ta có thể làm như sau
Đặt ^ 8 1 x -8  = ay + b 81x -  8 = + 3a^by^ + 3ab^y + b^

,  a^ .3 a^b „2  , a^b^ , a(b^ +  8) , ^^  ax + b = — y + - ^ y  + —— y + ------- -̂---- Hb.81 27 27 81

Do đó, ta chọn a,b sao cho:

Từ đó ta có cách đặt như sau.

81 27
a^b^ 4 b  ̂ + 8
27 81

+ b

a = 3
b = - 2 '

Đặt ^ 8 1 x -8  + 2 = 3y ^  3x = y^ -  2y^ + - y  .
o

Khi đó ta được hệ
3x = y^ -2y^ + | y  

3y = x ^  -2x2 + - X

13,Trừ hai phương trình của hệ ta có: x  ̂ -  y^ + 2(x -  y ) + ^ ( x  -  y) = 0
o

X =  y

x  ̂ + xy + y2 + 2(x + y) + — = 0 (*)
3

Ta có (*) <í=> ỉ ( x  + y)2 + ỉ ( x  -  2)2 + l ( y  -  2)2 + 1  = 0 vô nghiệm. 
2 2 2 3
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Thay vào hệ và giải phương trình ta được X = 0; X 3±2%/ẽ

2) Khi gặp phương trình chứa hai hàm ngược nhau, ta nghĩ đến việc đặt ẩn 
phụ đưa vê hệ đôi xứng loại 2.

3) Ta thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình. Chia hai vế phương 
trình cho x  ̂ ta được:

7 13 8 11 3 ^— -  —  + —  = 23 —  + _  -  3 . 
X v 2  . 3  XX X V X

Đặt t = - , ta có: 8t^ -  13t^ + 7t = 2^t“ + 3 t - 3
X

o  (2t -  1)̂  -  (t^ -  t -  1) = 2^2(21- l )  + t^ - t - 1 .

Đặt u  = 2t - 1, V = ^ 2 (2 t- l)  + t^ - t - 1 , ta có hệ phương trình:

+ 1 + 1 =  2 v  

+ 1 +  1  =  2 u
=i- =  2 v  -  2 u  <í=i> ( u  -  v ) ( u ^  +  u v  +  +  2 )  =  0

<=> u =  V <;=;. 2t -  1 = + 3t -  3 <!=> 8t^ -  13t^ + 3t + 2 = 0

(t -  l)(8 r -  5t -  2) = 0
t = 1
8t^ -  5t -  2 = 0

t = 1

t = 5 ± n/s9 •

Thử lại ta thấy ba nghiệm này thỏa phương trình 

Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm: X = 1; X =

16

16
5±^/89 ’

4) Phương trình o  (2x -  3)  ̂+ X f  1 = (x -  l)V(x -  l)(2x -  3) -  X - 1 

Đặt u  =  2x — 3; V = y/(x -  l)(2x — 3) — X — 1 ,

Ta có hệ phương trình: u'^ +  X +  1 = (x -  l)v 
+  X + 1 = (x -  l)u

= (x -  l)(v -  u) <í=ỉ> (u -  v)(u f  V + X -  1) = 0
u  =  V 

.2
+  X + 1 =  (x -  l)u <=> (2x -  3)  ̂ +  X + 1 = (x -  l)(2x -  3)

2x“̂ -  6x + 7 = 0 phương trình vô nghiệm.

\/2* u + v + x -  l  = 0<=>2x-3 + V2x‘‘ -6 x  + 2 + x -  l  = 0 

<=> -J2x^ -  6x + 2 = 4 -  3x o - 4 3 hệ vô nghiệm.
7x^ -  18x + 14 = 0

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.
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Ví dụ 33. Giải các phương trình;

1) yỊl -  + X  -  1 + ^ 1 -  X = 1

2) (x  ̂ -  l ) ^ 2 x - l  + X = xự(2x -  1)̂

3) X =  V2 — xVs -  X + Vs -  xV6 -  X + V6 -  xV2 -  x

4) Vx  ̂ + 91 = + x"* + 2x^V x-2 + X  -  93.
Lò/ gìâi

1) Điều kiên:  ̂ ^  < X <  1 .

Ta thấy tổng của các biểu thức trong căn bằng 1 nên ta đặt a = Vl -  x^,

b = ^x^ + X -  1, c = ^1 -  x;a,b,c > 0, khi đó ta có hệ: 
a + b + c = 1

2  I u 4  I 6  ìa + b 4- c = 1.

Vì

a,b,c > 0

a,b,c > 0 
a + b + c = 1

= ^ 0 < a ,  b, C<1=>

a  ̂ < a

b  ̂ < b ^  a  ̂ + b  ̂ + c® < 1.  

c® < c

Nên ta có hệ
a = a

b = b'̂  X = 1 là nghiệm của phương trình đã cho.
6c = c

+ 1 = 2x
(x^ -  l)y + X  =  xy^

2) Đặt y = ^2x -  1, ta có hệ phương trình

Ta có (2) <=> x^y -  y + X  -  xy^ = 0 o  xy(x -  y) + (x -  y) = 0

< ^(x-  y)(xy + 1) = 0 ^ ~ ^
xy = -1

• x = y thay vào (1) ta có:

x  ̂+ 1 = 2x <=> x  ̂ -  2x + 1 = 0 (x -  l)(x^ + X -  1) = 0

( 1)

(2)

<=> X = 1, X  =
■l±^/5

xy = - l= ^ x  = - — thay vào (1) ta có:
y

y^ + i
ọ
— <í^y'^+y-l-2 = 0<t=»
y

2 -*• l ì
y - n \  + y + n2j 2

+ 4  = 0 vô nghiêm. 
2 ■
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L

Vậy T = - 1 ± S

3) Điều kiện: 0 < X < 3 .

Đặt a = 72 -  x;b = 7s -  x;c = 7 6 - x ;  a,b,c > 0, ta có hệ phưomg trình: 

ab + bc + ca = 2 -a ^  [(a + c)(a + b) = 2
(b 4- c)(b +  a) =  3 => (a +  b)(b +  c)(c +  a) =  6 
(c + a)(c + b) = 6

ab + bc + ca = 3 -  b^ <í=>
ab + bc + ca = 6 -  c'̂  

/
a + b = 1

Suy ra b + c = 3 <=>
c + a = 2

a = 0
b = l<=ỉ>x = 2 là nghiệm của phương trình đã 
c = 2

cho.

4) Điều kiện:
X  >  2

x^ +  2x^ 7 x -  2 +  X -  93 > 0

Đặt t = 7x^ + 2x^Vx -  2 + X  -  93 => + 91 = (x  ̂ + -v/x -  2Ỷ

7x^ +91 = 7t -  2 +Nên ta có hệ phương trình:
7t^ +91 = 7 x - 2 + x  ̂

Trừ hai phương trình của hệ ta có được:

7x^ +91 -  7t^ +91 = 7 t - 2  -  7 x - 2  + -  x  ̂
„2 ax̂  - r  x - t

7x^ +91 +7t^  +91 7 x - 2 + 7 t - 2

____________ X  + t______  1

,7x^ +91 + \Zt̂  +91 7 x - 2 + 7 t ^

+ (x ^ - t^ )  = 0

o  (x -  t)

X  =  t

+  X  +  t = 0

<Í4-
- ị  ■■ ^ ^ \   ̂ , + X  + 1 = 0 (VN)
7 x ^ + 9 1 + 7 t^ +91 7 x - 2  + 7 t - 2

Thay X = t vào hệ ta có; Vx  ̂ + 91 = 7 x - 2  + x  ̂

+ 91 -  7x^ +91 -  90 + 7x - 2  - 1  = 0 

(7x^ +91 -  10)(7x^ +91 + 9) + 7 x - 2  - 1  = 0

o  X  

<í=>

(x -  3)(x + 3)(7x  ̂ + 91 +9) X -  3 o ----------1 ----------------h ■
X'" + 9 1 + 1 0 7x -  2 + 1

= 0
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(x -  3)
(x + 3)Vx'' + 9 1 + 9

ì
- +

+91 + 10 x/x-2 +1
= 0 +> X = 3 .

Ví dụ 34. Giải phương trình x  ̂+ Vx - 1 = 9 .
Lời giải

Điều kiện X > 1 .
Xét hàm số f(x) = x  ̂+ Vx -  1, X > 1 .

Ta có f'(x) = Sx*̂  + ■ > 0 Vx > 1

Do đó, hàm số f(x) liên tục và đồng biến trên (l;+oo) và f(2) = 9.
Suy ra phương trình <í+ f(x) = f(2) +> X = 2 là nghiệm của phương trìiửi 
đã cho.

Ví dụ 35. Giải bất phương trình 6x - 1 + 5yj2x'̂  + 5 x -3  < 3(V2x - 1 + 2>/x + 3 ) .
Lời giải

Điều kiên X >
2

Bất phương trình
+> 2(2x - 1) + 2(x + 3) + sV2x^ + 5x -  3 -  3(V2x - 1 + 2ylx + 3) -  5 < 0 
o  (>/2x - 1  + 2Vx + 3)(2V2x -  l + V x  + 3 - 3 ) < 5  (1).
Xét hai hàm số f(x) = yl2x - 1 + 2ylx + 3 và g(x) = 2yj2x - 1 + -Jx + 3 -  3.

Ta có f(x) và g(x) là các hàm liên tục và luôn đồng biến trên 1f;+00

đồng thời f(x) > 0 Vx > - .
2

Do đó, nếu g(x) < 0  thì (1) đúng.
Xét g(x) > 0 , khi đó hàm số h(x) = f(x).g(x) là hàm số liên tục và đồng

■̂ ■-l+oo , h (lj  =  5 .biến trên

Suy ra (1) <í+ h(x) < h(l) <=> X ^  1 .

Vậy nghiệm của bất phương trình là -  <  X <  1 .
2

Ví du 36. Giải phương trình ^ = Vsx + l .
3x + 2

Lòi giải

Điều kiện x > -  ỉ .
3
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■t=> X =  1

Phương trình <!=> 8x^ + 2x = (3x + 2)V3x + 1 
o  (2x)^ + (2x) = (Vsx + 1)3 + V3x + 1 (1).

Xét hàm số f (t) = + 1, t e K ta có f '(t) = 3t^ + 1 > 0 vt e
Suy ra hàm số f(t) liên tục và đồng biển trên R .
Do đó

(1) <=> f(2x) = f(V3x + 1) o  2x = V3x + 1 <=> '
4x^ -  3x -  1 = 0

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X = 1 .

Ví dụ 37. Giải bất phương trình x  ̂+ 8x^ + 8x + 2 + ^2x^ - 5 x - 8  > 0 .
Lòi giải

Bất phương trình (x + 2)  ̂ + (x + 2) > -2x^ + 5x + 8 + ^-2x^ + 5x + 8
0 )
Xét hàm số f(t) = + 1, t e R ta có f '(t) = 3t^ + 1 > 0 vt e R .
Suy ra hàm số f(t) liên tục và đồng biến trên R .

Do đó (1) o  f(x +  2) >  f(^-2x^ + 5 X  +  8 )  ^ x  +  2 >  ^-2x^ +  5x +  8

<=> (x + 2)  ̂ > -2x^ + 5x H- 8

x(x^ + 8x + 7) > 0 <=>
X > 0
- 7  < X <  - l '

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là T = Ị-7 ;-lỊu Ị0 ;+ oo ). 

Ví dụ 38. Giải bất phương trinh
2x -  2 + 2x'/4x“‘ + 3 -  (x + DVx'̂  + 2x + 4 > 0l)\Ịx

Lời giái
Bất phương trình 4x + 2x^4x^ + 3 > 2(x + 1) + (x + l)Vx^ + 2x + 4

4^(2x)(2-hV (2^õ^^)>(x + l)[2 + x /õ r r ĩ? T 3 ]  (1).

Xét hàm số f(t) = t(2 + t e IR .
2t^ ITa có f ’(t) = 2 + -f=------ 1- + 3 > 0 Vt e K.

^|ị^+3
Do đó, hàm số f(t) liên tục và đồng biến trên M . 
Suy ra (1) <í=> f(2x) > f(x + 1) <=> 2x > X + 1 X > 1 . 

Vậy nghiệm cúa bất phương trinh là X > 1 .

Ví dụ 39. Giải bất phương trình
1) yj2x + 1 (1 + V2x + 4 -  2V8x + 1) < V8x + 1.

4
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L ờ i g iả i

1) Điều kiện X > -  Ị .
8

Phương trình
o  V2x + 1(1 + >/2x + 4) > V8x + 1(1 + 2V2x + 1)

o  V2x + 1(1 + s/2x + 4)  > VSx + 1(1 + VSx + 4)  (1).

Xét hàm số f(t) = t(l i- \Ịt^ + 3), t e K .

Ta có f'(t) = ! + ■ 2t" + + 3 > 0 vt e E .

Do đó, hàm số f(t) liên tục và đồng biến trên R .
Suy ra (1) <=> f(V2x + 1) > f(VSx + 1) o  V2x + 1 > VSx + 1 -í̂  X < 0 .

Vây nghiêm của bất phương trình là -  — < X < 0 .
8

2) Điều kiện: X >

Bất phương trình o  - 2  > ^ 3 x ^ -3 x  + —  - -  (*)

~  , 9  n 27Ta có 3x^ -  3x +  —  =  3

Do đó (*) o  --—  2 > 
3

+ 6 > 6 => VP(*) > 0 . 

\2
?|3x^ -  3x f

27 -  ?Í3x  ̂ -  3x + —  + -

x^ -  6  > 3 3 |3 x ‘̂  -  3 x  +  — - 3 3 / 3 x2 - 3 x +  — + -

0  x^ +  3x^ -  3x > 3x^ - 3 x 4  — + 3 s/sx^ -  3x +  —
4 V 4

33 3x^ -  3x +

Xét hàm số f(t) = -f 3t^ -  3±, t > ^  .
Ta có f'(t) = 3t^ + 6t -  3 > 0 vt > ^  .
Suy ra hàm số f(t) là hàm liên tục và đồng biến trên (^ ;+ oo)

4

( 1).

Do đó (1) f(x) > f 3 Sx-" -  3x + 27
o  X >  'ệịSx  ̂ -  3x +  —

x^ -  3x^ + 3 x - l >  —  <=>(x-l)^> — -í=>x> 3/— + 1.
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Vậy nghiệm của bất phương trình là X >  ^  —  + 1 .

Ví dụ 40. Giải phương trình

2^4x^ -  X + 1 + 2x = 3^2x^ -  x  ̂ + -  4x + 4 .
Lời giải

Phương trình xác định với mọi X e K
Ta thấy X = 0 là một nghiệm của phương trình

.  Xét X > 0 , chia hai vế phương trình cho X và đặt t = — ta được
X

phương trình

2^t^ - t  + 4 + 2 = 3 ^ 2 t - l  + ự4t^ - 4 t  + 9 . Đặt a = ^ 2 t - l

Tađuọc: Va® +15 + 2 = 3a + Va® +8 <f+ 3a + Va® + 8  -  Va® + 15 -  2 = 0 (*)

Xét hàm số f(a) = 3a + Va® + 8 -  Va® + 15 -  2 
Ta thấy nếu a < 0 =4- f(a) < 0 nên ta chỉ xét a > 0 .

Khi đó: f '(a) = 3 + 3a® 1_______

Va® + 8 Vã > 0 nên f(a) là hàm đồng biến
/a" +15

Mà f(l) = 0 => a = 1 là nghiệm duy nhất của (*)
Từ đó ta tìm được X = 1 .

.  Xét X < 0, làm tương tự như trên ta có phương trình 

f(a) = Va® +8 -  3a -  Va® + 15 + 2 = 0 với a < -1

Ta có f'(a) = 3a®
,Va® +8 

Nên f(a) > f ( - l)  = 2 .
ị a® +15

3 < 0

Vậy X = 0,x = 1 là nghiệm của phương trình đã cho.
Ví dụ 41. Cho các số thực a,b,c thỏa a > b > c > 0 .  Chứng minh ràng 

phương trình sau có nghiệm duy nhất:

'Ịx/X -  a -  \ /x  -  b  +  ^  ^  =  0 .
X -  c

Điều kiện: X > a . 
Phương trình 

b -  a + ■
Vx -  a + -v/x -  b Vx -  c 

= 0

Lời giải

=  = 0 +> Vx -  a + Vx -  b -  Vx -  c = 0

X -  a
<+ í/--------1

X — b

X -  c V X - 1
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Xét hàm số f(x) =  - — -  + - — ^ - 1,  X  > a 
v x - c  Vx - C

Ta có f là hàm đồng biến và f(a) =

\ĩ^n r\ịìimrrìí7 trìrìVí — n /■'A Hii\r

— 1 < 0 ,  lim f(x) = l > 0
X—++00y  a  —  c  x̂ +oo

Nên phương trình f(x) = 0 có duy nhất nghiệm. Từ đó ta có đpcm.

Ví dụ 42. Chứng minh ràng phương trình: X® + -  2014 = 0 có đúng
vx^ -  2

hai nghiệm dương phân biệt.
Lòi giãi

Điều kiện: x> ^2 (do X > 0).

Xét hàm sổ: f(x) = x  ̂+ . ^ -  2014 với X > V2 .
Vx  ̂- 2

Ta có f ’(x) = 5x^ —   ̂ =Ị> f "(x) = 20x^ + -= = 2 ^ = =  > 0  Vx > /̂2
\/(x2 -  2)  ̂ ' V(x2 -  2ý

Vì f "(x) = 0 vô nghiệm => f'(x) = 0 có nhiều nhất một nghiệm 
f(x) = 0 có nhiều nhất là hai nghiệm.

Mà: lim f(x) = +OC ; f(%/3)<0; lim f(x) = +00  => f(x) = 0 có hai

nghiệm Xj € {\Ỉ2\sÍ3) và X2 > -v/i.

Ví dụ 43. Giải bất phương trình Vl4x^ + 22x -  Vsx^ + 7 x - l  > 2x +1.
Lời giải

 ̂ - 7 - Vẽĩ

Điều kiện: 14x^ + 22x > 0 
3x^ + 7 x - l  > 0

6 (*).
- 7  + VeiA -------------

6

Bất phương trình 0  \/l4x^ + 22x > 2x + 1 + V3x^+7x - 1 (1).

Với a,b e IR ta có bất đẳng thức a + b < >/2(3  ̂ + b ^ ). Đẳng thức xảy ra 
khi a = b .
Áp dụng bất đẳng thức trên ta có y

2x + 1 + Vsx^ + 7 x - l  < ^  (2x + 1 )̂  + 3x^ + 7x -  1 = Vl4x^ + 22x .

Đẳng thức xảy ra khi
2x -i- 1 =  \/3x̂  4- 7y — 1 <í=i. 4x^ 4- 4x 4-1 = .‘Ix^ 4- 7x — 1

Vậy nghiệm cúa bất phương trinh là
<(4- X ■3x + 2 = 0"í^x = l, x =  2.
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T = —oo;- -1 -4 Õ Ĩ u - 7  +  n/6Ĩ ;+oo

Ví dụ 44. Giải các phuơng trình sau

1) + 2x + V2x -  1 =  +  4x + 1

2) 6 \ j x̂  + 2x̂  - t -  X + 2 = x̂  + 9x + 19
3) 2 \ j x ^  +  3  - ^ 8  + 2 x - x ^  = X
4) ^(4 -  x)(x 2) + v^4-x + ^ x - 2  + GxVãx < x  ̂ + 30.

Lò/ giải"

1) Điều kiên: X > — .

Áp diing BĐT Bunhiacopski ta có:

Vx^+2x + V2x -  1 = Vx.Vx + 2 + V2x -  1 < -v/(x + l)(x + 2 + 2x -  1)

Đẳng thức có
3x^ +  4x  +  1

<=>  ̂ = ■■, .̂.....-í=> (x + 2)(2x - 1 )  =  X O X ^ + X - 1  =  0 < ^ X  =   ̂ ^
Vx %/2x - 1

Vậy nghiệm của phương trình l à  X  =

2) Điều kiện: X > -2  
Ta có:

l  + /̂5

6>/x  ̂+2x^ + X  +  2 = 6VÕTĨ2)(x̂  + 1) = 2^(x^ + d VOx + 18 < x  ̂+ 9x + 19
9 ± n/Ĩ49

Đẳng thức có o  7x^+ 1 = Vsx +18 <:=>
X  >  - 2

x^ - 9 x - 1 7  =  0
<í=> x

Vậy nghiệm của phương trình l à  X  =
9 ±  VĨ49

3) Điều kiện: -2  < X < 4

Phương trình o  2yjx^ + 3  = X +  ^ 9 - ( x - l f

Ì̂ Ịy^  2Vx + 3 < X  + 3 
<í=> 4x^ + 12 < x  ̂ + 6 
Thử lại ta thấy X =  1 là nghiệm của phương trình .
<í=> 4x^ +  12 < x  ̂ +  6x +  9 =í> 3(x -  1)̂  <  0 o  X =  1

4) Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có: (4 -  x)(x -  2) <

Suy ra ij(4 -  x)(x -  2) <1 (1)

Và 6 xn/ 3 x  =  2 > / 2 7 x ^  <  x ^  +  2 7  ( 2 )
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Áp dụng BĐT Bunhiacopski, ta có:
( t '4 - x  + < (2V4 -  X + 2Vx-2)^ < 16 => t^4 -  X + ^ x - 2  < 2 (3).

Từ ( 1 ) ,  (2) và (3) ta có nghiệm cùa phương trình là X  = 3.
Ví dụ 45. Giải các bất phương trình sau

1) x  ̂ - 4 x  + 6 < V2x  ̂ -  5x +  3 + n/ - 3 x  ̂ +  9 x -  5

2) x^ -  3x^ + 4x^ + 16 > 12^3x^ - 4

3) ^14 -  x  ̂ + X > 2(1 + a/ x  ̂ -  2x -  1)
2 , . . . , 2 8 . . ,4) 2f 27x^ +24x + —  <1 + ,, 

3 ^ 2
LỜ7 ^iíỉ/

Í 2 x ^ - 5 x  + 3 > 0
1) Đ iê u  kiện: < x e

- 3 x ^  +  9 x - 5 > 0

’9 - V ^ 3 9 + xÍ2\
6 ’ , . 2 ’ 6

Ta có: x'̂  -  4x + 6 = ( x - 2)  ̂+ 2 > 2 (1)

V2x  ̂ -5 x  + 3 + V-3x^ + 9 x - 5  < Ậ i -X ^  + 4 x - 2) = ^  2 -  (x -  2)2 < 2 (2)

Suy ra x2 -  4x + 6 > ^2x2 -  5x + 3 + 7-3x2 _|_ 9x _ 5 .
Do đó, từ (1) và (2) X = 2 là nghiệm của bất phương trình

2) Điều kiên: |x| >

Ta có:
x^ -  3x^ + 4x2 + 16 = (x2 + X + l)(x -  2)2 + 3x2 12 > 2x2 (^2 4) 8

Áp dụng BĐT Côsi cho ba số ta có: 
x'̂  -  3x^ + 4x2 le  > 37i 6x2(x2 +4)

> 1273x2 -  4 .■em (x2 -  4)2 + 12x2 _

Đắng thức có <=> X = 2 . Vậy nghiệm của bất phương trình là: x = 2.
3) Điều kiện: x2 -  2x -  1 > 0 (1)

Ta có: 7 i 4 - x2 + X > 2(1 + 7 x 2 '-2 x - l)  > 2 

^  7 i 4 - x ^  >  2 -  X <=> 14 -  x ^ >  8  -  1 2 x  +  6 x 2 -  x ^

<í=> x2 -  2x -  1 < 0 (2)
Từ (1)  và (2) => x 2  -  2x - 1 =  0 X =  1 ±  là nghiệm của bất phương 
trình đã cho.

4) Điều kiên: X > -  — .
9

Phương trình đã cho tương dương với phương trình
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2 4 j® i± « ĩ + 4 < l  + j l ị ^ .

Đặt (9x + 4) = y , suy ra y > 0.

Khi đó ta được 2^—  + 4 < 1 + 4.^—  + 4 < 1 + —  + Tẽỹ (bình

phương hai vế).

Theo BĐT Qô-si ta được ^J6ỹ < , do đó:

4 J - — | - 4 < 2 y  + 4-íí-4 • + 4 <  (y +  2f

o  4y^ + 48 < 3y^ + 12y + 12 o  y2 -  12y + 36 < 0 (y -  < 0.
2Từ đó ta được y = 6 , suy ra X = — thay vào bât phương trình ta thây 

thỏa mãn.
, 2 

Vậy bât phương trình có nghiệm là X =  - .

Ví dụ 46. Giải các phương trình sau

1) V -x2 + 4 x + 5 = x2 -2 ^ ’T 2 o , eVõ 3 6 - 9 n/51) V-x + 4x + 5 =  X -  2 1-—  X + ---------------—
5 J 5

2) V4x + 2 + Vx^VsĩrĨG = 7sx̂  + 20x + 15 .
Lòi giải

Điều kiện; - 1  < X < 5 
Phương trình tương đương với

4 -  2x + + 4x + 5 = x  ̂ -  4 1 56~9\Ỉ5 X,,, 
x + ----- —  (1)

T ' 2 . sVõ] 56 - 9V5 3V5 Ì r, ^  n í ĩTa có: X -  4 1 ---- -—  X H------------ -—  = X -  2 1 ----— + 3V5 > 3v5
5 j 5 [ 5 j

, 3\/5Đăng thức xảy ra khi X = 2 1 — —  .

Mặt khác: 4 -  2x + \j-x^ + 4x + 5 = 2 Ị2 -  x) + V-x^ + 4x + 5 

< J(1 + 4) (2 -  x)  ̂ -  x  ̂+ 4x + 5 =3^/5< ^{1 + 4)

Đẳng thức xảy ra khi
X < 2

2(-x^ + 4x + 5) = (2 -  x)^

= 3 /̂5 

<=> X = 2í l _ ^ ì
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3V^ÌVậy nghiệm của phương trình là: X = 2 1 -

2) Điều kiện: X  >  -  ỉ  
2

Chia hai vế phương trình cho Ĵx + 3 ta có được
+ 2

n/x + 2 7s(x + 1)
7x + 3

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski ta có

VT = V4x + 2 + Vx + < lịếx + 2 + X + 3)
Vx + 3 Vx + 3 r

1 x + 2
X + 3 X + 3

= 7s(x + 1) = VP

Do đó phương trình \/4x + 2 =  ̂ X = ^
Vx + 2 8

Kết hợp điều kiện ta có X =  ̂ Ịà nghiệm của phương trình .8
Ví dụ 47. Giải các phương trình sau

2) (26 -  x W 5 x -l -  (13x + 14)75 -  2x + 127(5x - 1)(5 -  2x) -  18x + 32 (2).
Lờ"/ giải

2 -  X +■
2 - x

> 0

X + -  > 0
1) Điều kiện:

X
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có

o 1 1 1 42 -  X + — —  + ——  + — í— > - p =
2 - x  2 - x  2 - x  7 ^

2 -  X + -
2 - x

3 1 1 1 ^ 4XH—  — XH----- 1----- h—^ Z- .
X X X X

Suy ra VT(1) > 2 1 J _ ]  ^ 4 ^ 4
^ 2 -  X ^  ~ 7 x( 2 -  x) ~ Ậ x + 2 -  :

= 4 .

Đẳng thức xảy ra khi X = 1 . Thử lại thấy thỏa mãn điều kiện. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = 1 .

2) Điều kiên: —  <  X  <  —
5 2
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có:
^   ̂ _  \Ị9(5x -  1) ^ 9  + 5 x - l _ 5 x  + 8

* ^  3 6 ^ 6

6___________
12V(5x -  1)(5 -  2x) =  4V(5x -  1)(45 -  18x)

< 2(5x -  1 + 45 -  18x) = -2 6 x  + 88
Ta chứng minh

1 5(13x + 14)V5 -  2x < 94 -  27x Vx e
ỗ 2 (*)

o  (13x + 14)2(5 -  2x) < (94 -  27x)2yx e

338x^ + 612x2 _  e 5 0 4 x + 7856 > 0 Vx e

1 5 
5 ’2 

1 5 
5 ’2

o  2(x -  2)'*(169x + 982) > 0 Vx e 1 .5
5 ’2

Bất đẳng thức cuối đúng nên (*) được chứng minh. 
Cộng 3 bất đẳng thức trên ta suy ra

VT(1) < r .x)(5.x_t_8) _  ^ s s  ^ , , ,  _ 3 ,  ,  -5x2  ^ ^ , , 2

Nghĩa là

VP(1) =  18x + 32 < -5X'" + 128x + 172 5 , _ 2
— ( x  -  2 )  <  0 +> X =  2  

b  6

Do X = 2 thỏa mãn điều kiện nên phương trình (2) có nghiệm X = 2 .

V í  dụ 48. Giải phương trình
I 2  —  _  x 2  + 1 7 x  + 2 2

,  — —  +  n/ 5 x  +  3  =  .. -------  .
V x  +  3  2 s Í 2 ( x  +  3 )

Lời giải
,  3

Điêu kiện: X >  -  -  .
• 5

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopsky ta có

J — ^  +  y / 5 x  +  3  =  7 2 .  +  7 5 X  +  3 . 1  <  1(2 +  5 x  +  3 )
Vx+3 V x + 3  V ,x + 3

■ + 1

= J5(x +1). x + 4 
X  + 3

= 572.

s72 ị X  + 4 X  + 1
10 x + 3

X + 4 X + 1 
10 'x  + 3

1 x“̂ + 17x + 22
272 ' X + 3
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V2(x + 3) = VSx + 3 
x + 4 x + 1 o x  = l .Đẳng thức xảy ra khi

10 x + 3 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm X =  1 .

Ví dụ 49. Giải phương trình; 1 1 2
Vx + 3 Vsx + 1 l  + sỊx

Lời giải
Điều kiện X > 0 .

Bất phương trình (1 + Vx) ,  ̂ _____
[^Jx + 3 V3x + 1

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có
' ' 1 x+ 1

= 2

1 1 x + 1 ^  1
V3x + 1 Vx + l '3 x  + l  “ 2

3x + l
2x <

2 ■ 3x + 1 “  2 

' 1

X  + 1 3x + 1 

2x
2 3x + 1

e 1 + \/x ^ 1Suy ra ■, < -
> / 3 ^  2

+ — -h 1 
x + 1 2

1 3
x + l  ^  2 ( 1)

\ J x  +  2
4 -——  < —2 X + 3 2

1  2
2 X + 3

V X X X  H-1 1

Vx + 3 ^  Ì x  + l ' x  + 3 ~ 2

„ 1 + %/x l í x  3Suy ra , . . < 4  — — h -r
Vx + 3 2[x + l 2j

Từ (1) và (2) ta suy ra

(I+ V Ĩ) '  + ̂ H n/ x  + 3 V3x + l j

x + 1
X + 1 X + 3

(2)

<1
2 X + 1 X + 1

• + 3 2 .

Đẳng thức xảy ra khi X  =  1 .

Vậy X = 1 là nghiệm của phương trình đã cho.
Ví dụ 50. Giải bất phương trình: (5x + 9)V3x + 1 + õVl -  X > (6jc + 7)yjx + 4 .

Lòi giải

Điều kiện: -  -  <  X  <  1 
3

Đặt a = yjsx + l,b  = \ll — x,c = %/x + 4;a,b,c > 0 , ta có:

5x + 9 = a^ + 2c^;5 = + c^;6x + 7 = 2a^ + b  ̂ +
Bất phương trình đã cho trở thành:

a(a^ + 2c^) + b(b‘̂  + c^) > c(2a^ + b  ̂ + c^)
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+ h^ - c ^  + 2ac^ -  2ca^ + bc^ -  > 0
-<=> (a + b)̂  -  -  3a^b -  3ab  ̂+ 2ac  ̂ -  2ca  ̂+ bĉ  -  cb̂  > 0

(a + b - c)[(a + b)̂  + c(a + b) + ĉ ] - 3ab(a + b - c) + 2ac(c- a -  b) + bc(c- a - b) > 0 
-í̂  (a + b -  c)(a  ̂ + b̂  + -  ab -  ac) > 0 (*)

Do â  + b̂  + -  ab -  ac = —(a -  b)̂  + —(a -  c)̂  + —(b̂  + c )̂ > 0
2 2 2

Nên (*) -«■ a + b > c Vsx +1 + Vl -  X > -y/x + 4

■Í4- 2yJ-3x^ + 2x + 1 > 2 -  X <=>

bất phương trình đã cho.

III. Bài tập vận dụng

-  < X < 1 
3 ' 12

<=> 0 < X < —  là  n gh iệm  của

13x  ̂-  12x < 0

Bài l.| Giải các phương trình sau

1) Ỉ21) V2x  ̂ - 3 x - l  = 3x + 5 2) N

3) Vx  ̂ -  1 + sỊx^ + X -  2 = 2'Jx‘̂ -  3x + 2

4) V l - X + V l  + X = 2 -  —  5) x^

6) Vx  ̂ +10X + 21 = 3^X4-3 + 2sjx + 7 -  6

7) - T - y j 3 x ^  == 1 - X 
V Sx-2

8) V õx^T ãbc^T sT ^ + ỉ  = —  + 3x

2) Vsx -  2 -  Vx -  1 = Vs -  2x 

+ 2

5) x^ + \Jx + 2 = 2

^  4- ^ x ^  4- X

10) ^Jx + 3 +  2xVx 4 - 1 =  2x 4- Vx  ̂ +4 x 4 - 3

11) V2x 4 - 1 4- >/5x -  4 = 2>/x 4- Vx 4- 5

12) ^2x^ 4- 6x 4 - 1 4- 7x^ -  X 4- 4 = -/

13)

X 4- 15x 4- 9

 ̂ ^ ^  4- Vx 4 - 1 = 7 x ^  -  X 4 - 1 4- Vx 4- 3U I  4 ------ ----rVA“rx = \A —J
V x + 3

14) ^ 2 x - l  4- ^2x4-1 = x ^  .
Bài 2.| Giải các bất phương trình sau

x2
1) ------- > X - 4

(1 + + x)
2x/2(x2 -  4) , 7 - 2 x2) ■■■ ....  — 4- V2x -  3 > ■■■■̂ -

V2x-3  yJ2x-3
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3) yỊxix +  1) + 7(x + l)(x + 3) < 2-\/(x + 1)̂

4) V2x + 1 + X ^ -X -1 < 0V ,_____ ,
6 ) - V2x + 1 -2 x

2 |̂2x  ̂ -  X +1 -  1

7) x /^  -  3x + 2 + yjx^ - 4 x  + 3 > 2\/x  ̂ -  5x + 4

8) ^2x^ + 12x + 6 -  V2x -  1 > X + 2

< 1

9) V2x + 4 -  2V2 -X  > 12x-8 10)
2x

Vbx  ̂ +16 V2 X + 9
yj2x + l

Bài 3.Ị Giải các phương trình sau
1) 3(2 + yjx — 2) — 2x + yJx + 6

2) VlOx + 1 + Vsx -  5 = \/9x + 4 + V2x -  2

3) Vsx + 1 -  Ve -  X + 3x̂  -  14x - 8  = 0 
2.. /1 -  X _  2x + x̂

’ X ~ I + X̂

5) ^2x + 2 + ^2x + l  = + ^2x^ + 1

x̂  -  9x + 24 -  Vox  ̂ -  59x + 149 = 5 -  X

6) 2-v/x + 2 =  x  ̂ -  4

7 ) ^í

8) ^ x - 2  + Vx + l  =  3

9) x  ̂ + 3x^ -  3^3x + 5 = 1 -  3x 10) Vl7 -  X® - ^ 2 x ® - l  =  l

11) 2(1 -  x)-\/x  ̂ + 2x - 1 = x  ̂ -  2x -  1

12) (x + d Ựx  ̂ - 2 x  + 3 = x=̂  + 1

13) 2x^ -  2x^ + X -  6 = (x -  l)\/2x(x^ -  X + 2)

14) ^ 2 x - l  +yỈ2x = Vx  ̂ + 1  + X

15) ựĩ/12x  ̂ + 46x -  15 -  íc '’ -  5x + 1 = 2(x + 1) 

16) ^x  ̂ -  1 + X = Vx̂  -  2 .
Bài 4.Ị Giải các bât phương trình sau

1) V x - 2  + V4-X > 2x  ̂ - 5 x - l

2) V4x + 6 -  ^x  ̂+7x^ +12X + 6 > x̂  -  2

3) + 3 > 6>/2x -  3 + - r---
V X + 1 vx + 1

4) (4x + 3)(Vx -  1 -  Vx + 3)2 < 16.
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Bài sj Giải các phưong trình sau

1) 3>/x^^|-^ -  3x = + 2

2) 3(x -  2)^(x + 1) + 2^x3 - 3 x ^ 3  - 8  = 0

3) ( x - 2)2(Vx  ̂ -  4x + 1) =  10 4) 2 V 2 x - l - ^ x - 4  = 5

5) X + 1 + - 4 x  + l  = sVx 6) x  ̂ + x̂'  ̂ -  x  ̂ =  2x + 1

7) a/ 2 - x  ̂ + j 2 - 4 r  = 4 - [ x  + - '̂

8) + x^ + 2x.^x(x^ -  2 Ỷ  + 4 = 6x^ + 2x + (x^ + X -  2 )V x ^  2x^

9) Vx + 2 + Ve-X + 12 = 4V(x + 2)(6 -  x)

10) •\/2x + 3 + -y/x + 1 = 3x + 2Ậ2x + 3)(x + 1) — 16

11) 3>/2 + x -  6%/2-x + 4^4 -  x'̂  = 10 -  3x

n \  1 X12) - ^  +
2 ' l - x 2 ^ 2

í^íl-x"" ■ +
x“ 1 -X - ^ V ĩ^x^

13) x . ^ 3 5 - x^(x +  ^ 3 5 - x3) =  30 14) x  ̂ +  =  X V 2 ( Ĩ T ^

15) 5yjx  ̂+1 -  2(x^ + 2) 16) x  ̂ -  3x + 1 = - ^ ■ \ / :

17) x^ -  3x^ + 27(x + 2)̂  -  6x = 0

18) (x^ -  6x + ll)Vx^ -  X + 1 = 2(x^ -  4x + 7)Vx- 2

+  2 =  0

x“̂ + x  ̂+ 1

19) 18x^ -  13x + 2 =  V3(81x^ -  108x^ + 56x^ -  12x + 1)

20) Võx  ̂+ 14x + 9 -  7x^ -  X -  20 =  sVx + 1 .

Bài Giải các phương trình sau

1) 2(1 -  xWx^ + 2x -  1 = x  ̂ -  2x -  1

2) ^  V4x^ -  X -  1 =  3 x ^ 2 x - 2  
2

3) >/2 -  >^(x + 1) + \Ỉ2^ = 1 4) X + 1 = (2x + l)7Vx + 1 + 2

5) ^x + 1 -  2 ^ x - l  = ^x  ̂ - 1

6) 4x^ -  7x + ^4x^ -3 x  + l  = ^ 4 x -2  -  3

7) 7x  ̂-  lOx + 14 = 5x/x^+4

8) 2>/x — 2 — 4-\/x -  3 = 5x -  4 v x ^-5 x  + 6 -1 3

9) 7x  ̂+ 5 /̂2x + 7 = Vx̂  +1
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5) 3n/3 -  2x + -  2x < 6
V 2 X - 1

6 )  V2x® - 1 5 x ^  + 4 2 X - 2 9  <  2^/3 +  V? -  X

7 ) 2x^ +  x^ -  3 x  +  1 =  2(3x  -  d VSx -  1

8) x^ -  4x^  -  5 x  +  6 =  ^ 7 x ^  + 9 x - 4

9 )  x^ -  6x^  +  12x  -  7 >  í - x ^  + 9 x ^  - 1 9 X  +  11

10 ) ^ /x2(2x  +  3) +  3(x  +  l)2  =  ^ 3 x  +  5 +  ^ 6 x  +  l l  -  X -  1

1 1 ) V (x +  2 )(2x  -  1) -  3V x +  6 =  4  -  V (x '+  6 )(2x  - l ) + 3 ^ J x  + 2

12) 2x^ + 4x^ + 3x^ + 17x -  24 = 2V3 -  2x .
Bài lO.Ị Giải các phưong trình và bât phương trình sau

1) x^ -  2x^Vx^ -2 x  + 16 + 2x^ -  6x + 20 = 0

2) 4-v/x + 1 = x  ̂ -  5x + 14 3) V4x -  1 + yỊáx^ -  1 = 1

4) Vl + x^ + ^1 -  x  ̂ = 2(x -  l)‘̂ (2x^ -  4x + 1)

5) Vx -  2 + V4 -  X = x  ̂ -  6x + 11 6) V2x  ̂ -  X + 1 + \Ì2x‘̂ + X + 1 = 2

7) x^ -  3x^ -  8x + 40 = 8^4x + 4 8 ) - ^ + V Ĩ  = V Ĩ7 ^
vx +1

9) x^ -  2x + 3 ,í2x^ -  X + ' J l  +  3 x -  3x^

10) 13̂ /> x^ + 9>/x2 + x  ̂ = 16

11) Vsx^ -  1 + 7x^ -  X -  x\/x^ + 1 = ^ 7= (7x^ -  X + 4)
2>^

12)
Vl3x^ -6 x  + 10 + Jsx^ -  13x + ^  + Vl7x^ -48X  + 36 = ị(36x -  8x̂  -  21)

14) X -  Vx

1 -  V2(x̂  -  X + 1)

2 . . - 3x

> 1

15) x^ + 4x + 5 • -  (X - 1)
x'" + X + 1

1 -
2V1 — X

x  ̂ + X + 1

204 - T I  -





o
0 < t < 1

4(1- t ) 2 - 1 +
16

<=> (
0 < t < l

5 2- - V  + —t^+4t  = 0
o t  = 0<=>x = 0

256 8 4

Vậy T = Ịo Ị.

5) Điều kiện: X > -2 
Cách I: Phương trình
o x ^ - ( x  + ^  + x + Vx + 2 = 0 
o  (x - yjx + 2)(x + Vx + 2) + X + Vx + 2 - 0  

o  (x + Vx + 2)(x + 1 -  Vx + 2) = 0

<r> o

|x < 0

[x  ̂ -  x - 2  = 0 
[x > -1  

x̂  + X - 1 = 0

oVx + 2 = -X 
X + 1 = Vx + 2

V ậyT  = Ị - l ; ^ i ^ | .

CÁcA 2; Phương trình tương đương với

X = -1

- 1 + sX = •

x  ̂+ x + — = x + 2 - V x  + 2 +  — o  
4 4

( l ì ( r - i;  l ì
l 2j l 2j

<=>
1 _ 1x + — = Vx + 2 -  —
2 2

-X -  — = Vx + 2 -  — 
2 2

« X + 1 = yJx + 2 
- X  =  /̂x +  2

- I  + VõX =

X = - l

Vậy T = j -!;■ -l + y/s'

CÁc/i i ;  Phương trình tương đương với

„ 2 /---X̂  < 22 -  x̂  = Vx + 2 o  

í|x| < V2

o
< V2

x '* -4x^+4 = x + 2 Ix'*-4x^-X + 2 = 0

o
[(x  ̂ -  X -  2)(x  ̂+ X -  1) = 0

V ậ y T  = | - l ; r i ± : Ễ Ị .

6) Điều kiện X > -3 .
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Khi đó phương trình đã cho viết lại:
Ậ x  + 3)(x + 7) -  sVx + 3 -  2\jx + 7 +6 = 0 

o  Vx + 3(Vx + 7 -  3) -  2(Vx + 7 -  3) = 0 
o  (Vx + 7 -  3)(Vx + 3 -  2) = 0

n/ x + 7 = 3 
Vx + 3 = 2

o x + 7 = 9 x = 2 
X = 1

7) Điều kiện: X >

x + 3 = 4

Vậy phương trình cho có nghiệm X = 1 hoặc X = 2 .
2 
3

Phương trình đã cho tương đương với; x  ̂ -  (3x -  2) = (1 -  x)V3x-2 
Tức x  ̂ -  3x + 2 + (x -  l)\/3x -  2 = 0 hay (x -  l)(x -  2) + (x -  d Vsx -  2 = 0, 

phưcmg trình này tương đương với (x -  l)(x -  2 + Vsx -  2) = 0 
' x - l  = 0 |'x = l

VSx-2 = 2 - x  (*)

Phương trình đã cho tương đưc
Tức x  ̂ -  3x + 2 + (x -  l)\/3x -  2 :

phưcmg trình này tương đương
' x - l  = 0 fx = l

X -  2 + Vsx - 2 = 0  Vsx -

r.1 < 1 / \ [ 2 -  X > 0Phương trình *) o
 ̂ ’ [3x -  2 = (2 -  x)-̂

Vậy X = 1 là nghiệm phương trình đã cho.
Phương trình đã cho viết lại

|x < 2
x̂  -7 x  + 6 = 0

8) Phương trình đã cho viết lại 2.yj5x^ + 3x  ̂+ 3x -  2 = x  ̂+ 6x -1 ,  đặt 
điều kiện vế phái rồi bình phương 2 vế, rút gọn ta được phương 
trình; x'̂  -  8x  ̂+ 22x^ -  24x + 9 = 0 (*).
* X = 0 không là nghiệm của phương trình (*).
* X 0 chia cả hai vế cứa phương trình (*) cho X^, khi đó phương trình 
(*) viết lại

x  ̂ -  8x + 22 -  —  + —  = 0 (* *).
X x̂  ^

Đặt y = X + — phương trình (* *) trở thành -  8y + 16 = 0 => y = 4 Với 

y = 4 tức x + — = 4cí>x^-4x + 3 = 0, phương trình có 2 nghiệm X = 1
X

hoặc X = 3 . (Thỏa mãn diều kiện ban đầu)
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 1 hoặc X = 3 .

9) Phương trình đã cho tương đương với

^  + ^x + 1 -  ^x^ + X = 0
o  -  1) + ^x + 1(1 -  = 0 o  -  1 )(^  -  ^x + 1) = 0 <=> X = 1 .

Vậy T = ị l Ị .

TI - 2 0 7



10) Điều kiện: X > -1
Phương trình đã cho tương đương với 

Vx + 3 + 2xyjx + 1 -  2x -  yj{x + l)(x + 3) = 0

o  yjx + 3(1 -  Vx + 1) + 2x(Vx + 1 -1) = 0

<=> (Vx + 1 -  l)(2x -  Vx + 3) = 0 o 7x + 1 = 1
2x = >/x + 3

^ = ®.Vậy T = {0;1}. 
X  = 1 ' '

11) Điều kiện: J^> —

Phương trình tương đương với: 2%/x -  V2x +1 = V sx-4  -  Vx + 5 (1)
Bình phương hai vế ta được phương trình 

6x + 1 -  4-y/x(2x + 1) = 6x + 1 -  2\J(5x -  4)(x + 5)

o  2yj2x^ + X  = 7õx^ +21X-20 o  4(2x^ + x) = 5x  ̂+ 21x -  20

<=> 3x  ̂ -  17x + 20 = 0 o x  = 4,x = — .
3

Thử lại ta có X = 4 là nghiệm của phương trình. 
-3 + 7?

12) Điều kiện:
X  > --------

2
- 1 5 - 3 ^ ^

X < -------------— ----------

Phương trình đã cho tương đương với:

2x̂  + 6x + 1 = y Ị x ^  +  15x + 9 -  Vx̂  -  X  + 4 
2x̂  + 6x + 1 = 2x̂  + 14x + 13 - 2 y j { x ^  +  15x + 9)(x̂  -  X  + 4)

<=> 4x + 6 = 7(x^ +14x^ -2x^ +51X + 36)

<=>

o

X  >

16x + 48x + 36 = X + 14x -  2x + 51x + 36

3
X >  - -

2 <=> 
x  ̂ + 14x^ -  18x  ̂+ 3x = 0

3
X >

2
x(x -  l)(x^ + 15x -  3) = 0

o x  = 0, x = l, x = -15 + ^ / ^

Kết hợp với điều kiện, ta có tập nghiệm của phương trình đã cho là:
-15 + n/ ^ Ì0: 1:

7 '
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13) Điều kiện: X > -1
Phương trình đã cho tương đương với

.Ị ^  ̂ -  Vx + 3 = -  X + 1 -  Vx + 1
V x + 3

Bình phương 2 vế ta được:

x  ̂ +1 
X + 3

= x ^ - x - l c í > x ‘̂ - 2 x - 2  = 0 o
X =  l - ^ / 3  

X =  l  +  ^/3

Thừ lại ta thấy phương trình đã cho vô nghiệm .
14) Phương trình đă cho tương đương với

(^2x -1  + 'Ỉl2x + l f  = 16x  ̂ o  4x + 3^4x^ - l ( ^ 2 x - l  + ^2x + l) = 16x  ̂

=> 4x + 3x^l6(4x^ -1) = 16x  ̂ o  °

Ta có;

(*) o  54(4x^ -1) = 8(4x^ -1)^ o

3^2(4x^ -1) = 8x^ -  2 (*)

4x^ -1  = 0

4x^ -1 3^3

1
X =

2

1 3>/3+2 ’
X =  ±  — . ---------------

2 V 2
Thử lại ta thấy các nghiệm thỏa phương trình .

V ậ y T . Ị o ; 4 ; 4 | Ẹ Ì

Bài 2
1) Điều kiện: X > -1

* Với X  = 0 ta thấy bất phương trình luôn đúng
* Với X  7̂ 0 => 1 -  Ĵx + l  7t 0 . Ta có bất phương trình tương đương với:

X^(l -Vx + 1)  ̂ . _  I 7,2 ,------  _  ----- 'T-— > x - 4 o ( l - V x  + l) > x - 4
(1 + Vx + 1)^(1-V x + 1)2 

<=> Vx + 1 < 3 o  X < 8 .
Vậy nghiệm của bât phương trình đã cho là: T = [-1 ;8 ). /

2) Điều kiện: X > 2 .
Bất phương trình o  2y/2(x2 -4 ) + 2 x -3 > 7 -2 x c í>  V2(x2 > 5 _ 2x

[x > 2 (đk) 5T H I: ' o  X >  — .
5 -  2x < 0 2
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TH2:
5 -  2x > 0 2 <  X <  -  10 -  /̂34 5

2 <=>------ -----< x <  —
2 2

2x  ̂ -  20x + 33 < 0[2(x^ -4 ) > (5-2x)^

Lấy hop hai trường hợp ta có nghiệm bất phương trình là: X >

3) Điều kiện:
X > 0
X < -3 (*) . 
x = - l

Bất phương trình o  2x  ̂+ 5x + 3 + 2>/(x + 1)̂  x(x + 3) < 4(x +1)^ 

<=> 2yl(x + l f i x ^  +3x) < (x + l)(2x + 1)

«• 4(x + l)^(x^ + 3x) < (x + l)^(2x + 1)̂  (do đk (*)).
"x = -1 

1 •o ( x  + i r ( 8 x - l ) < 0 o
X <

8

Kết hợp với (*) ta có nghiệm của bất phương trình là:

4) Điều kiện X >
 ̂ 2

X =  - l

X < -3
„ 1 0 < X <  — 

8

Cách I: Bất phương trình

<=> yj2x + 1 < - X ^  + X + 1 Cí> •

<=> <x<

1
- 4  <  X 

2
x = 0

1 + Vs 1
- — < X

2 <=> 2
-  x'^ > 0 2/ 2 X ( x  -

l + Võ 1- — < X
2 2

o  •
' x  =  0

- 1 > 0 X < 1-

-x^ +  X +  1 >  0 
1

X >  -  —
2

2x +  1 <  (x  ̂ -  X - 1)̂  

1 + n/s

1 + n/õ

<=>
X = 0

- - < X < 1 - S Ỉ 2 '

2

Vậy T 4 ;1 - 7 2 u |« Ị.

Cách 2: Bất phương trinh <=> (x +1)^ -  (2x + 1) + \j2x +1 -  (x +1) < 0 

2 1 0 -7 /-





1 1
< X < ^---- — 25 A  is —

o  < 2 2
2Ậ2x + l)(2x^ -  X + 1) < 2x  ̂+ X + 2

<=>

o

1 ' 1-— < X < -  
2 2 <=>

4(2x + l)(2x^ -  X + 1) > (2x  ̂+ X + 2)̂

\ l o | .

1 1
- — < X < —

2 2
4x'‘ -  12x  ̂+ 9x  ̂ > 0

1 ■ 1
- — < X < -  

2 2 <=> X E z i  i
2 ’2

lẤ -L  
2 ’2 \ ( o ị .

x^(2x-3)^ > 0

Vậy nghiệm của bất phương trình là: X e

7) Điều kiện: X > 4 hoặc X < 1.
* Trường hợp T. X > 4 . Ta viết bất phương trình dưới dạng:
Ậ x  -  l)(x -  2) + V (x -ljõ r -^  > 2 Ậ x  -  l)(x -  4) hay 

o  Vx- l(-\/x- 2 + \/x - 3) > 2 V x -lV x -4
o  (Vx -  2 + -v/x -  3) > 2\Jx-  4 <=> \J x -2  -  Vx -  4 > Vx -  4 -  ^ |x -3  
Vì X > 4 nên vế trái dương còn vế phải âm, bất phương trình được 
nghiệm đúng. Vậy X > 4 .
* Trường hợp 2: X < 1. Ta viết bất phương trình dưới dạng:
7(1 -  x)(2 -  x) + 7(1 -  x)(3 -  x) > 27(1 -  x)(4 -  x)

<=> 7 l -  x(72 -  X + 7s -  x) > 27i -  x74 -  X (*)
ẢT/2ử 7: X = 1 thỏa bất phương trình (*), suy ra X = 1 là nghiệm.
Khả năng 2: X <1 bất phương trình (*) tương đương với
72 -  X + 7s -  X > 274 -  X <=> 72 -  X -  74 -  X > 74 -  X -  7s -  X .
vế  trái âm, vế phải dương, bất phương trình vô nghiệm.
Vậy nghiệm của bất phương trình là: X > 4 hoặc X = 1 .

8) Điều kiện: X > i  .
2

Bất phương trình viết lại: -\/^x + 2)̂  + 2(2x - 1) > X + 2 + 7 2 x - l  

[u = 72x - 1 > 0 phương trình trở thành

(*)

Đặt
V = X + 2

72u  ̂ + 2v  ̂ > u + V o
u + V > 0

|2u^ +2v^ > (u + v)̂
c?> u #  V

x + 2> 0
Giả sừ u = V tức 72x - 1 = x + 2-t>-Ị ” o x  = l  hoãc X = 5 ,

x̂  -  6x + 5 = 0
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Vậy để u  V <=> X e 1± .0 0 và X 1, X 5 .

9) Điều kiện: -2 < X < 2
Bằng cách nhân lượng liên hợp ta được bất phương trình tương đương

6x -  4 2(6x -  4)
V2x + 4 + 2V2 -X  +16

<=> (3x -  2)[79^^^TĨ6 -  2(V2x + 4 + 2n/ 2 - x)] > 0 (*)
Lại thực hiện phép nhân liên hợp bất phương trình (♦) tương đương với: 

(3x -  2)[9x'  ̂+ 16 -  4(12 -  2x + 4^8-2x^ )] > 0 tức 

(3x -  2)(9x^ + 8x -  32 -  W s - 2 x ^ )  > 0 hay

(3x -  2)(x 2y[8^ 2 x ^  ) ( 8  +  X + 2n/s^ 2x- )̂ > 0

Vì x > -2 = > 8  + x + 2^8-2x^ > 0 nên bất phương trình cuối cùng tương 
đương với

Í3x -  2 > 0

(3x-2)(x -2^/8^ 2x^)>0 o
[x-2yj8-2x^ > 0 
Í3 x -2 < 0

: -2yj8-2x ‘̂ < 0

s = i-2;^ì u
L 3j 3V J

10) Điều kiên: X >  .
2

Bất phương trình <=> . —  (1).
n/2x + 9 \/2x + 1+1

* Neu X = 0 => (1) đúng.

* Nếu X >  0 (1) <=> \/2x + 1 + 1 < Vsx +  9 o  2yj2x +  1 < 7 o 0 < x <  —
8

* Nếu - — < X < 0 => (1) o  yj2x + l +1 > V2X + 9 vô nghiệm.
2

Vậy tập nghiệm bất phương trình là: T = 45

Bài 3.
1) Điều kiện: X > 2 .

Ta thấy X -  3 là một nghiệm của phương trình nên ta biến đổi:
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7x + 6 + sVx -  2

e. Vx + 6 -  3Vx-2 = ~ .
yjx + 6 + 3\Jx -  2

Suy ra phương trinh Ci> (x -  3)(2

cần giải phương trình:
/ 8

Vx + 6 + sVx -  2
) = 0 đến đây ta chỉ

2 - I------  , -----= 0 <=> Vx + 6 :H3Vx - 2 = 4 <r> X = — - .
Vx + 6 + 3V x-2  2

Vậy phương trinh đã cho có hai nghiệm X = 3 và X =

2) Điều kiện: X >  — .
3

1 1 -3 n/5

Phương trình cho <=> VlOx +1 -  Vsx + 4 + Vsx - 5  -  V 2 x - 2  = 0
X -  3 X -  3

VlOx + 1 + Vsx + 4 Vsx -  5 + V2X -  2
= 0

o  (x -  3) _______ Ị_______  _______Ị______
VlOx + 1 + Vsx + 4 Vsx -  5 + Vsx -  2

= 0

o  X = 3 (thỏa điều kiện).
5Biêu thức trong ngoặc luôn dương với X > — .
3

Vây X = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

Điều kiện: -Ạ < X < 6 
3

Phương trình <r> yjsx + 1 -  4 + 1 -  Vs -  X + 3x  ̂ -  14x - 5  = 0

3 x - 1 5  x - 5  ,
o  , -----+ ------- , + (x -  5)(3x + 1) = 0

Vsx + 1 +4 1 + -y/õ”-  X

3 1<=> (x -5 )

Vì

yjsx +  1 + 4  V o  -  X + 1 

1

+ 3x +1 = 0

 ̂ 1 ^
3 ’"

■■ , -----+ , -----+ 3x + 1 > 0 Vx e
V3x + l + 4  V o - x + l

Nên phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X  = 5 .
4) Điều kiện: 0 < X < 1 .
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Ta thấy phương trình có một nghiệm X = — nên ta phân tích ra thừa sổ 

(2 x - l) .

Phương trình o  (1 + x^)Vl -  X  =  (2x + x^)yỊ\

<=> X^(Vl -  X  -  -y/x) + (V l -  X -  2x\fx) = 0

<=> x^(l-2x) 1 - X - 4 X ' " = 0
Vl -  X + yíx Vl -  X  + 2 x j x  

x^(l-2x) (l-2x)(2x^ +X + 1) _ Q
Vl -  X  + \fx y j l - x  + 2x\fx

o  (1 -  2x) X" 2x  + X + 1

V l -  X + yfx V l -  X + 2xV x

(Do > 0 ).
V l - x + v x  v l - x + 2 x v x

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = —.
2

5) Ta thấy nếu 2x  ̂ =2x + l o 2 x ^ + l  = 2x + 2 (*) thì hai vế của phương 
trình bàng nhau nên ta phân tích ra thừa số 2x  ̂ -  2x - 1 .

Phương trình <=> (^2x^ + 1 -  ^2x + 2) + i^2x^ -  ^2x + 1) = 0 

2x  ̂ -  2x - 1

0 o  X  =  —  
2

^(2x  ̂+ 1)̂  + (̂2x  ̂+ l)(2x + 2) + ^(2x + 2Ý

2x" -  2x -1

yíÃỹ + ^2x^2x + 1) + ^(2x + lf

o  (2x^ -  2x -  1)A = 0 <=> 2x'̂  -  2x -1  = 0 

(do X  > -1 nên A = ^
(̂2x  ̂+ 1)̂  + (̂2x  ̂+ l)(2x + 2) + ^(2x + 2 f  

1

^ÍÃx^ + ^2x^(2x + 1) + ^(2x + 1)2

là nghiệm của phương trình đã cho. 

6) Điều kiện: X > -2 . Phương trình tương đương với

>0).

o  X  =
1 ± n/3

2(Vx + 2 -  2) = x  ̂ -  8 <=> (x -  2) X + 2x + 4 -
Vx + 2 +2

= 0
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Do + 2x + 4 -  -
o

> x^ + 2 x + 4 -  4  = x^ + 2 x + 3 > 0
Vx + 2 + 2 2

Nên ta có X = 2 là nghiệm của phirofng trình đã cho.
7) Đặt a = Vx  ̂ -  9x + 24; b = Vbx  ̂ -  59x + 149 => a -  b = 5 -  X  (*)

Phưorng trình o 5x^ -5ŨX + 125

<=>

a + b
X = 5
a + b = 5x -  25 (**)

=  X -  5 <=> (x -  5)(a + b -  5x + 25) = 0

X > 5
Từ (*) và (* * )o  a = 2x-10  o  . „

[3 x ^ - llx  + 76 = 0 VN
Vậy X = 5 là nghiệm của phương trình đã cho.

8) Điều kiện: X > -1
Phương trình <=> ^ x - 2  -1  + Vx +1 - 2  = 0 

x - 3  x -3o  r -  - —---------------+ ....---- = 0 o x  = 3.
y(x -  2 f  + ^ x - 2  + 1 vx +1 + 2

9) Phương trình tương đương với (x +1)^ -  8 = 3(^3x + 5 -  2)

<=> (x-1) (x + 1)̂  + 2(x + 1) + 4

<=>
X = 1

L T  X /  —  u  —  ĩ-ỉ\ \  UA. T u ~  £àỊ

9(x -1)_______

^(3x + 5)2 + 2^3x + 5 + 4
'x = 1 o

1 =  9 X =  -2[(x + 2Ỹ + 3][(^3x + 5 + 1)2 + 3] = 9 

10) Điều kiện: 17 -  X® > 0 . Đặt t = X® ; t > 0. Ta có phương trình 
V l7 - t  + ^ l - 2 t  = 1 o  V l7 - t  -  2 + l - ^ 2 t - l  =0

<=>________________ ____________________  ________2(1 - 1)________
V(17-t)® + 2t/(17-t)2 + 4^17- t  + 8 1 + ^ 2 t - l  + ^(2t -1)2

<=>l-t  = 0 o t  = l<=>x = ± l. Thỏa mãn điều kiện

=  0

11) Phương trình <=> 2\J\^ + 2 x - l  = x'' -  2x -1
1 -x

(do X = 1 không là nghiệm)

x  ̂ -  2x -1<=> 2(Vx2 +2x - 1 -  2) = -  4 o
1 -  X

2(x2 + 2 x - 5 )  _ x2 + 2 x - 5
1 - xVx2 + 2x - 1 + 2

o  (x2 + 2x -  5)(Vx2 + 2 x - l  + 2x) = 0 

Vậy phương trình có nghiệm là X =  -1 ±  -y/ẽ

12) Phương trình o  \/x2 -  2x + 3 = 2LJJ: (do X = -1 không là nghiêm)
x + 1

<=>Vx2 - 2 x + 3 - 2 =   ̂ "*~̂ - 2
X +1
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-  2x -1  x  ̂ -  2x -1

2x + 3 + 2 x + 1
<=>

x  ̂ - 2 x - l  = 0

-y/x̂  -2 x  + 3 = X -1  (VN)

o  X = 1 ± .
13) Điều kiện: X > 0

Phương trình o  —— —  = V2x  ̂ -  2x  ̂+ 4x
X - 1

(Do X = 1 không là nghiệm PT)

<=> 2x -2 x  + X - 6  , /o 3 ~---------------------- (x + 2) = v2x -  2x + 4x -  (x + 2)
X - 1

o 2x^ -3 x ^ - 4 2x  ̂ -3 x ^ -4

\j2x^ -  2x  ̂+ 4x + X + 2 
o  2x^ -  3x^ -  4 = 0 o  (x -  2)(2x  ̂+ x + 2) = 0<=>x = 2 

14) Điều kiện: X > 0
Phương trình tương đương với

,/-------  7 /— -x^ + 2x -  1 x  ̂ -  2x + 1v2x - 1  -  X  = +1 -  v2x o --------- -■— , = , -----
x^ + x^2x -  1 + ^(2x -1)^ ^ /x ^ + l+ ^ /^

- 1 + s<=> x  ̂ -  2x + 1 = 0 <=> (x -  l)(x + x - l )  = 0 o x  = l ,x  =

15) Phương trình tương đương với
^12x^ + 46X -15  -  (2x + 1) -  (^x^ - 5 x  + l  - 1) = 0

<=> -8x^ + 40x -  16 x  ̂ -  5x + 2
B

=  0 (*)

Trong đó:
A = ^(12x^ + 46x -  15)̂  + (2x + l)^12x^ +46x-15 + (2x + 1)̂

= ^12x^ +46X-15 2x + l + -(2 x  + l)^ >0 
4

, x2
B = ^(x^ - 5x + 1)̂  + ^x^ - 5x + 1 + 1 = ^x^ -  5x + 1 + — + ^ > 0

V 2J 4

Nên (*) <=> x  ̂ -  5x + 2 = 0 <=> (x -  2)(x  ̂+ 2x -  1) = 0 <íí> 

16) Điều kiện: X> '\Í2

2J 4 
X  = 2
x = - l± ^ /2 ’

Phương trình o  (^x^ -1  -  2) + (x -  3) + - 2  -  5
(x-3)(x + 3)c> ■, . "1= ---- + (x -3 )=  —

ự(x^ -1)^ + 2^x^ -1  + 4 Vx  ̂-

(x -  3)(x  ̂+ 3x + 9)

2+ 5
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o

Ta có:

1 +

X  = 3
,  X  + 3 x  ̂ 4- 3x 4- 9

7(x^ - l f  +2^x^ - 1  4-4 ylx^ - 2 + 5

x  ̂ 4- 3x 4- 9 x  ̂ 4- 3x 4- 9 x  ̂ 4- 3x 4- 9

(*)

i. - 2 + 5  y j x ^ - l  + 5 x - l  + x^+x + 1
2

+ 5

2(x  ̂ + 3x + 9) 
x  ̂ + 2x + 10

> 2

x+3  ̂ x+3 ^ x + 3
^(x  ̂ - l f  +2^ x ^  - 1 + 4  ^ { x - l f { x  + l f  +4   ̂+
__„ ..1

<2

Suy ra (*) vô nghiệm.
Vậy X = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

Bài 4.
1) Điều kiện: 2 < X < 4 .

Bất phương trình đã cho tương đương với 
Vx -  2 - 1 + V4 -  X -  1 > 2x  ̂ -  5x -  3

X -  3 X -  3
Vx -  2 + 1 \J4 -  X  + 1

> (x -  3)(2x + 1)

o  (x -  3) 1__________ 1
Vx -  2 + 1 -74 -  X + 1

2 x - l >0 (*)

Ta có: ■— ——  < 1; ■ ^ —  = > /2-1; 2x + l> 5
V x - 2 + l  V4-X+1 v 2 + l

Suy ra ^ -------- ■— ^ -------2x -1  < 0
V x - 2 + l  V4-X+1

Nên (*) X -  3 < 0  o  X < 3 .
Vậy nghiệm của bất phương trình là: 2 < X < 3 .

2) Điều kiên: X > -  —
2

Bất phương trình tương đương với

V õ rT 2 )M ^ /2 ^  _  ̂2) -  [^/Õ/72)^TÕ/2T^ _ (x + 2)] > x2 -  2
Đặt A = V4x + 6  + X  + 2 -

B = (̂x  ̂+7x^ +12x + 6)'̂  + (x + 2)^x  ̂+7x^ +12X + 6 + (x + 2)̂  
Ta có A,B > 0.
Khi đó bất phương trình

o (x + 2)  ̂ -  (x  ̂ -  2) -  (x + 2)  ̂ (x + 2)  ̂ -  (x  ̂ -  2) -  (x + 2)  ̂  ̂ 2
B

>  X  - 2
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o  (2-x^) ( Ấ  1  1 —  +  —  +  1
A B

> 0 o 2 - x ^ > 0 < = >  -^/2 < X <  V2 .

Kết hợp điều kiện, ta có nghiệm của bất phương trình đã cho là:
- \ Í 2  <  X  <  \ Í 2  .

3) Điều kiện: X > —

Bất phương trình o  sV2x -  3 + s V x ^  = 6V(2x-3)(x + l) + 4 

o  4(2n/2x -  3 - 1) + 3x/x + l ( l  -  2n/2x - 3 )  > 0 

(2n/2x -  3 - 1)(4 -  3Vx + l) > 0
(8x - 13)(7 -  9x)

(2^2x -  3 + 1)(4 + 3n/x + 1)
 ̂ 7 13>0ci> — < x <  —  

9 8

' ' ' 3 13Kêt hơp điêu kiên ta có nghiệm bât phương trình là: — <  X <  —  .
2 8

4) Điều kiện: X > 1
Bất phương trình o  (4x + 3)16 < 16(Vx - 1 + Vx + 3)^

o 4 x  + 3<2x  + 2 + 2\lx^ + 2x -  3 <=> 2x + 1 < 2\/x^ + 2x -  3

<=> (2x +1)^ < 4(x^ + 2x -  3) <=> X >  —  .

Vậy nghiệm của bất phương trình đ ã  cho: X >
13

Bài 5.

1) Phương trình o  x  ̂+ 3x -  sVx^ + 3x + 2 = 0 

Đặt t = yjx^ + 3x, t > 0 .
Phương trình trở thành: t^ - 3 t  + 2 = 0cí>t  = l , t  = 2

• t -  1 o  Vx  ̂ + 3x = l o x ^ + 3 x - l  = 0 o x  = —̂ .
2

• t = 2<=>x^+3x- 4  = 0cí>x = l, x = - 4 .

2) Phương trình o  3(x  ̂-  3x  ̂+ 3) + 2a/x  ̂ -  3x  ̂+ 3 - 5  = 0 /

Đặt t = yjx^ -  3x  ̂+ 3, t > 0 , ta có phương trình:

3 t ^ + 2 t - 5  = 0<=>t = l , t  = - -  (loại)

t = 1 o  Vx  ̂ -3x^ +3 = 1 o  x̂  -  3x  ̂ + 2 = 0
"x = 2

o ( x - 2 ) n x  + l) = 0<i>
-1
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Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm X =  -1; X =  2 .

3) Đặt t = - 4 x , t > 0 . Suy ra (x -2)^ = x  ̂ - 4x + 4 = + 4

Ta có phương trình (t^ + 4)(t +1) = 10 o  + 4t -  6 = 0

o  (t -  l)(t^ +2t + 6) = 0 o t  = l

<=> \lx^ -  4x = l<=>x'^-4x- l  = 0<=>x = 2±V5.

4) Đặt t = ^ x - 4  => X = + 4 . Thay vào phương trình ta có:

2^21^ + 7 -  £ = 5 o  2yj2t^ +7 = t + 5
ít > - 5  ít > - 5
8t  ̂ + 28 = t  ̂ + lOt + 25 Ịst^ -  t  ̂ -  lOt + 3 = 0

t = 1

o

J t > - 5
ị(t  -  l)(8t^ + 7t -  3) = 0 

Với t = 1 => X  = 5

- 7 ±  VĨ45 _Với t  = -------- — ----------= >  X
16

<=>
t = -7±^/Ĩ45

16

-7±x/Ĩ45
16

+ 4.

5) Điều kiện: X > 0
•  X  = 0 không là nghiệm của phương trình
•  X  > 0 , chia hai vế phương trinh cho \í\  ta được

\fx + + Jx + — -  4 =3
Vx V X

Đặt t = /̂x + , t > 2 .
vx

Suy ra t̂ 1 1 9= x + — + 2=>x  + — = t ^ - 2
X X

Thay vào phương trình ta có được:

t + y/t  ̂ - 6  = 3 o  Vt  ̂ - 6  = 3 - t

t < 3  5
| t ^ - 6  = 9 - 6 t  + t  ̂ 2

1 25 „ ,. 2 17 1  ̂ 1<=>x + —= ------2 o x  -  — x + l  = 0 o x  = 4,x = —.
X  4 4 4

6) Ta thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình
Vớr X 0, chia hai vế phương trình cho X ta được:
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x - -  + ? | x - - - 2  = 0

Đặt t = ^x -  — . ta có được phưong trình;

t ^ + t - 2  = 0 o ( t -  l)(t^ + t + 2) = 0 o t  = l

Với t = 1 o  ^x = l <=>x ^- x - l  = 0 o x  = . Vậy T =

7) Ta thấy X  < 0 không thỏa mãn.
Khi đó phương trình tương đương với hệ 

X > 0

Í1 + V5 '

4 - 1

—  

í::— 2 L  1
/

íV 2  -  x̂  +  , 2 -  — = 4 - X +  —
[ 1 V 1

r . .  1 [2<y<4( l )
Đặt X + — = y , ta được ị I------—------

X [4- (y2-2)  + 2V5-2(y2-2 ) =(4-y)2(2)

Xét (2) o  ^9 -  2y  ̂ = y  ̂ -  4y + 5 o  y‘* -  8y^ + 28y^ -  40y + 16 = 0

o  (y -  2)(y^ -  6y^ + 16y -  8) = 0 
<=> (y -  2)((y -  2)(y  ̂ -  4y + 8) + 8) = 0

Dần đến y = 2 (do ((y -  2)(y  ̂ -  4y + 8) + 8) > 0 với mọi y thỏa mãn (1)). 
Từ đó phương trình có nghiệm là X = 1 .

8) Ta thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình 
Với x * 0 , chia hai vế phương trình cho x̂  ta có được

2^ 4 „ 2 í J  2+ —  = 6 + — + X -  —+ 1 3 X - -
x ^  X l X j V X

o í  2^
2 r 2 1 2 -í 2^ oJ f 2'ị

X ------ — X - -  + 1 a X -  -  + X ------ + 2.3 X ------
l X j V X

-2 = ,0

Đặt t = ^x -  — , ta có phương trình

t® -  (t^ + l)t + + 2t^ -  4 = 0 o  t® - 1"* + + 2t^ - 1 -  2 = 0
0 í t = ±1»  (t^ -  l)(t^ + t + 2) = 0 o  ,

t'* + t + 2 = 0
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• t = l o ? l x -  — = l o x ^ - x - 2  = 0 o x  = - l ,  x = 2

t = -1 <=> ,3|x -  -H. = _1 <r> + X -  2 = 0 o  X = 1, X = -2

t^ + t  + 2 = 0<=> ( 2 l ì
z

í l ì+
l  2j l 2 j

+ — = 0 vô nghiệm.

Vậy T = |±1;±2|.

9) Điều k iệ n /-2 < X <  6

Đặt t = ylx + 2 + Ve -  X,  t > 0 , suy ra = 8 + 2sJ(x + 2)(6 -  x) (*)

' t  = 4
Ta có phương trình; t + 12 = 2(t^ -  8) o  2t^ - 1 -  28 = 0 o

t = (lt>ại) 
2

Với t = 4 , thay vào (*) ta có:

16 = 8 + 2'i-x^ + 4x + 12 <=> V-x^ + 4x + 12 = 4 c i > x ^ - 4 x  + 4 = 0 o x  = 2.
Vậy T = | 2 | .

10) Điều kiện: X > -1 .
Đặt t = yị2x + 3 + yịx + 1, t > 0 => = 3x + 2yj{2x + 3)(x + 1) + 4 (*)

Phương trình trở thành; t = t ^ - 2 0 o t ^ - t - 2 0  = 0 o t  = 5
Thay t = 5 vào (*) ta được:

r —y----------  í - l < x < 7
21 -  3x = 2v2x^ + 5x + 3 o  •{

[441 -  126x + 9x^ = 8x^ + 20x + 12

^ l l _ x _ 7  <=>x = 3 là  nghiêm của phương trình đã chí
[x^ -  146x + 429 = 0

11) Điều kiện: X e  [-2; 2]

Đặt t =  3V2 + X -  6 ^ | 2  -  X  => 9(10 -  3x -  4 ^ 4 -x ^ )

Phương trình đã cho trở thành: t ^ -9 t  = 0 o t  = 0 hay t = 9.

Với t  =  0 :  3V2 +  X =  6 \ j 2  -  X  < = > | ^ “ ^  o x  =  —.
[2  + X =  4(2 -  x) 5

Với t = 9: 3V2 + X -  6n/2 -  X = 9 (điều kiện: -2 < X < 2)
V2  + X = 3 + 2 V2 -X  <=> 2 + X = 9 + 1 2 V2 -X  +4(2 -  x)

<=> 12 V2 -  X = 5x-15  (vô nghiệm).

V ậ y T  = | i Ị .
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12) Điều kiện: -1 < X <  1 .

r»-*  ̂ v l - x ^  X 1Đặt t =  --------+ , => = —r + + 1.
V ĩ ^ 2 1 2 

X 1 -  X

Phương trình đã cho trở thành: 2t^ + 5t + 2 = 0 o  t = -2 ;t = - ỉ .

t = -2 o 1-x^

n/i ^
-2 <=>

* t = -2 o
^ / ĩ ^  2

1 ,. — o

- 1  <  X <  0

1 » x  = —ị .

X 1 -  X

- 1  <  X <  0

2 3 hệ vô nghiệm,

x" 1 -  x"
J_ x̂  ____
-2 1 _ x2 ~ 4

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X =  — ^ .
V2

13) Đặt t = X + ^35 -  X

<=> =  3 5  +  3 x ^ 3 5  -  x ^  ( x  +  ^ 3 5  -  x ^ ) => x ^ 3 5  -  x ^  =  ^ ^  ( * )

-  35Phương trình đã cho trở thành: -------- .t = 30 o  t = 5 thay vào (*) ta có:
3t

x ^ 3 5  -  x ^  =  6 o  x ^ ( 3 5 - x ^ )  =  2 1 6  o  X® - 3 5 x ®  +  2 1 6  =  0  <=> 

14) Điều kiện : - 1  <  X <  1 .

Phương trình o  (x + Vl -  x''̂  )(1 -  xVl -  x^) = X\l2{l -  x^). 

Đặt t = X + Vl -  x̂  =>  ̂ = xVl-x^ . Ta có phương trình:

t(l -  -í— = n/2 o  t® + yỈ2t^ -  3t -  >/2 = 0 
2 2

X  = 3 
x  =  2

■ (t-V2)(t^ +2^Í2t + l) =0 = 42 t = 42
t = - n/2 ± 1+ 2-j2t + 1 = 0

* t = /̂2 <=> x +Vl-x'^ = n/2 <=> \/2 -  X  = Vl-x^

o  ( \ ^  -  x)  ̂ = 1 -  x̂  (do |x| < 1) <=> 2x  ̂ -  2^/2x + 1 = 0 <=> X  = .
\ 2

* t = —v/2 - 1 Cí> X + Vl-x^ = - 1 - ^ 2  vô nghiệm, do VT > -1 > VP
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/

• t= -^ s + lo ^ / ^ :7 = l-v ỉ -x o H - ’‘ - ' I '^
[x  ̂ - d - V 2 ) x -

nghiệm.
n/2Vậy phương trình có một nghiệm: X =  —  .
2

15) Điều kiện: X > - 1 .

hệ vô
- V 2 + l  = 0

Phương trình o  5\l(x + l)(x^ -  X + 1) = 2(x  ̂ -  X + 1) + 2(x + 1) 

o 2  -5.1—- - — +2 = 0 (Do x ^ -x  + 1 >0 Vx).
x ^ -x  + 1 V x^-x  + 1

Đặt t = x + 1

* t = 2 o

X -  X + 1 

x + 1
X -  X + 1

, t > 0 , ta có: 2t^ -  5t + 2 = 0 o  

= 4 <=> 4x^ -  5x + 3 = 0 phương trình vô nghiệm.

t = 2

t = i
2

* t = — o  ^  ^ ^— = — o x ^ - 5 x - 3  = 0<=>x = 
2 x  ̂ -  X + 1 4

5±>/37

16) Ta có
x'* + x̂  + 1 = (x'̂  + 1)̂  -  x̂  = (x̂  + X + l)(x  ̂-  X + 1) > 0 , với mọi X.

Mặt khác x  ̂ -  3x + 1 = 2(x  ̂-  X + 1)-(x^ + X +1) nên chia hai vế của 
phương trình cho x  ̂+ X + 1 ta được:

X -  X + 1
X + X + 1

1 = Vs |x^ -  X + 1

Đặt t = x  ̂ -  x + 1 
x  ̂ + X + 1

3 V + X +1

,t > 0, ta được:

2t^ - 1 = t = 0 <=> 6t^ + \Í3t -  3 = 0, ta đươc t = —  (loai t =
3 3 2

Từ đó phương trình có nghiệm là X = 1
17) Điều kiện: X > - 2 .

Phương trinh <=> x  ̂-  3x(x + 2) + 2yj{x + 2 f  = 0 .

Đặt a = Vx + 2 ,a > 0 ta có phương trình

x  ̂-  3xa^ + 2a^ = 0 o  (x -  a)^(x + 2a) = 0 o x  = a, x = -2a

• X = a o  X = Ĵx + 2 <=>
| x > 0
x̂  -  X -  2 = 0

<=? X = 2.
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• 2a = - X  <=> 2\Jx +2 = - X  <=>

Vậy T = |2 ;2 -2 n/31 .
18) Điều kiện: X > 2 .

| x <0
x̂  -  4x -  8 = 0

o  X  = 2 -  2yỈ3 .

Đặt a = \ l x -  2; b = Vx̂ -ÕmÕ̂  ; a, b > 0.
Ta có: x  ̂ -  6x + 11 = (x  ̂ -  X + 1) -  5(x -  2) = b  ̂-  5a  ̂

x  ̂ -  4x + 7 = x̂  -  X + 1 -  3(x -  2) = b  ̂-  3a^
Nên phương trình đã cho trở thành:

(b  ̂ -5a^)b = 2(b  ̂ -3a^)a

<=> 6a^ -  5a^b -  2ab^ + b  ̂ = 0 Cí> 6t^ -  5t^ -  2t + 1 = 0

o  t = l , t  = — = - ị  • Ta loai nghiêm t =3 2 n 2

(t = ^  > 0) 
b

* t = l o a  = b o x ^ - 2 x  + 3 = 0 phương trình vô nghiệm.

* t = Ậ o b  = 3 a o x ^ - l O x  + 19 = 0 o x  = 5±^/6.
3

Kết hợp điều kiện ta có nghiệm của phương trình là: X = 5 ± >/ẽ.
19) Đặt a = (3x-l)^

Ta có: 18x  ̂ -  13x + 2 =  2(2x - 1)̂  -  X =  2a -  X

81x‘‘ -  108x^ + 56x^ -  12x + 1 = (3x - 1)̂  + 2x  ̂ = a  ̂+ 2x  ̂
Phương tình đã cho trở thành:

2a - x  = Vs(a^ +2x^) O ' a > <=>
a  ̂ -  4ax -  5x  ̂ = 0

Xa > —
2

a = -x; a = 5x

a = - X  o
X

- X  >  ^
2

9x^ -  5x + 1 = 0
vô nghiệm.

* a  -a = 5x o  ■
5x > 2 o  X
9x^ - l l x  + 1 = 0

ll±^/85
18

Thử lại ta thấy phương trình đã cho có hai nghiệm: X  =

20) Điều kiện: X > 5 .

ll.±>/85
18

Phương trình o  Vbx  ̂+ 14x + 9 = v x ^ - x - 2 0  + sVx +1 

o  5x  ̂+ 14x +  9 =  x'̂  + 24x +  5 +  10\l(x +  l)(x^ -  X  -  20)
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2x^ -  5x + 2 = 5yJ{x + l)(x'  ̂ -  X -  20) = 5-y/(x + l)(x + 4)(x -  5)

o  2(x  ̂ -  4x -  5) + 3(x + 4) = 5̂ /(x'̂  -  4x -  5)(x + 4) 

o  2-x ^  -  4 x  -  5  ,  1 x ^  -  4 x  -  5

X +  4
-5,

X +  4
+ 3 = 0.

Đặt t = X -  4 x  -  5  

X +  4
, t > 0, ta CÓ phương trình:

2 t ^  -  5 t  +  3  =  0  o

t  =  1

t = l

*  t  =  l < = > x ^ - 5 x - 9  =  0 o

5  +  V ẽĩ c  /  u -  \ 
ỵ  ----------- _!------>  5  ( n h ậ n )

X =

2
5-^/6 Ĩ < 5 (loại)

* t  =  -  o  4 x ^  -  2 5 x  -  5 6  =  0  <=> 
2

X =  8  ( n h ậ n )

X = (loai) 
2

Vây phương trình đã cho có hai nghiệm: X = ^ - X  =  8 .

Bài 6.
1) Điều kiện; X  £ (-o2; - l - V 2 ] u L - l  + >/2;+oo)

Phương trình 0  x  ̂ + 2x -1  -  2(1 -  x)Vx  ̂+ 2x -1  -  4x = 0 

Đặt t  = Vx  ̂+ 2 x - 1, t  > 0 ta có phương trình:
t  =  - 2 x

t  +  2 ( x  -  l ) t  -  4 x  =  0  <=>
t  =  2

Với t = 2, ta có phương trình:

yjx  ̂ + 2 x - l  = 2 o x ^ + 2 x - 5  = 0 o x  = -l±%/6.  Thỏa mãn điều kiện 
Với t = -2 x , ta có phương trình:

íx < 0
X +  2 x  -  1 =  - 2 x  Ci>

3x -  2x +
VN. Vậy T = ị-1 ± V ẽỊ.

í  1 - V ĩ ^ l Í1 + VĨ7 ì
8V J 8L J

2) Điều kiện; X e

Phương trinh đã cho tương đương với

4x^ -  X - 1 -  (3x +  2)\j4x^ -  X -  1 +  2x  ̂+  5x -  3 =  0 

Đặt t = ^4x^ -  X -  l , t  > 0 . Ta có phương trình:
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-  (3x + 2)t + 2x  ̂ + 5x -  3 = 0 <=>

Với t = 2x - 1 ,  ta có phương trình

t = 2x - 1  
t = X + 3

ị 4x - x - 1  = 2 x - l c ĩ >
1

X >  —  
2

4x^ - x - 1  = (2x-l)^  

Với t = X + 3, ta có phương trình

X > —  _  22 =
3x = 2

V4x  ̂ -  X  - 1 = X + 3 <=> 

10

|x > -3

4x  ̂ -  x - 1  = (x + 3)^
<=>

| x > - 3

3x  ̂ - 7 x - 1 0  = 0

<=> 3 •
X  = -1

V à y T H - I ; f ; f

3) Điều kiện: 0 < X < n/ 2  - 1

Đặt t =  yỈ2x, 0 < t < \J2-\Í2 và X =  —  

Ta có phương trình:

ư S I  s  v a x  = —
2

I có phương trình:

^ 2 - n/ 2 =  1 - 1 o  t ' ‘ +  ^ / 2 t ^  - 2 x / 2 t  +  2 - n/ 2  =  0  

Cí> t'* +  2 y Í 2 t ‘̂  + 2 -  V 2 ( t ^  + 2 t  + 1 )  =  0  o  ( t ^  +  n/ 2 ) ^  -  V 2 ( t  +  1 )^  =  0

<=> t ^ + ^ t  + ^ /2+ t/2= 0  ÌỈ2 -  Ự4V2 -  3^^ 
-  ịỈ2t + ^Ỉ2-ị|2 = 0 ^  ~ 2

Từ đó ta tìm được X =  

4) Điều kiện: X > - 1 .

{ịÍ2 -^|4ịÍ2 -3yÍ2ý
64

Đặt n/ x  + 1 = t(t > 0) ta có phương trình

= (2(t^ -  1) + l)Vt + 2 o  = (2t^ -  l)Vt + 2 o 12t - 1  > 0

t"* = (2t  ̂ - l)^(t  + 2) (*)

Ta có (*) o  4t  ̂ + 7t  ̂ -  4t  ̂ -  8t  ̂ + t + 2 = 0 

»  (t + l)(t^ + t -  l)(4t^ - 1 -  2) = 0

- Ĩ - S  ^ /5 - l l-^/33 l  + ^/33, 
2 ’ 2 ’ 8 ’ 8

<=> t e 1-1;-

Do 2t^ -1  > 0 nên la chọn t =

X = t2 _ l  = ( ỉ ± ^ ) 2 _ l .  
8

1 + V33
8

. Từ đó có
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5) Điều kiện: X < - 1  V  X > 1

• X > 1 chia hai vế của phưcmg trình cho ^x + 1 ta có được

1 - 2  3|
x - 1  
X +1 x + 1

- 1  =  0
x + 1 x + 1

o  6---- í: = — o  64(x - l )  = x + l o x  = —  .
V X + 1 2 63

• X < -1  chia hai vế của phương trình cho ^ x - 1  ta có được
x + 1 
x - 1

-  2 =  - 6|
x + 1 
x - 1

o x + 1 
x - 1

x + 1 
x - 1

- 2  =  0

<=>
x + 1

1<=>X -1  = X + 1 phương trình vô nghiệm.

Vậy T =

6) Đặt ^4x^ -3 x  + l  = a, ̂ 4 x -2  = b => = 4x^ -  7x + 3
Do đó ta có phương trình a^+ a = b ^ + b o a  = b

Suy ra: 4x^-7x  + 3 = 0 o  X è ;1Ị.

7) Phương trình tương đương với

«> ■

(x  ̂+ 2x + 2) -  bJ(x  ̂ -  2 x  + 2)(x  ̂+ 2x + 2) + 6(x^ -  2x + 2) = 0  

x  ̂+ 2x + 2
X -  2x + 2 2x + 2

<=>

x  ̂ + 2x + 2

V x^-
= 2

2x + 2

X + 2x + 2 
x  ̂ -  2x + 2

o

= 3

Sx"" -  lOx + 6 = 0 

2x  ̂ -  5x + 4 = 0 (vn„
<=> X

5±V7

Vậy T =
3 ' 3

8) Điều kiện: X > 3
Đặt t = Vx -  2 -  2y/x -  3 => = 5x -  4-\/x̂  -5 x  + 6 -14
Nên ta có phương trình: 2t = t ^ + l o t ^ - 2 t  + l  = 0 o t  = l 
Hay Vx -  2 -  2\/x -3  = 1 o  Vx -  2 = 1 + 2\Jx-3  

o x - 2  = 4 x - l l  + 4Vx -  3 <=> 9 -  3x = 4-7x -  3 o  X = 3 .
9) Phương trình tương đương với

228 - 7/ -



(x  ̂ -  y j 2 x  + 1) + 6(x  ̂+ \ Ỉ 2 x  + 1) = 5 y Ị { x ^  -  y j 2 x  +  l)(x^ + y Í 2 x  + 1)

^ Ể ^ d ĩ ĩ l l . , Ị Ể l Ẹ I Ĩ , e - 0
X̂  + \Í2x +1 x  ̂+ V2x +1

<=>

x  ̂-  \Í2x +1
x2+V2x + l  ^  _ - bS  ± V Ũ  ^ [ - 5 ^ 2 + V Ũ '

x^ -  \Ỉ2x + 1 
x  ̂+ x/2x + 1

= 3

10) Điều kiện: x < -1  V  x> — .
3

Ta thấy X = -1 là một nghiệm của phưcmg trình
• Với X  < -1 , ta có; 15x  ̂+ x  ̂ -  7x + 7 = (x + l)(15x^ -  14x + 7) < 0 
Do đó phương trình vô nghiệm

• Với X > —, phương trình đã cho tương đương với
3

4(x + 1) + 15x® + x  ̂ -  l lx  + 3 = 4(3x -  l)\J(x + l)(3x -1) 

o  4(x + 1) -  4{3x -  l)V(x + l)(3x -1) + (3x -  l)(5x^ + 2x -  3) = 0

Vì X  =  —  không là nghiệm của phương trình nên chia hai vế của phương 
3

trình cho 3x -1  ta có được:

3 x - l
, x  + l  , , í x  + l  ^ 2  „4 —------4(3x -1),/— —  + 5x  ̂+ 2x -  3 = 0

Đặt t x + l 
3 x - l

3 x - l

, ta có: 4t^ -  4(3x -  l)t + 5x  ̂+ 2x -  3 = 0

A' = 4(3x -  i r  -  4(5x^ + 2x -  3) = 16x  ̂ -  32x + 16 = (4x -  4 r
Nên phương trình có hai nghiệm:

 ̂ _ 2(3x - l )  + 4 x - 4 _ 5 x - 3  ^ _ x  + l  t -------------  ̂ ---  t ----- -̂-

5x -  3+) Với t = —---- , ta có phương trình

X +1 5x -  3

<=>

3 x - l

3
X  >  —

5

<=>
3

X >  ^5
4(x +1) = (3x -  l)(5x -  3)̂  

o  X  = 1 .
75x^ -115x^ +53X-13 = 0
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X “h 1+) t = — —̂ , ta có phương trình

IX + 1 X + 1
3 x - l

o

o
1
3

1
X >  —

3
4(x + l) = (x + l)^(3x-l) 

o  X = 1 .
3x  ̂+ 2x -  5 = 0 

Vậy T = {-1;1}.

Bài 7.Ị
1) Điều kiện: X > 0 .

Bất phương trình o  5(^/x + —̂ )  < 2(x + — ) + 4 .
2n/x 4x

Đăt t  = 4 x +  —̂ , (t>\/2)rí>x + —  = t ^ - l  
2n/x 4x

Bất phương trình trờ thành;
5t < 2(t  ̂- 1) + 4 <=> 2t̂  -  5t + 2 > 0 o  t > 2 (do t > n/2 )

3 - 2V2
1 9

t  >  2  o  X +  —  >  3  <=> 4 x  -  1 2 x  +  1 >  0  o  
4 x

0 < X <

X >
3 + 2^^

Vậy T ( ^ 3 - 2 s Í 2 ] Í3 + 2v/2 ì
V J

u 2

2) Điều kiên:
[2x^ -2x̂  - 2 x  + 2 ^ 1

o  X > 0.

/ 1̂ 2 3
+-7 2 4

Ta có: 1 -  V2(x2 _ X + 1 ) = 1 -^ 2

Nên bất phương trình tương đương với
X -  •v/x < 1 -  yj2(x^ -  X +  1) o  x - \ f x  - 1  + ^2(x  ̂ -  X +  1) < 0
Ta thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình nên chia hai vế phương

x + —-1trình cho \íx ta được ; n/ x  -  - 1 +  2
sjx \

Đặt t = -n/x - =>t  ̂ = x + — -  2, nên ta có bất phương trình
Vx X

t - 1  + yỊm^i. 2 + 1 ) < 0  «  V2 (t  ̂ + 1 ) < 1 - 1

230 - Tl



t < 1 t < 1
o o  t

<=>

[ 2 ( r +  1) <  i - 2 t  +  r  [ r  +  2 t  +  i < 0

'/x — ^  = -lc í> x  + \ / x - l  = O o V x  = —̂ ^ ^
Vx 2

<=> X =
3 - V 5

Vậy T = 3-^/5

3) Điều kiên: X > — .
7

Đặt t = V7x + 7 + V7x -6 , (t > 0) => 14x + 2^49x2 + 7 x -4 2  = -1
Bất phương trình đã cho trở thành:
o  + t - 182 < 0 o  0 < t < 13 o  ^J^x + ^ + V 7 x -6  < 13 (*)

Vì hàm số f(x) = V7x + 7 + v?x -6  là hàm đồng biến và f(6) = 13 
Do đó (*) o  X < 6

Ket hợp với điều kiện suy ra nghiệm của bpt là: T =

4) Điều kiện: X > 1 .

Đặt ị = yỊx + \J x -  1, X > 1 => t > 1 .

Khi đó: = x + x -  l + 2 ^ x ị x -  lj => X + yjx  ̂ - X  =

Phương trình cho viết lại:

+1

t + t^ + l

t > 1

—  < 2 _  + 2 t - 3  < 0 „  í -3 < t < 1 _   ̂ ,2 <=> t <=>1 o  t = 1
ì t > l  l t > l

Với t = 1 tức /̂x + Vx - 1 =1=>X + X- 1  + 2\jx^ -  X = 1

V x ^  - X  = 1 - :o
1 - X > 0  X<1

^  ^  1 9 9 ì ,x^-x  = l - 2 x  + x̂  X =  1
<=> X =  1 thoả mãn X >  1 .

Vậy X = 1 là nghiệm phương trình đã cho.
5) Điều kiện: |x| < 1.

Bất phương trình đã cho viết lai: —------1 + 2 >
1-x^ ^ / ĩ^

tương đương

với:

^ - 3 — - ....+ 2 > 0 (*)
l-x"" í̂ĩ■
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Đặt t =
7 Ĩ ^

khi đó bất phương trình (♦) trở thành -  3t + 2 > 0, giải

bất phương trình này ta được t < 1 hoặc t > 2 .
_________ Y  I------ T

< l o

-1  <  X <  0

V l-x^

-1  <  X <  0
jo <  X <  1 hay ,  1

 ̂ 1 o  -1  <  X <  .

ịl-x2^>x2

Với t >  2 tức - * >  2 <=> X >  2Vl x  ̂ o
yíĩ^

| 0 < X < 1  

|x^ > 4 (1-x ^ )

<  X <  1 .

í  1- ' ' í   ̂ - l ì
[  ’ S Ì [ s ’ )

6) Bất phưcmg trình <r> ^2x + 1| > 4x^ + 4x = (2x + 1)^-1

Đặt t = ^|2x + 1|, t > 0 . Ta có: 4t > - 1 <=> !■* -  4t - 1 < 0

<=> -  2t  ̂ + 1 -  2(t  ̂ -  2t + 1) < 0 o  (t  ̂ - 1)  ̂ -  ( /̂2t -  < 0

o  (t  ̂ + %/2t - 1 -  V2)(t^ -^/2t + ^/2- l )<0<=>t2 + ^ / 2 t - l - ^ / 2 < 0  

o 0 < t < l o | 2 x  + l | < l o - l < x < 0 .

7) Bất phương trình <=> (x  ̂ -  4x)V-x^ + 4x + x  ̂ -  4x + 2 > 0 

Đặt t = V-x^ + 4x, t > 0.
Ta có: -t^ - + 2 > 0 o  (t -  l)(t^ +2t + 2 )< 0 < = > 0 á t< l

-x^ + 4x > 0
[-X + 4x - 1  < 0

8) Điều kiện: - 1 < X < 1 ;  X?t0 
Đặt:

2  +  ^ /3  <  X <  4  

0 < X <  2  -  V s

t = s í ĩ ^

hay

i t i > 2 ^ , ^ = ỉ : i ĩ : + ^ + 2 = T +
1-x" 2 1 2 X 1 -  X

• + 1

Ta CÓ: - 1  + —t + 2 < 0 o  2t^ + 5t + 2 < 0 <=> t = -2 (Do |t| > 2)

o
VĨT!

= -2 o  X = là nghiệm của bpt đã cho.
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9) Điều kiên: X  >  —  .
2

Bất phương trình viết lại: \j2ix + 2Ý + 2(2x-l) > X + 2 + \ /2 x - l  (*)

Đặt ^ V 2 x ^  > 0 phương trình (*) trở thành
V =  x + 2

yj2Ứ  ̂ + 2v  ̂ > u + V <=>
|u + V > 0

12û  + 2v  ̂ > (u + v)^
<=> u V

Giả sử u  =  V tức 

V2)T^ =  X + 2 o
|x + 2 > 0 

x  ̂ -  6x + 5 = 0
o  X = 1 hoặc X = 5 .

Vậy đế u 5Ế V o  X € - ; + 0 0 và X Tí: l,x  5 .

. . .  ju = V x - l , u  > 010) Điều kiện: X > 1 Đặt:
[v = X -  3

Khi đó bất phương trình cho tương đương với: [u + V >  yjv̂  + 2u  ̂
|u > 0

_  í(u + v)  ̂ > + 2u  ̂ _  |2uv > _o  <
u > 0 u > 0

u = 0 
u < 2v

Với u = 0 tức V x-1 =0 vì thế X = 1
Với u < 2v tức V x-1 < 2(x-3 ) , bất phương trình này tương đương:

X - 1 > 0
X -  3 > 0 <=> -i
X - 1  < 4(x -  3 f

X > 1 
x > 3

X > 1
<=> :̂ _ o  X > 3

x > 3
4 x ^  - 2 5 X  +  3 7  >  0  

Vậy tập nghiệm bất phương trình: T = [3;+oo) u  {i}.

11) Điều kiện: x  ̂+ x + 2 > 0 o ( x  + l)(x^ -  x + 2 ) > 0 o x > - l .

Bất phương trình o  s V ( x  +  l ) ( x ^ - X  +  2 )  <  2 ( x  + 1 )  +  2 ( x ^  -  X +  2 )  

x + 1- I  X + 1<=> 5.1----- -̂----< 2-
x ^ -x  + 2 x ^ -x  + 2

+ 2. Đăt t = J — ^ L L l_ ,t> 0
x  ̂ -  X + 2

Ta có: 5t < 2t^ + 2cí> t> 2  V t< Ạ .
2

• t > 2 <=> — ^ ^  ̂ > 4 o  4x^ -  5x + 7 < 0 (vô nghiêm)
x  ̂ -  X +  2
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• t  < 4  <=> X + 1 1 ^ 2  c .  n 5-^/33 5 + V33
<  — Ci> - 5 x - 2  > 0 o  X < ------- -------- v x >

2 -  X  +  2  4 ^  2
Ket hợp điều kiện ta có nghiệm của bất phưcmg trình đã cho là:

, 5-V^ , 5 + r/33-1 < X < ----và X > ------------- f —  .
2 2

12) Bất phưcmg trình tương đương với
(x +1)̂  -  7x^ -  8x  + 5 < ^7x^ + 9 x - 4  

o  (x + 1)̂  + X + 1 < ^7x^ + 9 x - 4  + 7x^ + 9x -  4 

Đặt a  = X + 1, b = + 9x -  4 , bất phương trình trở thành;

+  a  <  +  b  o  (a -  b)(a^ + ab +  ) +  a -  b <  0
o  ( a  -  b ) ( a ^  +ab + b ^ + l ) < 0 o a < b  (do a^ + ab + b  ̂+ 1 > 0 ) 

Suy ra X +1 < ̂ 7x̂  +9x-4 o  x̂  - 4x̂  - 6x + 5 < 0
- l - S

o- (x -  5)(x  ̂ -  X + 1) < 0 <r>
X <

v - ^  V A  o y v A  —  A . -p x ;  u  w  ____

-1 + V 5___ _
-------------- <  X <  5

L 2

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là

- l - V b l  \ - l  + S  ^s =  -a o ;---- -----  u  ----- -̂---- ;5 .
2 2

Bài 8.

1) Đặt _‘̂ -,v > 0, ta có hệ:
v = Vx + l

|u + v = 3 Jv = 3 -  U 

v^-u^ = 3 ^  |(3 -u )^ -u ^  = 3 ^
V = 3 -  u

+ 6u -  6 = 0
v = 2
u = 1

Từ đó ta tìm được X = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình .

2) Đặt V =  ^ 2 x ®  - :

u = V17-X*
, ta có hệ:

| u  -  V =  1  

1 2 u ' ‘ +  =  3 3 '

u = 2Giải hệ này ta tìm được < . Từ đó ta tìm được: X = ±1 .

3) Đặt u = i l l - x  ,  V = Vx; u ,  V g [o; 1] ,  ta có hệ phương trình

[v^ + V + + v^u Ị(u -  v)(u  ̂+ -  u -  v) = 0<=>
4  4  >1u + V = 1 4 4 1u + V =1
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o
u = V =

u = 0 
V =  1

u = 1

Từ đó, ta tìm đươc: x = 0;x = l;x = — .
’ ’ 2

4) Điều kiện: -5 < X < 5
Đặt u = Vs -  X, V =  V õ  +  X (0 < u, V <  V ĩõ) . 

Khi đó ta được hệ phương trình:

=  10

4 4 \ ^— + 2(u + v) = — 
u V 3

(u + v) = 10 + 2uv 
í 9

(u + v)
uv

Hay 

Suy ra

= 10 + 2P 
2S 4S --

4S = (S  ̂ - 10) S - 1
3

2P = - 10

ạ  = s - l
p 3

o  (S -  4)(3S  ̂+ 8S -10) = 0 <=>
s  = 4
3S  ̂+ 8S -10  = 0 (*)

Vì p > 0 => s  > — => (*) vô nghiệm.

Với s  = 4 , ta có p = 3 nên u ,  V là nghiệm của phương trình 
t^ - 4 t  + 3 = 0 o t  = l , t  = 3. Từ đó ta tìm được: X =  4, X =  - 4 .

5) Đăt ^ , ta có hê phương trình
v = ^x + 7

I -  uv = 3
I = 9

_  S ^-3P  = 3 _  ís = 3 íu = l   ̂ íu = 2 o  < o  < _ _ o  < hoặc <
S^-3SP = 9 |p  = 2 [v = 2 lv = l

Từ đó, ta tìm được: x = 1, X = -6 .

6) Điều kiện X > -  —• 4
Ta biến đổi phương trình như sau:

4x^ -  12x -  2 = 2>/4x + 5 <=> (2x -  3)̂  = 2yj4x + 5 + 11 

Đặt 2y -  3 = -v/4x + 5 ta được hệ phương trình sau:

|(2x-3)'' =4y + 5 
i(2y-3)^ =4x4-5

(x -  y)(x 4- y -1 ) = 0
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Với x = y = > 2 x -3  = V4x + 5 => X = 2 + Vs 

Với x + y -  l  = 0=>y = l -  x ^ x  = l -  /̂2 

Nghiệm của phương trình là T = |1 -  \/2; 2 + Vã}.

7) Điều kiện: 2x + 15 > 0 o  X >  

Phương trình

-15

o  V(2x +1) -tr 14 = 8(2x +1)=̂  -  28 o  -  b l l l  + 14 = (4x + 2 f  -14
2 V ^

Đặt u = 4x + 2;v = + ^ 0, ta có hệ:

Trừ hai phương trình của hệ ta có được:

+ — (u -  v) = 0 o  (u -  v)

u = V thay vào hệ ta có: -  — u -14  = 0 <=>

f l ì = 0<=>u + V +  —
2V >

- v  = u^-14  
2

V.u = v^-14  
2

u  =  V

u  =  — -  -  V 
2

u = 4

u = -4- (loại) 
2

Với u = 4 , ta tìm đươc X =  — .
2

u  =  -  V thay vào hệ ta có;

2 1 55 ^  _v'^+4-v- —  = 0 o

1 V ^
V = ------+ ----- -̂-----

4 4
-  1 V ^

4 4
(loại)

1 V ^  , * _ - 9 - V ^Với V = + ■, ta tìm được X = ------------------
4 4 16

8 )  Phương trình o  (2x-1)  ̂ - x  ̂+  X + 1 =  2yj2(2x-l) + x^ -  x - 1

Đặt
| u  =  2 x - l  . . .  u ^ - x ^ + x  +  l  =  2 v

-  x̂  +  X + 1 = 2ux^ + 3x -  3
, ta CÓ hệ;

Trừ hai phương trình của hệ theo vế ta được: 

(u -  v)(u + v) + 2(u -  v) = 0 o u  =  V

u + V + 2 = 0
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+) u = v<=>2x-l = -/X + 3x -  3 o
X >  —

2
3x  ̂-  7x + 4 = 0 

1

<=> x  = 1, X =  —  .
3

+) u + v + 2 = 0 o  Vx̂  + 3x- 3  = - 2 x - l o
X <  - -

3x + X + 4 = 0
vô nghiệm.

Vậy nghiệm của phương trình là: X = 1; X =  — .
3

9) Phương trình o  (3x -  2)̂  -  46 = 27.^27(3x-2) + 46

[u = 3 x -2  - U'' u _  o  u k - 4 6  = 27vĐặt Ị̂-------- , ta có hệ phương trình
[v = ^81x-8  [v^-46 = 27u

Trừ hai phương trình của hệ ta có được:
= 27(v -  u) o  (u -  v)(u  ̂+ uv + + 27) = 0 o  u = V

Thay u  =  V vào hệ ta tìm được:

u® -  27u -  46 = 0 o  (u + 2)(u  ̂ -  2u -  23) = 0 o
u = -2 
u = 1 ± 2Vẽ ‘

Từ đó ta tìm được: X = 0, X =
3±2Vẽ

10) Phương tr ìn h o  (2x- 3)̂  - X + 2 = ^(2x-3) + x - 2  

Đặt u = 2x -  3, V = ^3x -  5 ta có hệ phương trình I -  X + 2 = V

I -  X + 2 = u

Trừ hai phương trình của hệ ta có: (u -  v)(u^ +uv + v^+ l) = 0 o u  = v

Hay 2x -  3 = ^ 3 x -5  o  8x  ̂ -  36x^ + 51x -  22 = 0 

o  (x -  2)(8x^ -  20x + l l)  = 0 o x  = 2,x = ^ ~ ^  .

Vậy T = -̂ 2; 5 ± s ]

11) Đặt a = ^7x + 1;b = -^x^ -  X -  8; c = ^x^ -  8x -1  
1 a + b + c = 2

Ta có hệ;
a"* +b^ +c" =8

Mặt khác: a  ̂ + b  ̂+ = (a + b + c)̂  -  3(a + b)(b + c)(c + a)
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(a + b)(b + c)(c + a) = 0 => hệ <=>
a = -b 
b = -c . 
c = -a

Giải các phương trình này ta được nghiệm của phương trình đã cho:
X = ±l;x = 0;x = 9 .

12) Điều kiện; X > 1

Đặt a = V x -l,b  = sỊb + y jx- l{a  > 0,b > 0) thì ta đưa về hệ phương trình
+ b ^ 5 —> (a + b)(a -  b + l) = 0= :^a-b  + l  = 0=>a = b -  l

b  ̂ -  a = 5

Vậy yỊx-1  + 1 = \Ịb + y fx^ l  <=> Vx -  1 = 5 - X => X =
11-VĨ7

Bài 9.

1) Điều kiện:
3x + 1 > 0
7x + 2 > 0 o
X +  -v/Tx + 2 > 0

2
X >  - 3
^__ T_

V t Ĩm ^  >  - X

<=> X >
7->/57

Xét hàm số f(x) = V3x +1 + a/ xTV txT T  trên D = [-— , ta có:
2

f'(x) = —j Ẳ =  + — 2ỵ7x^+J_ ^ Q gẮ đồng biến
2 V 3 X  + 1 2^Ịx + shx + 2

và liên tục trên D.
Mặt khác: f(l) = 4 nên phương trình đã cho tương đương với

f(x) = f(l) o  X =  1 .

Vậy T = | l | .
r  \

2) Điều kiện: X e D =
:f5

Gọi f(x) là vế trái của phương trình. Ta có y = f(x)là hàm liên tục trên

D và f '(x) = —,77.2----+ —,, + 1 > 0 Vx e D15x  ̂ 2
2yl5x^ -1  3Ệ2X-1Ỷ

Suy ra hàm f đông biên trên D 
Mặt khác f(l) = 4 nên X = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

3) Điều kiện: X > 3
Xét hàm số f(x) = \j2x +1 + 3 \/x -3 , X > 3 
Ta có f là hàm liên tục trên [3;+ũo) và
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f ’(x) = - p Ì = + —  > 0. Vx>3
v2x + l 2 \/x-3

Nên hàm số f đồng biến trên ( 3 ;+ o o ) .

Mặt khác f(4) = 6 nên phương trình đã cho tương đương với 
f(x) = f(4) <=> X = 4 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

, 3
4) Điêu kiện: X < — .

2
Xét hàm số f(x) = Vs -  2x -  2\lx + 2 -  5'

3 vàTa có f là hàm liên tỊic trên

-1 2 r 3̂ 1f '(x) = ------ , -------<0, Vx e
n/ 3 - 2 x 3 Ậ \  + 2 f  V

Nên hàm số nghịch biến trên

Mặt khác f(-3) = 0 nên phương trình tương đương với
f(x) = f(-3) <=> X = -3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

5) Điều kiên; — < X <  — .
2 2

Ta có hàm số f(x) = 3V3 -  2x +

i  1  
2 ’ 2

\l2x - 1 
5

-  2x là hàm liên tục trên

và f'(x) = —f=r—— — ---- 2 < 0 , suy ra f(x)là hàm
V 3 - 2 x  U 2 x - l f

' r 1 3  ̂ 'nghịch biên trên — . đông thời f(l) = 6 do đó bât phương trình
V ^  2 j

<=> f(x) <  f(l) Cí> X >  1 .
' ' ' 3Kêt hợp điêu kiện ta có nghiệm bât phương trình là: 1 < X < — .

2

rv* ì - '  Í2x® -  15x  ̂ + 42x -  29 ằ 0 _  1 ^6) Điêu kiện: 1 o  1 < X < 7.
[ 7 - x > 0  /

Khi đó, bất phương trình tương đương với

V 2 x ^  -  1 5 x ^  +  4 2 x  -  2 9  -  V 7  -  X <  2 V 3  o  f ( x )  <  2 V 3  ( * )

Trong đ ó :  f(x) = \l2x^ -  15x  ̂ + 42x -  29 -  V7 -  X là hàm liên tục trên

3(x  ̂ -  5x + 7) 1 _ -> ry \ 1 ' u ' ™■ >0 nên f(x) là hàmr . |  '  r w  N - O X + / ;  1D = |l ;7 j  và f \ x )  = - j =  = .  + — j ^ =
V 2x"-1 5x^+42 X-2 9  2 V 7 -X

đồng biến trên D.
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Mà ta lại có: f(4) = 2 /̂3 (*) o  f(x) < f(4) X < 4
Kết hợp với điều kiện, ta có nghiệm bất phưcmg trình là: 1 ^ X < 4

7) Điều kiện: X > —
3

Phương trình đã cho tương đương với

2V(3x - 1)̂  + (3x -1) = 2x  ̂+ x'̂  o  f(V 3x-l) = f(x)

Trong đó f(t) = 2t^ + > 0. Ta có f'(t) = 6t^ + 2t > 0, v t > 0

Phương trình đã cho tương đương với

2V(3x - 1)̂  + (3x - 1) = 2x  ̂+ x'̂  o  f(V 3x-l) = f(x) 

Trong đó f(t) = 2t^ + > 0. Ta có f'(t) = 6t^ + 2t > 0
Do đó f là hàm liên tục và đồng biến trên (0;+oo)

Nên f(Vsx - 1) = f (x) <=> X = Vsx - 1 <=> J ~
 ̂ ' [x  ̂ - 3 x  + l  = 0

V âyT  = Ị l ^ ; Ỉ ^ Ị .

o  X = 3 ± s

8) Phương trình đã cho tương đương với

7x  ̂+ 9x -  4 + ^7x^ + 9 x -4  = (x + 1)̂  + (x +1) o  f(^7x^ + 9x -  4) = f(x + 1)
(*)

Trong đó f(t) = + 1 là hàm liên tục và đồng biến trên R

Do đó (*) o  X + 1 = ^7x^ + 9 x -4  o  x  ̂ -  4x^ -  6x + 5 = 0
X = 5

- 1 ± S  ■X =
o  (x -  5)(x + X -1 )  = 0 <=>

V ậyT  = | 5 ; ^ Ị .

9) Bất phương trình đã cho tương đương với
(x -1)" + ( x - l ) ằ -x  ̂ +9x^ -19X + 11

+ V-x^ + 9x  ̂ -19X + 112 2 

o  f(x - 1) > f(^-x^ + 9x  ̂ -  19x + 11) (*).

3Trong đó f(t) = — + 1 là hàm liên tục trên M và có f '(t) = — + 1 > 0
2 2

Do đó (*) o  X -1  > ^-x^ +9x^ -19X + 11 o  (x - 1)̂  > -x^ + 9x^ -  19x + 11
X > 3
1 < X < 2 ’

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là: T = [l;2] u[3;+ooj.

10) Điều kiện:
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2x  ̂+ 6x^ + 6x + 3 > 0 o  2(x + I r  + 1 > 0 o  X > -1  -  -

Phương trình tương đương với

^2x^ + 6x^ + 6x + 3 + X + 1 = ^3x + 5 + ^6x + 11 

o  X  + 1 + V 2Õ r+ ĩ77ĩ = /̂3^ 75  + ^/2(3^rH5ŨĨ 

o f ( x  + l) = f(^3x + 5) (*)

Trong đó f (t) = t + +1 có f '(t) = 1 + 3t''
+ 1

Do đó (*) o  X + 1 = ^3x + 5 <=> x̂  + 3x  ̂ -  4 = 0 o x  = l,x  = -2
Kết hợp với điều kiện, ta có X  = 1 là nghiệm của phương trình đã cho.

11) Điều kiện: X  >  — .

Phương trình o  (Vx + 2 + Vx + 6)(>/2x-l -  3) = 4 (*)

• Nếu V2X -I -  3<0<=>x<5=> VT(*) < 0 < 4 => (*) vô nghiệm.

• Nếu X  > 5 , ta xét hàm số f(x) = (Vx + 2 + Vx + 6)(V2x-l -  3) có:

r  ,x )= ( - 4 = + -  3) : 5 ± ĩ ± 4 ĩ i  > 0 (do X > 5 ).
2Vx + 2 2Vx + 6 V2x -1

Nên f(x) là hàm đồng biến trên (5;+ũo) và f(7) = 4 
Nên (*) có nghệm duy nhất X = 7 .

12) Điều kiên: X  < —  .

Phương trình đã cho tương đương với
2(x  ̂ + x)  ̂ + (x  ̂ + x) = 4(3 -  2x) + 2V3 -  2x 

o f ( x ^  + x) = f (2V3-2x)  (*)

Trong đó f(t) = 2t^ + 1 có f ’(t) = 4t +1.

Do x  ̂+ X  > Vx £ K và V3-2x > 0 nên ta xét hàm f(t) với t > —ị  .
4 - 4

Khi đó f(t) là hàm liên tục và đồng biến trên khoảng  ̂ ' 1-± ;.co

Do đó (*) tương đương với:

+  X  = 2V3 -  2x o
I x  ̂+ X  > 0 
I (x  ̂ + x)  ̂ = 4(3 -  2x)
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o IX  +  X > 0
x  ̂ + 2x  ̂ + x  ̂ + 8x -  12 = 0

o x  ̂ +  X > 0
[(x-l)(x+3)(x^ +4) = 0 

o  X  = l,x  = -3 là nghiệm cúa phương trình đã cho.
Bài 10
1) Ta có phương trình

Cĩ> x'* -  2x^Vx^ - 2 x  + 16 + x̂  -  2x + 16 + x̂  -  4x + 4 = 0Cĩ> x" -  2xWx^ -  2x +  16 +  X -  2x +  16 +  X  -  4x +  4

<=> (x  ̂-^|x^ -  2x + 16 f + { x - 2 f  =0 o  1^  ̂ - ~
[ x - 2  = 0

2x + 16 = 0 o  X = 2 ,

Vậy T = Ị21.

2) Điều kiện: X > -1 . Phương trình o x ^ - 6 x  + 9 + x + l-4> /x  + l  +4 = 0

<=> (x -3)^ + (̂ /5̂ +1 -  2)̂  = 0 <=> <=> X = 3
[Vx + 1 - 2  = 0

Vậy X = 3 là nghiệm của phương trinh đã cho.

3) Điều kiện: X > Ậ .
2

Với X > -  => ^  n/4x̂  -1  + n/4x -1  > 1.
2 Ị 7 Ĩ ^ > 1

Đẳng thức xảy ra khi X = i  .

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = — .
2

4) Điều kiện 0 < X < 2
Đặt t = (x -1)^, ta có 0 < t < 1. Phương trình đã cho trở thành:

Ậ  + ^ Ị Ĩ ^  + = 2t^(2t -  1).

Nhận thấy t > — .Bình phương hai vế và rút gọn ta được:
2

l  + Vt = 2 t ^ 2 t - l ) ^  o  — + ^ ^  = 

V ì t < l - ^ '   ̂ -

2(2t -  i r

=> — + ■ > 2 > 2(2t -1) . Từ đây suy ra t  = l o x  = 2.

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 2 
5) Điều kiện; 2 < X < 4 .

Áp dụng BĐT a + b < ^2(3^ + b^) , ta có:

J x - 2  + \ l ế - x  < ^2(x -  2 + 4 -  x) = 2 .
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Do đó phương trình o  -  2+V 4-X  = nghiệm của
[(x-3)^+2 = 2

phương trình đã cho.
6) Ap dụng BĐT Cauchy ta có:

VT > 2 /̂(2x  ̂+ 1 -  x)(2x^ +1 + x) = 2 /̂(2x  ̂+ 1)̂  -  x̂

= 2̂ 4x̂  +3x̂ +1 > 2

Nên phương trình Cí> - x  + 1 = ^2x + X  + 1 ^  X = 0 là nghiệm của
[x = 0

phương trình đã cho.
7) Điều kiện: X > - 1 .

Ta có: x  ̂ -  3x  ̂ -  8x + 40 = (x + 3)(x  ̂-  6x + 9) + X + 13
= (x + 3)(x-3)̂  + X + 13

>  X +  13 =  i((4x +  4) +  16 +  16 +  16) >  8̂ 4x +  4

Đẳng thức xảy ra o  X = 3 .
Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3 .

8) Điều kiện X > 0 .

^  , ị 2^2 / - f  r.„ /To ol 1 í Vx ^Ta có; —  ■ —  + Vx j <|^(2V2r + x + l

Mặt khác -  6x + 11 = (x -  3)̂  + 2 > 2 .

, i _  2n/2 1Dâu băng o  ■ . = . . .
Vx + 1 \/x + 1

o  X =  —
7

Vậy X = — là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

9) Điều kiện:

3-V Ĩ5
6

<  X < 0

1 3 + VĨ5
-  <  X < — — í—  ,

L2 6 ^
Áp dụng BĐT Bunhiacopski ta có;

\ l2 x ^  -  X + yjl + 3 x -  3x  ̂ < ^2(2x^ -  X +  1 +  3x -  3x^) = 72(1 +  2x -  x^)

= y Ị 2 [ 2 - a - x f ]  <2.

Dấu “=” xảy ra o  X = 1 .
Mặt khác: x  ̂ -  3x +  3 =  (x - 1)̂  +  2  >  2 . Dấu “ = ”  xảy ra <=> X =  1.
Từ đó suy ra phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1.
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10) Điều kiện: -1 < X <  1 .

Biến đổi phương trình ta có: x^dsVl -  + 9V1 + Ý = 256 (*)
Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki:

(^/Ĩ3.^/Ĩ3.^/l-x^ + 3 .V3 .V3 V Ĩ7 ^ )2
< (13 + 27X13 -  13x  ̂ + 3 + 3x^) = 40(16 -  lOxd

Áp dụng bất đẳng thức Côsi: 10x^(16 -  lOx^) < 

Dâu băng C3- ( 3 <=>

 ̂16^
v 2 .

= 64

lOx  ̂ = 16 -  lOx^

Vi

X =  -

Nên phương trình đã cho có hai nghiệm X  = ± - ^ .

v5

11) Điều kiện: X > 1  u  x < —
n/3

Kí hiệu phương trình đã cho là (1)
Áp dụng BĐT Bunhiacopxki cho hai bộ số (1, 1, -  x)  ̂ và

(Vsx^ -l,V x^ -x,Vx^ +1) ta có:

VT(1)< V(x  ̂+ 2K5x  ̂ -  x) .Dấu “=” xảy ra khi X  = -1

Do X > 1 u  X <  — nên 5x  ̂ -  X > 0 .
V3

Áp dụng BĐT Côsi ta có:

VP(1) =
2^2

5x  ̂ -  X + 2(x  ̂ + 2) > ^ . 2 V ( 5 x ^  -x)2(x^ +2)
2 V2

= V(5x  ̂ -  x)(x  ̂ + 2)

'  4Dâu xảy ra khi X = - 1  và X =  —

Từ đó ta có nghiệm của phương trình (1) là X =  - 1 .

12) Kí hiệu phương trình đã cho là (2).
Ta có:

VT(2) = V(3x + l f  + (2x -  3)" + (2x -  - ý  + (x -  - f  + Vx  ̂+(4x-6)2
\Ị 2 2

> 3x + 1 + 2 x - ^
2

+ X .
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Suy ra VT(2) >

Dấu “=” xảy ra khi X =  -

5 33x + l  + 2 x ----+ x — 6 x - -
2 2

> 6 x - - .  
2

Măt khác; VP(2) = — 
2
1

~ 2

1 2 x - 3 - 2 ( 4 x ^  - 1 2 x  +  9 )

1 2 x - 3 - 2 ( 2 x - 3 r  

3

< - ( 1 2 x - 3 )  =  6 x - -  
2 2

Dấu “=” xảy ra khi X = —  .

3Từ đó ta có nghiệm của phương trình (2) là X =  — .
2

13) Điều kiên; X >  — . ̂ ' 2
Áp dụng BĐT Bunhiacovski ta có:

VT = l . , / x - ỉ  + l . ^ ^ <  12 1 íx  + l )
2 '

X -  — +
2 l 4  J

= J2x - 1  + ( x  +  1)^ 

8
VP

Đẳng thức có o  ị x -  — = o  x  ̂- 8x + 24 = 0 PT vô nghiệm.

Vậy nghiệm của BPT đã cho là: X >  — .
2

14) Ta có; 1 -  V 2 ( x ^  -  X + 1)  = 1 -  ^ 2

Nên bất phương trình tương đương với

,  1 , 2  3(x - -^ r  +T 
2  4

x - \ í x  < 1 -  •J2{x  ̂ -  x + 1)  o > / x + l - x ằ  >/2(x  ̂ -  X  + 1)  (*)

Do a + b < >/2(a  ̂+ b^) với mọi a,b và đẳng thức có khi a = b nên ta có:

\ / x  +  (1 -  x )  <  y j 2 { x  +  (1 - x ) ^ )  =  7 2 ( x ^ -  X +  1) .

rx « „  r  1 „  [ x ^ - 3 x  +  l  = 0 _  3-\Ỉ5Do vây ( * ) c í >  V x  =  1 - x  <=> < _ o x  = --------—  .ỵ
[o <  X <  1 2

' 3  — V õVậy nghiệm của bât phương trình đã cho là: X = ------- — .
2

15) Điều kiện: X < 1 .

Phương trình đã cho tương đương với:

/ f,x2 X -  2 x  + 1  ,
( x  +  2 r  +  -------=  ( x  - 1 )

X +  X + 1
1 - 2V Ĩ^

X +  X  +  1
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Hay (x + 2Ỷ = (1 -  x) 2 sỊ \ -

i
- 1

X +  X + 1

(1 -  x)̂  
x ^  +  X +  1

Đặt y = Vl - X, z  = Vx''̂  +X + 1 ( y > 0,z > 0 ), phưoTig trình trở thành:

{x + 2 f  =y^ 2y - 1
V '■

Dễ thấy VT > 0 và

VP = y'̂ 2ỵ 1
z

= -y -1 <0

Từ đó suy ra VT > VP và phương trình tương đương với:
X + 2 = 0 f 
/ \ x + 2 = 0y Ị o  < <=> X = -2 (nhân)
- - 1 = 0  [y = 0 v y  = z

. V ^
V ậ y  phương trình có nghiệm duy nhất X = - 2 .

Chuyên đê 2. Các hệ phướng trình thưởng gặp__________

I. Tóm tắt lí thuyết____________________________________________________
1. Hệ bậc nhất hai ẩn

Là hê có dang: J + ^ y   ̂ trong đó a, b, c, a’, b ’, c’ là các số thưc 
[a'x + b'y = c'

cho trước và a, b, a \  b’ không đồng thời bàng không.
Cách giải: Đe giải hệ phương trình ta có thể dùng phương pháp cộng đại số, 

phương pháp thế và phương pháp dùng định thức Crame.
Phương pháp định thức Crame.

Ta có các định thức: D = a b
; D = c b

; D = a c
a' b' ’ X c' b' ’ y a' c'

D D
* Nêu D ^ 0 thì hệ có nghiệm duy nhât: X = y = —

Neu D = D = D = 0 thi hệ vô số nghiệm;

D = 0
ì* 0 thi hệ đã cho vô nghiệm.

X e  IK

c -  ax ,, „ •
y = — 7— (b ítO)

* Nếu

L“ y ■ ■
2. Hệ đối xứng loại I

D„ ^ 0
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2.1. Đinh nghĩa; Là hê có dang  ̂ (I) trong đó f(x;y), g(x;y) là các
[g(x;y) = b

biểu thức đối xứng, tức là f(x;y) = f(y;x), g(x;y) = g(y;x).
2.2. Cách giải: Đặt s  = X + y, p = xy .

Biểu diễn f(x;y), g(x;y) qua s và p ta có hệ: ^ ® giài hệ này ta

tìm được s, p.
Khi đó x,y là nghiệm của phương trình: -  s x  + p = 0 (1).

2.3. Một số biểu diễn biểu thức đối xứng qua s và p.
x  ̂ + y  ̂ = (x + y Ý  -  2xy = -  2P

x  ̂ + y  ̂ = (x + y)(x  ̂ + y  ̂ -  xy) = s® -  3SP

x^y + y^x = xy(x + y) = SP

= (x  ̂ + y^)- -  2xV^ = (Ŝ  -  2P)" -  2P^
2.4. Chú ý: * Nếu (x;y) là nghiệm của hệ (I) thì (y;x) cũng là nghiệm của hệ 

* Hệ (I) có nghiệm khi (1) có nghiệm hay -  4P > 0.
3. Hệ đối xứng loại II

3.1. Đinh nghĩa: Là hê có dang (]Ị)
[f(y;x) = a

3.2. Cách giải: Trừ hai phương trình của hệ cho nhau ta được:

f(x;y) - f (y ;x )  = 0 <=> (x -y)g(x;y) = 0 <=>
X = y 
g(x;y) = 0

3.3. Chú ý:
• Nếu hệ (II) có nghiệm (xQÌyo) thì (yoiXg) cũng là nghiệm của hệ nên 
hệ (II) có nghiệm duy nhất thì điều kiện cần là Xq = y  ̂.
• f(x;y) + f(y;x) = 2a là một phương trình đối xứng.

4. Hệ đẳng cấp.
4.1. Định nghĩa:

* Biểu thức f(x;y) gọi là đẳng cấp bậc k nếu f(mx;my) = m ''f(x;y).

Ví dụ; f(x;y) = x  ̂-  y  ̂+ 3x^y là đẳng cấp bậc 3. ^
t r ■>

trong đó f(x;y) và g(x;y) đăng câp bâc k goi là hê đăng
g(x;y) = b

cấp.
2. Cách giải:

* Xét X = 0 thay vào hệ kiểm tra. _______________________
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A~i i. fU '  u-* * '  íf(x;tx)=a _  íx*'f(l;t) = a* Với X ^ 0 đăt y = tx thay vào hê ta có: < o
[g(x;tx) = b [x‘'g(l;t) = b

Chia hai vế của hai phương trình ta đươc: f(l;t) = — g(l;t), giải phương
b

trình này ta tìm được t thay vảo hệ ta tìm được (x;y).________________

II. Các ví dụ minh hoạ
1. Các ví dụ CO’ bản * /
Ví dụ 1. Giải các hệ phương trình sau

1)
12x̂  + 3y = 5 
[x -4 y  = -3

2)
f2V^ + 3y^ =7 
15\/x -  4y^ = 6

Lòi giải
1) T ừ x - 4 y  = 7=>x = 4 y - 3 ,  thay vào phương trình thứ nhất ta được

2(4y -  3) + 3y = 5 o  32y^ -  45y + 13 = 0 o  

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) 6

y = 1 => X = 1
13 _  11•

y =  =>  X =  — —
32 8

 ̂ 11 13^
8 32

2) Hệ tương đương với
Í8>/3̂  + 12y2 =28 Í2^/^ + 3y^=7 ị ^ ỉ x=2  íx = 4
[l5>/x -  12y^ = 18 Ị23n/^  = 46 Ịy^ = 1 ly  = ± l ’

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) 6 {(4;1), (4 ;- l) |.

I mx + y = m + 2Ví dụ 2. Cho hệ phương trình:
[4x + my = 3m + 2

1) Giải và biện luận hệ đã cho
2) Tìm m để hệ đã cho nghiệm duy nhất (x; y) sao cho p = 2x^ + y  ̂ nhỏ

nhất.

Ta có : D = m 1
4 m

D. =
m + 2 1

X 3m+2 m

Dv -
m m + 2

y 4 3m + 2

Lòi giải

= -  4 = (m -  2)(m + 2)

-  m -  2 = (m + l)(m -  2)

= 3m -  2m -  8 = (m -  2)(3m + 4) 

D 0 o  m ±2 hệ đã cho có nghiệm duy nhất:
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D
D..

y = ■

m +1 
m + 2 
3m + 4

D m + 2 
• D = 0<=>m = +2
+) Với m = -2 => D 0 nên hệ đã cho vô nghiệm

__ o f ' u'  Í2x + y = 4 íxe.K
[4x + 2y = 8 [ y = 4 - 2 x

2) Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi m ±2

Px m + 1 
D m + 2 
D„

Khi đó: nên

y = ■D
3m + 4 
m + 2

p = 2 m + 1 ' z
+ f3m + 4^

[m + 2j l m + 2 J
1 W  +28m + 18 

+ 4m + 4

— , 4(4m + 5) _  n _  __ 5
(m + 2)  ̂ 4

\  5
Do đó ta có: Min p = — đạt được khi m = .

3 4
5Vậy m = là giá trị cân tìm.

Ví dụ 3. Giải các hệ phưong trình sau 
1X + y + xy = 3

1) 1 + y2 = 2
|x  + y = 19

Ị ( ^  + ựỹ)(8 + ^xỹ) = 2

Lòi giải
1) Đặt s  = X + y, p = xy , hệ đã cho trở thành: 

j s  + p = 3 |p  = 3 - s  |p  = 3 - s
[s^ -  2P = 2 ịs^ -  2(3 -  S) = 2 Ịs^ + 2S -  8 = 0

Ịp  = 1 Ịp = 7

+) I ® ^ ^ X,  y là nghiệm của phưong trình t^ - 2 t  + l  = 0 - » t  = l  hay

X = y = 1. 

S = -4
+) p =7

< 4P nên hệ vô nghiệm.
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Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (1;1).

Đặt a = b = ^  , ta có hệ: + b = 19
[(a + b)(8 + ab) = 2

Đặt s = a + b; p = ab . Khi đó hệ trờ thành:
f s ( S ^ - 3P) = 19  „  |SP = -8S ÍSP = 2 - 8 S
[S(8 + P) = 2 ^  |s^  -  3(2- 8S) = 19 Ịs^ + 24S -2 5  = 0 ^  Ịp = -6

Suy ra a, b là nghiệm cúa phương trinh:
/

- 1 -  6 = 0 <=> = 3; t2 = -2 .

Vậy hệ đã cho có hai cặp nghiệm; (x;y) = |(-8;27), (27;-8)|.

Ví dụ 4. Giải các hệ phương trình sau
x  ̂ = 3 x  + 2y x  ̂ + 1 = 2y1) r  2) ,

[y^ = 3y + 2x + 1 = 2x

Lòi giải
1) Trừ vế với vế cùa hai phương trình trên ta được:

x  ̂ -  y  ̂ = X -  y <=> (x -  y)(x + y - 1) = 0 <=> 

• Với X = y3ĩ .x^ = 3 x o x  = 0,x = 3

X = y 
X = 1 - y

• Với x = l -  y=>y^ =3y + 2 (l-y )< = > y ^-y -2  = 0 o

Vậy nghiệm cúa hệ; (x;y) = (0;0), (3;3), (-1;2), (2;-l). 
2) Trừ hai phương trình của hệ ta có

x  ̂ -  y  ̂ = 2(y -  x) o  (x -  y)(x^ + xy + y  ̂ + 2) = 0 

o  X = y (do x  ̂ + xy + y  ̂ + 2 > 0, Vx, y )
Thay vào hệ ta có được:

x̂  +1 = 2x o  (x -  l)(x^ + x - l )  = 0 o x  = l,x = ■  ̂~ ^

y = -1  => X = 2 
y = 2 => X = -1

Vậy nghiệm cùa hệ là:
X = y = 1

X = y
-1 + Vb

Ví dụ 5. Giải các hệ phương trình sau

1)
I x  ̂ + 2xy + y  ̂ = 4

[-x^ + xy + 2y  ̂ = 4
2)

Ịsx^ + 5 x y - 4 y ^  = 38 

Ịsx^ - 9 x y - 3 y ^  = 15

Lòi giải
1) Ta thấy X = 0 không phải là nghiệm của hệ=> X íí  0 .
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Đặt y = tx thay vào hệ ta được:

|x^(l  + 2t + t^) = 4 t + 1 

ì x^( - l  + t + 2t^) = 4 ^  2 t - l
l o t  = 2.

* t = 2 o y  = 2x thay vào hệ: 9x  ̂ = 4 o  X =  ±  —
3

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) =  ̂ 2 4^± —;± —
V  3 ’ 3 ,

2) Dễ thấy X  = 0 không là nghiệm của hệ. 
Với X 0 , đặt y = tx, t e K .

II' 1 ísx''̂  + 5x(tx)- 4(tx)^ = 38 . .. . -'*1 -Hệ cho trở thành; < hệ này viêt lại:
[õx^ -  9x(tx) -  3(tx)^ = 15

|x^(3 + 5 t -4 t^ )  = 38 

|x^(5-9t-3t '^)  = 15
hay

x^(3 + 5 t -4 t^ )  = 38 (l)

3 + 5 t -4 t^  ^
.5 -9 t - 3 t^  15

Quy đồng mẫu số phương trình (2) và rút gọn ta được:

54t^ + 417t - 145 = 0 , giải phương trình này ta được 2 nghiệm:

t = hoặc t = ^ .
18 3

Với t = — thế thì x̂  = 38
3 + 5t -  4t''

9 tức X = -3 hoặc X = 3 .

145Với t = tương tư trên, trường hợp này không thỏa. 
18

Vậy hệ đã cho có nghiệm là; (x;y) = ( -3 ;- l ) , (3; l ) .

2. Các ví dụ phân loại
Ví dụ 6. Giải các hệ phương trình sau

1)

3)

|x2 +y^ =2y2 
[x + y  ̂ = 2y

[sx^ -  y  ̂ + 2xy + 4y -  3 = 0 
Ịsy^ -  x̂  -  7xy -  x - 5 y  + 2 = 0

2)
I x  ̂ -  2y  ̂ -  xy -  X + 2y = 0 

|x  ̂ +2xy + 3 y ^ - l l  = 0 
/

Lờỉ giai
1) Từ phương trình thứ hai của hộ ta suy ra X = 2y-y^ thay vào phương 

trình thứ nhất ta có
(2y -  y^)  ̂+ y  ̂ = 2y  ̂ o  ŷ (y''̂  -  2 f  + y  ̂ -  2y  ̂ = 0 

«  y^(y‘* -  4y^ + y + 2) = 0 <=> y^(y -  l)(y^ + y  ̂ -  3y -  2) = 0
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o  y2(y -  l)(y + 2 )(y2 -  y - 1) = 0 o  y e 10,1,

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e ■^(0;0),(l;l),(4;-2), -1;
1 ± n/s

2) Ta có -  2y^ -  xy -  X + 2y = 0 <=> x  ̂ -  (y + l)x -  2y  ̂ + 2y = 0 (1) 
Ta có A = (y +1)^ -  4(-2y^ + 2y) = 9y  ̂ -  6y +1 = (3y -1)^ 

y + 1 + 3y - 1

Nên (1) o
X = 2y

y + l - 3 y  + l
X = 2------- --------- = - y  + 1

X = 2y thay vào phưong trình thứ hai của hệ ta được

4y^ + 4y^ + 3y  ̂ = 11 o  y = ±1 => X =  ± 2 .

• X  = - y  +1 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được 

(y -1)^ + 2(-y 4- l)y + 3y  ̂ - 1 1  = 0 Ci> 2y  ̂ -  10 = 0 o  y = i V õ  => X = 1 T ^5 

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e |(±2;±1),(1 ± 75;+\/5)Ị .

3) Cộng hai phương trình của hệ ta được
2x^ + 2y^ -  5xy -  x -  y -  l  = 0 o  2x  ̂ -  (5y + l)x + 2y^ -  y -1  = 0 (2). 

Ta có A = (5y +1)^ -  8(2y^ -  y -1) = 9y^ + 18y + 9 = (3y + 3)̂
5y + 1 + 3y + 3

Nên (2) e>9

X =

X =

= 2y +1
‘i

5y + 1 - 3y - 3  ^ y -1
4 2

• X = 2y + 1 thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta được 
3(2y +1)^ -  y  ̂+ 2(2y + l)y + 4y -  3 = 0

y = 0 => X = 1
o  15y''̂  + 18y = 0 <=>

•  X = o  y = 2x +1 thay vào phương trình thứ nhất của hê ta có

6 _  7 •y = => X =
5 5

3x  ̂ -  (2x + 1)  ̂ + 2x(2x +1) + 4(2x + 1) -  3 = 0

o  3x + 6x = 0 o X = 0 => y = 1 
X = -2  => y = -3

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e |(1;0), 
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Ví dụ 7. Giải các hệ phương trình sau

1)
I -  3xy = -1
IxV + y^x + x  ̂+y^ =4

2)
x + y ~ 7 ^  = 3

1) Đặt s  = X + y, p = xy ta có hệ

[Vx + 1 + \Jy + 1 = 4

Lời giải
Ịs^ -3 P S -3 P  = - l  
Ịsp  + -  2P = 4

• s  = -1 thay vào hệ ta tìm được p = -1 => X,  y là nghiệm của phương 
trình

2 - 1 ± n/st ^ + t - l  = Ocí>t = ----- -̂---- .
2

• s  -1  hệ

p =
<=>

+1

3S + 3
S'*+S ^2 2(S  ̂+ 1

<=>

3S + 3

p =

3S + 3

p —
3S + 3

+S^+3S^-11S-14 = 0

3S + 3 <=> s  = 2
p = l ‘

(S -  2)(S + 1)(S  ̂ + 2S + 7) = 0 

Suy ra X,  y là nghiệm của phương trình t^ - 2 t  + l  = 0<=>t = l .

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) 6 |(1;1),  ̂~  ̂ ^
2 2

l V

2) Đặt s  = X + y, p = xy ta có:

ị s - ^ ỉ p = 3  js > 3 ;  P = (S-3)2

[s + 2 + 2>/S + P + l  =16  |2x/s + (S-3)^ +1 = 1 4 -S

o 3 < s< 1 4 ; P = (S -3 r 3 < s< 1 4 ; P = ( S - 3 r  o  ị
+ 308-52 = 0

o x = y = 3

[4(8^ + 88 +10) = 196 -  288 + 8"

ís  = 6
[p = 9

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) = (3; 3).
Chú ý: Ý thứ 2 ta có thể giải theo cách sau

Từ phương trình thứ nhất => X + y = 3 + -y/^ > 0 => X, y > 0 (do xy > 0)

Vì ^Ịxỹ < 2EJlZ. => X + y = 3 + -y/xỹ < 3 + 2LLZ ;r> X + y < 6 .
2 2

Đẳng thức xảy ra o  X = y = 3.
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Mặt khác ta luôn có BĐT a + b < ^2(3^ + b^) .

Áp dụng BĐT này với a = Vx + l;b  = ^y + 1 ta có;

Vx + 1 + yjy + 1 < yj2(x + y + 2) ắ 4 .
Đẳng thức có khi X = y = 3.
Vậy hệ có nghiệm (x;y) = (3; 3).

Ví dụ 8. Giải các hệ phương trình sau

| l  + x V  =?19x'
|y  + xy^ = -6x^

2). 

Lời giải

[ t /y ^ - l+ v ^  = 3
[x  ̂+y^ = 82

1) Vì X = 0 không là nghiệm cua hệ nên hệ <=>

Đặt a = i  ta có hệ: -19
X [a^y + y^a = -6

Đặt s  = a + y, p = ay .

Khi đó: M - 3 P )  = 1 9 ^ Í S  = 1

—  + y  ̂ = 19
x̂

y - ^  + y ' -  = -6

SP p = -6 ^  [y = -2
a = -2 
y = 3 ■

Vậy nghiệm cúa hệ là: (x;y) =

2) Đặt u = /̂x và V = ^y^ - 1 . Khi đó hệ đã cho trở thành:

í 1-;-213 J l 2’ J

| u  +  V =  3

+(v^ +1) = 82
o

I u + V = 3 
u'‘ +v'‘ =81 (•)

Đặt s  = u + v,p = uv . Với điều kiện -4 P  > 0 thì hệ (*) viết lại:

s  = 3 s  =  3 p = 0 . . p = 18
, . _ <=> i hoặc <

-4S^P + 2S  ̂ =81 P^-18P = 0 s  = 3 s  = 3
o

+ )s  = 3,p = 0 . u, V là nghiệm cúa phương trình -  3X = 0 phương trình 
này có 2 nghiệm X = 0 hoặc X = 3 .

Khi đó: u = 0 Ịx = 0
3,

u = 3|u = o x = 9 => -i „1— hoặc < => <
[v = 3 [y = ậ'82 ■ 1V = 0 [y = 1

+) p = 18,s = 3 không thỏa mãn vì -4 P  < 0

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: (x;y) = (0;^82),(9;1).
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2)
(X -  l)(y2 + 6) = y(x2 + 1)

Ví dụ 9. Giải các hệ phương trình sau 

|Vx + 9 + ^Jy-^ = 8
l^y  + 9 + V x -7  = 8 ' [(y -l)(x ^ +6) = x(y^+1)

Lời giải
1) Điều kiện: x,y > 7.

Trừ hai phương trình cúa hệ ta được: Vx + 9 + 7 y -7  = ^y + 9 + V x-7

<=> ^ ( x  +  9 ) ( y - 7 )  =  ^ ( y  +  9 ) ( x - 7 )  o  X =  y  .

Thay vào hộ ta được: \/x + 9 + Vx -7  = 8

[Vx + 9 + V x -7  = 8 ỊVx + 9 =5 
^  r—  r—  ^  r—  o x  = l6 .[Vx + 9 - V x - 7 = 2  [V x -7 = 3
Vậy hệ có nghiệm: X = y = 16 .

2) Hệ o Ị x y ^  +  6 x  -  y ^  -  6  =  y x ^  +  y

[ y x ^  +  6 y  -  x ^  -  6  =  x y ^  +  X

Trừ vế theo vế hai phương trình của hệ ta được: 
2xy(y -  x) + 7(x -  y) + (x -  y)(x + y) = 0

o  (x -  y)(x + y -  2xy + 7) = 0 o

X = y thay vào hệ ta được: x̂  -  5x + 6 = 0 <=>

X =  y

X + y -  2xy + 7 = 0

X = y = 2 
x = y = 3

•  X +  y -  2xy + 7 = 0 ( 1 )

Mặt khác, khi cộng hai phương trình của hệ đã cho ta được:
x  ̂+ y  ̂ -  5x -  5y + 12 = 0 (2)

' I '  [x + y - 2 x y  + 7 = 0 Từ (1) và (2) ta CÓ hệ: _
Ịx  ̂ +y^ - 5 x - 5 y  + 12 = 0

Đặt s + x + y,p = xy ta có hệ:

I s -  2P + 7 = 0
-  5S -  2P + 12 = 0

<=> {
p  =

S + 7

-  6S + 5 = 0

S = 1
o  • ( _  V

p  = 4

s = 5
p = 6

S = 1Với ta thấy hệ vô nghiệm;

s  = 5  ̂ , x  = 2Với <_ ta có t  V
|p  = 6 ly = 3

X = 3 
y = 2'

Vậy nghiệm của hệ đã cho là; (x;y) = (2;2), (3;3), (2;3), (3;2).
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Ví dụ 10. Giải các hệ phương trình sau

1)
|y(x + 2 y r = 9 
3x  ̂+ y  ̂ = 4

2  ̂ x 3 .2 y  = x .2 y 3  3 ^
x  ̂ = 2 y 2 - l

3 1 _ 5x + yfỹ 
X 2x  ̂ + y

J _  4 2 8 
~ y ^ 3

Lời giải
1) Ta thấy y = 0 không là nghiệm của hệ. Đặt X = ty , ta có hệ:

[y^(t + 2)^/=9 (t + 2)3 _ 9 
y^(3t^+l) = 4 3 t3 + l~ 4

<=> 4(t3 + 4t + 4) = 9(3t3 + 1) o  27t^ -  4t^ -  16t -  7 = 0 
o ( t -  l)(27t3 + 23t + 7) = 0 »  t = 1.

X = y

y  ̂ =
o  X = y = 1.Suy ra

" 3t^ + 1 
Vậy nghiệm của hệ là X = y = 1.

2) Hệ đã cho o |x^-2y^ = x -2 y  
1 = 2y3 -  x3

Suy ra x3 -  2y3 = (x -  2y)(2y3 -  x^) o  x3 -  x^y -  xy3 + y3 = 0 

<=> x3(x -y ) -y3(x -y )  = 0 <Í5> (x -y)3(x + y) = 0 <=> X = y,x = -y  . 
+) X = y thay vào hệ ta có x  ̂ = 2x  ̂ - 1 o  x  ̂ = 1 <=> X = ±1 
+) X = -y  thay vào hệ ta tìm được X = ±1.

Vậy nghiệm của hệ là:(x;y) e {(1;1),(-1;-1),(-1;1),(1;-1)} •

3) Điều kiện ^ .
[y > 0

Đặt X = t^Ịỹ , từ phương trình thứ nhất ta có

_3____ Ị _

sjỹ t^ỹ
5t7ỹ  + 7 ỹ ^ o  1 ^ 5 t  + l

----------------------------------------- 0  3  —  =  — ----- ---------------

2yt^ + y t 2t^ +1

o  (3t -  l)(2t3 + 1) = (5t + l)t o  6t^ -  7t^ + 2t -  1 = 0

o  (t -  l)(6t3 -  t + l) = 0 o t  = l:
[y = x

Thay vào phương trình thứ 2 của hệ ta có được
1 4 2 8 s 2- !-  + -  = -4- + - o 8x^ -  12x3 + 0x -  3 = 0
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o  (2x -  i r  = 2 <=> 2x - 1 = <=> X = 1 + ^

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = 1 + ' 1 + ^

III. Bài tập vận dụng

Bài 1. Giải các hệ phương trình sau
|2 x - y  = 3
Ịx^ + 3y  ̂+ xy -  2x + 4y + 3 = 0

[ x  ̂+ 2y^ -  3x + 2xy = 0 
[y^ -3 y  + xy + l = 0

íx^ + xy + 2y^ = 24 
Ịx^ -  2y^ -  xy -  2x + 4y = 0 

jx ^+ y ^ + x  + y -  4 = 0 
[2x^ + x y -y ^ -5 x  + y + 2 = 0 

Bài 2. Giải các hệ phương trình sau

1 )

3 ) '

5)

7)

1 )

3)

Ịx^ +y^ +3xy = 5 
Ì2(x + y) -  xy = 3

1 1 (x + y) = 4

5)

^x^y + ^xy^ =x + y 

Jx  + — + Jx  + y -  3 = 3
V y

2x + y + — = 8

= Gx-"

9)

[l + x^y^ = 5x  ̂

x  ̂+ y  ̂ -  8x^y^ = 10 

4x^y + — + 1 = y + 2x^
y

2)

4 )

6)

8)

2)

4)

|4x^ -9y^ = 0
[2x^ + 3xy + 3x -  y  ̂+ 4 = 0

[2x^ +y(x + l) = 4x^
Ịsx'  ̂ -  4x® = y^

[2x^ +y^ -6xy + 8 x -5 y  = 0 
[sx^ -  2y^ -  8xy + l lx  -  4y = 0 

fl4x^ -  21y2 -  6x + 45y -14  = 0 
í35x^ + 28y^ + 41x -  122y + 56 = 0

I x  ̂+ y  ̂ -  3xy = -1 
Ịx'*+y2+xy = 3

x + y + — + — = 5 
X y

X + y + —  + —  = 9 
X y

[xy(x -  y) = -2

8)
y(y^ + 2x^y + 1) = lOx^

ly''(l + 4 x V )  = 20x

Bài 3. Giải các hệ phương trình sau
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1)

3)

5)

7)

9 )

I + 2 = 3y 

+ 2 = 3x

2x  ̂ = -  + y

^ 2 1 2 y ^  =  —  +  X

\/x + 7 2 - y  = n/2

yfỹ + V 2 -  X =  n/ 2

Vx  ̂ +91 = ^ ^ - 2  +y  

7y + 91 = 7x -  2 + x̂

[y (4x^- l)  = 3 

|y^(3x + l) = 4

Bài 4.Ị Giải các hệ phương trình sau

1)

3)

5)

12x  ̂ -  xy + 5y  ̂ = 6 

[sx^ + 2 x y - 4 y ^  = 1

Ị x̂  + y  ̂ -  xy2 = 1

14x^ + y  ̂ = 4x + y

I x  ̂ -  8x = y  ̂ + 2y 

1x^-3 = 3(y  ̂+1)

2)

4 )

6)

8)

|3 = 2x^ +yx^
[3 = 2y  ̂+ xy^

3x x  ̂ +2

3y =
y "+2

[72x + 3 + 74 -  y = 4 
Ị72y + 3 + 74 -  X = 4

1 1x - - = y - -  
X y

2y = x  ̂ + 1

2)

4 )

6)

|2x^ - y^ = 15 

(x -y K x '  +2y2) = 6
y

3 - 5 ]
7 ^  =

101

V y + 42x J 17
/
3 + 5 ^77  =

103

V y + 42x J 17

k - 6x = 8y^ - lO y
- 4 = 2(1 --4y2)

Bài 1.
Hưóng dẫn giải

1) Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có y = 2x -  3 thay vào phương trình 
thứ hai ta được
x  ̂+ 3(2x -  3)  ̂+ x(2x -  3) -  2x + 4(2x -  3) + 3 = 0

o  15x -  33x + 18 = 0 o
X = 1 => y = -1 

6 _  3 ■
X =  — => y  =  -  — 

5 5

2) Ta có 4x^ -9y^ = 0 o  (2x -  3y)(2x + 3y) = 0 <=> X = —y, X = y .
2 2

3
• X = — y thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được
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3
• X = y thay vào phương trình thứ hai của hê ta đươc 

* 2
9y^ 9 o o

-  —  -  - y - y ^ + 4  = 0<=>2y^+9y-8 = 0 
2 2 2

-9  ± n/Ĩ45 _  21 + 3n/Ĩ45<=> y = -----—----- => X = -

•^ ^  + •5 ^  + —y -y ^  + 4 = 0 <=> 16y  ̂+9y + 8 = 0 vô nghiệm.
2 2 2

3) Hệ o

8

Ị + 2y  ̂ -  3x + 2xy = 0 
[2y^ -  6y + 2xy + 2 = 0

cộng hai phương trình ta có:

(x + 2y)^ -  3(x + 2y) + 2 = 0 <=> X +  2 y  =  1 

X +  2 y  =  2

* X =  1 -  2 y  thay vào hệ ta có: y ^  -  3 y  + y ( l  -  2 y )  +  1 =  0

o y ^ + 2 y - l  =  0 o y  =  - l ± V 2 = > x  =  3 T  2 V 2

* X =  2  -  2 y  thay vào hệ ta được;

-1 ± Sy + y - l  = 0<=>y = X = 3 T  Vs .

4) Ta có: y = 2x^(2- X )

X + 1
phương trình thứ hai của hệ ta có:

(Do X = -1 không là nghiệm của hệ) thay vào

4/c A 2 , 4 x‘‘(2 -  x f
X (5 -  4x ) = ------ -— —̂  <=>

(X  + 1)'^

X = 0

(5 -  4x^)(x2 + 2x + 1) = 4(4 -  4x + x^)

o

o

X = 0

4x'* +8x^ +3x^ -26X  + 11 = 0

X = 0 => y = 0 
X = 1 => y = 1

1 1
X =  •— => y  =  — 

2 2

<=>
X = 0

(x -  l)(2x -  l)(2x^ + 7x + 11) = 0

Vậy hệ đã cho có ba cặp nghiệm: (x;y) = (0;0), (1;1),
2 ’ 2

5) Ta có x  ̂ -  2y^ -  xy -  2x + 4y = 0 o  x̂  -  xy -  2y^ -  2(x -  2y) = 0 

<=> (x + y)(x -  2y) -  2(x -  2y) = 0 C5- (x -  2y)(x + y -  2) = 0 

< ox = 2y, x = 2 - y .
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•  X = 2y thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta được 

6y^ = 24 o  y = ±2 => X = ±4 .

X = 2 -  y thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta được

(2 -  y)  ̂+ (2 -  y)y + 2y^ = 2 4 o y ^ - y - 1 0  = 0 o y  = 1±^ỊÃĨ 3 + n/4Ĩ
_________ _______  — s.  V  —  _________I_____=> X =

2 2
6 )  Xét X =  0 thay vào hệ ta tìm được y  =  0 hay X =  y  =  0 là một nghiệm 

của hệ. /
Xét X 0, đặt y  = tx thay vào hệ ta được

Ị 2x^ + x t̂  ̂ -  6x^t + 8x -  5xt = 0 ị  x(t^ -  6t + 2) = 5t -  8

Ịsx^ -  2t^x  ̂ -  8x^t + l l x  -  4xt = 0 |x(-2t^ -  8t + 3) = 4t -  11

Suy ra
t^ - 6 t  + 2 5 t - 8  , .,3 ,,.2  . 1 . 1 . 2

-2 t2 -8 t + 3 4 t - l l  2 7
1 5 t - 8
2 -  6t + 2

• t = 1, suy ra X = ---- --------= 1 => y = 1 .
r  - 6 t  + 2

, 2  5t -  8• t  = -^,suy ra x = — -------
V t^ - 6 t  + 2

7) Cách 1: Đặt t = x^. Khi đó hệ trở thành:

161 _
9

ft + x = V - y  + 4
2t + (y -5)x  = y  ̂ -  y - 2

Xét hệ bậc nhất hai ẩn t và X 
1 1 
2 y - 5

Ta có: D = = y - v .

D„ =

Dt =

- y  - y + 4  
y2 - y _2

= sy" + y -10

-y" - y  + 4 1

y - 5
= -y^ + 3y  ̂ + lOy - 1 8 .

y - y - 2

Vì y = 7 không là nghiệm của hệ nên suy ra: D # 0

D
Vì t = x 2 = ^ i^  = ^  

D

t =

X =

D

D
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o  .D = o  (y -  7)(-y^ + 3y2 + lOy -18) = (3y2 + y -10)^

o  õy'* -  2y^ -  24y'' + 34y -  13 = 0 o  (y -  l)^(5y^ + 8y -13) = 0

o
y = 1 => X = 1

13 . 4 •y = => X = — -
5 5

Vậy hệ có hai nghiệm: (x;y) = (1;1), '' 4 13'̂

Cách 2: Ta có
o  2x  ̂+ (y -  5)x -  y  ̂+ y + 2 = 0 (*)

= (y -  5)2 -  8(-y2 + y + 2) = 9y2 -  18y + 9 = (3y -  3)2

Nên (*) có hai nghiệm: x = và X = 2 -  y .
2

Với y + 1 <=> y = 2x -1  thay vào hệ ta có được:

x2 + (2x -1 )2 + x + 2x - 1 - 4  = 0<=> 5x2 _  X -  4 = 0 <»
X = 1 => y = 1

4 ' 13
X =  => y = ——

5 5
• Với X = 2 -  y thay vào hệ ta có:

(2 -  x)2 + x2 -  2 = 0 o  2x2 _4x + 2 = 0<=>x = l= > y  = l .  

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (1;1),  ̂ 4 13^

8) Cách 1: Đặt t = x2, khi đó ta có hệ; 45y + 14
[35t + 41x = -28y2 + 122y -  56

Ta có: D = 14 -6
35 41

= 784

Dt =

D.. =

21y2-45y + 14 - 6
-28y2 + 122y -  56 41

= 693y2-1113y + 238

14 21y2-45y + 14
.235 -  28y^ + 122y -  56

Do D 0 nên hệ có nghiệm duy nhất:

= -1127y2 +3283y-1274

Ht 
D 
D„

t = - ^  
D

X =
D
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D
V ì t = nên ta có: —  = o  D.D =

D

o  16(99y^ -  159y + 34) = 7(23y^ -  67y + 26)2 

o  3703y'* -  21574y2 + 38211y2 -  21844y + 4188 = 0 

o  (y -  2)(y -  3)(3703y2 -  3059y + 698) = 0c:>y = 2,y = 3.
V ậ y  n gh iệm  của hệ là (x;y) = (1;2), (-2; 3).

Cách 2: Đặt x/= a + 1; y = b + 2 hệ đã cho trở thành: 

|l4 a2 -2 1 b 2 + 2 2 a-3 9 b  = 0 
[35a2 + 28b2 + l l l a  -  lOb = 0

T a thấy hệ có ngh iệm  (a;b) = (0 ;0 ) . V ớ i a íí 0 đặ b = ta ta có:
39t -  22

|(14-21t2)a = 39 t-22  
(35 + 28t2)a = lO t-11

o
a =

14 _ 21t2 39t -  22 _ lO t-111
lO t-11 14 -  21t2 ~ 35 + 28t2

35 + 2 8 r
o  186r -  421t2 + 175t + 112 = 0 o  (3t + l)(62t2 -  161t + 112) = 0

o  t = => a = ----------- = -3 => b = 1.
3 14-21t2

Vậy hệ đã cho có hai cặp nghiệm; (x;y) = (1;2), (-2; 3).
Bài 2.
1) Đặt s  = X + y, p = xy ta có hệ phương trình

:;2 OD , OD _ c I p  =z 9.S — a I s  = —4 I s  = 2

P = 1
I -  2P + 3P = 5 _  p = 2S -  3
2 S -P  = 3 S 2+ 2S -8  = 0 |P  = -11

+)
S = -4

X, y là hai nghiệm của phương trình
p = - l l

t2 + 4t - 11 = 0 o  t = -2 ± >/Ĩ5 .

{g _ 2
=> X, y là hai nghiệm của phương trình t2 - 2 t  + l  = 0 o t  = l. 

Vậy nghiệm của hệ là:
(x;y)6Ị(l;l), (-2 + ^/Ĩ5;-2 -  x/ĩõ), (-2 -  x/l5;-2 + ^/Ĩ5)Ị.

2) Đặt s  = X + y, p = xy ta có hệ phương trình 

|s ^ - 3 S P - 3 P  = - l  ÍP = S ^ -3
-  2P + P = 3 -  3S(S  ̂-  3) -  3iS^ -  3) +1 = 0
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o p = -  3 P = S  ̂ - 3
2S  ̂+ 3S  ̂ -  9S -10 = 0 ^  ì (S -  2)(2S  ̂+ 7S + 5) = 0

5
_ s = 2 s = - l

V < _  V
p = 1 p = -2

s = 2

s = -

p =

2
13
4

+ )  ■“ => X, y là nghiệm của phương trình t ^ - 2 t  + l  = 0<=>t = l

ís = —1
r=> X, y là nghiệm của phương trình t ^ + t - 2  = 0<=>t = l ,t  = -2

p = —2

+) 2
^ 13

5 X3X, y là nghiệm của phương trinh t^ - —1 + —  = 0vô nghiêm.

Vậy nghiệm của hệ đã cho là 
(x;y) = {(l;l), (l;-2), (-2;1)).

1 1 — + — 
va by

(a  ̂+b^) = 4
3) Đặt a = vx,b = ^y;a,b 0 , ta có hệ:

a^b + b^a = a  ̂+ b^
Đặt s = a + b, p = ab ta được hệ phương trình 

-|(S ^-3S P ) = 4 ÍS^-4SP = 0 ís = 2 |S = -2o
SP = -  3SP

s = 2

=4
<=>  ̂ _  VP = 1 |P  = 1

+) ị"" ■“ => a, b là nghiệm của phương trình t^ - 2 t  + l  = 0 o t  = l

{s = - 2 => a, b là nghiệm của phương trình + 2t + 1 = 0 <» t = -1 .

Vậy nghiệm cùa hệ là (x;y) e Ị(l;l), (-1;-!)}.

4) Đặt a = x + — ;b = y + — . ^
X y

T' ' L ' [a + b = 5 ía + b = 5 ía = 2 ía = 3Ta có hệ: „ <=>< _
Ịa^ + b  ̂ = 13 [ab = 6 Ịb = 3 Ịb = 2

Phương trình t + -  = 2 o t  = l và t + -  = 3 o t  = ^
t X 2
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Nên nghiệm của hệ là: (x;y) = 

5) Đặt a = ị x  +—\h = yf\

( 3 ± S ] Í 3 ± V ^ . o ì

V
>

2 "

x + y -  3 =>a,b>0

[a + b = 3 ía + b = 3 
Ịa^ + b ' = 5 [ab = 2

Ịb = 2 ----
ự x + y - 3 = 2

o (x ;y )  = (4±N/ĨÕ;3+N/ĨÕ)

* r  o (x ;y )  = (3;l), (5;-l).
Ị b — 2

6) Đặt t = -y, s  = X + 1, p = x t , điều kiện > 4P. Hệ phương trình trở 
thành:
[xt(x + t) = 2 [sp  = 2 „ í ® ” 2 Íx = l  íx = l
Ịx" + = 2 ^  Ịs^ -3SP = 2 ^  Ịp  = 1 ^  ị t  = 1 ^  [y = - r

7) Ta thấy X = 0 không là nghiệm của hệ. Chia hai vế của mỗi phương trình
cho x  ̂ íí 0 ta được

.2

. 2 , ,  , , , 2 „  _  c

X

— ------ h  — —  —  o  I V V. r s

x̂
Đặt s = a + y, p = ay ta có hệ

6
ISP = 6

-2 P  = 5

p =

,2 12- —  = 5
s

o
-  5S -12  = 0

s  = 3
p = 2

Suy ra a, y là nghiệm của phương trình t^ - 3 t  + 2 = 0 o t  = l , t  = 2. 

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) e |(1;2), I •

8) Ta thấy x = 0=>y = 0 là một nghiệm của hệ

Xét X 0 ,  k h i  đ ó  h ệ  o 2x  ̂ 2x^ <=>
Ị a + b + ab = 5 
a^+b^ =5

4x'’

264 - Tl -



vớ i a = , b = .
2x^

Đặt s = a + b, P = a b . T a c Ó
[S ^-2P  = 5 -  2(5 -  S) = 5

p = 5 - s  „  fS = -5 ís = 3
Ịs ^+ 2S -15  = 0 Ịp  = 10 Ịp  = 2 ' 

ís = -5
+ ) j =í> a, b là n gh iệm  của phương trình + 5t + 10 = 0 phương

trình v ô  n gh iệm  

s = 3
+ ) I => a, b là ngh iệm  của phương trình

- 3 t  + 2 = 0 <» t = l , t  = 2.

Suy ra  ̂ hoăc . 
b = 2  b = l

Với

Với

a = 1 

b = 2

a = 2
[b = l

V ậy  n gh iệm  của hệ là:

ta có ■
y =1

2x  ̂ 0  ■
1

X = - 7=
^  V .

y2 = 2 y = s

y = 2 1X = —=
ta có • 2x  ̂ « ^4 V ■

y ' = 1 y = i

y  = -V 2 

1
X = --- r=-

,y = - l

;1 ; - i

9) Đ iều  kiện: y  ĩt 0 

H ệ «

Lấy (l) + 3x(2) ta có:

x ^ + y ^ -8 x V = 1 0  (1)
4x^y^ + 3 + y = y  ̂ + 2xV (2)

x  ̂+ y  ̂ -  8x^y^ + 12x^y'  ̂+ 9 + 3y = 3y^ + 6x^y +10 
o  y  ̂-  3y^ + 3y - 1 = x^(8y^ -  12y  ̂+ 6y - 1) 
o  (y -1)^ = x^(2y -1)^ o  y - 1 = 2xy -  X o  X + y -  2xy = 1

N ê n  ta cớ hệ: í " '  " = 10 ^  ís^ -  3PS -  8P^ = 10
[x + y -  2xy = 1 S -2 P  = 1
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o
[S = 2P + 1 |S  = 2P + 1
(2P + -  3P(2P + 1) -  8P^ = 10 [2p2 + p -  3 = 0

P = 1
<=> ì _ - V]s = 3

p = _ l  
2

S = -2

^  ̂=> X, y là nghiêm của phưcmg trình t^ - 3 t  + l  = 0<=>t = ^ ^
s = 3 2
_ 3'̂p = -  —

2 => x,y là nghiệm của phương trình 
S = -2

+ 2t -  -  = 0 »  t =
2 2 

Vậy hệ có bốn cặp nghiệm: (x;y) -2±yJĨÕ -2 + ̂ ÍĨÕ] ( 3 ± s  .3+ s

Bài 3.
1) Trừ hai phương trình của hệ ta được

-  y  ̂ = 3y -  3x o  (x -  y)(x^ + xy + y  ̂ + 3) = 0

( v ì  x  ̂ + xy + y  ̂ + 3 =
V 2 ,

3v^+ - ^  + 3 > 0  Vx,y)  
4

Thay X =  y  vào hệ ta có:
x  ̂+ 2 = 3x o  x̂  -  3x + 2 = 0 <=> (x -  IXx'̂  + x -2 )  = 0<=>x = l,x  = -2 . 

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e Ị(l;l), (-2;-2)Ị.

2) Trừ hai phương trình của hệ theo vế ta có: 2(x^-y^) + xy(x-y) = 0 
o  (x -  y)(2x^ + 3xy + 2y^) = 0 o  X = y

(Do 2x^ +3xy + 2y^ = 2(x + -y )^  + -y ^  > 0)
4 8

Thay vào hệ ta được: 3x  ̂ = 3<=>x = l  = y .
Vậy hệ có nghiệm: X = y = 1.

3) Điều kiện: xy íí 0 . Từ hệ => x,y > 0
Trừ hai phương trình của hệ ta có: (x -  y)(2xy + x + y) = 0<=>x = y 
Thay vào hệ ta có;

2x  ̂ = -  + X o  2x̂  -  x̂  - 1 = 0 o  (x -  l)(2x  ̂+ x + l) = 0 o x  = l
X

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) = (1;1).
4) Điều kiện: X > 0, y > 0 .
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Hệ phương trình đã cho trở thành: 3xy^ =x^ +2 (1)
[3yx^ = y  ̂+ 2 (2)

Trừ (1) và (2) vế theo vế, ta được: (x -  y)(3xy + X + y) = 0 
=> X = y vì 3xy + X + y > 0 với mọi X > 0, y > 0 
Thay X = y vào phương trình (1) ta được 

3x  ̂-  x  ̂ -  2 = 0 o  (x -  l)(3x^ + 2x + 2) = 0 ,
Phương trình này có nghiệm X = 1 vì 3x  ̂+ 2x + 2 > 0 với mọi X > 0 
Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm ( l ; l ) .

5) Điều kiện: 0 < x,y < 2

Trừ hai phương trình cùa hệ: \fx -  V2 -X = yfỹ -  7 2 - y  o  X = y

Do hàm sổ f(t) = /̂t - y j 2 - t  là hàm đồng biến trên [0;2].
=> (x;y) = (0;0),(2;2)

3- — < X < 4
6) Điều kiện; ^

3 .< X < 4
l 2

Trừ hai phương trình của hệ ta được:
72x + 3 -  74 -X  = ^2y + 3 -  74 -  y (1)

Xét hàm số f(t) = 72t + 3 - 7 4 - t ,  1 1 -I-
f'(x) =  ̂ + — ,3_... > 0, vt  e

V2t + 3 2 V 4 - t
Thay X = y vào hệ, ta được;

V2x + 3 + V4 - X = 4 o  X + 7 + 27(2x + 3)(4 -  x) = 16

ta có:

> (1) <=> f(x) = f(y) <=> X = y .

o 2yf- •2x +5x4-12 = 9 -  x o x  = 3 v x : 11 (nhận).

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt ■( V
X = 3 
y = 3

11X = ^

11 ' 

^ 9

~I\ r   ̂ ’ I ■' Í7x^ + 91 = 7t -  2 +  ̂ „7) Đặt t = .y/y , ta có hệ __L _  với X, t > 2 .
[7t^ +91 =  n/ x - 2  +x^

Trừ hai phương trình của hệ ta có được:

7x^ +91 -  7t^ +91 = V t-2  -  7 x - 2  + -  x ^
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<=> x - t

V x ^ T ^  + v^t^T^ V x - 2  + V t - 2  

/ xnÍ x + t ]( x - t )  , ...-- , ■ —  +  I------
Vx^+91 + Vt^+91 V x - 2 -

<=> (x - t)

X = t

Vx -  2 + Vt -  2

+ (x  ̂ - t^ )  = 0

+ X + 1 = 0

<=> x + t 1 t- _ n í \
I  ■ r + I------  /——  + X + t = 0 (vno)

_Vx^+91 + Vt^+91 V x-2  + V t-2  

Thay X = t vào hệ ta có: Vx  ̂+ 91 = Vx -  2 + x  ̂

o  x  ̂+ 91 -  Vx  ̂+ 91 - 90 + \/x -2  -1  = 0 

o  (Vx  ̂+91 -  10)(n/x  ̂ +91 + 9) + V x-2 -1  = 0 

_  (x-3)(x + 3)(Vx  ̂+91 +9) x - 3  -
Vx  ̂+91 + 10 V x-2 + 1

o ( x - 3 ) (x + 3)Cỵ/x^[+91j^ 1
Vx  ̂ +91 + 10 V x-2  + 1

= 0 <=> X = 3 .

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (3; 9).
8) Điều kiện: xy 0 

Ta có
1 1  X y 1X- — = y -  — « > x -y  + ---- ^  = 0 o  (x -  y)(l + - —) = 0 o x  = y,xy + l  = 0
X y xy xy

+) X = y thay vào phương trình thứ 2 của hệ ta có 

x  ̂+ 1 = 2x o  (x -  l)(x^ + X - 1) = 0 <=> X = 1, X = — .

+) xy + l  = 0=>y = - — thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có
X

2 1 1 3- — = x^+l<=>x‘‘ +x + 2 = 0 o x ^ - x ^ +  — + x  ̂+ x + — + -̂  = 0 
X 4 4 2

<=>
/ 2 i l

f
1 ^

X —  — + X + —

\ 2 j 2 j
+ — = 0 phương trình vô nghiêm. 

2

Vậy nghiệm của hệ là:

^ -I  + Võ - I + S ]  Ị - I - S  - I - S
~ 2  ’ 2 ’ 2 ’ 2

J  V
(x;y) = |(l;l),

9) Ta thấy y = 0 không là nghiệm của hệ, nên hệ đã cho tương đương với
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8x^ -  2 = -

6x + 2

y . - 2  = 3b 0 , 2hay ị với a = 2x, b = —.
8 Mb' - 2  = 3a y

Trừ hai phương trình của hệ ta có được
a  ̂ -  b  ̂ = 3b -  3a o  (a -  b)(a^ +ab + b^+3) = 0<=>a = b 

Thay vào hệ ta được phương trình:
-3 o o_ „  _3

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) 6 u l;l) ,

0 o  a = 2,a = -1

í í 1 ì(1;1, - o ; - 2
1

Bài 4.
1) Ta thấy y = 0 không là nghiệm của phương trình . Đặt x = ty , ta có hệ

y^ (2 t^ -t + 5) = 6 2t^ - 1 + 5
y2(3t^+2t-4) = 1 3 t^ + 2 t-4

= 6

29
<=> 16t^ + 13t -  29 = 0 o  t = 1, t = ■16

+) t = 1, ta có
X = y 
„ 2  _ 1

99
+) t = -  — , ta có 

 ̂ 16

3t^ + 2t -  4 

29
: = ---- y16
.2 1

= 1
o  X = y = ±1.

256
 ̂ “ 3 t ^ + 2 t - 4 ” 571

o  ■
X =  +

y = ±

29
%/57Ĩ

16
V57Ĩ

Vậy nghiệm của hệ là:
í., í 29 . 16 1 f 29 . 16 "ịÌ

 ̂ [ ỉ, V571 V571J U571 V57ljJ
2) Ta thấy y = 0 không là nghiệm của hệ. Đặt X = ty , ta có hệ

y ^ ( 2 r - l )  = 15 2t^ -1
|y ^ ( t - l ) ( t^ + 2) = 6^^ ( t - l ) ( t^ + 2) ~ 2 ,

<=> 2(2t^ -1) = 5(t^ - 1̂  + 2t -  2) »  t^ -  5t^ + lOt -  8 = 0 
o  (t -  2)(t^ + 3t + 4) = 0 o  t  = 2 ..

x = 2y
Với t = 2, ta có

2t^ -1

“ x = 2

1 ly = i

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) = (2;1).
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3) Từ hệ phương trình => (x  ̂+ -  xy^)(4x + y) = 4x^ + y‘‘ .
Đặt X = ty (do y 0).
Ta có:

y^(t® +l-t)(4 t + l) = y^4t^ + 1) => - 4t^ + 3t = 0 c=> t = 0,t = l , t  = 3

ív^ =1+ ) t  = 0 =>x = 0 =>< o y  = l .
[y'* =y

4-\+_1 _ jx ^ = l

+) t = 3 ^ x  = 3 y = > | ^ ^ ^ ' o y =  1 ^ x  = ^ .
[325y‘‘ = 13y ^  ^

Thừ lai ta thấy nghiêm của hê là: (x;y) e |(0;1), (1;1),
i ^25 ^25 J

4) Điều kiện: X > 0,y > 0

3 ____5 _ 101

Hê phương trình đã cho viết lai: ■ ^ phương
3 . ^  = ^ ( b )  

y + 42x ’
trình này tương đương với hệ:

6 = + r- (b) + (a)
17V2y 17n/ x

10 _ 103 101 , /——7—  = —^  7̂=  (b)-(a)
y + 42x i7Vx n ^ 2 y

Nhân vế theo vế của 2 phương trình trên ta được:
60 103  ̂ 101  ̂ ^— ——  = — -------—— , quy đông mâu sô và rút gon ta đươc

y + 42x 1 7 2 . X  17l2y

2.(103y)^+84.6275xy-42.(101x)^ = 0 , phương trình này được phân tích 
thành:

(2y -  x)(103^y + 101^42x) = 0 

suy ra X = 2y vì 103^y + 101 .̂42x > 0 với X > 0,y > 0 .

Thay X = 2y vào phương trình (b) ta được:
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3 + --- ^ , quy đồng mẫu số và rút gon phương trình:
y + 42(2y) I7^2y

5ly -  J ỹ  + 1 = 0, phương trình này tương đương với:
V2

l V2,
= 0 tức y = 2 hoặc y =

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm (4; 2),

5202

2601 5202

5) Hệ »
-  y  ̂ = 8x + 2y 6(x^-y^) = (8x + 2y)(x^-3y")

1 x  ̂ -  3y^ = 6

o  3x̂  -  3y  ̂ = 4x  ̂ -  12xy  ̂ + x ŷ -  3ŷ  o  x(x  ̂ + xy -  12y^) = 0 

o  x(x + 4y)(x -  3y) = 0 .

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ là:

4n/t8 yỉĩã^ ( 4yỈT8
(x;y) = ^(3;l);(-3;-l);

13 13 ' 13 13y V

6) Hệ o
-  8y^ = 6x -  lOy

6 = x  ̂+8y^
6(x  ̂ -  8y^) = 2(3x -  5y)(x^ + 8y^)

o  3x  ̂ -  24y^ = Sx'"̂  -  24xy^ -  5x^y -  40y^

»  16y^ + 24xy^ + 5x^y = 0 <=> y(5x^ + 24xy + 16y^) = 0

o  y(5x + 4y)(x + 4y) = 0<=>y = 0, x = y,x = -4y  .
5

+) y = 0 thay vào hệ ta có được X =  ± \Í 6

+ )  X = - — y thay \'ủo hệ ta có:

y2 - 3  = 3y2 + 3 o  - | ? y '  = 6 VN
2 5 “ “ 25

+ )  X = -4y thay vào hệ ta có:

72y^ -  34 = 0 o  72y^ = 34 o  y = ±
V 36

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) 6 u0;±^/6), 4 11- -  11 
‘̂ \3 6 ’ V36 V

_4  11- 11 
^ 3 6 1 3 6
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Chuyên đê 3. Hệ phướng trình không mẫu mực___________

I. Tóm tắt lí thuyết.____________________________________________________
Khi giải hệ phương trình, dù bạn có dùng cách gì biến đổi đi chăng nữa thì 

mục đích cuối cùng của bạn cũng chuyển về phương trình một biến và giải 
phương trình vừa thu được. Đó cũng là suy nghĩ tự nhiên, việc làm giảm biến 
là quy luật không chỉ trong toán học mà cả trong cuộc sống chúng ta vẫn 
thường làm. Tóm lại, khi giải hệ phương trình thì chúng ta phải tìm cách làm 
giảm số ẩn của để thuận lợi trong việc giải nó. Các phương pháp thường 
hay sử dụng để giải hệ phương trình là:
1) Rút thế: Từ một phưong trình rút một ẩn (hoặc biểu thức) theo ẩn 

còn lại (theo một nhóm bicu thức khác).
Neu trong phương trình của hệ mà có một ẩn xuất hiện dưới dạng bậc 

nhất, thì ta có thể rút ẩn đó theo ẩn còn lại và thế vào phương trình thứ hai 
của hệ và bạn cũng đừng ngần ngại khi thấy rằng sau khi thực hiện phép thế, 
phương trình thu được có bậc không nhỏ.
2) Biến đổi về phưong trình tích

Xuất phát từ một phương trình hoặc cộng trừ hai phương trình của hệ, 
dẫn tới một phương trình tích. Từ phương trình tích này ta có thể biểu diễn 
được ẩn này qua ẩn kia.
3. Đặt ẩn phụ đưa về hệ quen thuộc

Việc đặt ẩn phụ làm cho cấu trúc của hệ nhìn đơn giản hơn, từ đó chúng 
ta có lời giải rõ ràng hơn. Đe đặt ẩn phụ chúng ta cần tạo ra những nhóm 
hạng từ đồng dạng với nhau. Để tạo ra những nhóm hạng tử này ta thưòrng 
thực hiện chia hoặc ghép các hạng từ với nhau.
4. Phưong pháp hàm số

Trong phương pháp này, chúng ta dựa vào tính đơn điệu của hàm số để 
thiết lập mối quan hệ giữa các an.

Kịch bản mà chủng ta thưòng sừ dụng đó là từ một phương trình của hệ 
hoặc cả hai phương trình ta biến đổi về dạng;

f(u) = f(v) với u = u(x,y),v = v(x,y)
Trong đó f(t) là một hàm liên tục và đồng biến hoặc nghịch biển trên 
khoảng mà ta đang xét.
Điểm mấu chốt trong cách giải này là tìm ra hàm đặc trưng f ( t) .

5) Phưong pháp đánh giá
Đe giải hệ phương trình ta có thể sử dụng phương pháp đánh giá. Thông 

thưòng ta xuất phát từ một phương trình hoặc kết hợp cả hai phương trình 
của hệ để ta thiết lập được một phương trình mà đó là trường hợp xảy ra dấu 
“=” của một bất đẳng thức. Từ đó ta tìm được mối quan hệ đơn giản hơn 
giữa hai ẩn. Cách làm này thường sử dụng khi các yếu tố xuất hiện trong 
phương trình khó có mối quan hệ biến đổi đại số.
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II. Các ví dụ minh họa

Ví dụ 1. Giải các hệ phương trình sau I (x + 3y -1)^ -  5y^ + 20 

[x  ̂+ (2y +1)^ = 2
Lời giải

Hệ tương đương với x  ̂+ 4y^ + 6xy -  2x -  6y -19  = 0 (1)
x  ̂+4y^ = l - 4 y (2)

Thay (2) vào (1) ta có; 1 -4 y  + 6xy-2x -6 y -1 9  = 0 o  y X + 9 
3 x -5

^2 ^ 2 X 4 ^ ^ ^  =2 o  x^(3x-5)^+(5x + 13)  ̂ = 2(3x-5)^
 ̂ 3 x -5

«• gx"* -  30x^ + 32x^ + 190x + 119 = 0 
o  (x + l)^(9x^ -  48x + 119) = 0cí>x = - l= > y  =
Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (-1;-1).

Ví du 2. Giải hê phương trình 1  ̂ 2
Ị x V + 2 x V + y (

Lời giải
Ta thấy y = -1 không là nghiệm của hệ phươ

Tl'r ntnrnmíT trìníi ttiir nKíìt ta r*A ^  1

-1.

y(x^ +1) = 12y'' -1

Ta thấy y = -1 không là nghiệm của hệ phương trình

Từ phương trình thứ nhất, ta có x  ̂ = thay vào phương trình thứ
y + 1

hai ta được: ŷ 6 y -2
y + 1

„ 2 6 y -2  + 2yrì-2——+ y
y + 1

6 y -2
y + 1

+ 1 1 2 y '- l

o  y2(6y -  2 f  + 2y2(6y -  2)(y + 1) + y(y + l)(7y -1) = (12y2 -  l)(y + l f  
o  36y“* -  33y^ -  5y^ + y + 1 = 0

y = 1 X = 2
o  (y -  l)(3y -  l)(12y^ + 5y + 1) = 0 o  ■

X = 0

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e i(2;l),  ̂ 1^ 
*'’3V

Ví dụ 3. Giải hệ phương trình

Hệ đã cho tương đương với

I x̂  + 2x^y + 4y  ̂ = x̂
[x  ̂+ xy + 2y -  X = 0

Lời giải
f(x'+2y)2 =x"(l + 2y) (1)

(2)1 x  ̂+ 2y = x(l -  y)
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Thay (2) vào (1) ta được 

x^(y -  1)̂  = x^(l + 2y) <=>
X = 0
y2 -4 y  = 0

o x = 0
y = 0,y = 4'

+) x = 0=>y = 0
+) y = 0, thay vào (2) ta có x̂  = X <=> X = 0, X = 1.
+) y = 4, thay vào (2) ta có x  ̂+ 3x + 8 = 0 (vô nghiệm). 
Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e Ị(0;0), (1;0)|.

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình Ịx  ̂ = 2y  ̂ -  y + 3 x -5  
1 + X -  3y -  2

Lời giải
Ta có y  ̂ = x  ̂ + X -  3y -  2 x  ̂ + X -  y  ̂ -  3y -  2 = 0 

o  (x + y + 2)(x -  y - l )  = 0c i>x  = - y - 2 , x  = y + l .
+) X = - y  -  2 thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có 

(y + 2 f  = 2y2 -  y -  3(y + 2) -  5 

<=>y^~8y-15 = 0 o y  = 4 ±  \ f ĩ ĩ  X = - 6  + •

+) X = y +1 thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có

(y + l f  = 2y2 ± ^ [3  => X = 1 ± t/ s .y + 3(y + 1) -  5 o  y = 3 o  y 
V ậ y  n gh iệm  của hệ là

(x;y) = (-6 -  ^/^;4 + V3Ĩ),(-6 + V ^ ;4  -  V3Ĩ),(1 + Vs; V3),(l -  V3;-V3).

 ̂ , , , Í2x  ̂ + y  ̂ - 3xy + 3 x - 2y +1 = 0 (1)
V í dụ  5 . G iải hệ phư ơng trình ( 1———  .---------- " .

[ 4 x 2 - y " + x  + 4 = V2x + y + V x  + 4y (2)

{Trích đề thi Đ H Khối B - 2013)
Lời giải

Đ iều  kiện: 2x + y > 0; X + 4y > 0

Ta có  (1) o  y  ̂ -  (3x + 2)y + 2x  ̂ + 3x + 1  = 0 (3 )

T a xem  (3 ) là phư ơng trình bậc hai ẩn y  có  

A = (3x + 2 f  -  4(2x̂  + 3x + 1) = x̂
Suy ra (3 ) có  hai ngh iệm  y = x + l, y = 2x + l .

+ ) y = X + 1 thay vào  phương trình (2 ) ta có

Vsx +1 + Vsx + 4 = 3x  ̂ -  X + 3 (x > -  i )
3

o  Vsx +1 + n/Sx + 4 = 3(x -  l)x + 2x + 3

Cí> yỊSx + 1 -  (x + 1) + >/Sx + 4 -  (x + 2) = 3(x -  l)x
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^  -X + X -X + X ^ ,2s  ___  _____________________________ I_______________________________________ —

Vsx + l  +(x + l )  V 5 x + 4  + ( x  +  2)

5 , - 1  -1 _»  X -  X = 0 hay — --------- + ____ ______ = 3 .
v3x + l + ( x  + l) v5x + 4 + ( x  + 2)

X = 0 => y = 1 o  .
X = 1 => y = 2

+) y = 2x + 1, thay vào (2) ta có:

V4x + 1 +V9X + 4 = 3 - 4 x  ( x > - - )  (4)
4

Xét hàm số f(x) = \ l i x  + 1 + Vsx + 4 -  3 + 4x, X > .
4

Ta có f(x) là hàm liên tục và đồng biến trên -± ;.oo và f(0) = 0 .

Nên phương trình (4) có nghiệm x = 0 => y = 1. 
Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e Ị(0;1), (1;2)|.

xy + X -  2 = 0Ví dụ 6. Giải hệ phương trình
12x  ̂-  x^y + x̂  + y  ̂ -  2xy -  y = 0

{Trích đề thi Đ H Khối D - 2012)
Lời giải

Cách 1: Ta có:
2x^ -  x^y + x  ̂+ y  ̂ -  2xy -  y = 0 o  (y -  x^Ky -  2x -1) = 0 
o y  = x  ̂ v y  = 2x + l

• y = x  ̂ thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có được: 
x  ̂+ x -  2 = 0 o x  = l= > y  = l
• y = 2x + 1 thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có được:

x(2x + l) + x -  2 = 0 o x ^ + x - l  = 0 o x  = => y = ±V5 .

Vậy nghiệm của hệ đã cho là: (x;y) = (1;1), -l±yj5 ■,±yíE

2 - xCách 2: Từ xy + x -  2 = 0=>y = ------ (do X = 0 không là nghiệm của hệ).
X

Thay vào phương trình thử hai ta có được:

2x3 - x2 . ^  + X̂  +
X

o  2x® -x ^ (2 -x ) + x̂  + (4 -4 x  + x '') -2 x ''(2 -x )-x (2 -x )  = 0

^2-x^^ • 2 ( 2 - x ) - ^ - ^  = 0
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o  X® + -  3x + 2 = 0 o  (x -  l)(x‘‘ + 2x® + 2x^ + X  -  2) = 0

o  (x -  l)(x^ + X -  l)(x^ + x + 2) = 0 o x  = l ,  x =- I ± s

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ là: (x;y) = (1;1), -^— ^ ; ± \Í 5
2V J

, , ,  [x ® + x -2 y -3  = 0
Ví dụ 7. Giải hệ phương trình ị I-------------------------------------------------------.

[Vx(x + y) = V(x + y)®-y®-3
/ Lời giải

Từ phương trình thứ hai, ta có J ^ ®
x + y >0

và x(x + y)  ̂ = (x + y)® -  y® -  3 
o  x(x^ + 2xy + y^) = X® + 3x^y + 3xy^ -  3 
<=> x^y + 2xy^ - 3  = 0

Do đó, hệ tương đương với jx ® + x -2 y -3  = 0 
Ịx^y + 2xy^ -  3 = 0

Trừ hai phương trình cùa hệ ta có 
X® +  X -  2y -  x^y -  2xy^ =  0

<=> x(x^ -  xy -  2y^) +  X -  2y =  0 
<=> x(x +  y)(x -  2y) +  X -  2y =  0 
o  (x -  2y)[x(x + y) + l] = 0 

<=> X = 2y (do x(x + y) > 0 ).

Thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có: X® -  3 = 0 <=> X = ^ .
r- /̂3Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (V3;— ) .

2

Ví dụ 8. Giải hệ phương trình |( l - y ) 7 x - y  +x = 2 + ( x - y - l ) 7 ỹ
[2y^ -  3x + 6y + 1 = 2yjx - 2y -  yỊếx -  5y -  3

{Trích đề thi ĐH Khối B - 2014)
Lời giải

Đặt a = y jx - y ,b = yịỹ;a,b > 0 => X =
Thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có

(1 -  b  ̂)a + a  ̂+ b  ̂ = 2 + (a  ̂ -  l)b o  a  ̂+ b  ̂+ a + b -  ab(a + b) -  2 = 0
o  (a + b)  ̂ + (a + b) -  2 -  2ab -  a(a + b) = 0 
<=> (a + b -  l)(a + b + 2) -  ab(a + b + 2) = 0 
<=> (a + b + 2)(a + b - 1 -  ab) = 0
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<=>a + b -  l - a b  = 0 (do a + b + 2 > 2 > 0 )
<=> ( a - l ) ( b - l )  = 0 <=> a = l,b  = 1

+) a = l = > x - y  = l = > x  = y + l  thay vào phưoTig trình thứ hai của hệ ta có

2y=*-3(y + l) + 6y + l = V w
o  2y^ + 3y -  2 = <=> 2(y - \Ỷ  + 7(y - 1) + 3 = Ậ - y

Đặt t  = Ạ - y ,0 < t < 1 ta có

2f* -  7t  ̂ + 3 = t »  2t‘‘ -  7t  ̂ - 1 + 3 = 0 <=> (2t  ̂ -  2t -  3)(t^ + t -1) = 0
- 1 + Võo  t  = -1 + Vb l + sy = — -— => X =

2  ̂ 2 2 
+) b = l= > y  = l  thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có 

9 - 3 x  = 0=í>x = 3 .

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (3;1),

Ví dụ 9. Giải hệ phương trình 1 2y 17 0
Ị(x + y)(xy + 4) = 32

Hệ đã cho tương đương với:
Lòi giải

x(x + y) + 2(x + y) = 16 jl6  = (x + y)(x + 2)
(x + y)(xy + 4) = 32 [ (x + y)(xy + 4) = 2.16

(1)
(2)

Thế (1) vào (2) được:
(x + y)(xy + 4) = 2(x + y)(x + 2) <=> x(x + y)(y -  2) = 0 

o x  = 0, x + y = 0, y = 2.
+) x = 0 thay vào (1) được: y = 8 .
+) X + y = 0 thay vào (1) được: Ox = 16 (vô nghiệm)
+) y = 2 thay vào (1) được: X = 2,X = -6 .
Vậy hệ đã cho có ba nghiệm: (x;y) e |(0;8), (2; 2), (-6 ;2)|.

Ví dụ 10. Giải hệ phương trình j x  ̂+ y  ̂ = (x -  y)(xy -1)
[x  ̂-  x + y + 1 = xy(x -  y +1)

Lòi giải '

Hệ o x  ̂+ y  ̂ -  x^y + xy^ + X -  y = 0
[x  ̂ -  x  ̂+ y + 1 -  x^y + xy  ̂ -  xy = 0 

Suy ra 2x^ -  x  ̂+ y  ̂ -  2x^y + 2xy^ -x y  + x + l  = 0 

<=> 2x^ + x  ̂+ y  ̂+ 2xy^ -  2x^y -  xy -  2x  ̂+ X + 1 = 0
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o  (2x + l)(x^ + -  xy -  X  + 1) = 0 o
x  ̂+ y  ̂ -  xy -  X + 1 = 0

• X = - -  => 4y^ -  lOy -  5 = 0 o  y =
2 4

jx^ + y  ̂ -  x^y + xy^ + x -  y = 0 Ịx ^ + y ^ - x^y + xy^ + X- y = 0
Ịx^ + y ^ - x y - x  + l  = 0 [2x^ + 2y^ - 2xy- 2x + 2 = 0

Suy ra x  ̂- 2x  ̂ - y  ̂ -  x^y + xy  ̂+ 2xy + 3 x - y - 2  = 0

<=> (x - l)(x^ + y ^ -x y  + y -  x + 2) = 0 o  

Với x = l= í> y^-y  + l  = 0 vô nghiệm 

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) =

X = 1
x  ̂-  (y + l)x y^ + y + 2 = 0 VN

1 5 ±375 
2 ’ 4

Ví dụ 11. Giải hệ phương trình ^xy + (x -  y)(yf^ -  2) + 7x  = y +  7 ỹ

(x + l)[y + 7 ^  + x(l -  x)] = 4 
Lời giải

Điều kiện _ .
[xy + (x-y)(7xy -2 ) > 0

Ta CÓ (1) tương đư ơng vớ i

ựxy + (x -  y ) ( 7 ^  - 2 ) - y  + 7 x - 7 ỹ  = 0

y + 7 ^ - 2  1

^xy+ ( x - y ) 7 x ỹ  + y  ^/ x+7y

Mặt khác, từ (2) ta có:

y + Jĩĩỹ  = x  ̂ -  X + ^  = X + 1 + ^ + (x -  1)̂  > 2 .
X +  1 X +  1

Do đó (2) o  X = y thay vào (1) ta tìm được

1 + TĨ7

o  (x -  y) = 0 (3).

x = y = l,x  = y =

Ví dụ 12. Giải hệ phương trình |(x +l)y + l = 2xy (y -1) 
[xy^(3xy^ -2 ) = xy^(x + 2y) + l  

Lời giải

Hệ o I x̂ y"* + 2xy^ + 1 + y"* -  2xy^ = 0

13xV® -  2xy2 -  xV ‘‘ -  2xy^ -1  = 0
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o
+ 2 — + — - 2 x y  = -1 2 4 * ^

y y

3 x V  -  — -x^ - 2 x y - —  = 0- ' 2  ■ ' 4
y y

(do y = 0 không là nghiệm của hệ)

/ 1 
X +  —  „2

V

-  2xy = -1
y

3x^y^ -  2xy - X +  -

Đặt a = X + — , b = xy , ta có hệ:
y^

ja ^ -2 b  = - l  j a ^ = 2 b - l  íb = l
1 a^ -  3b^ + 2b = 0 13b  ̂-  4b +1 = 0 Ịa  = ±1

a = 1 
b = l

<=>
x + — = 1

<=> ■
xy = 1

1
X =  —

y
y 2 - y - l  = 0

<=>
y = ■

n/s -1  
2

1 + s

X =  —
I + S

2
1 - S

a = -1 
b = l

X + —  = -1
y^

xy = 1
Cí>

1
X =  —

y
2

Vậy nghiệm của hệ dã cho là: (x;y) =

hệ vô nghiệm.
y  ̂ + y + 1 = 0

^-l±^/5 1 ± S '
2 ’ 2

Ị6x'* -  (x  ̂ -  x)y^ -  (y + 12)x^ = -6Ví dụ 13. Giải hệ phương trình: ,•  • I w  \ A o  n o  o  _

[5x‘* - ( x2 - 1 ) V  - l l x ^ = - 5  
Lời giải

Nhận thấy, X = 0 không là nghiệm của hệ nên chia hai vế của mỗi 
phương trình cho x  ̂ ta được:

f 1  ̂2 í l ì6 X + — — X ------
1 l

5 x U  — - í x - i ì
, l x^; l X j

y'‘̂ *-y-12 = 0

<=>
y \ - l l  = 0

1
X ------

X ------

X ------

 ̂ 1^ 
X ------

A

y -  y = 0

y -1  = 0

rv-. 1 . . 1 - 6a^ -ay^ -  y = 0Đặt a = X-  —, ta có hệ: (
X [5 a ^ -a V ^ - l  = 0

Chia hai vế của hệ cho a  ̂ ÍẾ 0 ta có: • a a^

y  ̂+ — = 5 
a^
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il

1 fy^u + u^y = 6 [uy(u + y) = 6 íu + y = 3Đ ặ tu = - , t a c ó h ệ :  r  o  \ -̂ i  _ o \  ^
a Ịu^ + y  ̂ = 5 [(u + y)  ̂ -  2uy = 5 [uy = 2

Từ đó ta tìm được: ^ hoặc r
l y  = 2  ̂ ìy  = l

1 2
• u = 1 => a = 1 <=> X- —= 1 <=> X - x - l  = 0 o x  = 1 ± S

l±^/Ĩ71 1 1  2• u  = 2 ^  a =,-f o  X ^  o  2x -  X - 2 =  0 <=> X =
' 2 x 2  4

Vậy nghiệm của hệ đã cho là: (x;y) = l±yỈ5 \
Í 1 ± V Ĩ ^  , ì

ì
)

4V J

Ví dụ 14. Giải hệ phương trình
(x  ̂ -  i r  + 3 = 6x®y

x^ +2

3 y - x

Lời giải

4x -  3x^y -  9xy^
x + 3y

Từ phương trình thứ hai, ta có̂ 3 y > x
X + 3y 0

Hệ đã cho tương đương với:
( x ^- 2 x  + 4)(x'^+2) = 6x®y

o 4x — 3x^v — 9x^v^ '(3y -  x)2 = Cix-y ijx y
x + 3y

<=>
x® + 8 = 6x®y

9y^ -  6xy + x  ̂ = ——---- 3xy
x + 3y

o IX® + 8 = 6x^y 1X® + 8 = 6x®y 
(x  ̂-  3xy + 9y^)(x + 3y) = 4x Ịx^ + 27y^ = 4x

Vì X = 0 không là nghiệm của hệ, nên ta có;

81 + — = ^  
X® X 

.3
l . ^  = ±

x ' X̂

Đăt a=  —  >0, b = —  ,ta  thu đươc hê; G ^ ^
x ^  X 11 +  =  2 a

o 1 + â  = 2b a = b

(a -  b)(a^ + ab + b  ̂+ 2) = 0 |a^ -  2a +1 = 0

a = ba = b
o

(a -  l)(a^ + a - 1) = 0
<=>

a = 1, a = -1 + Võ
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• a = b = 1, ta có:

_ -1 + Võ _  ^• a = b = ---- -----o

í-=l.,,2 X = 72 ̂ 0  
^ = 1

72
3l X

2 _ 7õ -1

X = —y/2

y = -  „

2
3y _ n/s -1  
X 2

<=>
= 775+1

_ 775 + 1(75-1) '

X =  - V t T T ĩ

7 7 5 + 1 ( 7 5 - 1 )  ■
y = -

Đối chiếu điều kiện, ta có nghiệm của hệ đã cho là:

(x;y) 3
V y

Ví dụ 15. Giải hệ phương trình:

Điều kiên: x > Ậ ;0 < y < 2  
5

Vxy

Lời giải

Đặt u  =  x  + y ,u> 0;v  = \Ịxỹ, V > 0 k h i  đ ó

(1) o  2u  ̂-  3u^v -  uv  ̂-  2v  ̂ = 0 o
/  ̂

“ -2 + -  + 1 =  0 c 5 >  — =  2 < = > u  =  2 v  
V

X + y = 2yjxỹ Cí> (7x -  ^ jỹ f  = 0 o  x = y thay vào (2) , ta được:

7 5 X - 1  +  72  - X  = 3 X 0  -----
7 s x  - - 1  +  2  72  -  X +  1

^  “r = = ---------r = = -----W 5 x - 1  +2 7 2 - x + I

1 - x = 3 x -3

= 0

X = 1 => y  = 1

■■■... ^ -------- ;—  -------3 = 0 V N v ì ỉ< x < 2
7S x - 1  +2  7 2 - x + I  5

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (1;1).

- r / -28 l



Ví dụ 16. Giải hệ phương trình I -  ly"  ̂+ 3xy^ + 3y = 0

Hệ đã cho tương đương với

[y^(x^y + 7) = x  ̂+ 3y^ + 2y
Lời giải

I x  ̂ -  7y^ + 3xy^ + 3y = 0
[ x V + 7 y '- x '- 3 y '* - 2 y  = 0 

Ta có (2) <=> y(x̂ y*'̂  + 3xy -  3y  ̂+ 1) = 0 o

o I x  ̂ -  7y‘̂ + 3xy^ + 3y = 0 (1)
xV^ + 3xy2 -  3y^ + y = 0 (2)

y = 0
x^y  ̂+ 3xy -  3y^ +1 = 0

y = 0, thay vào (1) ta có X = 0 .
x^y^ + 3xy -  3y^ +1 = 0 kết hợp với (1) ta có

x^y^ + 3xy + 1 = 3y‘‘
[x  ̂+ 3xy^ + 3y = 7y'̂

<=>
x  ̂+ 3 -  + -V  = 3

y y '
X o 3 ^  —  + 3x + — = 7 
y2 y

(do y = 0 không là nghiệm của hệ).

1X + —
y.

+ -  = 3

í Y í l ìX + —+ 3
) l y j

= 7

1 u X , , . a^+b = 3 6 = 3-3^^Đăt a = x + —, b = —. tacó hê: < o {
y y b^+3a = 7 (3-a^)2+3a = 7 (*)

Ta có (*) o a '*  -  6a^ +3a + 2 = 0 o ( a -  l)(a^ + a^ -  5a -  2) = 0 

2  , o „  ____ 1 _____ o _____ -3 ±\ Í5o  (a -  l)(a -  2)(a + 3a + 1) = 0 o  a = 1, a = 2, a

1

+) a = l o b  = 2 o
x + -  = 1

y o
X = 2y

ii = 2 2y" - y  + l = 0
vô nghiệm.

+) a = 2 o b  = -l=>
X + — = 2

y o X = -y

=  -1 y" + 2 y - l  = 0
o

X = -y
= -1 ± V2 ‘

[y
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-3 + S  _  ^ -1 + 3n/õ+) a = ---- -̂----=> b = ---- ——

<=>

1 -3 + n/s
X +  —  = ---------------

y 2
X _ -1 + SyỊs
ỹ ~  2

- l  + 3 /̂5

(3 /̂5 -  l)y^ + (3 -  S ) y  + 2 = 0
vô nghiệm.

-3 -  n/õ _  . l + s S  +) a = --------- => b = ------------

1 3 + S
X +  —  =  —

y 2

X I + 3S
y “  2

1 + 3S
2  ^ vô nghiệm.

(sVõ + l)y^ + (3 + S ì y  + 2 = 0

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e ị { l - \ Í2; - l  + Ĵ2), (1 + \Ỉ2]-l-yÍ2Ỷị ■

Ví dụ 17, Giải hệ phương trình

^x + y + l+  l = 4(x + yj + yjs\ + 3y (1)

12x(2x^ + 3y + 7xy) + 12y^(5x + 3) -  9 = 0 (2)
Lời giải

Đặt t = x + y ,t> 0 . Khi đó (1) trở thành:

Vt + 1 + 1 = 4t'  ̂ + n/sĨ  <=> 4t^ - 1 + Vãt -  ^ /t7 ĩ  = 0 
2t -1<=> (2t -  l)(2t + 1) + - 7= - —.-----' = 0

o  (2t -1) 2t + 1 4-

x/it + Vt +1 

1

/̂3t + x/t + 1

Với t = — o 2 x  = l - 2 y  thay vào (2) ta có; 
2 «

= 0 o  t = — (do t  > 0).

3(1-2y) (1 -  2 y f  + 6y + 7y(l -  2y) j + 6y^ [5(1 -  2y) + e] 4 1 = 0

<=> 18y^ -  21 y -4  = 0 Ci>

4 -5y = — => X =
3 6

1 2y = => X =  —
6 3

Vậy nghiệm của hệ là (x;yj I r-5 4] ' 2 1 ]
. 6 3.

)
6.
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Ví dụ 18. Giải các hệ phương trình sau 
jx ^ -y ^ + 3 x ^ + 6 x -3 y + 4 = 0 

[2n/ 4 - x  ̂ -  3^3 + 2y -  y  ̂ -  3x + 2 = 0

2)
x  ̂+3x^ -13X -15 = —

y" y •
y  ̂+ 4 = 5y^(x^ + 2x + 2)

1) Điều kiện
f /
4 - :X -" > 0 o

Lời giải
-2 < X < 2 .

|3  + 2 y -y ^ > 0  [-1 < y < 3
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

(x  ̂+ 3x  ̂+ 3x + 1) + (3x + 3) -  y  ̂-  3y = 0 
<=> (x + 1)̂  + 3(x + 1) -  y  ̂ -  3y = 0

(x + l - y )

<=> (x + 1 -  y)

(x + 1)̂  -y(x  + l) + y^ + 3(x + l - y )  = 0

(x + 1)̂  -  (x + l)y + y  ̂+ 3 =  0

•» x  + l -  y = 0 = > y - l  = x.
Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được 

2^4 -  x̂  -  3n/4 -  x  ̂ -3x  + 2 = 0 o 2 - 3 x  =

<=>
2

X <  -
3

(2-3x)^ = 4 -x ^
<=>

2
X <  —

3 <=> X = 0 .
lOx'̂  -  12x = 0

Đối chiếu điều kiện, ta có nghiệm của hệ là (x;y) = (0;1).
2) Điêu kiện y ÍÉ 0.

(x + 1)̂  -  16(x + 1) =
Hệ «

- 4 .^

1 +
' 2 '' = 5(x + 1)^+5

Đặt a = x + l, b = — ta được hệ:
y

|a^ -16a = -4 b
b  ̂ =5a^ +4

<=> |a^ -b^ = 16a-4b 
4 =b^ -5a^

=>4(a^-b^) = 4(4a-b)(b^ -5a^) 
o  21a^ -  5a^b -  4ab^ = 0 o  a(21a^ -  5ab -  4b^) = 0
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+) a = 0 thay vào hệ ta có b  ̂ = 4 <=> b = ±2. Suy ra

o  a(7a -  4b)(3a + b) = 0 o a  = 0, b = — a, b = -3a .
4

x = - l  
y = ± l'

+) b = — a thay vào hê ta đươc: 4 = —  b  ̂ -  5b  ̂ = -  ̂ b ^  phương trình vô 
4 16 16

nghiệm.
+) b = -3a thay vào hệ ta có: (-3a)^ -  5a^ = 4 <=> a = ±1.

Suy ra
X = 0

y =
3 hoặc

X = -2 
3

" 2

Vậy nghiệm cúa hệ là: (x;y) e Ị(-l;±l),

Ví dụ 19. Giải các hệ phương trình sau 
[x  ̂+ 3xy''̂  = 25 
[x^ + 6xy + y  ̂ = lOx + 6y - 1

19y^ +  24y^ -  xy"'̂  + 7y  ̂ =  16 -  X +  24y 
Ịsy^ + 9y^ + 20y -  ^6y + 1 + 35 = X

Lời giải

1) Đặt a = x + y, b = x -  y 

Hệ đã cho trở thành;

/
n 2' n.2)

\ 3.
—̂

3j

a + b a - b
X = - t;— > y =

[(a + b)  ̂ + 3(a + b)(a -  b)  ̂ = 200
(a + b)  ̂ + 6(a -  b)(a + b) + (a -  b)2 = 20(a + b) + 12(a -  b) -  4

a  ̂+b^ =50 a  ̂+ b  ̂ = 50
^  |2a^ -  8a -  b  ̂ -  2b + 1 = 0 |l2a^ -  48a -  6b  ̂ -  12b + 6 = 0

=> a  ̂ -  12a^ + 48a + b  ̂+ 6b  ̂+.12b -  6 = 50 
<r>(a-4)^+(b + 2 ) ^ = 0 o a - 4  = - 2 - b o a  + b = 2 /
Suy ra (a + b)  ̂ -  3ab(a + b) = 50 o  ab = -7 .
Do đó a, b là nghiệm của phương trình t ^ - 2 t - 7  = 0=>t = l±  2\Í2 . 
Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ là: (x;y) = i.l-,±2yj2).

2) Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
9y'* + 24y^ + 7y2 -  24y -  16 = x(y^ -1)
« (y 2 - l) (3 y  + 4)2 = x (y 2 -l)
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<=> (y  ̂ - 1) X -  (3y + 4 ) = 0 <=> y  ̂ = 1, X = (3y + AÝ

+) y = 1, thay vào hệ ta có X = 72 -  ^

+) y = -1 , thay vào hệ ta có X  = 16 + \Í5 
+) X = (3y + AÝ , thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được 

8y^ -  4y -  ự ẽ ỹ T ĩ + 19 = 0 

o  8y^ -  4y + 21 -  (^6y + 1 + 2) = 0

<=> (2y + 3)(4y^ -  6y + 7) - ______ 3(2y + 3)______

4 -  2^6y + 1 + ^(6y + l f
3

^ = 2

4y^ -  6y + 7 = _________ 3_________

ự(6y + l f  -  2^6y + 1 + 4
(*)

T’ ' . 2 n r, ío 3 f  19 19T a c ó 4 y  -6 y  + 7= 2 y - — + — > —
l 2 j 4 4

^(6y + 1)̂  -  2^6y + 1 + 4 = (^6y + 1 - 1)2 + 3 > 3

Suy ra , — -------------- < 1 < — . Do đó (*) vô nghiệm.
^(6y+ 1)2 -  2^6y+ 1 + 4

Vậy nghiệm của hệ đã cho là

(x;y)e ( 7 2 - ^ ; l ) ,  (16 + ^ ; - l ) ,
4 ’ 2

Ví dụ 20. Giải hệ phương trinh

j 3x2 _  ̂2(x -  l)Vx2 -  2x + 2 = 2(y + 2)^y^ + 4y + 5 (1)
1x2 ^ 2y2 = 4x -  8y -  6 (2)

Lời giải
Từ (2), ta có x2 = 4x -  8y -  6 -  2y2 thay vào (1) ta được 

2x2 -  4x -  6 + 2(x _ I)ự(x-1)2 +1 = 2y2 + 8y + 2(y + 2)Ậy + 2)2+1 

<=> 2(x -1)2 + 2(x -  l)V(x-l)2 +1 = 2(y + 2)2 + 2(y + 2)Ậy + 2)2+1 
Đặt a = x - l ,b  = y + 2 ta được

a2 + aVa^ + 1 = b2 + bVb2 + 1 (3)

o  a2 -  fa2 + (aV&2 + 1 -  bVb2 + 1) = 0 (4).

Từ (3) ta suy ra a(a + Va2 + 1) = b(b + Vb2 +1).
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Vì +1 + 1 > + 1 = |t| + 1 > 0

N ên  ta suy ra được ab > 0 .
+) N e u  ab = 0 => X = 1, y = -2 thay vào hệ ta thấy kh ôn g  thỏa m ãn. 

+ ) X ét ab > 0 . Khi đó

(4) o  a  ̂ -b^ +
„4 .4 , „2 1 2a -  b + a -  b

ayỊa  ̂ +1 + bVb  ̂+ 1 

a  ̂+ b  ̂+ 1o  (a^ -b^) 1 +

= 0

a^/a^ + 1 + bVb  ̂+1
= 0

o
a = b

a ^  +  b'^ + 1  =  - a V a ^  + 1  -  b V b ^  + 1  ( 5 ) ‘

T a cỏ

i-y/â  + 1 -  h\lh^ + 1 < |a| + 1 + |b| 7b^ + 1 = Va"* + + ■y/b'* + b^

< . a■4+a2^1 ^ U ^ b 2 + i = a 2 + b ^ + l .
4 V 4

Suy ra (5) vô nghiệm.
Với a = b . t a c ó  x - l  = y + 2=>x = y + 3, thay vào (2):

(y + 3)2 + 2y2 = 4(y + 3) -  8y -  6

<=> 3y2 + lOy + 3 = 0 o
y = -3 X = 0

1 8 •y = —r X = —3 3
^8 _ ĩ^  

3 ’ 3
Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) e |(0;-3),

Ví dụ 21. Giải hệ phương trình 
|x^ -y^ = 240
Ịx^ -  2y^ = 3(x2 -  4y2) -  4(x -  8y)

Lời giải

(VMO 2011).

U” „  íx'* -ŷ  =240 Hê o  1[8x2 _ 24x2  ̂.
C > , T r  o , , 3  , 0 / 4 , ,

[8x^ -  24X'' + 32x = 16y2 -  96y2 + 256y

Suy ra x'̂  -  8x2 ^ 24x^ -  32x + 16 = y‘* -  16y2 + 96y^ -  256y + 256

o ( x - 2 ) ‘* =(y-4)'* o X -  2 = y -  4 <=> x = y - 2  
X = 6 - yX -  2 = -y  + 4 

•  X = y -  2 thay vào hệ ta có:
(y -  2ý -  y^ = 240 o  8y2 -  24y^ + 32y + 224 = 0 o  y = -2
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• X = 6 -  y thay vào hệ ta có: Ịy -  6]  ̂ -  y  ̂ = 240 <=> y = 2 
Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) = (-4;-2), (4; 2).

Ví dụ 2 2 . G iải hệ phương trình:

(x + 2)>/x^ + 4x + 7 + y^y^ + 3 + x + y + 2 = 0 

yjx^ + y  + 1 = X -  y + 1
Lời giải

Đ iều  kiện: x^ + y + 1  > 0

Phương trình (1) Cí> (x + 2)\Ịix + 2Ý + 3*+ X + 2 = - y  Ậ - y f + 3 - y  

Xét hàm số f(t) = Wt^ +3 + t Có f ’(t) = + 3 + + 1 > 0  vt
ỉ +3

Hàm số f(t) đồng biến trên 1 nên phương trình (1) o x  + 2 = -y  
Thay vào (2) ta có:

í . x - 1  = 2 x  + 3<=>
3

X >  - —
2

x  ̂ -  X -1  = 4x^ + 12x + 9
3

X > -- r  2
x  ̂ -  X - 1 = 4x  ̂ + 12x + 9

<=>
X >

<=> ^
3x^ + 13x + 10 -  0

X >
2

X = -1  <=> X = -1  => y = -1  (tmđk)

-  -19.

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = (-1;-1).

Ví dụ 23. Giải hệ phương trình Sŷ Cx"* +2) = 3(2xV + l)

[4y = /̂x̂  + y + 3

Lòi giải
y > 0

Từ phương trình thứ hai ta có <
16y^ =x^ + y + 3

D o  đó hệ o
I Sx̂ y'  ̂ + 16y^ = 6x^y + 3 

16y2 = x2 + y + 3
. T rừ  hai p h ư ơ n g  trình củ a  hệ ta đư ợ c

o 4 2 ^ 2  28x y = 6x y -  x -  y

<=>8xV^+x^+y = 6xV (*).
Do y > 0 nên áp dụng bất đắng thức Cô-si ta có
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Lời giải

Điều kiện ỊlH “ .
[ 2 < y  <12

Áp dụng bất đẳng thức Binhiacopsky ta có
xựl2 -  y + ựy(12-x^) < J(x^ + 12 -  x2)(12 -  y + y) = 12 

Do đó phương trình thứ nhất của hệ tương đương với

x 7 ỹ  = J l 2 - y . \ / l 2 - x ^  o  2 ^  ̂ 2
> [x^y = 1 4 4 -1 2 x ^ -1 2 y +  x^y [y = 12 -x2

Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có
x  ̂ -  8x - 1  = 2^10 -  x  ̂ o  x  ̂ -  8x - 1 -  2\jlQ -  x  ̂ = 0

I^l-Vio-X^ j = 0x-’ -  S x - 3  + 2

^  2 o IX „ ( x -3 ) (x  + 3)<=> (x -  3)(x + 3x + 1) + 2------ , = 0
VlO-:

o ( x - 3 ) x'̂  + 3x + 1 +

1 + VIU-X

2(x + 3)

Vì X > 0 nên x  ̂ + 3x +1 +

1 + VlO -  x̂  

2(x + 3)

= 0 (*)

> 0 nên (*)<í>x = 3=i>y = 3.
l + ^JlO-x^

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (3; 3)

x  ̂-  3x  ̂-  9x + 22 = y  ̂+ 3v^ -  9y
Ví dụ 26. Giải hệ phương trình o o 1

X + y  - x  +  y = - ^

{Trích đề thi Đ H K h ỗ iA  - 2012).
Lời giải

Ta có hệ đã cho tương đương với:
(x - 1)̂  -  12(x - 1) = (y + 1)̂  -  12(y + 1)

n2
= 1

-  12a = -  12b
2

í  l ì
2

 ̂ l ìy + —
l 2j 9

Đặt a = x - l , b  = y + l ta được hệ; (  l ì
2

^  0a + —
l  2j

+ b - -
l 2j

Từ í l ì
2

^  l ì+ b - -
l  2j l 2j

-1  <  a  +  -  <  1 
2

- l < b - - < l
2

<=>

= 1

3 1—-  < a < -  
2 2
1  ̂ 3- - < b < -
2 2

<=>
2 9

4
t.2 9b  ̂ < -  

4

290 - TI



Xét hàm số f(t) = -  12t, ta có f(t) là hàm liên tục trên R và

f'(t) = 3 ( t2 -4 )< 0 , với < -

Nên từ -  12a = -  12b ta có a = b .
a = b

Do đó, hệ đã cho <=> <f l ì
'Z

í l ì+
l 2j l 2 j

 ̂ <=> a = b = ±—
=  1 2

Vậy nghiệm của hệ đã cho là: (x;y) = '3 1] Í1 3 '
12 “ 2.

ĩ
.2 ' 2 j

Ví dụ 26. Giải hệ phương trình ị Vx + l+  ^ x -1  -■y/y'* + 2 =y (1)
[x  ̂+ 2x(y -  1) + y2 -  6y + 1 = 0 (2)

[Trích đề thi Đ H Khối A - 2013).
Lòi giải

Điều kiện: X > 1 .

Từ (2) ta suy ra A' = (y - 1)̂  -  (y  ̂ -  6y + 1) = 4y > 0 ==> y > 0 

Nên (1) o  Vx + 1 + V x-1 = 7y^ +2 + ^

Đặt u = X - 1 ta có: Vu+ 2 +ifã = ŷ"* +2 + ^  <íí> f(u) = f(y'‘)

Trong đó hàm f(t) = Vt + 2 + Vt là hàm liên tục trên [0;+oo)

Và có f'(x) -  — .... + —ị=^ > 0 do đó f alf hàm đồng biến trên (0;+oo)

il — \
1 1

2 4 t7 2  4 ^

Suy ra f(u) = f(y'*) o u  = y‘* o x - l  = y‘‘ <=>x = y‘* + l 
Thay vào (2) ta được (x + y - 1)̂  -  4y = 0 »  (y'‘ + y)  ̂ -  4y = 0

<=> y[y^^/ỹ + ^ /ỹ -2  y^^/ỹ + 7ỹ + 2 '= 0

<=>
y = 0 => X = 1 
y^^|ỹ + ^ Ị ỹ - ‘i = o (3)

(3) <íí> (ựỹ -  I)(y^ + y^\/ỹ + y  ̂+ y-yfỹ + y + ^/ỹ + 2) = 0<=>7ỹ = i
o y  = l3:^x = 2 ^

Vậy (x;y) = (0;l), (1;2) là nghiệm của hệ.

Vi dụ 27. Giải hệ phirang trình ■‘V  .
|V l-x * -V ỹ  = V ^ - l  (2)

Điều kiện i
[c

Lời giải
|-1  < x < 1 
[o < y < 2
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Ta có (1) o  + y = (x + 1)̂  + (x +1) (3).
Vì hàm số f(t) = + 1 liên tục và luôn đồng biến trên K nên

(3) «  f(y) = f(x + 1) o  y = X + 1 
Thay vào (2) ta được:

y j l  -  -  \lx + l  =  \/l -  X - 1
o  -y/l +  x(Vl -  X -  1 ) -  (Vl -  X -  1) =  0 
<=> (Vl -  X -  l)(^/l +  X - 1) =  0 

V l-X  = 1 
Vl +  X =  1

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (0;1).

o <=>x = 0=>y = l .

_j_ Oŷ  —   ̂_ 2v
—  I---------------------

(15 -  2x)V6 -  X -  (4y + 9)yj2y + 3 = 0
Lời giải

Điều kiện: ■
X <  6

y 2:> - -

Đặt a = Vo-X, b = ^2y + 3; a, b > 0. Khi đó (2) trở thàrứi: 

(3 + 2a^)a -  (2b  ̂+ 3)b = 0 o  2a^ + 3a = 2b  ̂+ 3b (3).
Vì hàm số f (t) = 2t^ + 3t liên tục và đồng biến trên R nên 
(3) o  f(a) =  f(b) o  a =  b <=> Vo -  X =  V2y +  3 <=> 2y =  3 -  X 

Thay vào (1) ta được:

x  ̂ +  2x  ̂ =  X + 2 o  [x + 2jỊx^ -  lj = 0 o

X = -2 y = — 
2

X = 1 => y = 1 
X = -1 => y = 2

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e 

Ví dụ 29. Giải hệ phương trình

Điều kiện: y + 5x + 2 > 0

|-2;|j, (l;l),(-l;2 )ị.

8x̂  + 2y = Vy + 5x + 2 

Ị̂ 3x + Vl + 9x̂  jị̂ y + Vl + y2 j 

Lời giải

( 1)

(2)

= 1

Ta có (2) <=> 3x + -y/l + (3x)  ̂ = (-y) + •y/l + (-y)^ (3).

( 1)

( 2)

ỉ  i 

lá.
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Xét hàm số f(t) = t + Vl + ,  t e R .

t Vi + + 1f'(t) = l  +
Vĩ/1 + t^ Vi+t^

Vì Vĩ+V^ + 1 > Vt^ + 1 = |t| + 1 > 0 nên f '(t) >0 v t e K .
Do đó, hàm số f(t) liên tục và đồng biến trên K . Suy ra 
(3) <r> 3x = -y  Cí> y = -3x .
Thay vào (1) ta có:

8x^ -  6x = V2x + 2 (4).
+) Nếu X > 1 thì ta có:

X +  X + 2x (x + l)  + 2 r-------
= ------------------------r-----ằ V2x + 2Sx'" - 6 x  = 8x + 2x > 2x

\ ì 2 2
Suy ra (4) vô nghiệm.

+) Xét -1 < X < 1, đặt X = cos t, t E [o; n ] , khi đó (4) trở thành;

8 cos  ̂t -  6 cos t = 72(1 + cost)

o  2cos3t = 2 cosẠ o  cos3t = cos —
2 2

’3t = -^+k2n [ t= M £

3t = - -  + 2m7t t =
[ 2  [ 7

Vì t 6 1̂0; 71J nên ta có k = 0, k = 1, m = 0, m = 1.

Vậy nghiệm của hệ là 

(x;y) e ](l;-3), 4ti 4ti 4ti 47t'
cos — -3  cos — cos — -3 co s—l  5 5 J l  7 5 J

Ví dụ 30. Giải hệ phương trình ■ 

Điều kiện: X > 0 .

y  ̂ -sV x +5 = 0

Vx + 2 = Vy  ̂ + 2 y + 3 -  ịy ^  + y  
5

Lời giải

_  A  . .  Ị y ^ - 5 7 ĩ  +  5 =  0
Hệ tương đương với < ____ ,-------------

[5>/x + 2 = õ^y^ + 2y + 3 -  y  ̂ + 5y

Trừ hai phương trình của hệ theo vế ta có
y  ̂ -  õTx + 5 -  5n/x + 2 = -sVy^ + 2y + 3 + y  ̂ -  5y

o  y + Vy  ̂ + 2y + 3 = (7x -1 )  + 7x + 2
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Đặt t = \/x - 1, t > -1 => X = (t + 1)̂  nên ta có phương trình 

y + +2y + 3 =  t + Vt^+2t + 3 (*).

Xét hàm số f(m) = m + \Jm^ + 2m + 3, lĩi > -1. 
m +1f '(m ) = 1 + > 0 Vm > -1 .
+ 2m + 3

Suy ra (*) o  f(y) = f(t) o y  = t = % /x-l.
Thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta được 

(̂ /x -1)  ̂ -  5 ( n/ Ĩ  -1) = 0 o  (Vx -  IxVx -  6) = 0

<=> '4^ o X = 1 => y  = 0 

X = 36 => y  = 5Vx = 6

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e |(1;0), (36;5)|.

Ví dụ 30. Giải hệ phương trình
y + -Jx '^  -12y + l = — (x  ̂+17) (1)

8y ^ 3 “
Lời giải

12

y
|3y 4 2
Ix^  ̂ x̂  y ( 2)

Điều kiện; I ^
[x^ -12y + l> 0  (*)

Ta có (1) <=> x  ̂ -  12y + 1 -  8\jx‘̂ -  12y + 1 + 16 = 0 

o  (^x^ -12y + 1 -  AỶ = 0 o  -1 2 y + 1 = 4 

<=> x  ̂ -12y = 15 (3).

Đăt a = — , b = —  + —, khi đó (2) trở thành:
8y 3 2
I----  [a + b > 0

a + b = v4ab „ o a  = b > 0
(a + h f  = 4ab

<=>
y > 0 í  ^

j y  > 0

8y 3 2
<=>

y >0 
X = 6y

X = — y loạivìđkí*) 
3

+ )  X = 6y thay vào (3) ta được:

36y^  -  12y  - 1 5 = 0 < = > y = — (do y > 0 ) = > x  = 5 .
6

L
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 ̂ 5^

V
5;-I

I + 3ŷ  = 4

1 + 2ŷ  = 3 '

Vậy nghiệm của hệ là (x;y)

Ví dụ 31. Giải hệ phương trình

Lời giải
H ệ c p - '  = 3 a -y ^ )

| x 2 - l  = 3 ( l - y ^ )

Ta thấy X = y = 1 là một nghiệm của hệ

17' • 1  . , x^ + X + 1 y + 1Với X,y9í=l ta có: ---- -------= — — ------  (*)
x + l  y 2 + y  + l

Xét hàm S ố  f(x) = ^ + X +1  ̂ f'(x) = = >  f'(x) = 0 o  X = 0, X = -2  
X + 1 (x + 1)2

Lập bảng biến thiên, ta suy ra được: f(x) 6 (-oo;-3]u[l;+oo)

Xét hàm số g(y) = — — , tương tư ta chứng minh đươc: 
y + y +1

~  < g(y) < 1 ,o
Do đó (*) o  f(x) = g(y) = l o x  = 0,y = - l .  Thay lại vào hệ ta thấy 
không thỏa
Vậy hệ đã cho có duy nhất 1 cặp nghiệm: (x;y) = (1;1).

Ví dụ 32, Giải hệ bất phương trình:
j(x2 +  y2 -  1)2 +  X +  y <  (x2 +  y^)(x +  y - 1)  +  1 

[2x + 4y -  Vĩõ -  3 > 0
Lòi giải

Đặt a = x2 + y2,b = X + y . Từ bất phương trìiứi thứ nhất ta có

(a - 1)2 + b < a(b - l )  + l o a 2  + b < a b  + a
o  a(a -1) + b(l -  a) < 0 o  (a -  b)(a -  1) < 0 (1). 
Từ bất phương trinh thứ hai, ta có

i/ĨÕ _  „ 3 _
-------= X + 2y  -  — =

2 2
X -  —

V 2 ,
+ 2

V ^ - 2 ' " ^ 2

 ̂ 1^  ̂
X -  —2

 ̂ 1 Ì \  V2 2 __2  __ __ 1X + y  -  X -  y  > — —  > 0 .
2 2 

Hay a -b > 0 = > ( l )< = > a < lo x 2 + y 2 < l  (2).
Mặt khác
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Ì ± ^  = x + 2y< V 5Õ 777) 2 _ 2 gVio - 
+ y > — —  > 1 (3)-

Từ (2) và (3) ta suy ra hệ vô nghiệm.
Ví dụ 33. Giải hệ phương trình

-8 x  + 9 -^ x y +  12-6x ắ 1 

^2(x -  y)  ̂+ lOx -  6y + 12 -yfỹ = Vx + 2
Tòí' giải

y ^ -8 x  + 9> 0  
2(x -  y)  ̂+ lOx -  6y + 12 > 0 
y > 0 
X > -2

20

(1)

(2)

Điều kiện: -

Ta có: (2) <=> ^2(x -  y)  ̂+ lOx -  6y + 12 = yfỹ + Vx + 2 

y > 0; X > -2

(x -  y)  ̂+ 5x -  3y + 6 = —(Vỹ + Vx + 2)^ (3)

Ta có: TV(3) = x  ̂ -  2xy + y  ̂+ 5x -  3y + 6
= (x + 2Ỷ -  2y{\ + 2) + y^+y + x + 2

= (y -  X -  2)2 + (7^)2 + (^/772)2 > ỉ ( 7 ỹ  + = VP(3)

Đẳng thức có o y  = x + 2 = > (2 )o y  = x + 2.
Thay vào (1) ta được:

7x2 -  4x + 13 -  7x2 -  4x + 12 < 1 o  Vt + 3 -  + 2 ắ 1 (4) _

Trong đó: t = x2 -  4x + 10 = (x -  2)2 + 6 > 6 => 7 t + 2 > 2.
Ta có:

t + 3 = l  + (7t + 2Ị^ = l + - ( 7 t  + 2 j% l( 7 t7 2 j^  > l  + 27t + 2 + (7t + 2Ị^

=>t + 3 > (l + 7 t + 2)2=>Vt + 3 - 7 t  + 2 ^ 1  (5).
Đẳng thức có khi t = 6.
Từ (4) và (5) ta suy ra 7 t + 3 -  7 t + 2 = l o t  = 6<=>x = 2.

Íx “ 2 
y = 4

Ví dụ 34. Giải hệ phương trình
— + 3y = yfx+4yjỹ- (1)2 x + y
(x2 + y2 )(x + 1) = 4 + 2xy(x - 1) (2)

Lời giải
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Điều kiện: IX > 0
y > 0'

Ta có (2) <» -  2x^y + xy  ̂+ x  ̂+ y  ̂+ 2xy = 4
<=> x(x -  y)  ̂+ (x + y)  ̂ =4 

Suy ra 4 ^ (x + y)  ̂ => X + y < 2.
Khi đó áp dụng bất đẳng thức Cô si ta có

ra 4 ^ (x + y)  ̂ => X + y < 2 .
đó áp dụng bất đẳng thức Cô si ta có

^ 4  x + y 4 x + y

4yfỹ = 2J(x + y ) . ^ ^  < X + y +
X + y X + y

in  v/7  + 4./^  < ^ fv  + vì + iL L Ì^ = —Do đó \Ịx  + 4y[ỹ < — (x + y) +  ̂ = —(x + y) + 1 + —-  -
4 x + y  4 x + y

^ 1 .2  + 1 + - ^  
4 x + y

_ 7  ̂ 3y 
2 x + y

Suy ra (1) <=>

x + y = 2 
x + y X

4

x + y

x + y
4y

o  X = y  = 1

x + y
Vậy nghiệm của hệ là X = y = 1.

III. Bài tập vận dung
Bài 1. Giải các hệ phương trình sau 

|x ^ -2 x y  + x + y = 0 

[x"* -  4x̂ ŷ + 3x^ + y  ̂ = 0 

Ịx^ +2y = 2y^ + X

Ịx^ = 2y" -  1

|(x  -  y)  ̂+ 2(x + y) + xy = 0

2)

4)

6)
y  ̂ = xy + 2y + 1 

X + 2y + 2^4x + y = 1 
4^/4x + y + ^46 -  16y(x + y) -  6y = 8 -  4y

I x  ̂-  8x = y  ̂+ 2y 
[x2-3  = 3(y2+l)

[2x^ + 2y + y  ̂ = y  ̂ + 2xy^ + 2 
[xy -  X + 2y = 2

[x  ̂+ 4y = y^ + 12x 
l  + y '  =5(1 + x 2)

Ịx  ̂ +3xy^ = -49  

1 x  ̂ -  8xy + y  ̂ = 8y -  17x
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11)

13)

14)

9) x + y

i x + y  = X - y

|x^ + 2 xy^ = 5

[2x^ + xy + y^ = 4x + y

ịVSx -1  -  y(l + 2yl2x - 1) = -8 
[y  ̂+ y^2x - 1 + 2x = 13

[x  ̂+ 3xy -  3(x -  y) = 0 
Ịx"̂  + 9y(x^ + y) -  5x  ̂ = 0 

Bài 2.| Giải các hệ phương trình sau

1)

3)

5)

7)

j x  ̂+ 1 + y(y + x) = 4y 
í(x" + IKy + X -  2) = y

9)

yj2x + y + X -  y = 2 
►

+ yfx7ỹ

(x + 2 f  + 4(y - 1)̂  = 4xy +13

10) + ^ + y ~2y^
[ x V ^ - y ^ /x ^  = 2 x -2 y

12) 12x̂  + 3y^ -  xy -  9x + 8y + 9 = 0 
[x  ̂ - y^ + 3xy -  x - 8 y - 5  = 0

^x + 7ỹ +-y/x-Vỹ = 2 

Vy + Vx - V y -V x  = 1

Ịsx^y -  4xy^ + 3y  ̂ -  2(x + y) = 0 
|xy(x^ +y^) + 2 = (x + y)^

ƯTx + y + ^ 2x  + y = 5

2)

4)

6)

8)

ị x[(x - y)̂  + 1] = y(8ŷ  - 3xy + 2) 
ịsx̂  + 4ŷ  + 2 = 3y(x + 4)

8(x  ̂+y^) + 4xy + ----r  = 13
(x + y)"

2 x + - = 1
x + y

2 ì  2 3X +y + x y  + xy +xy = ---
4

x"* + y  ̂ + xy(l + 2x) = -  —
4

ị,/4x + y +^2x + y = 2 
[72x 4-y +x + y = 1

x^ -  xy -  2 y^

10)

x - y

3y + ìjx^ + 3ŷ  = 0 

172y  - 1  4- 2x^ -  y  ̂ -  3x 4-1 = 0

Bài 3.Ị Giải các hệ phương trình sau

1)

3)

x̂  4- X -  2 = y  ̂ 4- 3y^ 4- 4y 

X® 4- y  ̂4-1 = 0
2 ) .

(x 4- 7 l  4- X̂  )(y 4- Ậ  + y^ ì  = 1 
Xxj6x -  2xy 4-1 = 4xy 4-6x4-!

(4x" + l)x  + (y -  3)7õ -  2y = 0
4)-

x  ̂ -  3x  ̂ 4- 2 = ^jy^ + 3y^

4x^ -H y  ̂ + 2V3 -  4x = 7 3n/x - 2 = Vy  ̂ +8y
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10) -  Vx = yjy + l

[x^y + y  ̂ -  3xy -  3x + 7y + 8 = 2\yjy + 3

HưÓTig dẫn giải
B à il.

1) Cách 1: Từ phương trình thứ nhất của hệ, suy ra y = X +  X (d o  X =  —
2x -1  2

không là ngỊiiệm của hệ) thay vào phương trình thứ hai ta được:

4 á _2 X  +  X  o__2x̂  -  4x ———  + 3 x  + 
2 x - l

X +  X

2 x - l
O o x = 0 

f (x) = 0
V y

Với f(x) = x̂  (2x -  l f  -  4(x  ̂+ x)(2x - 1 ) + 3(2x -1)2 + (x + 1)2 
= 4x‘* -  12x2  ̂ _ 0x + 4

Nên f(x) = 0 <í> 2x̂  -  6x2  ̂ _ 3x + 2 = 0
<=> (x -  l)(x -  2)(2x2 +1) = 0 <=>x = 1 ,x = 2 
Vậy hệ đã cho có 3 cặp nghiệm (x;y) = (0;0), (1 ;2), (2;2) . 
Cách 2: Nếu x = 0 =>y = 0 là nghiệm của hệ

X -  2y + 1 + —
Nếu X 0 , ta CÓ hệ o  -Ị o  ■;

x2_4y + ^  + 3 = 0 2 X

X +  —  =  2y  - 1
X

(x + ^ )2 = 6 y - 3

Suy ra (2y -1)2 = 6y -  3 o  4y2 -  lOy + 4 = 0 o y  = 2,y = -^.

2)

+) y = 2= > x  + — = 3<=>x = l ,x  = 2.
X

+) y =  — =>x + —  = 0 phương trình vô nghiệm.

Vậy hệ đã cho có 3 cặp nghiệm (x;y) = (0;0), (1;2), (2; 2).

|x2 - 8 x  = y2 +2y (1)
| x 2 - 3  = 3(y2+1) (2 ) ’

Cách I: Từ (2) ta suy ra: x2 = 3(y2 + 2) (3), thay vào (1) ta được:

2
x2 -  8x = y(y2 + 2) = y —  <=> x(3x2 -  xy -  24) = 0 <=>

x = 0
3x2 _ 24

•  X = 0 thay vào (3) ta thấy phương trình vô nghiệm.
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5)

o  (x-y )̂(y - 2x - 1) = 0 <=> X = ŷ ,y = 2x + 1 
+) X = y  ̂ thay vào (2) ta có được:

y ^ -y ^ + 2 y -2  = 0 o y  = l=>x = l 
+) y = 2x +1 thay vào (2) ta được: 

x  ̂+ 2x = 0 o  X = 0, X = -2 .
Vậy nghiệm của hệ là (x;y) e Ị(l;l), (0;l),(-2;-3)|.

j(x-y)2+2(x + y) + xy = 0 (1)
Ịŷ  = xy + 2y + 1 (2)
Lấy (1) +  3 X (2) ta được
(x -  2y)  ̂+ 2(x -  2y) -  3 = 0 o x  = 2y + l,x  = 2 y -3 . 
+) X = 2y +1 thay vào (2) ta có 

-3 ±75y^+3y + l  = 0 o y  = = -2 ±ựs

+ ) X = 2y - 3  thay vào (2) ta được: y  ̂ -  y + 1 = 0 (vô nghiệm).

Vậy nghiệm của hệ là; (x;y) = -2±^/5;■ -3 ± Võ

6) Trừ hai phương trình cùa hệ ta có:
3x  ̂ -  6x ± 2 = y2 -  2y o  3(x - 1)2 = (y -1)2 o  y = 1 ± ựs(x - 1) 

+) y = Vsx -  Vs ± 1 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có 

1 + (Vsx -  Vs + 1)2 = 5 + 5x2 

0 x2 + V3(V3 -  l)x + Vs = 0 vô nghiệm.

+) y = -Vsx + Vs +1 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có 

1 + (Vãx -  Vã -  1)2 = 5 + 5x2

o  x« .  VĨ(V5. 1)X -  = 0 »  X .  .
2

Vậy nghiệm của hệ là;

-V3(3 +V s)±  V12  + I0V3 5V3 + 5 + V12  + I0V3

7) Hệ o

(*) <=>

X + 2y + 2^4x + y = 1 
[2x + 6 = V46 -  16y(x + y) -  6y (*)

x > -3 X > -3
4(x + 2)2 = 46 -  16y(x + y) -  6y [2x2 ^ ^ gy2 J2x + 3y = 5
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x > - 3
<=>

2(x + 2yỶ + 3(4x + y) = 5 

Đặt a = X + 2y; b = sỊix + y >0 ta có hệ:

a + 2b = 1 a = 1 -  2b a = -1 X + 2y = -1
i2a^ + 3b̂  = 5 ^  1 llb'̂  -8 b -3  = o '^ lb  = l  ^ | 4 x  + y = l

3

<=>

3
X =  —7

8)

Đối chiếu lại ta thấy

x  ̂+ 3xy^ = -49

y = ■

là nghiêm của hệ đã cho. 
5

(1)
[x^ -  8xy + y  ̂ = 8y -  17x (2)
Cách 1: Ta thấy X = 0 không phải là nghiệm của hệ nên từ (1)

x  ̂+49
y^= '

x  ̂ -  8xy■

3x 
x  ̂+49 

3x

(*) thế vào phương trình (2) ta được:

= 8y - 17 <=> 24y(x^ + x) = 2x  ̂+ 51x^ -  49

Ci> 24xy(x +1) = (x + l)(2x^ + 49x -  49) <=>

• X = -1 thế vào (*) =i> y = +4 .

2x^+49x-49 .1 X . .• y = ------- —-------  thê vào (*), ta có:

x = - l
2x  ̂+ 49x -  49

y = ■ 24x

x  ̂+49 
3x

24x

 ̂2x  ̂ + 49x -  49 '̂ 
24x

o  -192x(x^ + 49) = (2x^ + 49x -  49)''

Biến đổi rút gọn ta được:
4x^ + 4x^ + 45x^ + 94x + 49 = 0 <=> (x + l)'^(4x^ -  4x + 49) = 0 o  X = - 1 . 

Vậy hệ có hai cặp nghiệm; (x;y) = (-1;±4).
Cách 2: Lấy (1) + 3.(2) ta có được:
x  ̂+ 3x  ̂+ 3xŷ  ̂ -  24xy + 3y^ = 24y -  51x -  49
o  x  ̂+ 3x  ̂+ 3x + 1 + 3y  ̂(x + 1) -  24y(x + 1) + 48(x + 1) = 0

Cí> (x +  l)((x +  1)̂  +  3y^ -  24y +  48) =  0 o  X =  -1
Đến đây bài toán trở nên đơn giản.

Cách 3: Đăt a = x + y, b = x -  y=>x = — —̂•, y = —-—
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Thay vào hệ ta có được: +b^ + 9 8 -0 (3)
[3a^-5b^-9 a -2 5 b  = 0 (4)

Lấy (3) -  3.(4) ta có: a  ̂ -  9a^ + 27a -  27 + b  ̂+ 15b  ̂+ 75b +125 = 0
<=> (a -  3)̂  + (b + 5)̂  = 0 <=> a -  3 = -b  -  5 . Đen đây bài toán trở nên đơn 
giản.
Cách 4: Vì X = 0 không là nghiệm của hệ nên ta đặt y = tx .

Khi đó hệ trờ thành:

<=>
x  ̂ =

/

-49

|x^(l + 3t^) = -49 
1x^(1- 8 t  + t^) = x(8t-17)

X =

_____  -49 -49
1 + 3t^ ~ 49 + 3(t^ - 16) ~ 49 + 3a 
8 t-1 7  8 t-1 7  b
-  8t + 1 ~ (t^ - 16) -  (8t - 17) ~ a -  b

<=> a

(Với:a = t^ -16 ;b  = 8 t-1 7 )

o  49Íb^+(a-b)M  + 3ab^ =0 
49 + 3a (a-b)3 ^  >

49Ịb^ -b ( a -b )  + (a-b)^Ị + 3b^j = 0

o a = 0 o  t 16
49(b^ -  b(a -  b) + (a -  b)2) + 3b  ̂ = 0 (*)

• = 16 vào hệ => X = -1 => y = ±4 .
• Khai triển và rút gọn, ta có:
(*) <=> 49t^ + 360t^ + 547t^ -  360t + 304 = 0 
<=> (t + 4)^49t^ -  32t + 19) = 0 o  t = -4 .

9)

2 2 2xyX + y +
x + y (1)

(2)a/x + y = -  y
Điều kiện; X + y > 0
Phương trình thứ nhất của hệ chứa ba biểu thức X̂  + y^;xy;x + y , mà ba 
biểu thức này quan hệ với nhau bời đẳng thức: (x + y)^ = + y  ̂+ 2xy
nên sẽ biến đổi (1) như sau:
Ta có:

x + y
(x^+y^)(x + y)-(x^+y^)<=>-------^ ------------— + x + y -  l  = 0

x + y

T;
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2 2 2 2 

o  (x + y -  1)(^ +l) = 0<=>x + y -  l  = 0 o y  = l -  x (Do ^ y > 0
X +  y

Thay vào (2),.ta đ ư ợ c :x ^ -(l-x )  = l o x ^ + x - 2  = 0c5>

x + y 
X = 1 => y = 0 
X = -2 => y = 3

10) Điều kiện: Ị ’

Vậy hệ có hai cặp nghiệm: (x;y) = (1;0), (-2;3).
|'x > l  
[y  ̂0

Phưomg trình thứ nhất của hệ o  x  ̂ -  (y + l)x -  2y^ -  y = 0 (*)
Xem (*) là phương trình bậc hai ẩn X, còn y là tham số, phương trình 
này có biệt thức

A = (y + 1)2 + 4(2y2 + y) = (3y + 1)2 
Do đó (*) có hai nghiệm X = 2y +1, X = - y , ta loại nghiệm X = -y  
Thay X = 2y +1 vào phương trình thứ hai của hệ ta tìm được 
y = 2 => X = 5
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (5; 2).

11) Nhận thấy phương trình có nghiệm (l;±%/2), nên ta suy nghĩ đến việc tạo 
ra thừa số X - 1 .

Chú ý đến số hạng chứa y2 ở hai phương trình, ta nghĩ đến lấy phương 
trình thứ nhất trừ đi 2 lần phương trình thứ hai ta có được: 

x  ̂-  4x2 gỵ _ 5 ^ 2y2 (x -1) + y(x -1) = 0 

<=> (x -  l)(x2 -  3x + 5) + 2y2(x -1) + y(x -1) = 0 
o  (x -  l)(x2 -  3x + 2y2 + y + 5) = 0 (*)

( 3Ỹ r l ì^  21Do x2 -  3x +  2y2 +  y +  5= X - — + 2 y + — +  —  >  0, Vx, y e K
l 2 j 4 j 8

Nên (*)<=> X = 1. Từ đó ta tìm được (x;y) = (1;±\Ỉ2) là nghiệm của hệ.
12) Đặt X = a + 2, y = b -1  ta có hệ:

Í2(a + 2)2 + 3(b -  1)2 -  (a + 2)(b -1 )  -  9(a + 2) + 8(b -1 )  + 9 = 0 

Ị(a + 2)2 -  (b -1)2 + 3(a + 2)(b -  i) -  (a + 2) -  8(b -1 )  -  5 = 0 ,

[2 a 2 -a b  + 3b2 = 4  Í a 2 + 3 a b - b 2 = 2

a 2 + 3 a b - b 2 = 2  | 7 a b - 5 b 2 = 0

b = 0
o V

a  =  — b  
7

81.2
4 9

b" =2
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....................... , b = 0
Giải các hệ này ta được < và ■(

a = ±V2

a = ± 

b = ±

5^2
9

7 /̂2 ’

Từ đó ta suy ra được nghiệm của hệ đã cho là: 

(x;y)e j(2±V 2;-lJ,
9 9l V /)

13) Điều kiên; X  ^  — . Đăt t = V2x-1 với t > 0 . Hê phưoTig trình trở thành 
2 ■ • ■

ít -  y(l + 2t) = -8 j t  -  y -  2ty = -8 (1)
Ịy^ + yt + = 12 |( t  -  y)  ̂+ 3ty = 12 (2)

Từ (1) và (2), suy ra 2(t -  y)  ̂+ 3(t -  y) = 0 o
t - y  = 0 

t - y  = --

Với t = y , ta có: t = y = 2. Khi đó: \ l2 x - l  = 2«>x = — =>y = 2.

Với y = t + — , có 4t^ + 6 t-1 3  = 0 o t =  ^ t > 0) .
2 4

Khi đó: t = -3 + x/ẽĩ " 2 "
3 -3 + Vẽĩ

o
y  =

S + Vẽĩ 
4

43-3>/6Ĩ
16

Vậy hệ có nghiệm (x;y) 

[(x^+Syl^^+SxV-

Í '- 2 Ì ' 43 - 3V6Ĩ  3 + V ẽĩ'
16 ’ 4V y

(x  ̂+ 3y)  ̂+ 3xV -  5x  ̂ = 0 
Thay (1) vào (2), ta được:

Vậy nghiệm của hệ là; (x;y) e ](0;0);
3 ^

Bài 2.

1)
x  ̂+ 1 + y(y + x) = 4y (1)

[(x  ̂+ l)(y + X  -  2) = y (2)

Đặt a = X + y từ (1) ^  x  ̂+ 1 = y(4 -  a) thế vào (2), ta có: 
y(4 -  a)(a -  2) = y o  y(a^ -6 a  + 9) = 0 o y  = 0; a = 3 
* Với y = 0 thay vào (1) ta thấy hệ vô nghiệm.
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Với a = 3<=>x + y = 3 thay vào hệ ta có:

x  ̂+ l = y = 3 -  x o x ^ + x - 2  = 0 o X = 1 ^  y = 2 
X = -2 => y = 5 

Vậy hệ đã cho có hai cặp nghiệm: (x;y) = (1;2), (-2; 5).

2)
(1)

(2)

(x -  y)  ̂ + 1 = y(8y^ -  3xy + 2)

3x  ̂ + 4y^ + 2 = 3y(x + 4)

Ta có (1)
<=> x(x^ -  2xy + y  ̂+ 1) = 8y  ̂ -  3xy^ + 2y
<=> x  ̂ -  8y^ -  2x^y +  4xy^ +  X -  2y =  0

<=> (x -  2y)(x’̂ +  2xy +  4y^) -  2xy(x -  2y) +  X -  2y =  0

<=> (x -  2y)(x^ + 4y^ + 1) = 0
<=> X = 2y thay vào (2) ta được:
2y  ̂+ 3y^ -6 y  + l = 0 o (y - l) (2 y ^  + 5y- 1) = 0 

y = 1 => X = 2
o -5 ± n/S3 -5 ± V33y =-----X =-------------------

Vậy nghiệm của hệ là: (x;y) = (2;1), -5 ± . -5 ± /̂33
2 ’ 4

3) Đk:
x,y >0
X > y .
y ^  >  X

Hệ
X + Vx̂  -y  =

<=>

2y -  2sịỹ^ -  X = 1 

1

<=>
- y  = 2 - x  

2y -1  = 2 s l ĩ ^

X < 2; y  >

4x -  y = 4 o  • 
4x -  4y = -1

17
X =  —— 

12
5

" 3

. Thừ lại hệ ta thấy thỏa mãn

Vậy nghiệm của hệ; (x;y) = 17.^
12’3

4) Đặt a = X + y + —-—, b = X -  y 
x + y
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Hệ o
(x + y)2+- ^

(x + y r
+ 3(x -  y f  = 13

(x + y + ■
x + y

- )  +  X -  y = 1

->  ̂ . Í5(a^-2) + 3b  ̂ = 13 _  Í5a^+3b^ = 23nên ta có: -i o  ■(
a + b = 1 a + b = 1

Giải hệ này ĩa tìm được I ^ ^ và ■
a = —

b '= ^
2

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ: 

(x;y) '- l± y Í3  S iV ã ' '3  11] -2
1 2 ’ 2 J 4 ’ 4 22 • 2 j ’ [ 4 -  4 j ' U '  J-

5) Ta có: xyỊx^ + y^Ị + 2 = (x + y)  ̂ o  xy(x + y)  ̂- (x  + y)  ̂ -  2(x^y^ -1) = 0

<2̂  tv  + v ì^Cyv  — 1 ì -  ("xv  -  1 í̂ 2 yv  4- 21 =  n  <íi> Cxv  — l ì tx ^  + — 2) = 0o  (x + y) (xy -1) -  (xy -  l)(2xy + 2) = 0 <=> (xy -  l)(x + y -  2) = 0 

• xy = l o y  = — thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có:

x  ̂ -  2x  ̂ + l  = 0cí>x = ± l= > y  = ± l

x  ̂+ y^ = 2 => y  ̂ = 2 -  x  ̂ thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có:

5x -  2x^5x y -  4x(2 -  X ) + 3(2 -  X )y -  2x -  2y = 0 o  y =
x^ +2

Thay vào phương trình x  ̂+ y  ̂ = 2 ta có: x  ̂+ -
■Ị5-2x Ị̂^

= 2
(x"= + 2 f

1-2 X _  0/4.2

!

Đặt t = x^,t ^ 0 ta được: t(t^ + 4t + 4) + 1(25 -  20t + 4t ) = 2(t + 4t + 4)
Biến đổi và rút gọn ta có: 5t^ -18t^ + 2 1 t-8  = 0, phương trìrửi này có

hai nghiệm t = 1, t = — ■

• t = 1 =>
x' =1

5x-2x^ => (x;y) e {(-1;-1),(1;1)|
x^ +2

• t = ^  => •
x ^ 4

5
5x -  2x

o  (x;y) 6 2yỉĩÕ J ĨÕ ]  ị-24ĨÕ  _-yỊĨÕ
5 ’ 5

x^ + 2

Tóm lại hệ có các nghiệm là: 
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( x ; y )  =  ( l ; l ) , ( - l ; - l ) .
2 /̂ĨÕ í-2^/ĨÕ.-^/ĨÕ

5 ’ 5 5 ’ 5

6) Hệ o

Ta có:

+ y + xy(x^ + y) + xy = —J
^ . Đặt a = x  ̂+ y; b = xy

(x  ̂+ y)  ̂+ xy = —̂
4

a + ab + b = -  — 
4

_2 u  5  a + b =

<=>
Ík 5 «2b = - a a = 0

t; hoăc ■
a^ + a^ + — a = 0 b = - -  

44

u _ 5 2b = - a  
4

a + a(------a ) -------a = —4 4 4

a = —

a = 0 X̂  + y = 0
* . , 5 <=> • 5 <=>■b = - -  

4 xy = - -  4

1 í 2 1 ía = — X + y = —
2 2o <=>

u 3 3b = - -  
2

xy = —
1 2 '■

Hê CÓ hai căp nghiêm: (x;y) = — —
14 V16

7) CácA 7; Đặt t = y -  X <=> y = X + 1 ta có hệ:

Ị ^ V x  +  y  =  3 - t  

|^2x  + y = 2 + t

8x + t = (3 - 1)̂  
3x + 1 = (2 + 1)̂  
-2 < t < 3

_  ít^ + 9 t +  l  = 0 _   ̂ _ -9 +  >/77o < = > t = ---- ------
- 2 < t< 3  2

j3 t - 8 t  = 3 (3 -t)^ -8 (2  + t)2
Ị -2  < t < 3 

x . + L ^ Í ^ - io -V t?^ y

y  =  t  +  X =

là nghiệm của hệ đã cho.

Cách 2: Đặt u = yỊlx + y,

Mặt khác = 5x => (u -  v)(u + v) = 5x = > u -v  = x

Cách 2: Đăt u = J l x  + y,  V =  J2x  + y . Hê trở thành: i ̂
[ v  = 2 + y  -  X
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=> V = - — — (Do u  + V = 5 )
2

Thay vào hệ ta có được: ^2x +

íx < 5 jx  < 5
ỊlOx + 2 = (5 -  x)  ̂ Ịx^ -  2 

11-V t7

5 - x  „ _  1 + x——  = 2 + y - x  => y = —^

1 + X 5 -  X

o  -Ị <r> X =  l O - y Ị Ĩ Ĩ
2 ' x̂  -  20x + 23 = 0

^ /
Thay vào hệ ta thây thỏa mãn.

X = 10 -  n/t7
Vậy hệ đã cho có nghiệm -Ị i i _ 7 t7-

y = •

ON . v4x + y = 1 + t8) Đặt t = X + y , ta cỏ: ( ^ <=>
[y'2x + y = 1 - t  

o  2x = 4(x + y) <=> X = -2y 

Thay vào hệ ta có; y  ̂+ 5y +1 = 0 <=> y =

4x + y = 1 + 2t + r  

2x + y = 1 -  2t +
-1  < t < 1

-5±yỈ2Ĩ

So với điều kiện ta có nghiệm của hệ là:
X =  5 - n/ ^

-5 +

9) ĐK:

Hệ o

X + y > 0 
x - y  > 0 
X -  2y > 0

x̂  -  4xy + 4y^ + 4x -  8y -  5 = 0

[(x + y ) ^ x - 2 y  + (x + y ) , /x - y  = 2 

Ta cỏ PT (l) o  (x -  2 y f  + 4(x -  2y) -  5 = 0 o
X -  2y = 1 
X -  2y = -5

2x = 4t

(1)
Với X = 2y + 1 thay vào (2), ta được:

(3y + l)yjy + 1 = 1 -  3y ^  9y^ + 6y^ + 13y = 0 o y  = 0=>x = l  thỏa mãn 
Vậy nghiệm của hệ là (x; y) = (1 ;0).

1 0 ) Đ K : y > ỉ

Ta có phưcmg trình
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( l )  <=> +3y^ = 3y -  X o  Ị3y > X

.2
<=>

6y  ̂ -  6xy = 0

Với x = y thay vào (2), ta được:

^2y -1  = -y^ + 3y -  1 => y  ̂ -  6y^ + lly^ -  8y + 2 = 0 
y = 1 => X = 1 
y = 2 + ^  (1)
y = 2 -  A/^=>x = 2 -  V2

Vậy nghiệm của hệ là (x; y) 6 Kl; 1); (2 -  V2; 2 -  V2 )).

3y > X 

y = 0 (2)
X =  y

<=>

Bài 3.

1)
jx^ + X -  2 = y  ̂+ 3y  ̂+ 4y (1)
Ịx® + y^ - 1 = 0 (2)

Từ (1) ta cóx^ + X -  2 = (y + 1)̂  + (y + l ) - 2  (*)
Xét hàm số đặc trưng: f(t) = + 1 -  2 có f'(t) = 3t^ +1 > 0, v t 6 R
Suy ra f(t) đồng biến trên 1 , Kết họp với (*) ta được X = y +1 
Thế vào (2) suy ra:
X® + (x + 1)̂  - 1 = 0 <=> X® + x  ̂+ 3x  ̂+ 3x = 0 o  x(x^ + x  ̂+ 3x + 3) = 0 

'x = 0
0   ̂ „ __ .

x"* + x  ̂+ 3x + 3 = 0 (VN)
Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x;y) = (0,1).

2  ̂ |(x  + Vl + )(y + Ậ  + y^) = 1 (1)
Ịx-y/ox -  2xy + 1 = 4xy + 6x +1 (2)

Điều kiện: 6x -  2xy + 1 > 0 (*)

Ta có: (1) o  X + Vx  ̂+ 1 = -y  + \Ịy^ + 1 o  f(x) = f (-y) 

với f(t) = t + +1

Lại có: f'(t) =  ̂ > Ị >0 do đó f(t) đồng biến trên 1 .
Vt^+1 V t^+l 

Vậy f(x) = f(-y) Cí> X = -y  .
Thế vào (2) ta có:

xVox + 2x^ + 1 = -4x^ + 6x + 1 o  Vsx^ + 6x + 1 -  —
V 2

25x^



<=> yj2x^ + 6x + 1 = 3x 

yj2x^ + 6x + 1 = -2x

M Ì . ,  / o  2  ^  7 _ o  „  2x +  6x + 1  =  9x^ _  ,• Nêu v2x + 6 x + 1 = 3 x 0 - ^  o x  = l= > y  = - l
[x > 0

• Nếu

í̂2x + 6x + 1 = -2x  <=> 12x  ̂ + 6x + 1 = 4x^ 
X  < 0

_  3 - ^ / ĩ ĩ _  -3 + >/ĩĩo  X = -----—  => y =

/
Thừ lại (*) ta thấy hệ có nghiệm (x;y) =

2 2

^3-^/n -3 + Vĩĩ^  
2 ’ 2

3) Điều kiên: x < —,y<  —
4 2

Từ phưcmg trình thứ nhất dễ dàng suy ra X > 0.

Đặt y j5 - 2 y  = 2t > 0, ta được y = —̂ - — .
2

Thay vào phưong trình đầu ta có: x(4x^ + 1) = t(4t^ +1)

Vì hàm f(u) = u(4u^ + 1) đồng biến ữên K"̂  nên ta có x = t ,  suy ra 
5 -  4x^

Thay vào phương trình thứ hai ta được:

4x2  ̂ + 2n/3 -  4x = 7.
4

Trong khoảng 0, , hàm số g(x) = 4x^ + —Ì2LL + 2^3-4 x  có:
4

g'(x) = 4x(4x^ -  3) — , < 4x(4x^ -  3) < 0.g V-*-; — ----1 •< K).
V 3 -4 x

T iìMặt khác lại có g — =7 vì vậy phương trình g(x) = 7 chỉ có một

nghiệm duy nhất là X = — , suy ra y = 2.

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất
1

X  =  — 2 .
y = 2

4) Điều kiện: X > 2; y > 0 
Ta có:
(1) o  X̂  -  3x2 + 2 = y ự y + 3 (x - 1)̂  -  3(x - 1) = (7y + 3)  ̂ -  3yjy + 3 

Xét hàm đặc trưng f(t) = - 3 t  có f'(t) = 3t2 -  3 > 0,vt > 1
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<=> (x -  3)(x  ̂ -  x  ̂ + 5x -  2) = 0 Cí>

5)

(vì yjy + 3 > \Zs; X  - 1 > 1)

Suy ra hàm số đồng biến trên [1; +ũo], hay X - 1 = ựy + 3
<=> y = x  ̂ -  2x -  2

Thế vào (2):
(2) o  9(x -  2) = + 8y o  9{x -  2) = (x  ̂-  2x -  2Ý + 8(x  ̂ -  2x -  2)

<=> x'* -  4x^ + 8x^ -  17x + 6 = 0
"x = 3
x  ̂-  x  ̂+ 5x -  2 = 0

Xét g(x) = x  ̂ -  x  ̂+ 5x -  2 có g'(x) = 3x  ̂ -  2x + 5 > 0, Vx e K suy ra đây là 
một hàm đồng biến trên E
Lại có X > 2 => g(x) > g(2) = 13 > 0 suy ra phưoTig trình g(x) = 0 vô 
nghiệm.
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (3;1) .

|V 2 x  + l - V 2 y  + l  = x - y  (1)

Ịx^ -  12xy + 9y^ + 4 = 0 (2)

ĐK: x , y > - - .
2

Từ (2) ta thấy nếu hệ có nghiệm (x;y) thì x.y > 0 (*)

(1) o  a/2x + 1 -  X  = yj2y + 1 -  y (3).

Xét hàm số f(t) = ^2t +1 - 1 , ta có; 
1f'(t) =

yj2t + ĩ
- l= > f '( t )  = 0 » t  = 0

Suy ra hàm f(t) đồng biến trên ( - —;0) và nghịch biến trên (0;+oo).
2

Do (*) nên ta có các trường hợp sau

TH 1: x , y  e  [ - —;0)  => f (x)  = f (y)  <=> X = y  (do f ( t)  đồng biến).

TH 2: x,y e [0;+oo) => f(x) = f(ỵ) o  X = y (do f(t) nghịch biến).
Tóm lại cả hai trường hợp đều dẫn đến X = y , tức là (1) ^  X = y thay vào 
(2) ta được;

2x^ = 4  <=> X = \/2  (do X > -  — ).
2

Vậy hệ có một cặp nghiệm: X = y  = n/2  .

(1)
(2)

p + x y ^ = y i ° + /  

ỊV4x + 5 + \Ịy^ + 8 = 6
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Điều kiện: X >  -

Ta thấy y = 0 không là nghiệm của hệ nên y 0. Khi đó
4

(1 ) 0
( ỶX

.y .
+ — = y ^ + y o ~ = y  (do hàm sổ f(t) = t® + 1 đồng biến trên IR)

y y

o  X = y  ̂ thay vào (2) ta được: \/4x + 5 + Vx + 8 = 6< »x  = l= > y  = ±l 
Vậy nghiệm cùa hệ là: (x;y) = (1;±1).

7) Từ phưcmg trình thứ nhất, suy ra X -  y 0.
Phương trình thứ hai của hệ tương đươhg với
x^(x^ -y^) + xy(x^ -  y^) -  9(x -  y) = 0

<=> x^(x + y) + xy(x + y) -  9 = 0 o  x(x + y)  ̂ = 9 <=>
x  +  y  =  ± -

X > 0

o
y = -x±

X > 0

Do y ^  -  x̂  > 0 =i> y >  X > 0 y = - X  -  loại
Vx

3
Với y = -  X thay vào phương trình thứ nhât của hệ ta có

Vx

^ 3
-  X 7. Đặt t = \/x ta được

[ ( q ỹ  1
t2 :i_ t2  _t® = 7 o f ( t )  = 2t® -9t® +27t^+7t-27 = 0 (*)

V  ̂ )

Ta có: f ’(t) = 18t® -  54t® + 81t^ + 7 > 2>/l8t®.81t^ -  54t^ + 7 > 0
f(l) = 0
Nên (*) có nghiệm duy nhất t = l ^ x  = l=í>y = 2 
Vậy (x;y) = (1;2) là nghiệm của hệ.

8) Điều kiện; x  ̂+ y + 1 > 0

Phương trình (1)  <=> (x +  2)'J(x + 2)^+3 +  X + 2 = - y Ậ - y ý  + 3 -  y  

Xét hàm số f(t) = tVt^ + 3 + 1 Có f '(t) = + 3 + ,  ̂ +1 > 0 v t
+ 3

và

Suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R nên phương trình (1) <=>x + 2 = -y  
Thay vào (2) ta có:
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-  X  - 1 =  2 x  +  3  o  •
X > --

-  X  -1  = 4x^ + 12x + 9

<=>
X  >

-  X  - 1 = 4x^ + 12x + 9

<=>
X > o

3x^ + 13x + 10 = 0

3
X  >  -  —

2
X  = -1 o  X  = -1 => y = -1 (tmdk) 

10
X  =  —

9)

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = ( - l ; - l ) .

Ạ - y
— -̂------------ ------------+  X  + y = 1 (1)V x y i - y  

l  + V l-X  l  + ^|ỹ
>/l -  X + ^4 + y = 2^/2

Điều kiện: 0 < x;y < 1

(2)

Phương trình (!)<=>

Xét hàm số f(t) =

Vx v ĩ-y  ■ 1

1 + V i - x  i  + ^ i - d - y )

1 + Vi - 1
+ t với t 6 [0 ;l].

Ta có f (t) =
-V-(1 + n/ Ĩ ^ ) +  .n/Ĩ
2 s / t ______________ 2 V 1  - 1

( i+ v r ^ ) 2
+ 1 > 0  , v t e ( 0;l)

Do đó (*) Ci> f(x) = f(l -  y) Cí> X  = 1 -  y , thế vào (2) ta được:

\ j l - x  +  V õ  -  X  =  2 \ Ỉ 2  C5> 6  -  2x +  2 V 5 - 6 X  +  x ^  =  8

o  V s-6x  + x̂  = x + l<=>5-6x + x^=(x + l ) ^ o x  = - ^ y  = -  (tmđk)
 ̂ 2 2

Vậy hệ có nghiệm là
X  =  •

^ = 2

10)
(1)j ( y  -  2 ) . V x  +  2  -  x . ^ / ỹ  =  0  

ỊVx + l.(^/ỹ +1) = (y -  3).(1 + >/x̂  + y - 3x) (2)
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ĐK:
x > - l ;y  >0

[x + y -3 x  > 0

Phương trình (1) Cí> Vx + 2.y -  x . ^  -  2VxT^ = 0

co
2

5 a  = x ^ + s Ị x + 2) = ( x  + 4j <=>

2 x  +  4

r -2Vx + 2
I— _ 2

J y  =  —  1 —  ( <  o) l o ạ i  
4>/x + 2 '  ^

VƠIári 7ỹ =
2 x / ( -  4 <=> ựỹ = Vx + 2 <=> y = X + 2, thế vào (1) ta được

2Vx + 2

Vx + l(Vx + 2 + 1) = (x - 1)(1 + Vx  ̂-2 x  + 2) 

o  Vx + l.(Vx + 2 + 1) = (x -  l).(\/(x-l)2 +1) (*) 

Xét hàm số f(t) = t(Vt^ + 1 + 1) = Wt^ +1 + 1, có

f ' ( t )  =  Vi +1 + ,■ ^—  +1 > 0 => f(t) đồng biến.
+1ỉ

Vì phương trình (*)

<=> ỉiyịx +  1 )  =  f ( x  -  1)  o  Vx +  1 =  X -  1 o
Ị x ằ l
I X + 1 = (x -  1)̂

o  X =  3

Với X = 3 => y = 5 (thỏa mãn). Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (3; 5).
Bài 4.

1 )
|V x ^ V ^  + ^ 2^  = 2V2 (1)
[Vx+^/ỹ = 2 (2)

Điều kiện: x,y > 0 .

Ta có: (x -  y)  ̂ > 0 o  x̂  + y  ̂ > —(x + y)  ̂ o  yịx^ + > -ị=(x + y)
2 V2

+y^ + ằ ^ ( x  + y + 2 ^ )  = -^ (V x  + = 2^2
V2 V2

2)

Đẳng thức <=>x = y = l .
[Vx +yjy = 2

Vậy hệ đ ã  cho có một cặp nghiệm duy nhất X =  y  =  1 .

* Ta thấy x = 0=>y = 0=>x = y = 0 là một nghiệm của hệ.
* Với xy 5Ế 0 cộng vế theo vế hai phương trình của hệ ta được

(do ^Jx+yJỹ = 2)
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= 2xy
n/(x -D '  ̂ + 4 Ậ y  - 1 )2 + 4

<2xy 1 1 
2 2

= 2xy

x  ̂ -  2x + y  ̂ < 0 o  (x -  y)  ̂ < 0 o  X  =  y = 1.
Thử lại ta thấy thỏa mãn. Vậy hệ có nghiệm là: (x;y) = (0;0), (1;1). 

3) Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:
Vx l ị  X  x + y ^—  ----- < — -------+ — —̂

Vx + 3y 2^x + y x + 3yj 4^  + ^  u  X  3^

>/ỹ .  1 [ 1 , 2y
Vx + 3y 2 1̂ 2 X  + 3y

Vx + 3y
• + —

x + y 2

Chứng minh tương tự ta cũng có: ^ ắ —
Vy + 3x 2

f  >
Cộng lại ta được (\/x + ^/ỹ) . + .■ ■■ —

[ y j x  + 3 y  - J x  + 3 y  ^

Đẳng thức xảy ra nên x = y .

Vây hệ có nghiệm duy nhất X  = y =

3 ■ + —
x + y 2

< 2

4)
x V ^ -2 x  + y^= 0  (1)

[Tx  ̂ -  14x + 3y  ̂ + 10 = 0 (2)

Từ (1) suy ra: y'̂  = 2x
x  ̂ +1

< 1 X  > 0 
-1 < y < 1

y^ > -1(*)

Từ (2) suy ra 7(x - 1)̂  + 3(y  ̂+1) = 0
Mà 7(x -  l f  > 0; 3(y  ̂ + 1) > 0 (do (*)) => 7(x -  l f  + 3(y^ + 1) > 0

ri- . . .  ■ Ị(x -l)^  = 0 [x = 1Đăng thức xảy ra o  ( <=> (
[y^+l  = 0 [y = - l

Thừ lại ta thấy hệ có nghiệm (x;y) = (1;-1).

5) Đk: X > — .
14 '

Hệ o y  ̂ + 16x^ -  8x + 1 = ^4x(8x + 1)

[80x^ + 2x = 2 y V l4 x - l  

Cộng hai phương trình của hệ với nhau ta được:
y  ̂ -  2yVl4x -  1 + 14x - 1 + 96x^ -  20x + 2 = ^4x(8x +1) 

o  (y -  Vl4x -  1 )'̂  + 96x^ -  20x + 2 = ^4x(8x + 1) (1).
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Ta có: VT(1) > 96x^ -  20x + 2 = -[3(8x -  l f  + 8x +1] > -(8 x  +1)
2 2

= -[16x + 8x + 1 + 2] > -^16x(8x + 1)2 = ^4x(8x + 1) = VP(1) 
6 '  2

Suy ra (1) o
X =

^ ^  . Thử lại hệ ta thấy thỏa mãn.
. . l ĩ ĩ ^ i . Ậ

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất

1X = — 
8

y = ■
S '

6) Điều kiện: ^ ^
[x  ̂+ xy + ^ 0

Từ phương trình thứ hai của hệ ta thấy nếu X < 0,y < 0 thì dẫn đến hệ vô 
nghiệm, do đó ta chỉ giải hệ khi X > 0, y > 0.
Khi đó, PT thứ nhất của hệ được viết thành

X + 6 y ^  - y  = 6 o  x + 2 ^  = 3 + ̂ (yjx -  y jỹf
ít

^  X + 2 ^ ^  ằ 3 . Đẳng thức xảy ra khi X = y = 1. 

Tiếp theo ta chứng minh,với X + 2,/xỹ > 3 thì

x  ̂+ xy + Ỷ

T h ậ iv ậ y ,d o - r íV y l_ ^ > í± Z  ^ 0 < - ^ y ) (x ^ -» y ty ^ )^ .x ty
X̂  + xy + y  ̂ 3 x  ̂+ xy + y^

<=> 3(x  ̂ -  xy + y^) > x  ̂+ xy + y  ̂ o  (x -  y)  ̂ >0 (luôn đúng với mọi 
x > 0 ,y  > 0 )

suy ra X + 6(x  ̂+ y")
2 2 X +xy + y

■^2(x  ̂+y^) > x + 2(x + y ) - 72(x  ̂+ y ^ ).

Mặt khác theo BĐT Cauchy-Schwarz ta có:

X + 2(x + y) -  ) = X + 2-Jx  ̂+ y  ̂+ 2xy -  ^2(x^ + y^)

= x + 2 p - ( l^ + l^ )
2 , „ 2X +y

■ + 2
xy

-Ự2(x2+y2)

>  X + 2, xy
xy

-  ^2(x^ + y^) = X + 2y /^  > 3
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Đẳng thức xảy ra khi X = y = 1.
Từ các lập luận trên dẫn đến hệ có nghiệm duy nhất (x,y) = (1;1).ừ các lập luận trên dân đên hệ có nghiệm duy nhât (x, y) = ( 

rừ theo vế các PT của hệ ta được 2 + 4 -  + 4 = ^

Nếu |x| > |y| thì ^ —  + 4 -  ^—  + 4 > 0 > |y| -  |x|

Nếu |x| < |y| thì ^—  + 4 -  ^ —  + 4 < 0 < |y| -  |x|

Vậy (l) o  |x| = |y|; thay vào PT thứ nhất của hệ ta được phưcmg trình

Theo BĐT Cauchy-Schwarz ta có:

4 , — + 4 • + 4 —  + 4 
3

A e 26x . „ 2 .> —— + 4 = 2x^ + 4

Kết họp với (2) suy ra 2x̂  + 4 < 1 + — x̂  + 2^ |x| o  Ị|x| - -s/ẽỊ <0 

<=> |x| = Vẽ o  x = ± y / ẽ  .

8)

Vậy hệ phương trình có các nghiệm là
(Vẽ; Vẽ), (-Vẽ; Vẽ), (Vẽ, -Vẽ), (-Vẽ; -V ẽ ) .

® + ŷ  + 2x̂  = J x y  - xV  ̂ (1)
xy  ̂+ 2y^ + 1 > 4x^ + 2^Jl + (2x -  y)  ̂ (2)

Ta có:

VPQ,= 1xy---
2

< i  ^  VT(1) = y® + y  ̂+ 2x^ < -  
2 ■ 2

o  2y® + 2y^ + 4x^ < 1 (3)
Từ (2) và (3) suy ra:
8xŷ  + 2ŷ  + 2 > 2y® + 2ŷ  + 4x̂  + 4x̂  + 2̂ 1 + (2x - y)̂  ^
<=> 8xy^ + 2 > 2y^ + 8x  ̂+ 2y/l + (2x -  y)^

o  4xy^ + 1 > y® + 4x^ + Ậ  + ( 2 x - y ý

o  1 -  Ậ  + (2x -  y)- > y® -  4xy^ + 4x^ = (y  ̂ -  2x)  ̂ (4)
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__  __ V = 2x V = 2x
VT(4)<0,VP(4)>0. Dođó: (4)<=>r, , <»

y" = 2x = y

X = 0 
y = 0 

1X = —
2

y = l

1
X = —r 

2
y = - i

Thử lại chỉ có: (x;y) = ( - —;-!) thỏa mãn.
2

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) = .
2

9) Dễ thấy: X = y = 0 hoặc X = y = -1 là nghiệm của hệ 
Xét: X > 0 
Ta có:
1 +  y ’̂ =  (1 +  x ) ( l  +  x ^  )(1 +  x ^ ) =  1 +  X  +  x ^  +  x ^  +  x ‘* +  X® +  X ®  +  x ’̂  >  1 +  x ’̂

=> y > X

1 + x'̂  = (1 + y)(l + y^Xl + y^) = 1 + y + y  ̂+ y® + y"* + y® + y® + y'̂  > 1 + y'̂
X > y

Vậy hệ vô nghiệm. Tương tự khi y > 0 hệ cũng vô nghiệm 
Xét: X < - 1  =>1 + X ^ < 0 = > y < - 1

Ta có: l +  (x + x^j + (x® + x'*) + (x® + X®) + x̂  > 1 + x  ̂ => y > X .

Tương tự khi y < -1 ta có X  > y 
Hệ cũng vô nghiệm
Xét trường hợp -1 < X < 0 . Hệ cũng vô nghiệm.
Vậy hệ có nghiệm: (x;y) e |(0 ;0 );(-l;-l)Ị.

7s(x -  y)  ̂ -  4x + 8y + 5 -  n/x = 7y + 1 (1)
[x^y + y  ̂ -  3xy -  3x + 7y + 8 = 2x^y + 3 (2)

10)

Ta có (l)  o  ^ s(x  -  y) - 4x + 8y + 5 = yỊx + Ĵy + 1 (3).

Do s(x -  yỊ^ - 4x + 8y + 5 = 3(x - y)  ̂ -  6(x - y) + 3 + 2x + 2y + 2 

= 3(x -  y - 1)̂  + 2(x + y + 1) > 2(x + y + 1) > (Vx + yjy + l ỷ  .

Suy ra yịsịx -  y f  - 4 x  + 8y + 5 > y[x + \jy + 1 .

Do đó (3) <=> Vx = ^y + 1 o x  = y + l > 0 = > y  = x -  l .
Thay y = X -1  vào (2) ta được:
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-  3x  ̂+ 5x + 2 = 2xVx + 2 (4).
Ta có x  ̂ -  3x  ̂+ 5x + 2 = x(x^ -  4x + 4) + x  ̂+ X + 2

= x(x -  2)^ + x^ + X + 2 > x^ + (x + 2) > 2>/x^(x + 2) = 2xVx^T2 . 

Do đó (4) o  X = 2 :=> y = 1.

Vậy nghiệm cúa hệ là (x;y) = (2;l).

Chuyên đẻ 4. Các bải toán liên quan đến tham số_________

I. Tóm tắt lí thuyết____________________________________________________
Bài toán 1: Tìm điều kiện ciía tham số để phưoTig trình f(x) = g(m) có 

nghiệm trên D
Phương pháp: Dụa vào tính chất phương trình có nghiệm <=> hai đồ thị 

của hai hàm số y = f(x) và y = g(m) cắt nhau. Do đó để giải bài toán này ta 
tiến hành theo các bước sau:
1) Lập bảng biến thiên của hàm số y = f(x).
2) Dựa vào bảng biến thiên ta xác định m để đường thẳng y = g(m) cắt đồ 

thị hàm sốy = f ( x) .

Chú ỷ: Neu hàm số y = f(x) liên tục trên D và tồn tạiminf(x) = m,
xeD

maxf(x) = M thì phưong trình: f(x) = k có nghiêm trên D khi và chỉ khi
xeD

m < k < M.

Bài toán 2: Tìm m đc bất phưong trình f ỊxỊ - g(m j có nghiệm trên D.

Phương pháp: Với dạng toán này trước hết ta đi khảo sát và lập bảng 
biến thiên của hàm số f(x) trên D, rồi dựa vào các tính chất sau để chúng ta 
định giá trị của tham số:
1) Bất phương trình ftx) > g(m) có nghiệm trên D maxf(x) > g(m) (Với

xeD

điều kiện tồn tại maxf(x)).
D. /

2) Bât phương trình í’(x) < g(m) có nghiệm trên D o  minf(x) < g(m) (Với

điều kiện tồn tại m inf(x)).
D

xeD

II. Các ví dụ minh họa
Ví dụ 1. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình 

V2x^ -  m x + 2m  - 1 -  X = 2 có hai nghiệm phân biệt.
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Lòi giải
Phương trình o  \/2x^ -  mx + 2m - 1 = X  + 2

| x > - 2
12x̂  -  mx + 2m -  1 = x̂  + 4x + 4

o
|x > - 2

x̂  -  (m + 4)x + 2m-5 = 0 (*)
Yêu cầu bài toán o  (*) có hai nghiệm phân biệt XpX2 > -2

<=>
A = m + 36 > 0 
(x  ̂+ 2)(x2 + 2j > 0 <=> 
Xj + 2  + X 2 + 2 > 0

[x̂ X2 + 2(x  ̂+ X2> + 4 > 0 
1 x̂  + X2 + 4 > 0

2m -  5 + 2(m + 4) + 4 > 0 o  ị om + 4 + 4 > 0
m > 7

4 o  m > —- .4m > -8

7 • ' <Vây m > —- là những giá tri cân tìm.
4

Ví dụ 2. Tìm m đế phương trình sau có nghiệm 
Vx  ̂ -  2mx + 3m - 1 -  >/2x̂  -  3x + 1 -  0 .

Lời giải
Phương trình đã cho tương đương với

yjx^ -  2mx + 3in -1  = ^2x^ -  3x + 1 o  I2x̂  -3x + l > 0
x^+{2m-3)x + 2-3m = 0 (*)

Ta có: 2 x̂  -  3x + 1 > 0
X  > 1 

1
X  <  -

Phương trình (*) có A = (2m -  3)̂  -  4(2 -  3m) = 4m^ +1 > 0

Suy ra (*) có hai nghiệm: X j
3 -  2m -  n/Ã 3 -  2m + yJÃ

Phương trình đã cho vô nghiệm khi và chỉ khi

, > Ặ ị\fÃ. < 2 -  2m 
1 2 o \  ^  O i

VA < 2m -  1X2 <1

1m > —
2

A < 4 -  8m + 4m  ̂ o  • 
A < 4m  ̂-  4m + 1

1m > —
2

3 -  8m > 0 vô nghiệm. 
-4m > 0

Vậy phương trình đã cho luôn có nghiệm với mọi m .
Ví dụ 3. Chứng minh rằng với mọi giá trị dương của tham số m thì phương

trình sau có hai nghiệm thực phân biệt: x  ̂+ 2x -  8 = yỊmix -  2).
Lời giải

Điều kiện: X  > 2 .
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Khi đó phương trình đã cho tương đương với:
'x = 2

(x -  2)(x  ̂ + 6x''̂  -  32 -  m) = 0 o
x  ̂ + 6x  ̂ -  32 = m

Ta chứng minh: x  ̂+ 6x^ -  32 = m có đúng 1 nghiệm thực thuộc khoảng
(2; +Q0).

Xét hàm số: f(x) = x̂  + 6x  ̂ -  32, với X  > 2 => f'(x) = 3x^ + 12x > 0, Vx > 2 
Bảng biến thiên:

f'(x)
f(x)

2 +00
+

____^ +Q0
0 --------------

Từ bảng 
đúng 1 nghiệm X > 2 .
Vậy với mọi m > 0 thì phương trình đã cho có hai nghiệm thực.

Ví dụ 4. Tìm m dể phương trình; x  ̂+ 2x + 2m-y/5 -  2x -  x  ̂ = +1 có
nghiêm.

Lời giải
Đặt t =  Võ -  2x -  X"  =  V ổ  -  (x +  1 ) ^  = >  t e [0; V 6 ]  và x  ̂+  2x =  5 - .

Khi đó phương trình đã cho trở thành: -2 m t + - 4  = 0 (*)
o  t = m ± 2
Phương trình đã cho có nghiệm o  (*) có nghiệm t e [0;V6] hay

-2  < m < Vổ -  2 

2 < m < V6 + 2
Ví dụ 5. Chứng minh rằng với Vm > 0 thì phương trình sau luôn có nghiệm:

0 < m + 2 < yíẻ 

0 < m -  2 < Vb

x  ̂+ (m^ -  —)Vx^t 4 + 2 -  = 0.
3

Lời giải
Đặt t = Vx  ̂+4 => t > 2 . Khi đó phương trình đã cho trở thành; 

f(t) = + ( m ^ ) t - m ^ - 2  = o ' (*). ^

Vì m > 0 => (*) luôn có hai nghiệm t phân biệt (Do A > 0)

và f(2) = -(m^ -  2m^ + ị ) .

Ta chứng minh; -  2m^ + — > 0 Viĩi > 0 (1).
3

* Nếu m > 2 => m'̂  -  2m^ > 0 =í> (1) đúng
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* Nếu 0 < m < 2 => -  2m^ + —  = (m + —)(m -  —Ý ằ 0
27 3 3

Suy ra - 2m^ > - —  => - 2m^ —  >0=>(1) đúng.
27 3 27 27

Dần tới f(2) < 0 nên (*) luôn có một nghiệm t > 2.
Hay phương trình đã cho luôn có nghiệm với mọi m > 0.

Ví dụ 6. Tìm m để phương trình sau có hai nghiệm phân biệt
-2 x ^  2 = 2m + 1 -  2x  ̂+ 4 x .

Lời giải
Đặt t = Vx  ̂ -  2x + 2 = Ặ-m -1)^+1 => t > 1.
Ta có phương trình: f(t) = 2t^ + 1 - 2m - 5  = 0 (1).

Xét phương trình Vx̂  -  2x + 2 = t (*).
* Nếu t = 1 thì (*) có một nghiệm X = 1
* Neu t  > 1 thì (*) có hai nghiệm X phân biệt
Dần đến phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 
f(t) = 0 có đúng một nghiệm t > 1.

Do —^  — nôn ta chỉ có môt trường hơp là: a.f(l) < 0
2a 4

<=> -2m -  2 < 0 <=> m > -1 . Vậy m > -1 là giá trị cần tìm.
Ví dụ 7. Tìm m để các phương trình sau có nghiệmdụ 7. Tìm m đê các phương trình sau có nỊ

1) ^3 + X  + -  X -  m + 7(3 + x)(6 -  x)

2) y/l -  mỉí-^ ^ ^ + ^/l + mẨ■̂  ^ = 2^1 -
V l - X  Vl +X

. 1 _i_ TV» . /V 1 -  o ỉ l _ 13) s7x - 1 + m7X + 1 = 2^x^ - 1 .
Lòi giải

1) Điều kiện: X e [ - 3 ;  e ]

Đặt t = 7 3 + x + 7 e - x  ^  = 9 + 27(3 + x)(6 -  x) (*)

Áp dụng BĐT Côsi ta có 27(3 + x ) (6 -x )  < 9 nên từ (*)=> 3 < t < s72 . 
Phương trình đã cho trở thành:

( 1)m +  ̂  ̂ <=> -  2t -  9 = -2m

Phương trình đã cho có nghiệm o  (1) có nghiệm t e [3;372].

Xét hàm số f(t) = t ^ - 2 t - 9  với t6 [3 ;3 7 2 ] ,  ta thấy f(t) là một hàm 
đồng biến
^  -6 = f(3) < f(t) < f{3^Í2) = 9 - 6 7 2  vt’6 [3;372]

Do vậy (1) có nghiêm t e [3;372]
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__ c Ịọ _ c
o  -6  < -2m  < 9 -  6n'2 o  ■ .  < m < 3.

Vậy ^ < m < 3 là những giá trị cần tìm.

2) Điều kiện: -1 < X < 1 .

Đặt t  = í h - ^  = í — ----1 => t e (0; +oo) và phương trình trở thành:
v l + x  V l +X

'Jl + m.t^ -  2^(1 -  m)(l + m).t 4- Vl -  m = 0

<=> + m.t = ị/l -  m o  t = ~ ™ .
V 1 + m

Phương trình có nghiêm o  > 0 < = > -l< m < l.
V 1 + m

3) Điều kiện: x > 1 .
* X  = 1 là nghiệm phương trình o  m = 0.

* X 1 chia hai vế PT cho ^x^ -1  ta đươc: 3 Ỉ I  ̂ + = 2.
Vx+1 V x-1

Đặt t = ^ = > 0 < t< l  V x > lv à  phương trình trờ thành:

3t + — = 2 <=> 3t  ̂ -  2t = -m  (*). 
t

Phương trình (1) có nghiệm <=>(*) có nghiệm t e (0; 1).

Vì < 3t^ -  2t < 1 v t e (0;1), suy ra (*) có nghiệm t e (0;1)
3

„  1 _  , , _ 10 - —< - m < l  o - l < m <  —.
3 3

Vậy -1 < m < i  là giá trị cần tìm.

Ví dụ 8. Tìm m để phương trình sau có hai nghiệm phân biệt 
lOx  ̂ + 8x + 4 = m(2x + D.Vx^TĨ .

Lài giải
Phương trình đã cho tương đương với: '

2(x^ +1) + 2(2x + l)'-' = m(2x + l)sỊ^ +1
_  - (2x + 1)2 _  2x + 1 „ _ ^
o  2 — --------m , - + 2 = 0

x2+ l x2 + l
2x 4- 1Đặt t = Ị , ta có phương trình: 2t2 -  mt + 2 = 0 (1)
x2+ l
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Ta có: t ' = Vx^+1 2 - x
x  ̂ +1 7(x^ +lý

, t' = 0 o  X  = 2

• Với mỗi  ̂ thì phương trình = t có đúng 1 nghiệm X
-2 < t < 2 4:x̂  +1 

2x + lVới môi 2 <ị  < 5 thì phương trình . = t có đúng 2 nghiệm x
4 x  ̂ +1

t +1 mPhương trìrứi (1) o
L ^

trình)

Xét hàm số f(t) = e Ị-2; Vs . 

- 1Ta có: f'(t) = — — ,f'(t) = 0 o t  = ±l

(do t = 0 không là nghiệm của phương

Yêu cầu bài toán

ĩ
^  ̂ 4 < m < 5

o  - —< — < -2  0  -5  < m < - 4  . 
2 2

R „ 1 2
L V5

Ví dụ 9. Tìm m đế phương trình sau có nghiệm 

(4m -  3)Vx + 3 + (3m -  4)^/l -  x +  m -  l  = 0 (1).
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Lời giải
Điều kiện: -3 < X  <  1 .

Phương trình
o  m ( 4 V x  + 3 + s V l  -  X + 1) = 3>/x + 3 + 4 \ l x  - 1 + 1 

s V x  +  3 +  4 \ / l  -  X  +  1^ ----  = m (2).
4 v x  +  3 +  3 v l  -  X  +  1

Vì Ụ x  + 3j + Ụ l  -  X  j =4 nên ta có thể đặt:

0 < t < 1.
Khi đó (2) trở thành:

_  12 t  + 8 ( l - t ^ )  + l  + t2 7 t ^ - 1 2 t - 9m = ----  ̂ -----= —-— ------- = f(t) (3).
16 t  + 6 ( l - t ^ )  + t ^ + 1  5 t ^ - 1 6 t - 7

(1) CÓ nghiệm o  (3) có nghiệm t e [0;1].
Xét hàm số f(t) với t e [0;n, có

52 t^  + 8 t  + 60

Vx + 3 = 2 

V l  -  X = 2

2t
1 + t  ̂
1 - t^  
1 + t^

với

f'(t) = -
(5t^ -1 6 t-7 )^

<0 v te [0 ;l]

=> -  = f(l) < f(t) < f(0) = -  v te [0 ;l] .

7 9Vậy phương trình có nghiệm o  — < m < —.

Ví dụ 10. Tìm m đc phương trình sau có bốn nghiệm phân biệt.
+ x  ̂ -  Vl -  x̂  + 2) = 2-y/l -  x"* + Vl + x  ̂ - \ j l - x ^  -1  (1).

Lời giải
Điều kiện:|x| < 1.

Đ ătt = Vl + x̂  -  Vl -  x  ̂ > 0 ^  = 2 -  2V1 -  x  ̂ <=> ^  ̂~
[2 V l-x ^ = 2 - t^

(1) trở thành; m(t + 2) = l - t ^  + t o m  = + 1 + 1 ^
t + 2

r 2 Ý  I 7 2 ^
T ừ c á c h đ ă tt = > l-x ^ =  o x  = ±41- v t€[0 ;72]

2 ^ 2\  J  \  \  J

Suy ra với mồi giá trị t e Ịo; \/2 ta có hai giá trị X, còn t = 0 => X = 0.
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Mặt khác: 1 -
' 2 - t ị ^

2 ^ 9 \2 - Ú
1 - = 1 -

2 2y. )
<=> — tg <=> tg

Do đó (1) có bốn nghiệm phân biệt o  (2) có đúng hai nghiệm t e (0;\/2], 

Xét hàm số f(t) với t e (0; ̂ /2], có:

f'(t)  ̂ => f '(t) = 0 t = n/5 -  2.
(t + 2V

t 0 Võ- 2  V2
f( t) + 0

f(t)
1 3V2 - 4

Dẩn tới (2) có hai nghiệm phân biệt t e Ịo;%/2j -» - 2V5 < m < 3>/2- 4

Vậy -2^/5 < m < —-  là những giá trị cần tìm.

Ví dụ 11. Tìm m để hệ sau có nghiệm

Lời giải

x+ — + y + — = 5
X y

+ —  = lõm -10 
x̂

Đặt a = X + —; b = y  + —  => |a| > 2; |b| > 2 . 
X  y ' ' ' '

Hệ đã cho trở thành:
|a  + b = 5 |a  + b = 5
Ịa^ + b  ̂ -  3(a + b) = lõm - 10 [ab = 8 -  m 

Suy ra a, b là nghiệm của phương trình:
X 2-5X  + 8 - m  = 0 o X ^ -5 X  + 8 = m (1)
Hệ đã cho có nghiệm thực o  (1) có hai nghiệm thỏa |x| > 2 .
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Dựa vào bảng biên thiên suy ra (1) có hai nghiệm thỏa |x| > 2 

m > 22
<=>

— < m < 2 
,4

Ví dụ 12. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiêm:
Í2 x -y  + m = 0 (1)
[y + = 2 (2)

Lời giải
Điều kiện: xy > 0
Ta thấy (2) là phương trình không chứa tham số nên ta sẽ giải quyết (2) trước

y < 2
Ta có: (2) <=> yfxỹ = 2 -  y o  ■

X =
y  ̂ -  4y + 4

Thay vào (1) ta dược:  ---- — —  -  y + m = 0 o m  = — —^ = f(y) (3).
y y

Hệ có nghiệm o  (3) có nghiệm y < 2 . Xét hàm số f (y) với y < 2
4

Ta có: f'(y) = -— > 0 => f(y) đông biên trên môi khoảng (-t»;0)u(0;2]
y

lim f(y) = 4; lim f(y) = -oo; limf(y) = +oo.
y->0* y->0"

Ta có bảng biến thiên:

y -o. 0 2
f(y) + +

f(y)
4

2

-00

Suy ra hệ có nghiệm o  m e (-oo; 2] u  (4; + o o ) .

Ví dụ 13. Tìm m đe hệ phương trình: I  ̂  ̂ ™  ̂  ̂ có ba cặp nghiệm
[x + 7xy =1

phân biệt.
Lời giải

X < 1
Ta có: X + .^xỹ = 1 o  = 1 -  X o

y = ■
X -  2x + 1

(do X = 0 không là nghiệm phương trình).

Thay vào phưong trinh thứ nhất ta được: 3x  ̂+ 6x + X -  2x + 1 m -  3 (a).

Hệ có ba cặp nghiệm o  (a) có ba nghiệm phân biệt thỏa mãn X <  1 .
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' 'x — 2y -f 1 1Xét hàm số f(x) = 3x  ̂ + 6x + ------------ = 3x  ̂+ 7x -  2 + —  với X < 1 .

f'(x) = 6x  ̂+ 7x  ̂ - 1 =í> f ’(x) = O o x  = - l ; x  = - —;x = —.
2 3

Vây —  < m < 12 hoãc -4 < m < là những giá tri cần tìm.
3 4

Ví dụ 14. Tìm tất cả giá trị của tham số a để hệ sau có nghiệm (x; y) thoả 
mãn điêu kiện X  > 4 .

j^ /x + 7 ỹ  = 3 (1)
ỊVx + 5 + + 3 < a (2)

Điều kiện; x,y > 0

Đ ặtt = -n/ x  => J ỹ  = 3 -  t , d o i ^ “
Ịy ^

Khi đó (2) trở thành: a > + 1

Lời giải

X > 4
0

2 < t< 3 .

Khi đó (2) trở thành: a > + 5 + - 6 t  +12 = f(t) (3).

Xét hàm số f(t) vớit e [2;3] , có f '(t) = ^
Vt  ̂ + 5 Vt  ̂ -  6t +12

=>f'(t) = 0 o t V ( t - 3 ) ^ + 3  =(3-t)V t^ + 5 (*)

=> t^(t -  + 3t^ = (3 -  t)^t^ + 5(3 - 1)2 o  2t^ -  30t + 45 = 0
Phưcmg trình vô nghiệm vì t 6 [2; 3]
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BBT:
t 2 3

f'tt) +

f(t)
+ 73

5
Hệ có nghiệm o  (3) có nghiệm t e [2;3] o  a > minf(t) = f(2) = 5.

[ 1;21

Vậy a > 5 là những giá trị cần tìm.
Ví dụ 15. Tìm giá trị thực m để hệ phương trình sau có nghiệm thực:

Í2x^ -íy  + 2)x^ + xy = m (1) ,
1  1[x  ̂ +  X -  y =  1 -  2ra (2)

(Trích Đề thi ĐH khối D - 2011).
Lời giải

Hệ phương trình đã cho viết lại: x)(2x y) = m (1)
[(x  ̂ -  x) + (2x -  y) = 1 -  2m (2)

Dễ thấy phương trình trong hệ đã cho không phải là 1 đa thức đối xứng 
đối với X và y . Nhưng ta có thể nhận ra tính bất biến của bài toán

Đặt
u  =  X -  X u > - -

Hệ đã cho trở thành:
V = 2 x - y (v e l )

u + V = 1 -  2m

íuv = m,
l 4 j

(•)

V = (1 -  2m) -  u
2 + u = in(2u + 1) 

.2

V = 1 -  2m -  u

-u + u
2u + l

ra (3)

Đặt f  (u) = -u" I- u 1---------- , u >
2u + l  4

Ta có: f  ( u )  =
-2u‘‘ -  2u + 1 

(2u +1)^
, u e f ' ( u )  =  0  => u  =

- l  + /̂3
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III. Bài tập vận dụng

Bài l.| Tìm m để phương trình

1) yj2x^ + mx -  3 = X +1 CÓ hai nghiệm phân biệt

2) V2x  ̂ -m x  -  \Ịx^ - 4  = 0 có nghiệm
3 )  ^  + mx + 2 = 2x +1 có đúng hai nghiệm phân biệt

4) Ix* -  13x + m + x -  l  = 0 có nghiệm
5) X\fx + yjx + 12 = mtVõ -  X + -  x) có nghiệm

6) mVx^+2 = X + m có đúng ba nghiệm phân biệt
7) Vx  ̂+ X  + 1 -  'Vx̂  -  X  + 1 = m có nghiệm
8) ^x^ +1 -  Vx = m có nghiệm

9) yjx  ̂ -  2x^ -  2x -  + 3m^ + 1 = X - 1 có hai nghiệm phân biệt.
Bài 2.| Tìm các giá trị của tham sô m đê phương trình sau có nghiệm

m(x  ̂+ 3x) + Ậ ế  - 3 x - x ^ ý  = 4m - 1 .
Bài 3,| Tìm m để bất phương trình sau có nghiệm

1. y ịế -x  + yJx + 5 > m 2. mx -  Vx -  3 < m + 1
Bài 4. Tìm m để phương trình

1) ■\/x‘‘ -  4x^ + 16x + m + ^x'* -  4x^ + 16x + m = 6 có đúng hai nghiệm 
phân biệt
2 )  /̂x + Vs-X = V-x^ + 9x + m có nghiệm
3) \J3 + X  + y je -x  -  V(3 + x)(6 -  x) = m có nghiệm

4 ) m(yjx - 2 + 2\/x^ -4 )  -  Vx + 2 = 2^x^ -  4 có nghiệm

5) Vx +1 + \/s -  X + 7(x + 1)(8 -  x) = m có nghiệm

6) n/7  + 4x + m + ^x'* + 4x + m = 6 có nghiệm
7) 7 x - l  + 4mt/x^ - 3x + 2 + (m + 3)Vx-2 = 0 có nghiệm

8) m(Vx^ - 9  + V25-x^) + 2>/(x̂  -9)(25-x^) = 5m có nghiệm

9) V4-x^ + ^4 + x  ̂ = Vl6 -  x  ̂ + m(\/4 -  x  ̂ + V4 + x^) + m có nghiệm.
Bài 5.| Tìm m đê bât phương trình

1) m(Vj^ -  2x + 2 + 1) + x(2 -  x) < 0 có nghiệm X e [0; 1 + Vs]
2) 7(4 + x)(6 -  x) < x̂  -  2x + m nghiệm đúng Vx e [-4; 6] .

3) Vx̂  -  3x + 2 > m -  Vx3 )  7 x  ̂ -  3x + 2 > m -  7x^ -  3x + 4 nghiệm đúng với mọi X > 3

4) 7x + 7 3  -  X + mVsx -  x̂  -  3 < 0 nghiệm đúng với Vx e [0;3] .
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