
NGƯr. ThS. LÊ HOÀNH PHÒ

Các chuyên đề !'!!

Bỉíni lÁTĐG THI
■  -  ■

■ ■ ■ ■

o o M

í THPT QUỐC GIA

■ữ.0̂

u
/

NHÀ XUẤT BÂN HẠI HỌC q u ỉ t  GIA HÀ NỘI



Th.s NHÀ GIẢO ƯU TỦ 
LÊ HOÀNH PHÒ

CÁC CHUYÊN ĐÊ
BÁM SÁT ĐỀ THI THFT QUỐC GIA

LƯỢNG GIÁC 
TỌA ĐỘ PHẲn G

NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC Q ưốc GIA HẢ NỘI



NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI
16 Hàng Chuối -  Hai Bà Trưng -  Hà Nội 

Điện thoại: Biên tập -  C hế bản: (04) 39714896;
Quản lý xuất bản: (04) 39728806; Tổng biên tập: (04) 39715011

Fax: (04) 39729436

C hịu trá ch  nh iệm  x u ấ t bản:

G iám  dốc - T ổng  b iên  tập: TS. PH Ạ M  T H Ị TRÂM

B iên  tập: 

C h ế  bản:

N G U Y ÊN  NGỌC TH Ả N G  

N G U Y ỄN  KHỞI M IN H

T r ìn h  bày bìa: N H Ả  SÁCH H ồ N G  ÂN

Dôi tác liên  kết xuấ t bản:

NHẢ SÁCH H Ồ N G  ẢN
20C N guyễn T hị M inh K hai - Q1 - TP. Hồ C hí M inh

CÁC CHUYÊN ĐỀ BÁM SÁT ĐỂ THI THPT QUỐC GIA 
LƯỢNG GIÁC - TOẠ ĐỘ PHANG

SẤCII UÊN KẾT

Mã số: 1L-336ĐH2015
In 2.000 cuốn, khổ 17 X 24cm tại Công ti cổ phẩn Văn hóa Văn Lang.
Địa chỉ: Số 6 Nguyễn Trung Trực - P5 - Q, Bình Thạnh - TP. Hổ Chí Minh 
Số xuất bản: 1439- 2015/CXBIPH/4-217/ĐHQGHN, ngày 3/6/2015.
Quyết định xuất bản số; 345LK-TN/QĐ-NXB0HQGHN, ngày 22/6/2015 
In xong và nộp lưu chiểu quý III năm 2015.



LỜI NÓI ĐẦU

Các Em học sinh thân  mến!
Nhằm mục dích giúp các bạn học sinh lớp 12 chuẩn bị thật tốt cho KỲ THI 

TRUNG HỌC PHO THÒNG QUỐC GIA đạt điểm khá, điểm cao để trúng 
tuyển vào các trường Cao đắng, Đại học mà mình đã xác định nghề nghiệp cho 
tương lai, theo định hướng mới.

Bộ sách này gồm 8 cuô"n cho 8 chuyên đề, để các em tiện dùng trong ôn 
luyện theo chương trình học và trước kỳ thi:

- KHẢO SÁT HÀM SỐ

- HÀM SỐ VẢ PHƯONG t r ì n h  m ũ  LÔGARIT

- NGUYÊN HÀM VẢ TÍCH PHÂN

- SỐ PHỨC VÀ T ổ  HỢP

- HÌNH HỌC KHÔNG GIAN

- TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN

- LƯỢNG GIÁC VÀ TỌA ĐỘ PHANG

- PHƯONG t r ì n h  v ả  h ấ t  d Ấn g  t h ứ c

Cuốn LƯỢNG GIÁC VẢ TỌA ĐỘ PHANG gồm có 14 phần nhỏ để tiện 
luyện tập theo chủ dề. Từ các kiên thức và phương pháp giải Toán căn bản và 
nâng cao dần dần, kêt hỢp ôn tập Toán lớp 10 và 11, bô sung và mở rộng kiên 
thức và phương pháp giải khác nhau, luyện tập thêm Toán khó, Toán tổng 
hỢp, các bạn rèn luyện kỹ năng làm bài và từng bưóc giải dúng, giải gọn các 
bài tập, các bài toán trong kiểm tra, thi cử.

Dù đã cố gắng kiểm tra  trong quá trình biên tạp song cũng không tránh 
khỏi những sai sót mà tác giả chưa thấy hết, mong đón nhận các góp ý của 
quý bạn đọc, học sinh dổ lần in sau bộ sách đưỢc hoàn thiện hơn.

Tác giả

LÊ HOÀNH PHÒ



GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC

Đơn vị và cung góc lượng giác
- Cung tròn bán kính R, có độ dài l, có số đo radian là a  (0 < a  <2n), có sổ đo 

a° (0 <a <360) í hì:

a . mcx a 7ta
— = — -  => a  = —  , a =
71 180 180 7Ĩ

1°  =

Tl rad , 1 rad =
 ̂180^”

y n J
và I = Ra.

- Mỗi góc lượng giác gốc o được xác định bởi tia đầu Ou, tia cuối Ov và số do 
độ hay radian của nó.

y

- Cung lượng giác ữ v  được xác định bởi mút đầu, mút cuối và sổ đo của nó 
trên đường tròn định hướng. Chiều quay dương là ngitợc chiều quay kim đồng hồ. 
Giá trị lượng giác

Đường tròn lượng giác là đường tròn đơn vị (R = I), định hướng, với điểm 
gổc Á(1 ; 0). Cho góc liĩợng giác a, xét điểm M  trên điỉờng tròn lượng giác xác 
định bởi a: (OA, OM) = a..

Neu M  có toạ độ (x ; y) thì
cosa  = X, sina  = y;

s in a  ,,, . ...
(khi cosa 0) ;tana

cosa
cosa

cota  = — — (khi sina  ĩ^O). 
s in a

Trục sin là trục tung Oy.
Trục cosin là trục hoành Ox.
Trục tang là At cùng hướng với trục tung, A (ỉ ; 0).
Trục cotang là Bs cùng hướng với trục hoành, B(0 ; 1).

Hệ thức cơ băn
sin(a  + k2n) = s in a ; cos(a  + k2n) = cosa
tan(a  + kn) = ta n a ; cot(a + kn) = cota (với k e  Z);



-I <sin a  < I ;

I + tan^a =  — K
COS" a

(Mìi cosaĩ>^0);

-ỉ <cosa < 1 

1 coẽa = 1
sin" a

ộớìi sina ĩ̂ O)

sin^a + cos^a = ỉ ; cota --
tana

Chú ỷ:
1) Sử dụng hệ thức cơ hán, các hằng đang thức đế tính các giá trị lượng giác 

khi biết một giả trị cho trước, chủ ỷ  đẩu tương ứng với loạ độ M(x ; y) thuộc góc 
phần tư nào? Dấu cùa tan a, cot a  ì à như nhau.

2) Dùng kỹ thuật đăng cấp bậc n đế chia sin^x, cos’'x khác 0 lạo ra tan"x, cofx.
3) Đe chứng minh hệ thức ta sử dụng các hệ thức cơ bản và các hằng đẳng 

thức. Có thể chứng minh đang thức hởi hiến đoi vé này thành vế kia, hoặc hiến 
đổi tương đương về đăng thức đúng. Neu cần đặt ấn phụ.

Bài toán 1.1: Kim phút và kim giờ theo thứ ụr dài 1, 75 m và 1, 26 m. Hỏi trong 
15 phút, kim phút và kim giờ vạch trên cung tròn dài bao nhiêu?

Giải
' 71

Trong 15 phút, mũi kim phút vạch cung tròn có sô đo — rad nên cung đó có độ 

dài —. 1, 75 » 2, 75 (m) và mũi kim giờ vạch cung tròn có số đo —  rad nên cung

7Ĩ
đó có đô dài . 1, 26 sí 0, 16 (m).

24
Bài toán 1.2: Kim giờ và kim phút bắt dầu chạy từ vị trí tia Ox chỉ số 12 (0 giờ). 

Sau t giờ, kim giờ đen vị trí tia Ou, kim phút đến vị trí tia Ov. Hai kim trùng 
nhau lần đầu tiên sau bao lâu?

Giải
Trong một giờ, kim phút quét góc lượng giác có sổ đo -271, kim giờ quét góc 

' 2tt
lượng giác có sô đo - — , nên trong t giờ, kim phút quét góc lượng giác (Ox, Ov)

có sổ đo -27it, kim giờ quét góc lương giác (Ox, Ou) có số đo - —t.
6

Theo hệ thức Salơ:
sđ(Ou, Ov) = sđ(Ox, Ov) - sđ(Ox, Ou) + n27i (n e Z)

„ 7Ĩ -
-27ư+ — t + 2n7T = 

6
----- 1 + 2n

6
71



Hai tia Ou và Ov trùng nhau khi và chỉ khi:
l l t l l t

(Ou, Ov) = Im n  (m e Z) nên + 2n = 2m «  = 2(n - m)
6 6

<=> t =
12k
11 k G z , vì t > 0 nên ke N.

12
Do đó hai kim trùng nhau lần đầu tiên sau —  g ~ lg5'27" 

Ịìài toán 1.3: Tính giá trị lượng giác các góc với k nguyên:

a) + (2k + l)n b) — + kn (k e Z).

Giải

a) Ta có; + (2k + 1)71 = —  + k27i nên; 
3 3

cos-
271 _ 1 . 271 _ a/3  ̂_ 2tĩ _ /r

; sin —  = t a n - -  = - v3 , 
3 2 3 2 3

b) Xét k chẵn và k lẻ, gộp lại thì được:

2 '4

cot
27t s

3

cos( — + kTi) = (-1 —  ; sin( — -I' kTĩ) = (-1

tan(— + kTĩ) = cot(— + kTĩ) = 1 (k e z  ).
4 4

Bài toán 1.4: Tính các giá trị lượng giác của góc a  biết:

a) cosa = —, sina < 0 
4

3tĩ1 T
b) sina = - — < a  <

3 2 2

Giải

a) Ta có; sin a  + cos a  = 1 và sina < 0 nên:

T _  a/Ĩ5
16 4

sina = -  V T - c õ s ^  = - J l -

tana =
sin a
coso,

= -y /Ĩ5 , cota ^
sina
cosa

, _ 7T 3tI  ̂ ^
b) Vì — < a  < —  => cosa < 0 nên: 

2 2

cosa /,  ̂. 2 2V2 _ 1 V2 . 27= -V l- s in  a  = — t ana = —7==— , cota = 2 v2  .
3 2V2 4

15

f 2



Bài toán 1.5: Tính các giá Irị lượng giác của góc a  biết;

a) tana = ^ , -TC < a  < 0 
2

1 s -í 3ti _b) cota = -3, —  < a <  2n. 
2

Giải
1 71

a) tana. cota = 1 => cota = — — = 2. Vì -TI < a  < — => cosa < 0
tan a  2

2 1 1 Ta có: 1 + tan a  = — — =í> cosa = - - 2V5
cos^ a V ĩ

Và tana =
•sina

sina = tana. cosa = -  
cosa 5

+ tan a

VF

1 \ 1 1 T 3TIb) íana = —-— = - ^ .V ì  ^  < a < 2 7 i= >  sina < 0 
cot a  3 2

Ta có: 1 + cot a  = — -— => sincc = -7====== = —
sin a  Vl + co t-a  vio

, , ,  cosa . 3
Và cota = —^— => cosa = cota. sina =

sina V ĩỗ '

3ti
Bài toán 1.6: Cho tana - 3cota = 6 v à 7 i< a <  Tính:

2

a) A = sina + cosa b) B = 2sinacosa; c 2 s in a  - t a n a  
cosa  + co ta

Giải
3ĩi

Vì 71 < a  < ^  nên cosa < 0, sina < 0 và tana > 0. Ta có:
2

3 2tana - 3cota = 6 <» ta n a ---------- 6 = 0 tan a  - 6tana -3  = 0
tana

Vì tana > 0 nên chọn tana = 3 + 2 V3 .

 ̂ 2 , -  1 1a) cos a  = ----—;— =  ------— 7=
1 + tan a  22 + ỉ2-\J3

_  -1  3 + 2V3=> cosa = —ỹ = = = , sina = — j ■ - -
V22 + I2V3 V22 + I2V3

4 + 2V3
Do đó; A = sina + cosa =

V22 + I2V3



2(3 + 2V3)
b) B = 2sinacosa = -----------

22 + 12V3

c = 2 sin a  -  tana  
co sa  + co ta

sin a 2 -
1

V cosa
\

cosa 1 +

2 2 c o s a - l
= tan a . —— ------ = (21 +

sin a  +1

sina  )

3 + 2V3-V 22 + I2V3

Bài toán 1.7: Cho tana = 4 .  Tính
5

sin a  + cosa 
s in a  - c o s a

B -
3sin^a + 12sinacosa  + cos a  

sin“ a  + sin a  cos a  -  2 cos“ a  
Giải

Vì tana = — nên cosa ^  0, chia tử và mẫu của hai biểu thức lần lượt cho cosa, 
5

cos^a, ta có:

ta n a - 1  3_J^
3 ta n 'a  + 12tana + 1 232

tan" a  + tan a  - 2 26
116
13

Bài toán 1.8: Tính: sin^a + sin^b + sin^c, biết
tan^atan^b + tan^btan^c + tan^ctan^a + 2tan^atan^btan^c = 1.

Giải
, . X , sinx , , ,Từ giả thiêt, thay tanx = — thì được;

cosx
sin^asin^bcos^c + sin^bsin^ccos^a + sin^csin^acos^b 

+ 2sin^asin^bsin^c = cos^acos^bcos^c
sin" âsin"^b + sin'^bsin'^c + sin^csin^a - sin^asin^bsin^c

-2„a/ i 2.A/1 „• 2„= (1 - sin a)(l - sin b)(l - sin c).
Từ đó thì có sin^a -t- sin^b + sin^c = 1.

Bài toán 1.9: Cho 2sina + 3cosa = 2. Tính tan a.
Giải

Ta có: 2sina + 3cosa = 2 ^  3cosa = 2 - 2sina
9cos^a = (2 - 2sina)^ => 13sin^a - 8sina -5  = 0

sina = 1 hoặc sina = -
13



Xét sina = 1 => cosa = 0 => tana không xác định (Loại)

Xét sina = -  ^  
13

_ 12 „ _  5
cosa = —  => tan a = - —  

13 12
Bài toán 1.10: Chứng minh hệ thức; 

a) cos^a - sin^^a = 2cos^a - 1 , _ . 4_ __ 2b) 1 - cot a  = — 1
sin a  sin a

Giải
a) cos^^a - s i i /a  = (cos^a + sin^a)(cos^a - sin^a)

= cos^a - sin"a = cos^a - (1 -cos^a) = 2cos^a - 1.
b) 1 - cot'V = (1 + cot^a)(l - cot^a)

1
1-

2cos a 1 sin^ a  -  (1 -  sin" a )
. -ì .  ■) .  *)sin a sin a  J sm a sin a

2sin ' a  -1 1
sin^^a sin"a  sin^^a 

Bài toán 1.11: Chứng minh hệ thức:

 ̂ 1 + sin"a , 2a) ^— =1 + 2tan a  1 -  sin a
b) 2(1 -sina)(l t cosa) = (1 - sina + cosa)^.

Giải

1 + sin" a  1 + sin" a  
a

a)
1 + sin a  _ 1 + sm
l - s i n " a  C0S“ |

+ tan^a = 1 + 2tan^a
cos a

b) 2(1 - sina)(l + cosa) = 2 - 2sina + 2cosa - 2sinacosa 
= 1 + sin^a + cos^a - 2sina  ̂ 2cosa - 2sinacosa 
== (1 - sina + cosa)^.

Bài toán 1.12: Chứng minh hệ thức: 

l+sirí^a-cos^a 2
1-sin a -c o .^ a  3 co ía

b)
sin a ( l+ c o s a )  s in a  + ta n a  
cos^ a ( l+  s in a) co sa  + co ta

G lả ỉ

a) VT ^ 1 + (sin^ a  + cos" a)(sin^ a  -  cos" a )
1 -  (sin^ a  + cos" aXsin'* a  -  sin^ a  cos" a  + 008 *̂ a )

1 + sin^ a  -cos^ a

1- (sin‘ a  + co s"a j - (3 s in ^ a c o s^ a )

_ 2 sin ^a  _ 2
3 s in ^ aco s"a  3cos^a

10



ỉ

b) VP sin a  + tan a  
cosa  + co ta

sina 1 +
cosa )

cosa + -
l

V s in a ;

sin“a (l + cosa) 
cos“ a ( l + sina)

Bài toán 1.13: Chứng minh hệ thức:
 ̂ tan a  -  tan p 

a) — ----- - = tan a  tan p
cot p -  cot a

G lả l
tan a  — tan p

ta n a - ta n p  ta n a - ta n P   ̂ „1 =" —7—----- = — --------------- —  = tanatanp
_ 1. _  ___ __ lan a. tan p
tan p tan a

, . cos^x - s in “x . 1 2
b) — ---------- — = sin xcos X.

cot X -  tan X

a) VT -

c o s " a - s in " a  . 2 2 c o s " a - s in " a
b )V I = ---- — ------- = sin acos a . --------- --------— —

cos a - s i n  acos“a  sin‘ a  
sin“ a  cos" a

= sin"a. cos^a
I

= sin a . cos^a.
cos“ a  + sin ' a  

Bài toán 1.14: Chứng minh hệ thức:

 ̂ l - 4 s i n 'x c o s 'X  ̂ . 22  , X sin^x-cosx+coẩx 4a) ------------------- 7-  = (sm x -c o sx )  b) — 7-------7------ - 7- =tan x.
(sinx + cosx) coẩx-sirrx+sin x

Giải
1 -  4sin ' xcos' X _ (sin 'x  + cos' x)" -  4sin ' xcos' X

(sinx + cosx)'
a) VT^

(sinx + cosx)’

(sin x - c o s  x) 
(sinx + cosx)“

: (sinx - c o s x ) ' .

s in 'x -c o s " x ( l-c o s 'x )  sin" x(l-cos" x) 4 b) VT = ;  , "  . ;  "  = —  - r . r  . = tan X.
cos X -sin x ( l-s in  x) cos x (l-s in  x)

Bài toán 1.15: Tính gọn:
a) A = 2(sin* a  + cos^ a )  -  3(sin'‘ a  + cos'  ̂a )

b) B = Vsm^^^õr+^^s"a + ^ Ịcõ ^~ ã + '4 ^m ^
Giải

a) Ta có: sin^a + cos^^a = (sin^a + cos^a)^
- 3sin^acos^a(sin^a + cos^a) = 1 - 3sin"acos^a

11



Và cos^^a + sinV  = (cos^a + sin^a)^ - 2sin^acos^a = 1 - 2sin^acos^a 
Do đó: A = 2 - ósin^acos^a - 3(1 - 2sin^acos^a) = 2 - 3 = -l.

b) a/ sìĩi'* a  + 4(1 -  sin’ a )  = ^J{2-s\n^ a)~ = |2 - sin^ a | = 2 - sin^ a

^cos'' a  + 4(1 -  cos^ a )  = >/(2-cos^ a)^ “  1̂  “  a | = 2 -  cos^ a

Do đó: B = 4 - sin^a - cos^a = 4 - 1 = 3 .
Bài toán 1.16: Tính gọn;

cot a  +1
a) A =

b )  B =

---------- h -
tan a  -1  col a  -1  
tan^ x -s in "  X

(điều kiện có nghĩa).

cot“ x -cos^  X
cot'’ X (điều kiện có nghĩa).

a) A - +

1
tan a

- +  1

Giá/

2 1 + tan a  1 -  tan a
tana-

sin“

tan a  -1  1 -  tan a  tan a  -1
=  - l .

b) B =

tan a  
1 ^

Vcos X y
/

cos
1

• COt X
-1

sin^ x.tan^ X 
cos^ x.cot^ X

.cot X = 1.

l̂ sin̂  X
Bài toán 1.17: Tính gọn:

a) M = 2cos'*x - sin̂ x̂ + sin^x. c o s \  + 3sin^x
b) N = sin^y. tanV + 4sin^y - tan^y + 3cos^y

Giải
a) Đặt a = sin^x thì cos^x = 1 - a

M = 2(1 - a)^ - a  ̂+ a(l - a) + 3a = 2.
b) N = -tan^y(l - sin^y) + 4sin^y + 3cosV -tan^y. cos^y + 4sin^y + 3 c o s \

= -sin^y + 4sin^y + 3cosV = 3(sin^y + cos^y) = 3.
Bài toán 1.18: Chứng minh bất đẳng thức

a) I sinx + cosx I < yỈ2 b) I tanx + cotx I > 2, X ^  k n

Giải
a) BĐT <=> (sinx + cosx)^ < 2 <=> 1 + 2sinxcosx < 2

<=> 1 - 2sinxcosx > 0 <=> (sinx - cosx)^ > 0; Dũng
b) Vì tanx, cotx cùng dấu nên:

tanx + cotx = tanx + cotx tan x.cotx

12



U\ • 1 12 ^ 1b) sin X t cos X < 1.
Bài toán 1.19: Chứng minh hât dăng thức 

a) sinx < X. Vx > 0
(ìiải

a) Xét X > 1 thi sinx < 1 < X

Xct 0 < X < 1 thi 0 < X < 1̂
Ta có sinx MI I < MA ddMA X

b) Vì Ị sinx Ị < 1. Ị cosx I < 1 ncn:
• 1 ^ - 2  12 ^  2  ̂ ■ 1 1 1 2 ^ - 2 ,  2 sm X < sin X. cos < cos X —> sin X t cos X < sin X ' cos X

Bài toán 1.20: '1'ìni giá trị lớn nhất, nhỏ nhất cua bicu thức:
a) y ■ 4 - 3sinx b) V 6 1 cosx I - 1.

(ìiâi
a) Vì -1 < sinx < !. Vx ncn 1 < y <7. Vậv maxy 7, miny 1.
b) Vi 0 < I cosx I < 1, Vx ncn -1 < y < 5. Vậy maxy 5, miny 

Bài toán 1.21: rim giá trị lớn nhâl. nhỏ nhât của bicu thức:
a) y - sin"x f cosx - 5 b) y 2tan"x - 8tanx • 3

(ìiải
a) y siiVx ) cosx - 5 1 - cos' x I cosx - 5 -cos“x ( cosx - 4
Dặt t cosx. -1 < t < 1 thì: y ỉ'(t) -t" 1 t - 4 là parabol

. hộ sô a -1 < 0 ncn:cỏ dinh t
-I 2 I

13
maxy f( )

2 4
miny l'(-l) -h.

b) Dặt t tanx. l F K, ta có: ______ I_______
y - f(t) 2l“ - 8t t 3 là parabol cỏ dmh t 2. “

hộ sổ a 2 > 0 ncn không tồn tại maxy. còn miny f(2) -5.

HẢI T Ậ P
Bài tập 1.1: Kim giờ và kim phút bắt dầu chạy từ vị trí tia Ox chi số 12 (0 giờ). Sau t 

giờ, kim giờ dén vị trí tia Ou. kim phút dến vị trí lia Ov. Chứng minh trong vòng

12 giừ, hai lia Ou, Ov dối nhau khi và chi khi t (2k t 1), k 0. 1.....  10,

IID-DS
1 lai lia Ou. Ov doi nhau khi và chi khi (Ou. Ov) (2m - 1 )71 (m G Z) ncn

- ‘ • 2n 2m - 1 t (2k t 1). k G / .6  1 1
V ì 0 < t < 1 2 n c n k  0 . 1 . 2 ...... 10.
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Bài tập 1.2: Bánh xe của người đi xe đạp quay được 11 vòng trong 5 giây.
a) Tính góc mà bánh xe quay được trong 1 giây.
b) Tính độ dài quãng đường mà người đi xc đã đi được trong 1 phút, biết ràng 

đường kính bánh xe đạp là 680 mm.
ỈID-ĐS

11 22a) 1'rong 1", bánh xe quay được — vòng, tức là quay được một góc (rad) 

hay 192°.
b) Trong 1" bánh xe lăn được: / a: 282 (m)

Bài tập 1.3:
a) Cho sinxcosx = n. Tính A = sinx cosx; B = sin̂ x̂ + c o s^
b) Cho tanx + cotx = m. Tính c = tan^x I cot^x; D tan^x + cot^x

IID-ĐS

a) = 1 + 2sinxcosx = 1 + 2n => A = ± Vl + 2n n >

B = (sin^x + cos^x)^ - 2sin^xcos^x = 1 - 2n^
b) c = (tana t cota)^ - 2tanacota = m^ - 2.

D = (tana + cota)(tan"a - tana. cota + cot"a) = m(m^ - 3).
Bài tập 1.4: Tính các giá trị lượng giác khác của a  biết:

a) cosa = 3/3, sinỏr <0 b) sincr =-1/8, n!2 < a  <l>nÍ2

c) tana  =7, - ;r < or <0 d) co ta  = y fi + , cosa  >0

lỉD -Đ S
Sử dụng hệ thức cơ bản, chú ý dấu của giá trị lượng giác.

Bài tập 1.5: Cho tana = -2. Tính:

, 2 s in a  + 7coscr „ 9sin‘ or + 2cos^ a
A = --------- — — — , 5  = ---------- -------------

c o so r-5 s in a  sin or + 1
líD-DS

Chia tử và mẫu lần lượt cho cos a  , cos  ̂ a  .
Bài tập 1.6: Chứng minh:

sin X + cos X -1  2cosx
a)- b) tan X. tan V -

1 -c o sx  s in x -c o sx  + 1

IID-ĐS
Sử dụng hệ thức cơ bản.

Bài tập 1.7; Tính gọn;
A = 3(sin*x - cos^x) + 4( cos^ X - 2sin^ x) + ósin^^x

tan X + tan y  
cot X + cot y

14



B =

A =  1,

sin'* X  + 3cos'^ X - 1 
sin^’ X + cos'’ X + 3cos‘’ X -1

ỈID ĐS

B =

Bài tập 1.8: Chứng minh đẳng thức: I 3sina - 4cosa I < 5, Va.
IID-ĐS

BĐT <» (3sina - 4cosa)^ < 25 <=> (4sina + 3cosa)^ > 0.
Bài tập 1.9: Chứng minh đẳng thức với a, b, c là những góc nhọn: 

tana(cotb + cotc) + tanb(cotc + cota) + tanc(cota H cotb) > 6.
IID-ĐS

Vì a, b, c nhọn nên tana, tanb, tanc dương. Áp dụng BĐT Côsi;
tana tanb ^ tanb ta n c ^ ^  tanc ta n a ^ ^
--------1--------^  z \ -------- 1"------ ^  2. \ -------- h------^ z .
tanb tana tan c tan b tana tanc

GÓC CUNG LIÊN QUAN ĐẶC BIỆT

Giả sử các biên thức có nghĩa 

Dổi nhau:
sin(-a) = - s in a ; 

ían(-a) = - ía n a ;

Hơn kém
n: sin ịn  + a) = - s in a ; 
lan(7ĩ + a) = la n a ;

Bù nhau:
sin(7ỉ- a) = s in a ; 
tan(7ỉ- a) = - ta n a ;

Phụ nhau:

cos(-a) = - cosa ; 
cot(-a) = - cola;

cos(n+ a) = - cosa; 
cot(7ĩ+ a) = coía;

cosịn- a) = - cosa; 
cot(n- a) = - co ta;

7̂1 \  ̂n
sin — - a = c o s a ; cos — - a

.2 7 u 7
í  ̂-rr7Ĩ n

tan — - a = c o ta ; cot — -  a
u > .2 7

s in a ;

= ía n a ;

15



Hơn kém 7Ĩ

 ̂n ^  ̂nsin —+ a = cosa ; cos — + a
<2 j u 7

7̂1tan — + a = -cota; cot — + a
u  J .2 /

= - si n a ,

= - tana.

Bài toán 2.1: Không dùng bảng và máy tính, tính:
a) A = cos315" + sin330” + sin250° - cosl60°;

25tĩ^, , _ _ . 25tc 25tĩ  ̂
b) B = sm —  + cos—  + tan

Giải

í? 1
a) cos315° = cos(-45“) -  cos45° = — , sin330° = -sin30° = - -

2 2
sin250° = -sin 110" = -sin(90° + 20”) = -cos20”; coslóO” = -cos20”. 

Do đó: A = — ( V2  - 1)

. . . 25tt . n 1 25ti n 1b) sin----- = sm — = -  ; cos = cos— = —

6 6 2 3 3 2
ị  25tt̂ Ktan =: -- tan — = -1 . Do đó: B =
l 4 J 4

Bài toán 2.2; Không dùng bảng và máy tính, tính:
a) A = sin^io” + sin^20" + sin^30” +... + sin^SO”
b) B = coslO” + cos20” + cos30” +... + coslSO”
c) c = tan l”. tan3“. tan5°... tan89“.

a) A = (sin^l 0” + sin^80”) + (sin^20” + sin^70”)
t (sin^30” + sin^óO”) + (sin^40° + sin^SO”)

-  (sin^io" + cos^lO") + (sin^20° + cos^20°)
+ (sin^30” + cos^30”) 4- (sin^40° + cos^40°) = 4.

b) B = (coslO” + COS170” + (cos20” + coslóO”) +...
+ (cos80”+cosl00°) + cos90”+cosl80”= 0 + 0 - 1 = -1

c) c = ( ta n r  tan89°) (tan3" tan87”)... (tan43” tan47”)tan45"
-  (tanl" cotl") (tan3” cot3”)... (tan43” C0t43°). 1 - 1 .

16



a) Cho tanl 5° = 2- -v/3 . Tính các giá trị lượng giác của góc -75°.
1 3b) Cho sin(7ĩ + a )  = - —. Tính cos(27t: - a), tan(a - 7n), sin( —  - a).

Bài toán 2.3:

a) 1 + tan^45°

Giải

2 ..0 _  1 2 + V3cos 15 =-
l+(2-V 3)" 4cos" 15

, _ ^ |2  + s _ s  + ì - , ^ o . _ V 3 - l= • c ni s — - —Do đó cosl5° = = ; sin 15° =

Vì 75° = 90°-15° nên cos(-75°) = cos75° = sin 15° =

2 2V2 ’ 2V2

0_  >/3-1  
2V2

sin(-75°) = -sin(90° - 15°) = -cosl5°
V3 + I 

2V2

tan(-75°) =-cotl5°
1

^ / 3 - 2
- (V3 + 2); cot(-75°)= -tanl5“ = Vs - 2

b) sin(7ĩ + a )  = - — => sina = —. Do đó; 

cos(27i - a ) = cosa = ± Vl - s in ^ a  = ±
2V2

V2
tan(a - 7iĩ) = tana = ± ——; sin Í3 ti: _2V 2

l  2 J 3

Bài toán 2.4: a) Tính cosa biết sin(a - —) + sin— = sin(a + —)

b) Tính sina biết:cot(a + 540°) -tan(a - 90°) = sin^(725°)+ cos^(365”).
Giải

Tí 1
a) Từ giả thiêt thì: -sin( — - a ) + 1 = cosa => -cosa + 1 = cosa => cosa = --

b) Từ giả thiết thi: cota + cota = sin^50° + cos^50° = 1=> 2cota = 1
2cota = —. Ta có; 1 + cot^a -  ^

2
, => sina = ± - ^

sin a  V5
Bài toán 2.5: Lập quan hệ các giá trị lượng giác của 2 góc:

a) a  và a  -
n

b) a  và a
3ti

17



Giải

a) cos(a - —) = cos(— - a ) = sina. 

sin(a - —) = -sin(— - a ) = -cosa. 

tan(a - —) = -tana; cot(a - —) = -cota.

b) cos(a - — ) = cos( —-  - a ) = cos(7ĩ + — - a ) = -cos( — - a )  = -sina.

sin(a - — ) = sin( —  - a )  = -sin(7x + — - a ) = sin( — - a )  = cosa.

, 3tĩ . , 3 n ,
tan(a - — ) = -cota ; cot(a — --) = -tana.

Bài toán 2.6: Tính gọn:
71

p = cos(— + x) + cos(2ti - x) + sin(7i - x) t' cos(n + x);

3ti

71
Q = 2cosx - 3cos(tĩ + x) - 5sin(— - x) + cot(

3n
X).

Giải
p = -sinx + cos(-x) + sinx - cosx = cosx - cosx = 0.

Tí
Q = 2cosx -t 3cosx - Scosx + cot( — - x) = tanx.

Bài toản 2.7: Tính gọn;
A = tanl8'’ta n 2 8 ?+  sin32‘’. sinl48° - sin302°sinl22‘’

cos(-288M cot72“
B = -----  ̂ - tan 18".

tan(-162“)sinl08"
Giải

A = tan(90° - 72") tan(360° - 72") + sin32"sin(l 80" - 32")
-sin(360"-58")sin(180"-58")

= C0t72"(-taii72") í- sin^32" + sin^58"
= -1 + sin-32° + cos^32" = -1 + 1=0.

cos(72“ -360")cot72" cos72"cot72" ,
B = -----------------—— 3---- ^ ^ — tanl8" = - ---- —-------—̂ tan l8 “

tan(18"-180°)sin(180"-72“) tan 18" sin 72"

cot’ 72" tanM8”
-tanl8" — tanl8" = 0 .

tan 18" tan 18"

18



Stĩ 3tĩ
R = cos(tĩ - x) - 2sin( —  + x) + tan( —  - x) + cot(2ĩt - x).

s  = tan(-3, Itĩ). cos(5, 9tĩ) + sin(-3, 6n) cot(-5, 6tc).
Giải

R = -cosx + 2sin(— + x) + lan(— - x) + cot(-x)

= -cosx + 2cosx + cotx - cotx = cosx. 
s  = tan(-0, Itĩ). cos(0, Itt) + sin(0, 4ti). col(0, 4n)

= -tan(0, Itĩ). cos(0, Itĩ) + cos(0, 4n)
= -sin(0, Itt) + cos(0, 4n) = 0.

Bài toán 2.9: Cho A, B, c là 3 góc của một tam giác, chứng minh:
a) sin(A + B) = sinC b) cos(A + B) = -cosC

Bài toán 2.8: Tính gọn:

, , A + B  c
c) sm — :—  = cos — 

2 2
 ̂ „ A + B c

d) tan------- = cot —
2 2

Giải
A, B, c là 3 góc tam giác nên A + B + c = 71.
a) sin(A + B) = sin(7ĩ - C) = sinC

b) cos(A + B) = cos(7i - C) = -cosC.
 ̂ ; A  +  B  . 7 1 - C  ^^,7T C ,  C

c) sm — :—  = sm -------= sin(— -  —) = cos —.
2 2 2 2 2

,, A + B 7Ĩ — c d) tan — —̂  = tan ...ĩĩ c, ctan(— -  —) = cot — . 
2 2 22 2

Bài toán 2.10: Cho A, B, c là 3 góc của một tam giác, chứng minh:
, , 3(A + B) 3C

a) sin------ -----= -c o s  —
2 2

_  3(A + B) 3C
b) cot - — -  = tan —

2 2
, . A B + C A ; B + C A _ B + C _ ,,

c) sm — .cos-------hcos —.sin—:—  + tan — . tan— — 2.
2 2 2 2 2 2

Giải
A, B, c là 3 góc tam giác nên A + B + c = 71 

. . 3(A + B) 3(ti- C )  . _ 3 ti 3C,  . n 3C,
2 2 2 2 2 2 2

, ,  3 A  + B ) _  3(7t-C) 3ti 3C, ,7ĩ 3C,
b) cot  ̂= cot  ̂= cot(—  -  — ) = c o t(-  -  — ) = tan

2 2 2 2 2 2 2

2
3C
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, ,_A  B + C A . B + C A B + C
c) sin —.cos— —  + c o s ^ .s in — —  + tan —.tan— —̂

2 2 2 2 2 2
_ . A . A A A A A , , _
= sin-^ . s in ^  + cos— . cos — + tan— . cot— = 1 + 1=2 .

2 2 2 2 2 2

BÀI TẬ P

Bài tập 2.1: Tính sin( ĩ tH + k n ) ; cos( -7rl6+kn)\ tan(60'*+ kl80®)
IID-ĐS

sin( K /2+k .7T) và cos( -7ĩ/6+k n: ) xét k chẵn và k lẻ; 

tan(60‘’+ kl 80°) = tan60° = V ỉ .
Bài tập 2.2: Đơn giản:

. , , . - 37T / ^  \ / 37Z"A = cos(7i - x) + sin(x - — ) -  tan( —+ x) cot(—- -  x)

B = cos(270°-x) -2sin(x -450°) +cos(x+900°) +2sin(720°-x);
ỈID-DS

Dùng các góc có liên quan đặc biệt.
Bài tập 2.3: Đơn giản:

c = cos(5;7r + a)-2 sin(^-^  -a)-  sin (^-^  + a)

D = cos(— - a )  + cos(;t - a )  + cos(—  - a )  + cos(2;r -  a )

HD-ĐS
Dùng các góc có liên quan đặc biệt.

Bài tập 2.4: Tính gọn:
_ sin(-4,8;z').sin(-5,7;r) cos(-6,7.7r).cos(-5,8.;r)

cot(-5,2.?r) tan(-6,2;r)

^ 2 ^ 2 . t TT 2tĩ , 2 • 2 2/TH = sin —+ sin —+ sin —+ s in '-— + sin —-  + s i n - — 
3 6 9 9 18 18

lỉD-DS
D =  1,E = 3 

Bài tập 2.5: Tính gọn;
F= sin825°cos(-15°) + cos75°sin(-555°) + Íanl55°tan245°
„ ____ ĩĩ 2.7T In 97ỉ
(j =cos —+ COS—-  + COS — + ... + COS — .

9 9 9 9
lỉD -Đ S

F = 0; G =
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n  2n 'in 9n
H =cos —+ COS--— + c o s +  c o s ^

5 5 5 5
. 2n . ^ 2 n  . - 2 n  . 2nK =  sin —-  + s in 2 —-  + sin3 — + ... + sinn —  

n n n

Bài tập 2.6: Tính gọn:

n
HD-DS

H = - 1 , K = 0.

CÔNG THỨC CỘNG VÀ CÔNG THỨC NHÂN

Công thức cộng
cos(a + P) = cosacosỊi - sitiasin/ỉ; cos(a- p) = cosacosỊi + sinasinP;
sin(a  + P) = sìnacosp  + cosasinp; s in (a - P) = sinacosp- cosasinp.

, _ tana + tanB , tan a -tan B
lan(a + P) = -— ^ ían (a - P) = — -̂------- —

l- tan a tan |3  l + tanatan|3
Công thức nhân, hạ bậc hai

cos2a = cos^a - sin a  = 2cos^a - 1 1 - 2sin^a

sin2a  = 2sìnacosa ; tan2a  = 

1 + cos2a
cos^a -, sin a  =

2 tan a  
1 -  tan^ a  

1 -  cos 2a

Công thức nhân ba
sin3a  = 3sina - 4sin^a; cos3a  = 4cos^a - 3cosa.

Chú ý:
ỉ) Vận dụng công thức cộng, công thức nhân, công ihức hạ bậc, công thức 

biến đổi để đưa về góc đặc hiệt đã biết.
2) Phối hợp với các hệ thức cơ bản và các công thức về góc liên quan đặc biệt: 

đối, bù, phụ, hơn kém —, hơn kém n.

3) Ghép giá trị lượng giác của góc nhân đôi liên tiếp. Nếu cần nhân chia thêm 
giá trị lượng giác sin hav cos của góc đầu.

4) sina  ± co sa  = 42  sin(a ±  —), cosa ± s in a  = 42  cos(a  + —)
4 4

r, _ a  ,  _  2t . _ 2t5) Đặt t = lan -^ thì: sina  = — cosa ■ -— íana  = — - r .
2 1 + t- \ + P 1 - t -
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^ oc ~ . or2 ta n - ' 2 sin -
2t 2 2 a  ^ . a  a  .--------------- = ---------- .cos — = 2sin —cos— = sinỡr.

1 + / ' 1 2I + tan
a

— c o s~  
2 2

Bài toán 3.1: Tính các giá trị lượng giác của góc: 
a)75“ b)15°

Giải
a) cos75° = cos(45° + 30°) = cos45° cos30° - sin45° sin30°.

^/2
2 2 2

(V 3-1)

sin75° = sin(45° + 30°) = sin45“ cos30° + cos45° sin30°

^ 4 2 { S
2  ̂ 2 "^2

(V3 + 1)

tan75° = =2 + s  \ C0t75° = 2 -  s .
V3 - 1

b) cosl 5° = cos(45° - 30°) = cos45° cos30° + sin45° sin30°

2 ^ 2  2 )  4

sinl5° = sin(45° - 30°) = sin45° cos30° - cos45° sin30°

V2f V3 4 2 ,
2 2

- (^/3- l )

/3 -1
tanl5°=  2 1 3 ^  = 2 -  V 3;co tl5° = 2 +  4Ĩ>

V3 + 1
Nhận xét: Hai góc 75° và 15° phụ nhau nên cosl5° = sin75°;... 

Ta có thể sử dụng công thức hạ bậc hai:

2cos^l5° = 1 + cos30° = !  + —  => cosl5° =42 ■ 0 _  V2 + V3

2sin^l5° = 1 - cos30° = 1 - —  ^  sinl5° = ^
2 2

tan l5°=  = 2 -  V3 ;co tl5° = 2 +  4 Ỉ .
V2 + V3
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, a  
và

Bài toán 3.2: Cho sina
1 71 

3 ’ 2
< a < n. Tính các giá trị lượng giác của góc 2a

Giãi
l 71Vì sina = — và — < a < 7 t  nên cosa < 0. Do đó: 
3 2

cosa - V d - sÌÕ ^  = -
2V2

Ta có: sin2a = cos2a = 1 - 2sin^a = —
9 9

tan2a
4V2 cot2a

7V2
8

, oc 71 .. a  , . a  .X J Vì — < a < 7 ĩ = >  — nên cos — và sin — đêu dương
2 4 2 2 2 2

cos-
a T+cosa 3- 2V2 a

-------- ; sin —I 6 2
1-cosa 3+ 2V2

Từ đó tan— = 3 + 2 V2 ; co t — = 3 - 2 V 2 .  
2 2

Bài toán 3.3: Không dùng máy, tính:

a) A =
1 Iti 5ti n 3tx

sin ——-COS- b B = cos — cos--- .(
12 12 7 ni

Giải

a) A =
1 Iti 57t n í  ̂ 7Ĩ ^

sin -----.cos- sin 7Ĩ — cos — —

12 12 12 ) u 12;

■ 2 ĩt sin —  =
1 /

1 - cos 71̂ _ 1 = - ( 2 - - S ) .
12 2 6 ; “ 2 1 2 . 4

b)
3ti 4t: 5tĩ 2ti . 7Ĩ . 8tĩ

la  có: cos— - -cos— .cos—  == -co s--- , sin — =:- s in —
7 7 7 7 7 7

71 71 7Ĩ 2n 47T 1 . 2ti 27t 4tĩ
nẽn: B sin—= sin- cos— .cos-— cos---= —sm— cos-— cos---

5tĩ 
‘ 7

7 2 7 7
8ti 1 711 . 4ti 4tc 1 ...................= —sin— .cos—  = -sin -— = —  sm _ 

4 7 7 8 7 8 7

Do đó B =
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Bài toán 3.4: Không dùng máy, tính: A = cos20°. cos40°. cos80°
Giải

Ta có A. sin20‘’ = sin20°. cos20°. cos40”. cos80"

= — sin40“. cos40”. cos80" = — sin80”. cos80°
2 4

= ịs in l6 0 " =  ịs in 2 0 “ => A =  ị .
8 8 8

Bài toán 3.5: Không dùng máy, tính:

a) A = sin— .sin— .sin— .sin—  b) B = sin6“. sin42“. sin66°. sin78°
16 16 16 16

Giải
7t . 3n . 5ti . 7n 71 . 371  ̂n 37t̂  ̂n 71 ^sin — sin — sin — sin —  == sin — sin — sin — — sin — —
16 16 16 16 16 16 u 16; u 16j

. 7Ĩ . 3ĩt 3n %= sin— .sin— .cos— .cos—  = 
16 16 16 16

n , TtYl—sin —
2 8' y

3n
sin-

V-

1 . 7X .= —sin—sin 
4 8

71̂
2 ~ 8

2 8 ,

1 . 7T 71 1 . 7Ĩ ^ / 2-  —sin —cos— = —sin — = — - 
4 8 8 8 4 16

b) Ta có: sin42° = cos48°, sin66” = cos24'’ = cosl2“ nên:
B. cos6° = sin6“ cos6° cosl2" cos24“ cos48°

= — sin 12” cosl2” cos24” cos48”
2

= — sin24“ cos24” cos48” = — sin48° cos48” 
4 8

= —  sin96“ = —  cos6” 
16 16

B =
16

Bài toán 3.6: Không dùng máy, tính:
5ti

16
Giải

. _ .  ̂ 17 . í  3tĩA = sin —  + sin
16 16

4 4 -"i 4 • 4 7tĩ+ sin ——+ sin — .

. ỵ • A Tĩ ỵ • 4 3tĩ 4 3tĩA = (sin —  + cos —  ) + (sin —  + cos —
16 16 16 16

0 - 2 ^  2 tl  , . 2  3tĩ 2 37t= 1 - 2sin —  cos —  + 1 - 2sin —- .  cos
16 16 16 16

1 . 2 1 . 2 3tI— sin — - ^ s in  —-
2 8 2 8

- T  Y - 2 t t  2 2 ĩ , _ ~  1 _ 3= 2 —  (sin — + cos —) = 2 - = —. 
2 8 8 2 2
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a) Cho cos2(x = 4 . Tính sin'*a - cosV.
5
9 3tc 71b) Cho cosa = - — , n < a <  4 - .  Tính tan( — - a).
11 2 4

Giải

Bài toán 3.7:

a) sin a  - cos^^a = (sin a  + cos^a)(sin a  - cos^a)
2 2 3= sin a  - cos a  = -cos2a = - —.

5
ĩ 0./Ĩ7Ĩ

b) tana > 0 =í> lana
\  cos'

1 =
a 9

,71 . _ 1 - t a n a  121-36VĨÕtan( — - a )  = — — = — —— —— .
4 1 + tan a  41

Bài toán 3.8:

a) Cho sina - sinp = —, cosa - cosp = — . Tính cos(a - P)

^ 7t 3 3tĩb) Cho sina = 4 , 4 < a < 7 ĩ v à  cosP = - — —  <3<- Tt
3 2 4 2

Tính sin(a + P), cos(a + P), sin(a - p), cos(a - P).
Giải

a) Ta có; (sina - sinP)^ = ( - ) ^  => sin^a + sin^p - 2sinasinP = -

(cosa - cosp4 = (-- 4  cos^a + cos^p - 2cosacosP = —
2 4

Cộng vế theo vế, ta được:
1 1 131 + 1 - 2(cosacosP + sinasinP) = — + — = —  zz> cos(a - P)

b )  Tacó — < a < 7 ĩ = >  cosa < 0 , - —  < p < - 7 t ^  sinp > 0.

Do đó: cosp = Vl - s in ^ a  = - . ỉ l  .
V 9 3

sinp = ự l - c o s “p = , nên

1 _ n • ■ fj _ SVS—2V7cos(a + P) = cosacosp - sinasinp = -------------- .

Ẽ ĩ
72
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sin(a + P) = sinacosp + cosasinP = - 

cos(a - p) = cosacosp + sinasinp

6 + yÍ35
Ĩ2 ■ 

3V5 + 2V7

sin(a - P) = sinacosp - cosasinp = 

Bài toán 3.9:

12
- 6  + S 5 

12

3 2 , .
a) Cho a, b là các góc nhọn, sina = —; sin(a + b) = — . Tính sinb.

b) Tính tan2a và tan2p, biết tan(a + p) = 8 và tan(a - p) = 5.
Giải

a) Ta có: sin^(a + b) + cos^(a + b) = 1 => cos(a + b) =-■ .

sinb = sin[(b + a) - aj = sin(b + a)cosa - cos(b + a)sina

2 4 _ 3  
3 '5  5

± :—  ( thoa mãn đâu bài).
3 15

b) tan2a = tan[(a + P) + (a  - P)]
tan(a + p) + ta n (a -P )  _ 8 + 5 _ 13 _ - l  

1 -  tan(a + p ).ta n (a -P ) 1 -8 .5  - 3 9  3

8 — 5 3
Tưoiig tự: tan2P = ---- .

1 + 8.5 41
Bài toán 3.10: Chứng minh trong điều kiện có nghĩa thì:

a) sina + cosa = V2 sin(a + —); sina - cosa = V2 sin(a
7Ĩ

)•

. s  ̂ 1 -  tan a  , K , ^b) tan( — - a ) = — - ——; tan( — + a )
4 1 + tan a  4 1 - t a n a

Giải

à) V2 sin(a + —) = V2 (sinacos— + cosa. sin — ). 
^ 4 4  4

-  /T / •  ̂= ■ -I= V2 (sina. - ^ +  cosa. -—-) = sina + cosa.
2 2

Tưong tự thì có V2 sin(a - —) = sina - cosa.

1 + lan a
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b) tan
í  TT \n
—- a  
4

7X
ta n ---- tan a

4 1 -  ta n a
, , tt , 1 + tana1 + tan- .tana

4

tan
 ̂n ^ 
— +  a  
4

71
tan + ta n a

4 1 + tan a
, , „ ^ . 1 -  tan a1 -  tan- .ta n a

4
Bài toán 3.11: Chứng minh:

a) sin3a = 3sina - 4sin^a; cos3a = 4cos^(x - 3cosa.

b) sina. s in (^  - a )s in (^  + a )  = — sin3a
3 3 4

cosa. cos(— - a)cos(— + a ) = —. cos3a.

Áp dụng tính: sin20°. sin40°. sin80°; tan20°. tan40°. tanSO'’.
Giải

a) sin3a = sin(2a + a ) = sin2acosa + cos2asina
= 2sinacos"a + (1 - 2sin^a)sina = 2sina(cos^a - sin^a) + sina 
= 2sina(l - 2sin^a) + sina = 3sina - 4sin^(x 

cos3a = cos(2a + (x) = cos2acosa - 2sinasina
= (2cos^a - 1 )cosa - 2sin^acosa -cosa + 2cosa(cos^a - sin^a) 
= -cosa + 2cosa(2cos"a - 1) = 4cos^a - 3cosa

b) sinasin( —-a)sin(-- +a) = sina(sin — cos a  - sin acos —)

_  • /  3 _ _ _ 2  I 2. X _ sina  . .  ,  . 7 _ .= sina( — cos a  - — sin a ) = — — (3 - 4sin a )
4 4 4

= — (3sina - 4sin^a) = — sin3a 
4 4

cosacos(— - a)cos(— + a ) = cosa(cos^ —cos^a - sin" —sin^a)

— /  ̂ 2 3 . 2 X _ cosa 2 2„ xt= cosa( — cos a  - — sin a )  = -------[cos a  - 3(1 - cos a)J
4 4 4

cosa ,, 2 -IX 1= — —̂ (4cos a  - 3) = — cos3a
4 4

Áp dụng:
sin20‘’ sin40“ sin80“ = sin20” sin(60" - 20°)sin(60° + 20°)
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-s in (3 . 20")= -s in 6 0 °=  ^  
4 4 8

Tương tự, cos20"cos40“cos80" = — cos(3. 20°) = —
4 8

Do đó tan20°tan40°tan80° = V3 .

Bài toán 3.12: Chứng minh trong điều kiện có nghĩa thì;

tan(— - a). tana. tan(— + a )  = tan3a

Áp dụng: Tính tan 10°. tan50°. tan 110°.
Giải

y Ỉ3 -ía n a  \/3 + ta n a1 a có: tan(---- a)tanatan( — + a ) = ------ ^=------ tan a -------- ------ -
3 3 l + v 3 t a n a  l - v 3 t a n a

2 ta n a
tan3a= ^^^^2a + tang  ^  r-tan-~a  

1 -  tan a  tan 2a  , 2 tan (

3 -tan^  a  
l-3 tan ^  a

+ tan a

-tana

_ 3 -  tan^ a

1 -  tan a

tan a  => đpcm

Áp dụng: tan 10". tanSO". tanl 10° = tan(60° - 50")tan50" tan(60° + 50°)
1

= tanl50° = -tan30° Ví'
Bài toán 3.13: Chứng minh:

\  • 2 /  ^  X • 2^ ^  s V ĩ  . _a) sin ( — + a) - sin ■( — - a) = -V- sin2a
8 8 2

, X 2 , 2 /  ^ X , 2 /  2n 3b) cos a  + cos (a  - —) + cos ( -  a ) = — -— .
3 3 ■ M + 1

Giải

a) sin ( — + a) - sin ( — - a)
8 8

= (sin — cosa + sinacos —) - (sin — cosa - sinacos —) 
8 8 8 8

= 4sin —cos^sìnacosa = sin— sin2a= 2 ^ s in 2 a  
8 8 4 2
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Cách khác: sin^( ~  + a) - sin^(^ - a).
8 8

-  [ s in (Ị  + a) + s in ( Ị  - a)]. [sin (^  + a) - s in (^  - a)]
8 0 0 0

= (2sin~cosa). (2cos —sina) = sin —sin2a = - ^ s in 2 a  
 ̂ 8 8 4 2

b) cos^a + cos^(a - —) + co s '(“ - a )

2 , n x2 , 2 n ___  , . 271 2= cos a  + (cosacos— + sĩnasin —) + ( c o s ^ c o s a  + sinasm — )
3 3 3 3

1 /̂3 1
= cos^a + (cosa. -- + s i na - — + (-— ■ cosa + -“ SÌna)

 ̂ 2 2 2 2
1 3  3 3

= cos^a  ̂ 2( — cos^a + — sin^a) = 4- (cos^a + sin^a) = —.
4 4 2 2

Bài toán 3.14: Chứng minh;

a) 2sin(— + a )  sin(— - a )  = cos2a b) sina(l + cos2a) = sin2acosa. 
4 4

Giải

■yịĩ 4 Ĩ
a) 2sin(— + a )  sin(— - a ) 2 — (cosa + sina) 2 - - (cosa - sina)

= cos^a - sin^a = cos2a
b) sina(l+cos2a) = sina(l+2cos^a-l) = 2sinacos^cc == sin2acosa.

Bài toán 3.15: Chứng minh trong điều kiện có nghĩa thì;
1 2 ̂ 1 + s in 2 a - c o s 2 a

a) —— ---- -̂------------ = tana
1 + sin2a  + cos2a

b) tana
tana tan2a

Giãi
 ̂ l + s in 2 a - c o s 2 a  _  sin2a + (l-co s2 a ) sin2a + 2sin“a

a) -̂----------------------= ----------- ^ ^  = --------------- -—
l + s in2a  + cos2a sin2a + (l+  cos2a) sin2a + 2cos a

_  2 sina(cosa  + sina)

b) lan a  -  -
1 - 2 ,

2 co sa(sina  + cosa) 

tan" a  -1  2

= tan a

tan a  2 tan a  
Bài toán 3.16: Chứng minh:

tan 2a

a) sin(a + P)sin(a - P) = sin^a - sin^p cos^p - cos^a.
b) cos4a = 8cos'^a - 8cos^a 1.
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Giải
a) sin(a+P)sin((x-P) = (sinacosP+sinPcosa)(sinacosP - sinPcosa)

= sin^acos^P - sin^Pcos^a = sin^a(l - sin^P) - sin^'P(l - sin^a) 
= sin^a - sin^P = (1 - cos^a) - (1 - COŜ P) = cos^p - cos^a.

Cách khác: sin(a I" P)sin(a - P) = — (cos2p - cos2a)

= — (2cos^P - 1 - 2cos^a + 1) = cos^p - cos^a = sin^a - siĩi^p.

b) cos4a = cos2. 2a = 2cos^2a - 1
= 2(2cos^a - 1)  ̂- 1 = Scoŝ â - Scos^a + 1.

Bài toán 3.17: Chứng minh trong điều kiện có nghĩa thì:
, c o ta .c o tP -1  , cota.cotP  + 1

cot(a - P) = ------ — ---- ; cot(a - P) -  ^

Suy ra;

cot p + cot a  

3cotM5” - l

cot p -  cot a

3 - c o t“15°
= -cotl5°.

Giải
 ̂ cos(cr + /?) cosỡrcos/ỡ-sintìrsin/?

1 a có: cot(a + P) -  - — — —  = ------------------------ —^
sin(or + yỡ) sinorcosyỡ + coscrsinyỡ

Chia cả tử và mẫu của biểu thức cho sinasinp ta được;
, co ta .c o tP -1

cot(a + P) = ^----
cot a  + cot p

cota.cotP  + 1
I ưcmg tự: cot(a - P) =

Áp dụng:

cot p -  cot a

3 co tM 5 "-l ^  cot-30° co tM S "-!
3 -co tM 5 “ cot-30“ -co t" l5 "

^ cot-30° C0tl5°+1 cot30" c o t l5 ° - l  

cot 30" -  cot 15" ■ cot 30" -  cot 15"
= cot(15" - 30")cot(15“ + 30") = -C0tl5".

Bài toán 3.18: Chứng minh:
a) Neu sin(2a + b) = 3sinb thì tan(a + b) = 2tan a

' 7Ĩ
b) Nêu cos(a + b) = 0 thì sin(a + 2b) = sina với a I- b = — + kĩĩ.

Giải
a) sin(2a + b) = 3sinb => sin|(a + b) + a] = 3sin[(a + b) - aj.
=> sin(a + b)cosa -t sina cos(a + b) = 3[sin(a + b)cosa - sina cos(a + b)]
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=> 4sina cos(a + b) = 2sin(a t b)cosa 
=> tan(a + b) = 2lan a (với điều kiện có nghĩa), 
b) sin(a + 2b) - sina = 2cos(a + b) sinb = 0 
vì cos(a I b) = 0. Vậy sin(a + 2b) = sina.

Bài toán 3.19: Đơn giản các biểu thức sau;
(  \ \  (  \  ̂ (

a) A 1 +
cos2x

1 +  - 1 +
cos2"xcos4x J

b) B = tanx. tan2x + tan2x. tan3x +... + tan(n - l)x. tannx
Giải

a) Nếu sinx = 0 thì A = (1 + 1)(1 + 1)... (1 + 1) = 2"
Nẻu sinx ^  0 thì

l + cos2x l + cos4x
A =

1 + cos2"x
cos2x cos4x

2cos“x 2cos“2x 2cos"2" '
cos2"x

X 2" cos" x.cos2x.cos4x...cos2" ‘x
cos2x cos4x cos2"x

sin X cos X. cos 2x cos 4x... cos 2"”’;
= cotx.2". -= cotx.-

cos(2"x) 

sin2"x
cos(2"x) cos(2"x)

b) Nếu tanx = 0 thì X = kn (k e Z)
=> tanx = tan2x = tannx = 0 ^  B = 0 

Nếu tanx 0 (x kTT, k e Z)
Trong điều kiện tanx, tan2x, .... tan(nx) có nghĩa ta có;

 ̂ t a n2x - t a nx  
tanx = tan(2x - x)

= cotx.tan(2"x).

4'ương tự: 1 I- tan2x. tan3x

1 + tan(n - 1 )x. tan(nx)

l + tanxtan2x
t an3x- t an2x

1 + tanx. tan2x ■
tan2x -  tanx 

tanx

tanx
tanx -  tan(n -  l)x

tanx
Cộng vế ta có: (n - 1) 4 B = cotx. (tannx - tanx) => B = cotx. tannx -  n.

Bài toán 3.20: Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của: y = sinx - ^Í3 cosx. Tổng quát 
với y = asinx + bcosx với a  ̂+ b  ̂^  0.
Áp dụng cho: y = (sinx - cosx)(3sinx - 4cosx).

Giải

Ta có y = 2( — sinx - cosx) = 2sin(x - —)
2 2 6

Vì -1 < sin(x - —) < 1, Vx nên -2 < y  < 2. Vậy maxy = 2, miny = -2.
6
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Ta có y = Va" + b‘

Vì
 ̂ í  

+
y V'

a . b
sinx + — . cosx

Va- +b-  Va^+b-

= 1: nên tồn tại góc 9

đế

Vâ  + b" j  V + b'

A a ___ b
ê ..... - = cos(p , —Ị= ^ ^ -  = sin cp , nên:

Va +b Va +b

y = Va" + b  ̂(cos (p. sin X + sin (p. cos X ) = Va^ + b^. sin(x + (p)

Vì -1 < sin(x + (p) < 1, Vx nên:

maxy = Va" + b" , miny = - Va" + b  ̂ .
Ta có: y = 3 s in \-  7sinxcosx + 4cos^x

_ l -c o s 2 x  1 l + cos2x _ 7 7 . - 1
— 3.---------------7,—sin2x + 4.------------- = — Si n2x+ —cos2x

2 2 2 2 2 2

Á ' _ 7  + sV2 . _ 1 - 5 4 ĨAp dụng thì có: maxy = — — — , miny ==---------- .

Bài toán 3.21: Quỹ đạo một vật được ném lên từ gốc o , vận tốc ban đầu là 

v(m/s), theo phưorng họp với trục hoành Ox góc a , 0 < a  < — là parabol có

phương trình y = - - -x^ + (tana)x, g w 9, 8 (m/s^).
2v^ cos^ a

a) Tính tầm xa.
b) Khi V = 80m/s, tính giá trị lớn nhất của tầm xa. Áp dụng khi:

Giải
a) Gọi X là tầm xa của quỹ đạo thì X > 0.

„ gx^  ̂  ̂ ^ 2v ^sin aco sa  v^ . ^
Cho y = 0 <=> — °  —̂ + (tan(x)x = 0 <=> X = -------- -̂---------= — sin 2a

2v cos a  8 8

b) Với 0 < a  < ^  :x đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi sin2a = 1 <=> a  = —./ 9 • ' 4

V" V" 80"
Khi đó X = — , với V = 80m/s thì X = —  « -----» 653 (m).

g g 9,8

BÀI TẬP
8 5

Bài tập 3.1: Cho a , /ỉ ìà các góc nhọn với s in a  = - ^  ; tan /ổ = ^ .
17 12

Tínhsin(«' - y6);cos(or + /?);tan(or - j3).
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ỈID-ĐS
Tính trước cos a  , tan c r, sin p , cos p .

Bài tập 3.2: Tính gọn:
a) ”Â = cos( - 53°)sin( - 337“) + sin(307“)sin(l 13“) 

tan225° -co t81°.co t69“
b)B

C 0 t 2 6 r  + ta n 2 0 r

a) A = - —
2

ỈID-DS

b )B =  V3.

Bài tập 3.3: Cho 0 < a , p  < —, a  + p  = — và ta n a  tanp  = 3 -2 V2 .
2 4

Tính góc a , p .
ỈID-ĐS

n
Tính tổng tanor + tanp  suy ra a  = p =  — .

8
Bài tập 3.4: Tính gọn:

a) M = tan 75‘’+ co t 75“
b) N = cosa + cos(120^+ a) t- cos( 120^- a).

ỈỈD-ĐS
a) M = 4 b) N = 0.

Bài tập 3.5: Chứng minh các biểu thức sau không phụ thuộc vào x:
a) A = cos^x -  2sina. cosx. sin(a + x) + sin^(a + x)

b) B = s i n \  + cos(— - x). cos(— + x)
3 3

IID-DS

a) A = cos^ a b) B = -  . 
4

Bài tập 3.6: Tính các giá trị lượng giác của góc 18“
IID-DS

sin3. 18° = cos 2. 18°.
Bài tập 3.7: Chứng minh các đẳng thức sau:

X  1
a) tan — (— —̂ + 1) = tan X  

2 cosx

Dùng công thức nhân đôi X = 2.

b)
1 + sinx

cosx
^7T X ^

= cot( —-  — 
4 2

ỈID-ĐS
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Bài tập 3.8: Tìm m đế biểu thức sau không phụ thuộc vào x;
; \ )  -f2sin 
IID-ĐS

K = sin^x + c o s \  + m(sin'’x + cos^^x) -f2sin^ 2x

m

Hai tập 3.9: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số:
a) y= sin X + cos'  ̂X b) y = a. sin^x + b. cosxsinx + c. cos^x

IID-ĐS
a) hạ bậc b)đưa về dạng A. sinu + B. cosu.

CỒNG THỨC BIẾN Đ ổ l

Công thức biến đổi tổng thành tích

cosa  + cosp = 2cos——-COS—:— ,
2 2

cosa  - cos/3 = -2sin -  sin ——^
2 2

. „ _ a + B . a - B
sỉna - sỉnỊi -  2cos—:— s in— —

2 2
■ r, - . . ( X + P a - Bsina  + sinp = 2sin— — cos—

2 2
_ sin(a + B) sin(a -  B)

íana  )- ỉanP = —--------— ; tana  - tcmp -  — -----— C .
cosa.cosp cosa.cosp

„ sin(/? + « ) „ s in (/ỡ -a )
cota  + cotp  = —̂ - ;  coía - coip = ^  ’

sin cr.sin p  
Công thức biến đối tích thành tổng

sinasinp=  - — [cos(a + P) - cos(a - P)J 

cosacosp -  — [cos(a P) ^ cos(a - P)] 

sinacosP= — [sin(a P) + s in (a - P)] 

cosasinp  = — [sin(a ^ P) - s in (a - P)J.

sin or.sin p
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Chúỷ:
1) Phổi hợp với các hệ thức cơ hàn và các côn^ thức về góc liên quan đặc biệt:

r Jl ,
đôi, bù, phụ, hơn kém —, hơn kém n. Lưu ý  đên cung góc luợng giác, loại giá trị

lượng giác và các hệ số khi biến đối lượng giác, hiến đoi thành tích sổ.
2) Khi biến đoi dạng tong, ta có thể ghép cặp đe biển đoi thành tích, cũng có 

khi ta nhân và chia thêm giá trị lượng giác của góc bé nhất, nửa góc bé nhất:

sina, cosa, s in ^ ,  c o s ^  để biến đổi tích thành tổng.
2 2

Bài toán 4.1: Biến đổi thành tổng:
a) A = 2sin(a + b)cos(a + b) b) B = 2cos(a + b)cos(a - b).

Giải
a) A = 2sin(a + b)cos(a + b) = sin2a + sin2b.
b) B =2cos(a + b)cos(a - b) = cos2a + cos2b.

Bài toán 4.2: Biến đổi thành tổng;
a) c = 4sin 3x sin2x sinx b) D = 4sin3x sin2x cosx.

Giải
a) c = 2sin3x(- cos3x + cosx) = -2sin3xcos3x + 2sin3xcosx

= -sinóx + sin2x + sin4x
b) D = 2sin3x(sin3x + sinx) = 2sin^3x + 2sin3xsinx

= 1 - cosóx + cos2x - cos4x.
Bài toán 4,3: Biến đổi thành tích

a) A = sina + sinb + sin(a + b) b) B = cosa + cosb + cos(a + b) + 1.
Giải

. . _ . a + b  a - b  ^ . a + b  a + b  
a) A = 2sin ------ .cos—:---- l-2sin— — .cos-

a

= 2sin
a + b

cos-

2

a - b

- 4- cos-

2
a + b^

J

. . a + b a b
4sin—:— cos—cos—.

2 2 2

^ + 2a + bb) B = 2 cos ——  cos — -̂-- h 2 cos

= 2cos
a + b

cos-

2
a -  b

- + COS-

2
a + b^

J

. a + b a b 
4 cos —:— cos — cos— 

2 2 2
Bài toán 4.4: Biến đổi thành tích 

a) c = 1 + sina + cosa

a) c = 1 + cosa + sina = 2cos^-^ + 2sin-^ cos
2 2 2

b) D = sinx + sin3x + sinSx + sinVx. 
Giải

a
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= 2 cos— (cos ( sin ) "- 2  \ / 2  cos cos( ^ - '* ).
2 2 2 2 4 2

b) D = (sin7x I sinx) I (sin5x ( sin3x)
= 2sin4xcos3x t 2sin4xcosx -  2sin4x(cos3x I cosx) 4sin4x cos2x cosx.

Bài toán 4.5: Không dùng máy, tính:
a) cos75“cosl5 '’và sin75‘’sinl 5" h) cos75'’sinl 5" và sin75"cosl 5".

Giải
Áp dụng công thức biến dổi tích thành tổng:

a)cos75"cosl5‘’ -  --(cos90" ( COSÓO") ■ -  
. 2  4

sin75‘'sin 15“ = cos 15‘’cos75‘' = *-.

b) cos75"sinl5" " — (sin90‘' - sin60‘’) " - -

sin75"cosl 5“ ~ ' (sin90" t sinóO") " “
2 4

Bài toán 4.6: Không dùng máy, tính:
371

a) A =- cosl4" t- cosl34‘’ 1 cosl06‘' b) B cos ^ +COS
5 5

Giải
a) A-COS14" t cosl34‘' f coslOó"

-  cos 14" -t- 2cos 120" cos 14" -- cos 14" - cos 14" 0

1 , ^ ^ _ 5 5b) B ^ cos— h cos -  = 2cos^ cos - =

, . 7Ĩ n 2k 
_ 4sin cos cos 

ztt 7Ĩ 5
5 5 5 5

2 t: 2n . 4 t: 4 t:
n cos sm siiiít: -
1 .5 ._ „ 'l5 .. ^  5__ ^ 5

^ • n2 sin 2sin 2sin
5 5 5

2  sin
71

Bài toán 4.7: Không dùìiu máy. tính:

a) A -  - -  - 4sin70"
sin 1 0 "

37:, , ,, , , Tt .....J t: 5t:b) B ==cos + cos-----[ cos - + ... + cos
19 19 19 19

7n
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a) A
__
sin 10°

- 4  sin 70" __ Ị _
sin 10"

Giải

-4cos20"

^  l-4 s in lữ c o s2 0 °  _ 1-2(sin3ơ‘-sin io") _ 2sinl0^
sinio" sinlO" sinlO"

= 2

b) B. 2sin
71
19

7Ĩ n n 3n2sin— cos — + 2sm — cos----h
19 1919 19

 ̂ . 71 5ti  ̂ . tc IVti+ 2sin— .cos— + ...+ 2sin— cos-
19 19 19 19

. 2ti f  . 471 . 2tĩ^ (  . 6 7 1 . 47t^ ( . 1871 . 16ti^
sin —  + sin — -  sin — + sin — -s in  — + . .+ sin----- — sin-----

19 r  19 1 9 ; l  19 1 9 ; l  19 19 j

__ . 18tI . 7Ĩ 1= sin —— = sin —  => B = —.
19 19 2

Bài toán 4.8: Không dùng máy, tính:
a) A = coslO°. cos50“. cos70°.
b) B = C0t7, 5“ + tan67, 5" - tan7, 5“ - C0t67, 5“.

Giải

a) c  = cosl0”cos50°cos70° = coslO“[ —(cosl20° + cos20”)]

= - — cos 10° + Ậ cos 10‘’cos20° = - — cos 1 0 ° + — (cos3 0° + cos 10°) 
4 2 4 4

= -c o s3 0 °=  — .
4 8

a/3
Nhân xét: sin20° sin40° sin80° = cos70° cos50° cosl0° = ——.

8

_ cos7,5" sin7,5" sin67,5" cos67,5"
sin 7,5" cos7,5" cos67,5" sin 67,5"

^  cos-7,5°- s i n - 7,5" s in '67,5"-c o s^ 67,5° 
sin 7,5" cos 7,5° sin67,5“ cos67,5"

_  cosl5° c o s135* _ 2(sinl35’cosl5"-cosO ỹsin lS")
sinl5" sinl35’— sin 15°  ̂sin 135’

2 2

4V3-------- Í^ i£ l2 0 ----------^  ^  ^  2^3 .
- (c o s l5 0 ° -c o s l2 0 ° )  V3 - I
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Bài toán 4.9: a) Cho cosa + cosỊi = a, sina + sinp = b và a  ̂+ 0. Tính sin(a + P)
b) Cho sina + cosa = Csin(a + P), Va. Tính c và p.

Giải
. r . . - .  a  + p a - pa) a = cosa + cosp = 2cos —^  cos- ■■■■_ -

2 2

b = sina + sinp = 2sin ^ cos ——^

nên ab = 2sin(a + P) coŝ ^̂ ^—^ , a  ̂+ b  ̂= 4cos^^^^— ^

2ab
1 ừ đó sin(à + P) = —7

a + b
b) Phần thuận:Neu có c và p để sina + cosa = Csin(a + P) với mọi a  thì chọn 

a  = 0, ta được 1 = Csinp, chọn a = —, ta được 1 ■■= Ccosp.

Từ đó c 0, sinp = cosp = — .

Vây hoãc B = — -t k27T (k e Z) và c = V2 
4

hoặc B = —  + k27i (k e Z) và c = - V2 . Thử lại đúng.

Cách khác: Dùng công thức biến đổi tổng thành tích, ta có Va:
Tí 71 71

sina + cosa = sina + sin(a + —) = 2sin(a + — )cos —
2 4 4

= V2 sin(a + —) và sina + cosa = sina - sin( —  - a )

= 2cos —  sin(a - — ) = - 4 Ĩ  sin(a - —  
4 4 4

Bài toán 4.10: Chứng minh:
, . ,x „ 71 , „ sina-sinp /-a) Nêu a  + p = — và cosa ^  cosp thì ------------ — = - v3

3 cosa-cosp

b) = tan4a (điều kiện có nghĩa).

371 371

sin7a - sina
Giải

- a + p  a - p  2cos -
a)

• .• o 2cos --- sinsma - smp _ 2 2
cosa-cosP T - “  + P ■^ -2 s in  —- sin

2 2

= -co t
a  + p

= - c o t ^  = -V3
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b)
cosa-cos7a 2 s in 4 as in 3 a
sin7a-sina  2 co s4 as in 3 a  

Bài toán 4.11: Chứng minli:

, 2n 4n 6n 1
a) cos —  + cos —— + cos —- = —

7 7 7 2

= tan 4 a .

b ) -
1

sin 10 coslO
4.

Giải
, ^  2tĩ 4n 6tĩ _

a) Đặt A = cos—- + COS—- + COS——. l a  có:
7 7 7

. . 7Ĩ 2ti . 71 4ti . n ÓTt . 7T
A sin— = cos — sin —+ COS — sin —+ c o s ^ s i n -

7 7 7 7 7 7 7

1 f 371 . n'' 1 f . 5n . 3ti^ 1 . 5tĩ^
— sin — - s m  — + — sm — -s in  — + — sin a -s m  —
2 7 7 j 2 l 7 7 J 2 7 J

1 . 71 
= - —sin — .

2 7

Do đó A = —

Cách khác: Nhân 2 vế với sin
2n

b)-T
cos 1 0“ -  ^/3 sin 10° _ 2(cos60“ cosio” -s in 6 0 “ sin io” 

s in io ” cosl0“ sinl0°cosl0° sin 10” cos 10°

2cos(60” +10") _ 4cos70° _ 4cos70°
1 sin 20" sin 20" cos70

= 4.

Bài toán 4.12: Chứng minh;
a) cosasin(|3 - y) + cos[3sin(y - a ) + cosysin(a - P) = 0
b) cos(a + P)sin(a - P) + cos(P + y)sin(P - y) + cos(y + a)sin(y - a ) = 0.

Giải

a) cosasin(P - y) = — [sin(a + p - y) - sin(a - p + y)].

cospsin(y - a )  = — |sin(P + y - a ) - sin(P - y + a)j.

cosysin(a - P) = — [sin(y + a  - P) - sin(y - a  + P)].

Cộng vế với vế ba đẳng thức, ta được điều cần chứng minh.

b) cos(a + P)sin(a - P) = — (sin2a - sin2P)
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cos(y + a)sin(y - a ) = — (sin2y - sin2a).

Cộng vế với vế ba đẳng thức, ta được điều cần chứng minh. 
Bài toán 4.13: Cho a  + p + y = 7Ĩ. Chứng minh:

X • • r, • ot 3 Ya) sina + sinp + siny = 4cos—cos—cos —

a 3 Y
b) cosa + cosp + cosy = 1 + 4 sin — sin — sin —.

Giải
3 + y 3 ~ Ya) sina + sinp + siny = sina + 2 s i n - cos- — -

_ n - a  p - y a  a  a  p ~ y
= 2sina + sĩn—-— cos ■ =2sin--cos—+ 2cos—cos--—  ̂

2 2 2 2 2 2

cos(Ị3 + y)sin(P - y) = — (sin2p - sin2y)

2cos
a

2v

. a  p -y
sin-r + cos-----

2 2
aỉcos- 7ĩ-(P + y) p - y  

si n-— + cos^—

2cos af  P +  Y P“Ŷ 3 Y' —  —s—cos—cos —cos- 
V 2

+ cos-
/

= 4cos—cos-^cos-í-. 
2 2 2

3  4- y  3  — Y
b) cosa + cosp + cosy = cosa + 2cos cos - — -

n - a  p - y 2 a a  p - y  
= cosa + 2cos— cos—:— = l-2 s in  —+ 2sin—cos-^— -  

2 2 2 2 2

1 + 2sin —
2v

cos p - y  . aI r-s in2 2J = 1 + 2sin
a 3 - y  . T t-(p  + y)

cos------ -  sin-----— —

1 + 2sin
a

2v
3 -  Y p + Ycos—:----- cos 1 /1 : «  3 • Y= 1 + 4sĩn—sin—sin —

2 2 
Bài toán 4.14: Cho a  + p + y = 71. Chứng minh:

a) sin2a + sin2p + sin2y = 4sinasinPsiny
b) cos^a + cos^p + cos^y = 1 - 2cosacosPcosy.

Giải
a) sin2a + sin2p + sin2y = sin2a + 2sin(P + y) cos(P - y)

= 2sina[cos(P - y) + cosa] = 2sina[cos(P - y)- cos(P + y)] = 4sinasinPsiny.
1x 2 2r. 2 2 l + cos23 l + cos2yb) cos a  + cos p + cos y = cos a -------—^  + ----------- -
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1

= cos^a ) 1 - cosacos(P - y) = 1 + cosa[cosa - (cos(p - y)].
= 1 - cosa[cos(P + y) + cos(P - y)] = 1 - 2cosacosPcosy.

Bài toán 4.15: Chứng minh trong điều kiện có nghĩa:

a) Nếu sina = Asin(a + b) thì tan(a + b) =

= cos“̂ a + 1 + — (cos2p + cos2y) = cos^a + 1 + cos(P + y)cos(P - y).

b) tana + tanb + tanc = tanatabtanc

cosb -  A 
sin(a + b + c)

cos a cos b cos c
Giải

a) sina = Asin(a + b) => sin[(a + b) - b] = Asin(a + b) 
=> sin(a + b) cosb - sinb cos(a + b) = Asin(a + b)
=> [sin(a + b)] (cosb - A) = sinb cos(a + b) 

sin b
tan(a + b) = -, (với điều kiện có nghĩa).

cosb -  A
b) sin(a + b + c) = sin[(a + b) + c] = sin(a + b) cosc + cos(a + b)sinc 

= (sina cosb + cosa sinb) cosc + (cosa cosb - sina sinb) sinc 
= sina cosb cosc + sinb cosc cosa + sinc cosa cosb - sina sinb sinc. 

sin(a + b + c)
Do đó;

sina sinb sinc sinasinbsinc
• H--------1—

đpcm.
cosacosbcosc cosa cosb cosc cosacosbcosc 

tana + tanb tanc - tana tanb tanc :
Bài toán 4.16: Tính gọn;

a) A = sin^x + sin^(— - x) + sinx. sin(— - x)

b) B = sinSx - 2sinx(cos4x + cos2x) -  sinx.
Giải

a) A = sin^x + sin( — - x) [sin( — - x) + sinx]

= sin X + 2sin(— - x)sin —cos(— - x) = sin X + sin(— - x)cos(— - x) 
3 6 6 3 6

= s i n \  + Ậ [s in (^  - 2x) + sin —1 
2 2 6

2 1 1 2 1 2 1 3= sin X + — cos2x + — = sin X + — (1 - 2sin x) + — = —.
2 4 2 4 4

b) B = sinSx - 2sinxcos4x - 2sinxcos2x - sinx)
= sin5x - (sinSx - sin3x) - (sin3x - sinx) - sinx = 0.
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Bài toán 4.17: Tính gọn: 

a)M  = ^ acot — -  lan —

a)M  =

l  3 3 j 3
tana - tanP)cot(a - P) -

(  ^ . a  ^ . l acos sin -- sin —
3 3 3

. a a l asin — cos — cos —
l  3 3 ) 3

a . 1 a . l acos -- - s in “ — s in -  -
3 3 3

. a a l asin cos ~ cos —
3 3 3

Giải

+ tanp.cotị3

+ 1 =

2 a  . l a  
cos —- s in -: 

3 3
1 . 2a  l a  
^sin  ”  cos —
2 3 3

+ 1= 3

. ,  tan a  -  tan p n , r, r. 1N = ------^ ^ ----- tan a  tan p = 1 + tanatanP - tanatanP = 1.
tan(a - P )

Bài toán 4.18: Chứng minh trong điều kiện có nghĩa thì:
1 1 tan 8a  -  tan a----------------  _|----

c o saco s2 a  cos2acos3a
• + . . .  + ■

cos7acos8a
Giải

sin a

sina sinP s in (a -P ) ,1 a có tana - tanp = — ------— —  nên
cosa cosp cosacosp

1 tan l a  -  tan a 1 tan 3a — tan l a
co saco s2 a

1
sina  cos2acos3a 
tan 8a -  tan7a

sin a

cos7acos8a sina
, ị _  ̂ tíin 8a — lan a  , ,Cộng vê với vô bảy đăng thức trôn thì VT = ------- -̂--------- (dpcm).

sina

. na . (n + l)a 
sin--“ Sin -  

2 1
a

sin

Bài toán 4.19: Cho a ^  k in , k e z . Chứng minh: 

s = sina + sin2a + sin3a +... + sinna =

Giải

Nhân hai vế cho 2sin-^ ^  0, ta đươc:
2

2Ssin-^ = 2 sin — sina + 2sin-^ sin2a +... + 2sin —sinna
2 2 2 2
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f  a 3a^ ( 3a 5a^ í 0 í  0cos---- cos---- + cos----- cos — +... + cos n -  — a -c o s n + —
 ̂ 2 2 j l  2 2 ) l  2 j  ̂ 2)

a n ^ . na . (n + l)a:os —— cos n — a = Zsm— sm —
2 2 j 2 2

Suy ra: s
. na . (n + l)a 

sin— sin '—-- “ 
2 2

. a 
sin-

Bài toán 4.20: Cho a > 0, b > 0, a + b = 60°. Chứng minh; 3tana. tanb < 1.
Giải

: u 3 c o s ( a - b ) - ^^  Ssinasinb _  2BĐT Cí>-----— ----- < 1 <tí>------------
cosacosb cos(a -  b) + —

< 1

1
Vì a > 0, b > 0, a + b = 60° => 1 > cos(a - b) > — nên:

3 1
BĐT <=> 3cos(a - b) - — < cos(a - b) t —

<=> 2cos(a - b) < 2 »  cos(a - b) < 1: Đúng.
Bài toán 4.21: Tìm giá trị lớn nhất của:

T = Vcõs^”x + T s ln ^  + Vsin" x + 2cos" X .

Giải

Ta có: I a. c + b. d I < (a. c + b. d)^ < (a^ + b^)(c^ + d^)
<=> a"c^ + 2abcd + b^d  ̂< a^c  ̂+ a^d  ̂+ b^c  ̂+ b^d^
<=> a“d^ - 2abcd -t- b^d  ̂> 0 <=> (ad - bc)^ > 0: Đúng. Dấu = xáy ra khi ad = bc.

Áp dụng: VT = 1 .Vcos" X + 2sin" X + 1 .Vsin" X + 2cos" X

< - (̂1" + I")(cos"X + 2sin’ X + sin"X +2cos"x) = Vó

Dấu "=" xảy ra <=> c o s \  + 2 s in \  = sin^x + 2 c o s \.

<=> sin"x = cos^x <=> cos2x = 0<=>x= — + k — ( k e Z ) .
4 2

Vậy max T = Vó .

Bài tập 4.1 : Biến đổi thành tổng: 
a) sina. cos^a

BÀI TẬP

b)sin a. cosb
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lỉD-ĐS
Dùng công thức hạ bậc hai, bậc ba trước.

Bài tập 4.2: Biến đổi thành tích:

a) sin X - Vs cosx + 2 cosy b) cos46" -cos22“ -2cos78°
c) 1 + sinx - cos2x d) 1 ■( cosx + cos2x + cos3x

IID-DS
Ghép nhóm rồi dùng công thức biến đối.

Bài tập 4.3: Biến đổi thành tích:
a)cos8a + 4cos4a + 3
c) sinxcos3x ) sin4xcos2x

b) tan^x - tan^x - 3tanx ( 3 
d) cc 

IID-ĐS

2 2 2 d) cos X+COS 2x-(-cos 3x-l

c) biến đổi tích thành tổng trước.
Bài tập 4.4: Tính gọn:

A = sin^ X + sin^ (120^’+x) + sin^ (120°-x)
„  co s^x -co s3 x  sin'^x + sin3x B = ------------------- + ■

cosx sinx

A =

lĩD-DS

B = 3.

Bài tập 4.5: Chứng minh các đẳng thức:
1 1 2 3a) cosx - ^  cos 3x - ^  cos5x = 8sin X. cos X
2 2

, , sin(ứ -  h) s'm(b -  c) sin(c -  a)
b) —— -̂--- —  + ----- --------  + ---- ------- ^  = 0

cosa.cosh  cosồ.cosc cosc.cosữ
c) sinx (1 + 2cos2x + 2cos4x + 2cos6x) = sin 7x

HD-DS
Biến đổi vế trái thành vế phải.

Bài tập 4.6: Tính gọn:

a) A = cos a  + cos(ar + —) + cos(er + — ) + cos(<2 + — ).

b) B = cos 12^ + cos 18*̂  - 4cos 15*̂ . cos21 cos24^'
HD-DS

a) A = 0

Bài tập 4.7: Tính gọn:

b ) B = - 1 + 73

/=  tan*’20° - 33tan'’20" 4 27tan^20" -  3
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- . n  . I n  . 5;t
.1 = sin — -  sin —  -  sin

7 7 7
ỈID-DS

1 = 0,
2

Bài tập  4.8; ChÚTig minh:

a) — + -^ c o s2 x  -  — c o s 4 x - “ Cos6x = sin '̂ xcos'' X
16 32 16 32

b) 128(sin'*’x + cos’°x) =5cos8x + 60cos4x + 63.
IID-DS

a) Ghép theo hệ số b) Dùng công thức hạ bậc.
Bài tập 4.9: Chímg minh bất đẳng thức:

 ̂ sin X + sin V . X +  V „------ -- ------< sin — . ^  Q < X < n,0 < y  < n  .
2 2

, .  tan X + tan V X +  V n ^b) — > tan --— ^-,0 < X < - ,0  < V < 
2 2 2

IID-DS
Dùng công thức biến đổi và chú ý dấu thừa số.

ỨNG DỤNG VÀO ĐẠI s ố

Lượn^ giác hoú lù đưa hàm số lượng giác vào bài (oán đại số:
-  Nếu IX I < 1 thì đặt X  = sint hav X -  cost.
-N ế u  1X I <r, r > 0 thì đặt X  = r. siní hay X = r. cosí.
-  Nếu x ^  + = ỉ  thì đặt X  = sint v à y  = cost.
-N ế u  x ^  +  y ^  -  thì đặt X =  r. sint và y  =  r. cosí.

-N ế u  IX I > I thì đặt X  =  — —̂ hay —ỉ— .
sin/ cos/

-  Nếu X e  R thì đặt X  = tanu hav X  = cotu.
- N ế u  có dạng a + b + c -  ahc, ab + hc + ca = /, ... thì đặt các đại lượng 

tang của các góc như các góc cùa tam giác, ...

Bài toán 5.1: Cho x^ + y“ = 1, = 1. Chímg minh:

a) |xu + yv| < 1 b) |x(u - v) 1- y(u + v)| < 4 Ĩ .

45



Giải
Vì -t- = 1 nôn tồn tại góc a để X = cosa, y = sina
Vì = 1 nên tồn tại góc b để u -  cosb, y = sinb
a) |xu + yv| = ị cosa. cosb + sina. sinb| = I cos(a — b) 1< 1
b) |x(u - v) + y(u + v)| = I cosa (cosb — sinb) sina(cosb t sinb)|

I cos(b - a) -  sin( b - a) I = I V2 cos(b -  a + — )| < V2 .
4

Bài toán 5.2: Cho ab - 1 ; bc - 1 ; ca - 1. Chứng minh 
a -  b h -  c c -  a a -  b b -  c c -  a— + --------  -f- —
\ + ah \ + bc \ + ca \ + ah \ + bc 1 + ca

Giải
Đặt a = tanA; b “  tanB; c = tanC, thì đẳng thức đề bài thành 

tan A -  tan B tan B -  tan c  tan c -  tan A4- 4-
1 4- tan .4tan/? 1 4- tan 5 ta n c  1 4- tanC tanyl

tan A -  tan B tan B -  tan c  tan c  -  tan A
1 + tan A tan B 1 4- tan B tan c  1 4- tan c  lan A

<=> tan(A-B)+tan(B-C)+tan(C-A) = tan(A-B). tan(B-C). tan(C-A)
Ta chứng minh; a  4- p + Y = k7i <=> tana 4- tan|3 4 tany = tantt. tanp. tany 
Để ý rằng (A - B) 4 (B - C) 4- (C - A) = 0 => đpcm.

Bài toán 5.3: Cho |b| <|a|. Chứng minh:

I a 4T| 4- I a-b| = I a 4 Va^ -h ^  I + I 3 - V a ' -b ^  \.
Giái

Neu a = 0 thì b = 0 nôn đẳng thức đúng.
Ncu a ^  0, đang thức tương đương:

a
+ |1-

ổ
a

= 11 + + I 1

Vì |b| <|a| nên đặt — = cosl, 0 < t < thì (1) tương đương: 
a

I 1 4 cost| 4-1 1- costỊ = I 1 4 sint| + I 1 - sint|
<=> 1 4 cost 4 1- cost = 1 + sint + 1 - sint 2 = 2: đúng. 

Bài toán 5.4: Chímg minh với mọi X, y G R;

1  <
4

2
_______________ x y i  ^ 1
(1 +x ^ Ý { \  + y ^ Ý  4 '

Giải
Đặt X = tana, y = tanp thì:
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(x^ - y ^ ) ạ - x ^ y ^ )  ^  x \ \  + y y  -  y \ \  + x y
/1 , „ 2 x 2 / 1  , , . 2 x 2  / 1  , „ 2 x 2  / 1  , . . 2 x 2(1 + X ^ y ạ  + vO (l + x O ^ (l + >;0^

tan" a tan" p
(1 + x^)^ 0  + >’̂ )^ (1 + tan^tìr)‘‘ (1 +tan^yỡ). 2x2 2 „x2

2= tan a
1

1 + tan" a
- tan^p

1
1 + tan p

= tan^a. cos^^a - tan^p. cos'*p = sin^a. cos^a - sin"P. cos^p 

= — (sin^2a - sin^2p).

Do đó: - — < - — sin^2p < T < — sin^2a < — (đpcm).
4 4 4 4

Bài toán 5.5: Cho X, y thay đổi thoã mãn + y  ̂=1. Tìm giá trị lớn nhất, bé nhất 
2(x^ + óxy')

của p  =
1 + 2xjv + 2y 2 •

Giải
Vì x  ̂+ y^ =1 nên đặt X == cost, y = sinl.

Ta có p  =
2(cos^ í + 6cos/.sin/) 

1 + 2cos/.sin/ + 2sin^ t 
Áp dụng bất đẳng thức Svac:

o  {P -  6).sin 2/ -  (P +1) cos 2/ = 1 -  2P

(P-6)^ t (P-1)^ ^  ( 1 -2P )^  <=> P  ̂ f-3 P -1 8  < 0 <=>-6 < p  < 3.
Vậy min p = - 6, max p = 3.

Bài toán 5.6: Tìm giá tri lớn nhất - bé nhất của biểu thức: p = -------
(l + x ')( l + / )

Giải
71 71

Đặt X = tana, y = tanp với a , p e ( -  —, —

p _ (tan a  + tan /?)(1 -  tan a  tan p)
(1 + tan^ a)(\ +tan" p )

= sin(a + P). cos(a + P) = — sin2(a + P) nên - — < p < —.

1 ’ 71
Vậy, max p = — chăng hạn a  + p = —.

1 ’ Tt
min p = - — chăng hạn a  + p = - —.

2 4
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Bài toán 5.7: Tìm giá trị lớn nhất, bé nhất của y =

Giải

12x^ + 8x“ + 3
(2x'- + 1)̂

Đặt X -\/2 = tant, với t e  ( - Tacó
2 2

3 tan / + 4 tan í + 3 l _ - 2̂y = ----------- —------ -̂----- = 3 - -  sin 2t.
(tan” / + 1)” 2

9 5Vì sin^2t< 1 Cí> ^  < y  < 3.
2

Cho t = 0 thì y = 3, t = — thì y = —. Vậy max y = 3 và miny = —.

X” + v ' = 4

= 9 .
xl + yz  > 6

Bài toán 5.8: Gọi X, y, z, t là nghiệm của hệ:

Tìm giá trị lớn nhất của p = zx.
Giải

Đặt X = 2cosa, y = 2sina; z = 3cosP, t = 3sinp, a , p e [0, 2tt] 
thì xt + yz > 6 o  6(cosasinP + sinacosP) > 6

<=> 6sin(a + P)>6<=>a + P =  —.

Khi đó, p = xz = ócosacosp = 3[coss(a - P) + cos(a + p)] = 3cos(a - P) đạt giá 
trị lớn nhất khi cos(a - P ) = lc : i> a - P  = 0.

n ^  /V __ 3-\/^Suy r a a  = p =  — < »x  = y = V 2  ; z  = t =  — —.
4 2

Vậy maxP = 3, khi X = y = V2 , z = t =
3V2

Bài toán 5.9: Tìm m để f(x) = 4x^ + mx thoả: |/(x)| < l,Vx e [-1; 1].

Giải
' 1 \ m

Phân thuận: chọn X = 1, X = — thì được: -1 < 4 t - m < l  và-1 < — + — <1
2 2 2

suy ra m < -3 và m > -3 nên m = -3.
Đáo lại, khi m= -3. Vì -  1 < X < 1 nên đặt X = cos t
Ta có |f(x)| = Ị4x  ̂ - 3x| = |4 cos^ t -  3 cost I = I cos3t| < 1; đúng.
Vậy giá trị cần tim là m = -3.
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Bài toán  5.10: Giải phưong trình: Ạ  + X - -  X = X.

Giải:

Điều kiện: - 1 < X < 1 nên đặt X = cos2t, t e [0, — ]. 

Phương trình trở thành;

■yịx + cos2/ - Ạ  -  cos2t = cos2t

Cí> V2 I cost i - V2 I sint I = cos^t - sin^t 

<=> V2 (cost - sint) = (cost + sint)(cost - sint)

<=> cos(t + — )(cos(t - —) - l )  = 0<Sí> cos(t + —) = 0 
4 4 4

7Ĩ
Chọn t = —. Suy ra X = 0. Nghiệm của phương trình là: X = 0.

Bài toán 5.11: Giải phương trình: x̂  + -JÕ"^-"x^^ = x-^2(l -  X ^ ).

Giải:
Điều kiện: 1XI < 1 nên đặt X = cosu, u e [0, Tc].

Phương trình trở thành C0 S'̂ U t- sin^u = V2 sinu cosu (1)

Đặt t = sinu + cosu, u \ < 4 i .

( 1 ) 0  (sinu + cosu)(l - sinucosu) = V2 sinu cosu

1
o t ( l

t2 _  1 -- .2
o  t̂  + V2 t̂  - 3t - V2 = 0

2 2 

o ( t -  V2)(t^ + 2 V 2 t+ 1 )  = 0 o  t = V2 h a y t = - 4 2 ± \ .(1- MÁ ỉ = M ̂  n

4 ĨChọn t = V2 thì có X = —— .
2

r  1 -  V2 -  J 4 Ĩ  -  1
Chọn t = 1 - v2  thì có X = ------------- -— --------.

2

^fõ  1 _  ^/7 _  _  1V2 \ - 4 ĩ -  JV 2 -  1
Vậy nghiệm; X = ; X = ------------------------.

Bài toán 5.12: Giải phương trình với X thuộc đoạn [0, 1]:
8x(l -2x^)(8x^-8x^+ 1 ) -  1.

Giải
K

Đặt X = sint, với 0 < t < — thì phương trình trở thành:
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8sint. cos2t(8sin t - 8sin t + 1) = 1 <=í> 8sint. cos2t[8siỉrt(sin^t - 1) + 1] = 1 
»  8sint. cos2t(l - 2sin^2t) = 1<=> 8sintcos2t. cos4t = 1

<» 8sint. cos2t. cos4t. cost = cost <» sin8t = cost = sin( — - 1)
2

7Ĩ k2n  , n k2n
<=> t = - ^  + — — hay t = —  + — .

18 9 14 7

Từ điều kiện 0 < t < —, suy ra có bốn nghiệm thích hợp là

. 7Ĩ . Stĩ . 7T , 5ti
X = sin — ; X = sin — ; X = sin — và X -  — .

18 18 14 14

Bài toán 5.13: Giải phương trình: 4x^ -  3x =
1

Giải

Ta có Ậ = cos ̂  = 4 cos^ — -  3 cos — nên X = cos — là 1 nghiệm của phương trình. 
2 3  9 9

'r. 1 ' -7^1 ương tự — = cos — = cos —  = cos —  nên cos 5 — và cos 7 — cũng là nghiệm.
2 3 3 3 9 9

Vì 3 nghiệm đó phân biệt và phương trình cho bậc 3 nên phương trình có 3
, 7t 5tĩ In

nghiệm =cos —,^2 =cos — ,Xj =cos — .

Sn I n

Bài toán 5.14: Giải hệ phương trình

2x + x^y  = y  

2y  + y~z -  z 

2z + z^X -  X 

Giải'.
Từ các phương trình của hệ phương trình đã cho suy ra X, y, z ± 1 . Nên hệ đã

cho tương đương với:

2x= (1 -  x^)y  

2y ^  ( ì - y ^ ) z  

2z={ \  -  z ^ ) x

y = 2x
-  X

2y
y

2z
X =

- z

Đặt X = tant thì y = tan2t; z = tan4t; X = tanSt.
Ịctt

Ta đươc phương trình tanSt = tant <=> t = , k = 0, 1,... 6.
7

Các nghiệm t này thích hợp nên suy ra các nghiệm X, y, z.
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Bài toán 5.15: Giải hệ phưomg trình
|x '( l  + 3v) = 8 

-1 ) = 6 

Giải

Do X 0 nên hệ:
y  - 3 -  = l ư - 3 í - l

suy ra ( l- y)( + ty +y^ + 3 ) = 0
Vì t  ̂+ ty +y^ + 3 > 0 nên t = y do đó y  ̂-  3 y = 1 (1)
Xét -2 < y < 2, đặt t = 2cosa 

(1): 8cos^ a -  6 cosa = 1 hay cos3a =
1

Từ đó giải và chọn 3 nghiêm a là —
9 9 9

Vì (1) là phưorng trình bậc 3 nên có đúng 3 nghiệm y là

2 cos —; 2 cos — ; 2 cos —  suy ra 3 nghiệm (x, y) cuả hệ.

BÀI TẬ P
Bài tập 5.1: Cho xy + yz + zx = 1 và xyz ^  0. ChÚTig minh

(x - ^ ) ( y -  -  ) + (y - - ) ( z -  -  ) + (z - - ) ( x -  ^ )  = 4.
X y  y  z z  X

ỈID-ĐS
Đặt X = tana, y = tan|3; z = tany.

Bài tập 5.2; Cho xy + yz + zx = 1. Chứng minh
X + y + z - 3xyz = x(y^ + z^) + y(z^ + x^) + z(x" + y^).

HD-DS
Đặt X = tana, y = tanP; z = tany.

Bài tập 5.3: Cho số X mà I X 1 < 1. Chứng minh:
a) Nếu p > 1 thì (1 - x)’’ + (1 + x)’’ < 2 .̂
b) Nếu 0 < p < 1 thì (1 - x /  + (1 + x)'̂  > 2 .̂

HD-ĐS
Vì I X I <1 nên đặt X = cos 2a.

I n

Bài tập 5.4: Tìm giá trị lớn nhất, bé nhất của hàm số: y
1 + X®

(1 + 2\3  ■
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IID-ĐS

1 và

Bài tập 5.5: Cho a, b, c >0 và abc + a + c -b  = 0.

Tìm giá trị lớn nhất của p = 2 3
+ 1 + l +\

IID-ĐS

max p = — . 
3

Bài tập 5.6: Tìm tham số m để: f(x) = 2x^ - m thoả m ãn:|/(x )| < l,Vx e [- l;l].

IID-DS
m = l.

Bài tập 5.7: Tìm tham số b, c để: f(x) = 8x'* + bx" + c thỏa mãn:
|/ (x ) |< l ,V x e

IID-DS
b = -8 ,c =  1.

Bài tập 5.8: Giải phưorng trình 8x^ -  4x^ -  4x + 1 = 0
HD-ĐS

n 1)71 5tĩ
X, =cos —.X-, =cos-— =cos-— .

Bài tập 5.9: Giải hệ phương trình:

[l 6(x^ + ) “  20(x^ + ) + 5(x + >”) = 4 Ĩ

HD-ĐS
Đặt X = sina, y = cosa.
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BÀI TOÁN TAM GIÁC
Cho tam giác ABC gọi 3 cạnh a, b, c đối diện với 3 góc A, B, c, tương ứng 3

đường cao ha, hh, hc, 3 trung luyến nia, mc, 3 phân giác da, dh, dc hay la, k, h
' . '  r. > • {a + b + c)bản kỉnh đường tròn nội íiêp r, ngoại tiêp R và nứa chu vi p  = ------------- .

- Điều kiện A, B, c  là ba góc một tam giác là
ị  A , B , c  > ữ 
\ a  + B + c  -  7Ĩ

Các định ỉỷ về tam giác ABC
a h c

nên cỏ A+B = 71-C,
A + B 7Ĩ c  

2 ~  2 2 ’

- Đinh lý sin: —- — = —-— = — = 2R.
sin A sin B sin c

nên có a = 2R sinA; b = 2R sinB ; c = 2R sinC.
- Định lý cosin: ầ  = b^ + c^ — 2bc. cosA,

nên có

b

cosA =

c^ + íí -  2ca. cosB, c^ = a^ + b -  2ab. cosC.
2 ab^ + c^

cosB =

- Định lý trung tuyến

2bc
c^ + a^ -  b^ a^ + -  c '

— ; cosC = —
2ca 2ab

AB^ + A Ớ  = 2Aỉyf + ma = AM  = - J 2 ( b '  + c - ) - a '  , ...
2 2 ^

Định lý diện tích:

s  = —a. ha = — ab. sinC  = = pr = ■y]p(p -  a)(p -  b)(p -  c) .

Chú ý:
1) Phối hợp các hệ thức cơ bản, công thức lượng giác đế chứng minh hệ thức.
2) Những hệ thức về tam giác có nhiều liên quan nhau, nhiều hệ thức gốc 

thường được sử dụng làm nền tảng để chứng minh hệ thức khác.
3) Bài toán dạng loại tam giác, dưa về đánh giá quan hệ góc, cạnh, giả trị góc, 

... cuá tam giác cần, vuông, đểu. ...
4) Bất đẳng thức Côsi: bất đăng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân.

a + b
> Vãb , với mọi a, h không âm.
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Dấu đắng thức xảy ra <=> a = b. 
a + b + c

> Vabc với mọi a, h, c không âm.

Dấu đẳng thức xảy ra <=> a = b = c.

Bài toán 6.1: Chứng minh trong mọi tam giác ABC ta luôn có:

. . . _ A__^ ___B _ _ csinA + sinB + sinC = 4cos — cos — cos — .
2 2 2

Giải
, / í  + ổ __A — B

VT = 2sin— —̂ cos— —̂  + sin(A + B)

^ . A + B 
2sin— —̂  cos

2
A -  B

. A + B , A -  B 
= 2sm-------- (cos----------+ cos----------)

^ . A + B A + B
+  2sm-------- cos---------

2 2
A + B

A -  B A + B 
+

B A + B
2 2 

— ---- cos---- —= 2cos ̂ . 2cos — 2------
2 2 2

= 4cos — cos— cos — = VP.
2 2 2

Bài toán 6.2: Chứng minh trong mọi tam giác ABC ta luôn có 
cos^A + cos'B + cos^C = 1 - 2cosA cosB cosC.

Giải
1 + cos2/l 1 + cos2B 2/*

2 2

1 7= 1 + — (cos2A + cos2B) + cos^(A + B)

= 1 + cos(A + B)cos(A - B) + cos^(A + B)
= 1 + cos(A + B)[cos(A - B) + cos(A + B)]
= 1 - cosC. 2 cosA. cos( - B) = 1 - 2cosAcosBcosC = VP. 

Bài toán 6.3: Chứng minh trong mọi tam giác ABC ta luôn có; 
sin2A + sin2B + sin2C = 4 sinA sinB sinC.

Giải
Vì: sin2C = sin2(7ĩ - (A + B)) = sin(27i - 2(A + B))

= sin( - 2(A + B)) = - sin2(A + B). Nên 
VT = 2sin(A + B)cos(A - B) - sin2(A + B)
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= 2sin(A + B)[cos(A - B) - cos(A + B)] = 2sinC. ( - 2)sinA. sin( - B) 
= 2sinA sinB sinC = VP.

Bài toán 6.4; Chímg minh trong tam giác ABC không vuông ta luôn có: 
tanA tanB + tanC = tanA tanB tanC.

Giải
Ta có A + B = 7T - c, nên tan(A + B) = tan(7i - C) 

tan/1 + tan ổ
Do đó - tanC

1 -  tan A tan B

Hay tanA + tanB = - tanC( 1 - tanA tanB)
Nên tanA + tanB + tanC = tanA tanB tanC: đpcm.

Bài toán 6.5: Chứng minh trong mọi tam giác ABC ta luôn có
B B c  _ C Ẩ _ ,  

tan - -  tan — + tan ̂  tan — + tan — tan — = 1.
2 2 2 2 2 2

Giải

, A B  ̂ 'n: cTa có; tan(— + — ) = tan( — - — ) 
2 2 2 2

cot nên

. Ảtan— + ta n — ,
2 2 = ^

, _A B c
1 -  tan —tan — tan —

, c  A B , _ ,  A B hay tan — ( tan— + tan — ) = 1 - tan —tan —
2 2 2 2 2

 ̂ , A B _  B c c . .4 , ^Do đó tan— tan— + tan— tan— + tan— ta n ^  = 1: đpcm.
2 2 2 2 2 2

Bài toán 6.6: Chứng minh trong mọi tam giác ta luôn có
. BA

sin —
2

sm

B c
cos — cos — 

2 2

+ c A
cos —cos — 

2 2

+
sin — 

2
A B 

cos — cos — 
2 2

Giải

sin
B

= 2.

1
sm

Ta có
B c

cos — cos —
2 2

. A + B A -  B
sin—------ cos---------

2 2
A B c  

cos — cos —cos —
2 2 2

c  A cos — cos — 
2 2

— siny) + 4-sin 5  
= 2 2

A B c
cos — cos — cos — 

2 2 2
A B A B cos —cos— + sin —sin — 
2 2 2 2

A B
cos- - cos —

2 2

1 ^ A  B I + tan ̂  tan —. 
2 2
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sm
c

cos-
A + B

Và-
A B

cos -- cos — 
2 2

A B
cos --  cos 

2 2

A B . A . B 
cos - C0S“  -  sin —sin — 

2 2________ 2 2
A B

COS-- cos —
2 2

, A B _  _
1 - ta n ^ ta n — =>đpcm. 

2 2

Bài toán 6.7: Cho tam giác ABC. Chứng minh;

Giải

sin(/l -  B)  _  ỉ ĩ  - h ^
sin c

Áp dụng dịnh lý sin;

(2/?siny4ỵ -  { iR sin B Ỵ  _  4/?^(sin^^ -  sin^ 5)

(2/ỉsinC)-

1 -  cos2/l
sin ' yí -  sin" 9

4Ấ '.sin^C  

1 -  cos2ổ

sin^C sin^C
_ cos2B -  cos2A _ -  2sin(ổ + A)sin(B -  A) _  sinC .sin(A  -  B) 

2sin^C 2sin^C  sin^ c
Bài toán 6.8: Chứng minh rằng trong mọi tam giác ta có:

a '  + A' + c '

VT.

cotA + cotB + cotC
4S

Giải

Ta có:cotA=
cosA b ^ + c ^ - a '  b ^ + c ^ - a ^
s in ^  I b c s mA AS

„ ___ c ^ + a ^ - h ^  , ^  a ^ + b ^ - c ^
rưomg tự: cotB = ------ --------- và cotC = -— ——--------

45 45
Thế vào VT thì được đpcm.

Bài toán 6.9: Chứng minh rằng trong mọi tam giác ta có

s -  — (a^sin2B + b^sin2A).

Giải

VP = — 8R^( sin^AsinB cosB + sin^BsinAcosA) 

= 2R^ sinAsinB(sinAcosB + sinBcosA)
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= -  (2RsinA)(2RsinB)sin(A + B) = -absinC  = s = VT. 

Bài toán 6.10: Chứng minh với mọi tam giác ABC, ta có;

1 + — = cosA + cosB + cosC 
R

Giải
A B C

Ta chứng minh: cosA + cosB + cosC = 1 +4sin — sin —sin —
2 2 2

nên đê bài tưcmg đưcmg 1 + — = 1 + 4sin —sin —sin —
R 2 2 2

u  ̂ : B . chay r = 4Rsin — sin — sm — .
2 2 2

Ta có: VT =
„ -ị-ốc sin

= ỉ í  = 2 4R^ sin /í sin i? s in c

p  + b + c) 2i?(sin.4 + sin /ỉ + sinC)
2 ^

^ . A A . B B . c c
8 sm — cos — sm -- cos — sin — cos —
____ 2____ 2____2____2____2____ 2_ _  yrp

. A B C  4 cos — cos — cos —
2 2 2

Bài toán 6.11: Chứng minh với ABC là tam giác bất kỳ: cosA cosB cosC < —.
8

Giải
Bất đẳng thức đề bài tương dương với: 

1
[cos(A + B) + cos(A - B)][ - cos(A + B)] < —

2 8

<=> cos^(A + B) + cos(A - B)cos(A + B) + — > 0
4

<=> cos^(A + B) + cos(A - B)cos(A + B) + — cos^(A - B)
4

+ -  - - cos\ A - B ) > 0  
4 4

o  [cos(A + B) + — cos(A - B)]^ + — sin^(A - B) > 0; đúng.
2 4
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Bài toán 6.12: Chứng minh với ABC là tam giác bất kỳ:

1 < cosA + cosB + cosC < — .
2

Giải

Ta có cosA + cosB + cosC = 1 + 4sin — sin —sin— > 1.
2 2 2

và cosA + cosB + cosC < —
2

^ A + B A - B ^ 2
<=> 2cos—------cos------------2cos

<=> cos

<=> [cos

2

' A + B ' 
. 2 ,

^ A + B ^  , 3
+ 1 < -

V

A  +B  A - B 1 ^
- cos---- — cos---------+ — > 0

2 2 4
A + B 1

— cos- 
2 2

A - B ,2 , 1 . , / A  - B
1 + — sin 

4
> 0: đpcm.

Bài toán 6.13: Chứng minh với ABC là tam giác bất kỳ:

, A B c 3Sa) c o s ^  + cos— + cos— < —— 
2 2 2 2

,  ̂ A B c   ̂ 3V3 
b) cos — cos —cos— < —— 

2 2 2 8
Giải

A B
COSr + cosJ 

2 2

n cosx + cosy X + y— < x, y < -  thì < cos —
2 2 2 2

c 7Ĩ A B ccos + cos — +
+ 2 6 2 2 , 2cos - + cos - —

2 -<  2 2

< cos

A B c  7Ĩ
r  + — + —
2 2 2 6

Từ đó suy ra đpcm.
b) Áp dụng bất đẳng thức Côsi và kết quả trên thì:

A B C  
c o s^ c o s  —cos— < 

2 2 2

A B c  ^cos— + cos - + cos —
2 2 2 < 3V3

y
Bài toán 6.14: Chứng minh với ABC là tam giác bất kỳ:

/1 B c V3
tan —tan —tan— < — 

2 2 2 9
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Giải
^   ̂ . B _  c ^  ̂ A B B c c A
la c ó  tan— , tan —, tan— > O v à ta n ^ ta n ^  + tan —tan— + tan  —tan— = 1. 2 2 2  2 2  2 2  2 2
Áp dụng bất đẳng thức Côsi:

, _  A B _  B c c A
1 = ta n ^ ta n — + tan —tan— + tan — tan — 

2 2 2 2 2 2

_ c  A
> 3 3 tan ̂  tan — tan ̂  tan — tan — tan —

V 2 2 2 2 2 2

= 3 5/tan" — tan^ — tan^ — . Suy ra đpcm.— tan —
2 2 2

Bài toán 6.15: Chứng minh với ABC là tam giác bất kỳ:
2

cos^A -t cos^B + cos^C > —

Giải
Bất đẳng thức đề bài tưcmg đương

— (1 + cos2A) + — (1 + cos2B) + cos^C > — 
2 2 4
1 9 1<» — (cos2A + cos2B) + cos^(A + B) + — > 0

o  cos(A + B)cos(A - B) + cos"(A + B) + — > 0
4

<íí> [cos(A + B) + — cos (A - B)]^ + —sin^(A t- B) > 0: đpcm.
_Ị
2 ' ' ^ 4

Bài toán 6.16: Cho tam giác ABC. Chứng minh:
1 71 + — X > cosA + x(cosB + cosC), Vx.

Giải

BĐT <=> — X - (cosB t- cosC)x + 1 - cosA > 0.

vế trái là tam thức bậc hai f(x) có hệ số — > 0 và:
V 9 V 2

A (cosB + cosC | - 2(1 - cosA) = 4sin2 A coi
B -C

< 0

Do đó f(x) > 0, Vx (dpcm)
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Bài toán 6.17: Chứng minh với tam giác ABC thì:

a \ l  - V3 cotA) + h \ \  - yÍ3 cotB) -t c^(l - ^3 cotC) > 0.
Giải

Bất đẳng thức tương đương với;

sin^A + sin^B )- sin^c - V3 (sinAcosA + sinBcosB + sinCcosC ) > 0 

Cí> sin^A + sin^B + sin^c > “ (sin2A + sin2B + sin2C)

<=> sin^A + sin^B + sin^c > 2 V3 sinAsinBsinC. (1)

3-\[3Sử dụng bất đẳng thức Côsi và bất đẳng thức sinAsinBsinC < :

sin^A + sin^B + sin^c > 3 ịJ{sm A sm B sìnC Ý

3(sin .4sin5sinC ) 3 s in /1 sin 5  sin c  „ /r  . . . ^  ^
= ,--------- >  -----—. -------=2V 3 smAsinBsinC

V sin/lsin ổ s in C  Í3V3

nôn (1) đúng => đpcm.
, A B I

Bài toán 6,18: Trong tam giác ABC biết tan— . t an— = —.
2 2 3

Chửng minh; c = — (a + b).

Giải

Ta có: c = — (a + b) »  2sinC = sinA + sinB 
2

_ . . ,  . A -ị~ B A — B
o  2sin(A + B) = 2sin— —̂ cos-------

._ A  + B A + B _  . A + B A - B
o  2sm — :— cos---------= sin--------- cos----------

2 2 2 2
A + B _ A - B  

o  2 cos-------- = cos----------

A B ^ . A . B A B . A . B<=> 2cos — cos — - 2sin — sin — = cos — cos — + sin — sin —
2 2 2 2 2 2 2 2

A B  ̂ . A . B
<íí> cos — cos— == 3sin — sm —

2 2 2 2
A B 1

<=> tan — . tan — = —
2 2 3 ■
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Bài toán 6.19: Tính 3 góc của tam giác ABC biết:

73 cosA t- 2cosB -t 2 73 cosC = 4.
Giải

Từ giả thiết, ta có:

-  + -  + 2+  J3  cos(B + C) - 2cosB - 2 73 cosC = 0 
2 2

<=> ( — sìi7 b  + — sin^C - 73 sinBsinC) + ( — COŜ B + — cos^C + 2 
2 2 2 2

+ 73 cosBcosC - 2cosB - 2cosC - 2 73 cosC) = 0 

Cí> -  (sinB - 73 sinC)^ + -  (cosB f 73 cosC -2 Ỷ  = 0

<=> sinB - 73 sinC = 0 và cosB + 73 cosC -2  = 0

Suy ra A = 90° ; B = 60° ; c = 30°.
Bài toán 6.20: Tính các góc của tam giác ABC, biết rằng 

'A > B > c (I)
< cos3A + cos3B + cos3C = 1 (2)

sinSA + sin5B + sin5C = 0 (3)

Giải

T ừ ( l ) s u y r a A > - ; - > B > 0 ; - > C > 0

3ti 3A 71 3tx
=> —  >^—

2 2 2 4
r ■ 3B ^ • 3CDo đó sin — > 0 ; sin —

2 2
, 3A , 3B , 3C 

sin —— sin ̂ — sm 
2 2 2

3B ^ 7Ĩ 3C ^
—  > 0 ; - >  —  > 0  
2 2 2

> 0, nên từ (2) suy ra

sin = 0 => A = —— , k e z  
2 3

_  271 , , ,  5A 5B 5C
Chọn A = — . Và từ (3) thi COS-—̂ cos^— COS-— = 0. 

3 2 2 2
, .  2tĩ , 5A ^ ^  71Vì A = —- nên cos —^ 9Í: 0 và B t- c  = —.

3 2 3
. _ 71 5C

Mà B > c  nôn — > c  > 0 => cos—  > 0, do đó 
6 2

_ 5 B _ .  2̂7T
cos ̂  = 0 => B = — +

2 5
suy ra được B = ^  và c  = —r  

5 5 15
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 ̂ 3 Ẩ , 3 B , 3 C _ 3/- 
sin — + sin — + sin — = — .

2 2 2 4/?

Bài toán 6.21: Tính 3 góc của tam giác ABC biết:

Ta có
R

s

R
abc

Giải

abc
AR^p 2 R \ a  + h + c)

sin A sin /i sin c  ^  . A . B . c
= ----------------------------- = 4sin — sin —sin— .

sin T + sin /? + sin c  2 2 2

Áp dụng bất đang thức Côsi

• 3B  ̂ . 3C i  . B . c ^  3rsin — + sin — t sin — > 3 sin— sin —sin— = .
2 2 2 2 2 2 4/?

do đó dầu bằng xảy ra nên tam giác ABC đều: A = B -  c - 60'*.
Bài toán 6.22: Các góc của tam giác ABC thỏa mãn

sinA + sinB + sinC - 2sin ^  sin — = 2sin — . Tính góc c.
2 2 2

Giải
A B C

Ta có sinA + sinB + sinC = 4cos— cos —cos — nên
2 2 2

. A B c , . /í  ̂ B ^  A + B
4cos— cos —cos-----2sin — sin — = 2 cos-----------

2 2 2 2 2 2

do đó cos— cos —(2cos— - 1) = 0 
2 2 2

^  B c  _ 1Vì c o s ^  cos— > 0 nên cos— = — 
2 2 2 2

= i  ^= 2(cos — cos — 
2 2

c =  120“.

sin — sin — ) 
2 2

Bài toán 6.23: Cho tam giác ABC thỏa: cosC(sinA + sinB) = sinC. cos(A - B). 
Hãy tính cosA + cosB.

Giải
Theo giả thiết thì có

o ^  B A -  . c  c  2 Ả -  B2cosC sin — :—  c o s ----------= 2sin —cos — (2 c o s ------------- 1)
2 2 2 2 2

^  A -  B . c  2 A -  B
=> cosC. c o s ---- :----  = sin— . (2 c o s ------------ 1)

2 2 2
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. iC  A -  B . c 2 Ả -  B
(1 - 2sin — ). c o s ----------  = sin — . (2 c o s ------------ 1)

2 2 2 2
c
2

. ,c  A -  B ^ . c 2 Ả -  B
— c o s ----------+ 2sin — cos  :-----
2 2 2 2

A -  B . -  _ ^ • z ^  c o s ----------+ sin — = 2  sin — c o s -----------+ 2sin — cos

^  , c A -  B  ̂ . c  A -  B ^
= 2sin — c o s ---- :---- ( s i n— + c o s -----------)

2 2 2 2
.r. A -  B ^  ̂ ^ , c A -  B ,
Vì sin— + c o s ----------  ^  0 nên 2sin— . cos — :—  = 1

2 2 2 2
A + B A — B __n _ ihay 2cos--------- c o s -----------  = 1, do đo cosA + cosB — 1.

2 2
Bài toán 6.24; Cho tam giác ABC tùy ý. Tìm giá trị lớn nhất của 

sin^ A + sin" B + sin^ c
M

cos^ A + cos^ B + cos" c

Giải

Ta có M + 1
cos^ A + cos^ B + cos^ c

2 2 2  ̂nên cos A + cos B + cos c =
M  + 1

1 „  3
1 + Ạ (cos2A + cos2B) + cos c = —-—

2 M  + \

cos"C - cos(A - B)cosC + 1 -
K4 + 1

= 0

vế trái là phương trinh bậc hai theo cosC, phương trình này có nghiệm nên 

A = cos^(A - B) - 4 (1 ------ ^— ) > 0 => 4 (1 ----------- ) < COS^A - B) < 1
M  + 1 M  + 1

= ^ M < 3 .
Dấu “ = “ xảy ra khi cos"(A - B) = 1 và A = 0 <=> tam giác ABC đều. 
Vậy max M = 3.

Bài toán 6.25: Cho tam giác ABC tùy ý. Tìm giá trị lớn nhất của: 

ựsin A + Ẩ/sin B + ịỊsiĩìC
? =

A B c
ị c o s ^  + 1 cos—■ + ị cos — 
V 2 V 2 V 2
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Giải

Ta chứng minh: với mọi X, y > 0, : X + y < ^4(x^ + y*̂ ) . 

Thật vậy, BĐT o  (x + y)^ < 4(x^ + y^) «> (x + y)(x - y)^ 

Áp dụng ịỊsìn A + -v/sỉĨTb  < ^4(sinA  + sinB)

^ . A + B A -  B
2 3 sin---- -̂--- cos------:----- 0 3 £2 3/cos— . 

\  2
Dấu “ = “ xảy ra khi và chỉ khi A = B.

Tương tự; Ầjsm B + ỉ[siĩvC < 2 ị c o s — . Dấu “ = “ xảy ra khi B = c .

^sinC  + Vsin A < 2 ^co s— . Dấu “ = “ xảy ra khi c  = A.

Do đó: Vsin A + ^s i nB + ỉỊsm C < ịỊcos—  + ^ c o s— + ^cos —

, „ _ Vsin A + VsinB + ỷ/ sin c  nên p = ’ -------, -------—  < 1.
L A _B _ cỈC 0S --  + 3cos— + }cos  —

V 2 V 2 V 2
Dấu “ = “ xảy ra khi tam giác ABC đều.
Vậy, max p = 1, khi tam giác ABC đều.

Bài toán 6.26: 'Pam giác ABC thỏa mãn
sinC
sin B

2cos A. Chứng minh tam giác

ABC cân.
Giải

Đẳng thức đã cho tương đương với:
sinC = 2cosAsinB <=> sin(A + B) = 2sinB cosA

<=> sinA cosB + sinB cosA = 2 sinB cosA 
<=> sinA cosB - sinB cosA = 0 
Cí> sin(A -B ) = 0 c ỉ > A - B  = krr.

Vì A, B là góc tam giác nôn k = 0 =ì> A B.
Vậy, tam giác thỏa điều kiện đã cho là tam giác cân.

Bài toán 6.27: Chứng minh rằng tam giác ABC có các góc thỏa mãn 
A ^  Q A

điều kiện sin — cos^ 2 ”  sin —cos^ 2 siác đó cân.

Giải
Từ giả thiết thì
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Asin
2

ĩ A cos —

sin “  . A n  B
—— 4-  <=> lan— (1 + tan 9 ) = tan—(1 + tan 9 ) 

B 2 2 ^COS' —

A B ^  B A B
<=> (tan— - tan —)(tan^ 2 2 — + 1) = 0

A B2 — _ 2 — /-v B A I B 2 _ 2 — 1 r\Vì: tan 2 + 2 + tan — tan— + 1 = (tan— + — tan —) + — tan^ 2 + 1 > 0.
A Ị_
2 2

A  
2 

A
2 2 2 

Vì là góc của một tam giác nên k = 0. Suy ra A = B. 
Vậy tam giác thỏa tính chất đã cho là tam giác cân.

B

Nên: tan
B

tan — 
2

— + líTi => A = B + k27i. 
2

Bài toán 6.28: Xét dạng tam giác ABC thỏa mãn: tanA + tanB = 2 cot-

Giải
Đẳng thức đã cho tưorng đưoTig với:

sin(A + B) _ ^ A + B ., , A + B A + B ^
— ------- = 2 ta n --- —̂  < ^2sin ----- —̂ cos— —̂  = 2
cos A cos B

^A  + B^

A + B
sm-

A + B 
cos---- -̂---

cosAcosB

<» cos V 7 cosAcosB

<=> — [1 + cos(A + B)] = — [cos(A - B) + cos(A + B)]

<=> cos(A - B ) = l  <=>A-B = 0 <=> A =B.
Vậy tam giác ABC cân tại c .

n - . .  A n ^  sin A + sin B + sinC A cBài toán 6.29: Xét dạng tam giác ABC: —----—— —--------- -̂----= cot— cot —,
sinA + sinB -  sinC ' 2  2

Giải
Hệ thức đã cho tưomg đương với

sin A + B cos A -  B
+ cos-A + B >

7

sin
A + B

2 V
cos

A -  B
cos

A +  B
A ccot— . cot — 
2 2
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A B
9 9  A c A B A c<=>------ 1------ ^ = c o t — . cot — <=>cot — cot— = c o t — .cot  —

• A B 2 2 2 2  2 2siri”  sin-r^
2 2

B c
• o c o t— = c o t— <=> B = c.

2 2
Vậy tam giác đã cho là tam giác cân tại A.

b c
Bài toán 6.30: Cho tam giác ABC có

a
cosB  cosC sin 5 sin c

Chứng minh rằng tam giác ABC là tam giác vuông.
Giải

Áp dụng định lý sin thì hệ thức đã cho tưong đưcmg với:
sin 5  sinC+ — —

sin A
cos B cos c sin B sin c 

sin A sin A

<=>
sin /icosC  + sinC cosi? sin A

cos B cos c sin B sin c

<=> -  <=> cosB cosC = sinB sinC <=9 cos(B + C) = 0
cosB cosC  sin 5  sin c

71 7Ĩ
<=> B + C =  ^  C9 A = - ^ :  đpcm.

2 2

Bài toán 6.31: Tam giác ABC có; ...— = tanA. Chứng minh rằng tam
sinZ? + cosA

giác ABC vuông.

, sin/1 + cosB
l a  có: —— —̂--------- -ta n y \ =

siiìB + cosA

Giải
sinyl
cos/1

o  cosAcosB - sinA sinB = 0

<» cos(A + B) = 0 c9>A + B =  — +k7ĩ.

Vì A, B là góc của một tam giác nên k = 0.
Vậy tam giác đã cho là tam giác vuông ở A.

Bài toán 6.32: Xét dạng tam giác ABC thỏa mãn điều kiện: 
cos2A + cos2B + cos2C + 1 = 0

Giải
Ta có: cos2A + cos2B + cos2C = - 1 - 4cosA cosB cosC. 
nên đẳng thức đề bài tưong đưong với:

cosA cosB cosC = 0 <Í9 cosA = 0 hay cosB = 0, cosC = 0. 
Vậy tam giác đã cho là tam giác vuông.
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Bài toán 6.33: Tam giác ABC có tính chất gì, nếu: 
sin 3/1 + sin 35 + sin3C = 0

cosẨ cosB  = sin 2 ^

Giải

Từ hệ thức thứ hai ta được cosAcosB = 4 ( 1 -  cosC )
2

<=> — [cos(A - B) + cos(A+ B)] = — [1 + cos(A+ B)] o  cos(A -B ) = 0 <=> A = B.

Thay vào hệ thức thứ nhất:
2sin3A + sin3[7ĩ - 2A] = 0 <=> 2sin3A + sinóA = 0

Tí
<=> sin3A(l + cos3A) = 0 sin3A = 0 hoặc cos3A = - 1 nên A = —.

Vậy tam giác đã cho là tam giác đều.
Bài toán 6.34: Trong tam giác ABC có:

. r. , ccosA + cosB + cosC = sm — + sin— + sm — .
2 2 2

Chứng minh rằng tam giác ABC đều.
Giải

Ta có A, B, c là 3 góc của tam giác ABC nên;
^  4  A + B A - B  ^ A + B ^  . c  

cosA + cosB = 2cos — :—  cos — :—  < 2cos — :—  = 2sin — .
2 2 2 2

Dấu xảy ra khi A = B.

Tưong tư: cosB + cosC < 2sin— ; cosC + cosA < 2sin —.
2 2

ỈB C/
nên cosA + cosB + cosC < sin-^ + sin— + sin —

2 2 2
Và dấu đẳng thức xảy ra khi A = B = C: đpcm.

Bài toán 6.35: Cho tam giác ABC thỏa mãn
cosA + cosB + cosC = 2(cosA cosB + cosB cosC + cosC cosA).

Chứng minh ràng tam giác ABC đều.
Giải

3
Ta có: 1 < cosA + cosB + cosC < ^ .

2
Đẳng thức xảy ra khi A = B = c.
và xy + yz + zx < x  ̂+ y  ̂+ => 3(xy + yz + zx) < (x + y + z)
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Đẳng thức xảy ra khi X = y = z. Do đó:
3(cosA cosB + cosB cosC + cosC cosA)

< (cosA + cosB + cosC). ( cosA + cosB + cosC)
3

< — ( cosA + cosB + cosC)
2

=> 2(cosAcosB + cosBcosC + cosCcosA) < cosA + cosB + cosC.
Dấu đẳng thức xảy ra khi

3
cosA + cosB + cosC = ^

2
3(cos A cos B + cos B cos c  + cos c  cos A = (cos A + cos B + cos c  Ý  

<=> /í = B = C: đpcm.

Bài toán 6.36: Xét dạng tam giác ABC thỏa mãn: b + c =

Giải

'T U  - u ^ 25'V3 _ a 2V3 a b c _ a  b c4^
2 a 1 a AR 2 IR  

<:í> 2sinB + 2sinC = sinA + V3 sinB sinC 

<=> 2sinB + 2sinC = sinB cosC + sinC cosB + V3 sinB sinC

s  s(2sinB - sinB cosC + sinB sinC) + (2sinC - sinC cosB + sinB sinC) = 0 

<=> 2sinB[l - ( —cosC + —  sinC)] + 2sinC[l - ( —cosB I- —  sinB)] = 0 

o  2sinB[I - cos(C - —)] + 2sinC[l - cos(B - —)] = 0

<=> ^
cosỊ c - —

í

= 1

cos B -
n

B = c  = — => đpcm.

y
Bài toán 6.37: Các cạnh tam giác ABC thoả mãn: é  = b'* + c'*. Chứng tỏ rằng tam 

giác ABC nhọn và 2sin^A = tanB tanC.
Giải

. \ a  >  h \A > B . , ,
Từ giả thiêt, suy ra < \ nên ta chỉ cân chứng minh A nhọn,

a > c \ A > C

Ta có b  ̂+ c"* = b .̂ b  ̂-t- c“. c  ̂< a .̂ b  ̂+ a .̂ c^ b  ̂+ c^->a^ đpcm.
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Và: 2sin^A = taiiB tanC <=> 2a^
bc

cosBcosC
2 _ 2 1 2 1 ■> 22 C + a - b  a +b - c  _  4 _ , 4 ,  4 _<» 2 a ----------------------— —  =bc<:í>a = b + c :  đúng.

2ca 2ab

BÀI TẬP
Bài tập 6.1: Chứng minh các đẳng thức về tam giác ABC:

a) sin^A + sin^B + sin^c = 2 + 2cosA. cosB. cosC
„  . . A B . c

b) sinA - sinB + sinC = 4sin — .cos —.sin —
2 2 2

HD-ĐS
a) Dùng công thức hạ bậc.

Bài tập 6.2: Chứng minh các đẳng thức về tam giác ABC:
a) cotA. cotB + cotB. cotC + cotC. cotA = 1
' A B c A B C

b) c o t^  + cot — + cot — = c o t^ .c o t—.cot—-
2 2 2 2 2 2

ỈID-DS
^  A B 7t cDùng công thức cộng với góc A + B =  n  -C, — + — = - ------

Bài tập 6.3: Cho tam giác ABC. Chứng minh;
' A c 1

a) Neu 2a + 2c = 3b thì tan —. tan — = ^
2 2 5

b) Nếu a  ̂= b(b + c) thì A = 2B
HD-DS

Dùng định lý sin, cos và biến đổi lượng giác.
Bài tập 6.4: Chúng minh các bất đẳng thức về tam giác ABC

a) cos^ A + cos^ B + cos^ c  >

X . . .  .  .X  3V3c) sin + sin + sin c < ——

3 ,.x 2 ^  2 5  i C  9— b) cos — + COS — + COS — < —
4 2 2 2 4

d) cos 2I cos 5 cos c <
HD-DS

Biển đổi về tổng bình phưong.
Bài tập 6.5: Chứng minh các bất đẳng thức về tam giác A ABC

a) tan A + tan B > 2  cot
c b) co tA + c o \B > 2 tan

c

, _ A  B c n- 
c) ta n y  + í g y  + / g y  > V3 d) cot A + cot B + cot c > V3 .
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lỉD-ĐS
Dùng hệ thức về tan, cot và bất đẳng thức Côsi.

X 2V3Bài tập 6.6: Tính các góc tam giác ABC cân biết có 1 góc thoả: tan X -  tan — =
2 3

HD-ĐS
3 góc A, B, c  đều bằng 60*’.

Bài tập 6.7: Tính các góc tam giác ABC biết:

HD-ĐS
A = 90”, B = c  = 45”.

Bài tập 6.8: Xét dạng tam giác ABC biết:

\a >b +c

I sin + sin ổ  + sin c  = 1 + V2

a)
1 + cos5 2ứf + c ux * + nb) — —̂ = cos B + cos c

sin 5  740^
2

c )^  = —/?^(sin^ y4 + sin^ 5  + sin^ C) d) a tan 5  + ốtan.4 = (a + ố)cot—.

IID-ĐS
a) Tam giác ABC cân b) Tam giác ABC vuông
c) Tam giác ABC đều d) Tam giác ABC vuông hay cân.

Bài tập 6.9: Cho tam giác ABC tùy ý, tìm giá trị lóu nhất:
A . B . c 

a)M  = s in ^ s in  —sin — 
2 2 2

a) -  
8

tan^ ^.tan^ 5.tan^ cb ) N = ---- Ị-------- -— ■■ :
tan A + tan B + tan^ c

IID-ĐS

b)3.
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CÁC DẠNG PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC

Phương trình cơ bản sinx = m
Vì 1 sinx 1 < 1 với mọi X nên khi I m I > 1 thĩ phương trình vô nghiệm, còn khi 

I m 1 <1 thì phương trình cỏ nghiệm:
X = arcsinm + k2Ti

(k eZ ).
X =  n -  arcsin m + k27i 

Neu a  là một nghiệm của phương trình sinx = m thì:

(k e Z )sinx = sin a  <=>
X = a  + k2Tĩ 
X = 7 i - a  + k27t

7Ĩ
Đặc biệt: sinx = I <^x = ^  + k27ĩ

2

sinx = -I <^x = - — + k2n:; sinx = 0 <í:>x = k/r.
2

Phương trình cơ bản cosx = m
VI I cosx I < 1 với mọi X nên khi I m I > 1 thì phương trình vô nghiêm, còn khi 

1 m I < 1 thì phương trình cỏ nghiệm:
X = arccosm + k27ĩ

(k e  Z).
X = -arccosm  + k27i

Nếu a  là một nghiệm của phương trĩnh cosx = m thì:
X = a  + k27ĩ

cosa  = cosa <=>
X = - a  + k27ĩ 

Đặc hiệt: cosx = 1 <=>x = k2n

(k eZ ).

Phương trình cơ bản tanx = m
Điều kiện xác định là cosx 0. Vì tanx nhận 

mọi giá trị từ -oo đến + oc nên phương trình luôn 
có nghiệm với mọi m:

X = arctan m + kn, (k e  Z).
Neu a  là một nghiệm của phương trĩnh tanx -  m, thì 

tanx = tan a  <=>x = a  + kn, (k e  Z).
Đặc biệt: lanx = 0 o  X = kn.
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Phương trình cơ bản cotx = ni
Diêu kiện xcìc cỉịnh là sinx 0. Vì coíx nhận 

mọi giá trị từ -nc íién ac nên phương trình luôn 
có nghiệm với mọi m:

X  ---- urccotm • krr, (k eZ).
Neu a  là một nghiệm cua phưong trình colx m thì: 

colx cota<=>x a   ̂ kĩĩ, (k e  Z).

Dặc hiệt: colx 0 <=>x ^  ‘ km
2

Chủ ỳ:
1) Có don vị hoặc là sô thực cua án, két hợp nghiệm, ỉ  lạn ché sư dụng arcsin 

m. arccos m. arclanm, arccotm (giá trị X e  R)

’u = a" +k360"

u = 180‘’ - a "  + k360"
2) sinu siná’ <-> . k £ z .

cosu

lanu
colu

cosa" <=>
u = a" + k360" 

u = -a" + k36(r

tanà’ <=>u " c/" ‘ klH(f. k £ z. 
coía” <=>u à ' " kì HO", k £ z.

k £Z.

' 71
S) Diêu kiện xác dinh cua lanx là X  ■ kn. k £ z . cua cotx là X  ĩ T r k n .  k £ z

2
hay don vị dộ tương ứng.

4) Tìm nghiệm thuộc miên cho trước: Giai pìnơrng trình rói nhúm chọn 
mihiệm. hiêu diên nghiệm trớn dường tròn lượng giác, giai hát phưong trình dê 
lim k nguyủn, vũ dô thị:... dê chọn nghiệm thích hợp.
Phương trình theo một hùm số lượng giác

a. cosx ■ h 0 
a. colx h 0 
a. cos^x ■ h. cosx ■ c 0 
a. corx  * h. colx ' C' 0 

d 0....
Phương pháp: Cdĩọn một hàm .vô lượng giác, hiũii thức lượng giác thích hợp dê 

dưa phưong trình cho theo hàm sô lượng giác, biêu thức lượng giác dó hoặc lích 
cúc phương trình CO' han.
Phương trình dắng cấp (thuần nhất, dồng bậc)

Dạng: a. sinx ' h. cosx 0
a. sin"x • h. sinx. cosx • c. co.\~x 0
a. sin'\x ■ h. sin~x. cosx • c. sinx. cos'x ' d. cos^x (),...

Dang: a. sinx ' h 0:
a. lanx ■ h 0:
a. sin~x ‘ h. sin.x ■ c 0: 
a. ían~x ■ h. lanx • c 0: 
a. sin'\x " h. sin~x * c. sinx
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Phương pháp: Với bậc 1, 2, 3,..., n, xél cosx = 0, xét cosx và chia 2 vế cho 
cos"x thì phương trình thành phương trình theo í = tanx.
Chú ý:

1) Neu xét sinx = 0, xét sinx ĩT: 0 và chia 2 vế cho sin"x thì phương trĩnh trỏ 
thành phương trình theo í = coíx.

2) Biến đổi lăng giảm bậc, đưa vể cùng bậc:
sin2x= 2sinx. cosx, cos2x = cos^x -  sin^x.

Hằng sổ: d = d(sin^x + cos^x) = d(sin^x -( cos^xỹ
Phương trình bộc nhất theo sinx và cosx (dạng co diển)

Dạng: a. sinx + b. cosx = c với a hoặc b khúc 0.
Phưong pháp: biến đồi a. sinx í- b. cosx về dạng A. sin(x + a) hoặc B. cos(x + P) 

bằng cách chia 2 vé cho a~  ̂ nên:

a. sinx b. cosx = Ĵa~ +w
a . b

sin X + ------cosx

r
Vì

V

cosa

Y í+
J  V'  

a

-y/â + J + b",
vờ sina

= 1 nên tồn tại số a  sao cho:

b ,ỉa  có:
Va' + b  ̂ Va-+b^

asinx + hcosx =Vã^ +b^ (cosasinx + sinacosx) = Va^+b^ sìn(x + a).
Do đó, việc giải phương trình asinx + hcosx = c được đưa về giải phương trình

lượng giác cơ bản ,mi(x + a) = —---- .
Va'  + b'

Siiy ra điều kiện phương trình: a. sinx + b. cosx = c cỏ nghiệm khi và chi khi 

< I <=>a~ + b^ > ĉ .
Va^ +b^ 

Chú ý:
ã b

ỉ) Nếu chọn sổ B để sinB = , cosp -  I
va^+b ' Va^+b"

bcosx = Va  ̂+b^ cos(x - P).

thì ta có: asinx +

2) Đặc biệt: sinx + cosx = V2 sin(x + —) = V2 cos(x - ~ )  ’
4 4

sinx - cosx -  sin(x - —) = V2 cos(x + —),
4 4

4Ĩ) sinx ±cosx  = 2sin(x ± —); sinx ±  V3 cosx = 2sin(x ±  —).
6 3
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3) ứng dụng điều kiện có nghiệm để chủng minh bẩt đẳng thức hay tìm giá trị 
lớn nhất, nhỏ nhất.
Phương trình đối xứng theo sinx và cosx

Dạng: a(sinx  ̂ cosx) + b(sinxcosx) + c = 0.

Phương pháp: Đăt I = sinx + cosx = 42  sin(x + —), h I < 4Ĩ
4

Ta có: t~ = s i4 x  + cos^x + 2sinxcosx = 1 + Isinxcosx

- nên phương trình trở thành phương trình bậc hai theo t:
t ^ - 1

• smxcosx

■ t - - l
a. í + b — —̂  + c = ớ.

Chú ý

1) Biến đổi khác: sinx + cosx = 42 cos(x---- ), 111 < 42
4

2) Dạng a(sinx - cosx) + b(sinxcosx) + c = ớ thì

đặt t = sinx - cosx = 4 Ĩ  sin(x - 111 < 4 Ĩ .
4

, 2 _  r -ì ■ . • _=>t = / - 2sinxcosx => sỉnxcosx = ---- —.

Bài toán 7.1: Giải các phương trình: 

a) sin

a) sin

( X + 7Î 1 f   ̂ ì= —- b) cos x + —
l  b J 2 l  18j

2
5

l  5 y
1= <=> sin9

'̂ X + TĨ̂
Giải

= sin
 ̂ Tt̂

X + 7Ĩ n , ^
— —̂  = - -  + k27ĩ 

5 6
X + 7Ĩ K , -
—::— = Tt + — + k:27i 

5 6

<=>

V 6 y 

1 Itc
X = - -

6

29tĩ

+ klƠTi:
k e z.

X = + klOn

2 - 2 
b) Vì 0 < ^  < 1 nên có sô a  sao cho cosa = —. Do đó:

5 5

cos(x + — )=  — <=> cos(x + — ) = cosa <9>x = ± a  - — + k2Tĩ, k e z. 
18 5 18 18

2
Cách khác; Vì 0 < ^  <1 nên:

5
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cos(x + — ) =  — <=í>x+ —  = ±arccos— + k2n 
18 5 18 5

<=> X = - — ± arccosẬ + k27ĩ, k e z. 
18 5

Bài toán 7.2: Giải các phương trình sau:

 ̂ ^  M i = 1a ) c o s x = - - ^  b ) s i n x = - .

Giải

sa) cosx = — — cosx = cosl50“ <=> x = +150“ + k360“, k e z.
2

3 ' ’ 3
b) Vì 0 < — < 1 nên có sô a  đê sina = ^ . Do đó:

5 5

inx = — o  sinx = sina <=> 
5

X = a  + k27i 
x = Tc-a + k27t

k G z.

Cách khác: Vì 0 < — < 1 nên phương trình:

sinx = 4  <=> 
5

• 3
X = arcsin —+ k27T 

5

k e z.

Bài toán 7.3: Tìm nghiệm của các phương trình sau trong khoảng đã cho:

a) sin2x = - 4  với 0 < X < Tĩ. 
2

1 — Tí
a) sin2x = - ̂ <=> sin2x = sin—-  <=>

2 6

b) cos(x - 5) = với -71 < X < TC.

Giải

2x = -  —+ k27T 
6

2x = — + k27ĩ
6

X = —^  + kTĩ 
12

X = —  + kTi 
12

( k e Z )

Với điều kiện 0 < X < 7ĩ :
_ 71 1 1- Xét 0 < - - — + k 7 ĩ < T ĩ < = >  —  < k <  —  +  l < = > k = l .  

12 12 12

Do đó trong các giá tri X = - + k7i chỉ có nghiệm X = là thoả mãn điều
12 12

kiện 0 < X < 7Ĩ.
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- Xét 0 < —  + k T i < 7 t o -  —  < k < l  <=>k = 0.
12 12

7 7Do đó trong các giá trị X = —  + kn chỉ có nghiệm X = —  thoả điều kiện 0 < X < Tt.

7tc 1 Iti
Vậy phương trình có 2 nghiệm: X = —  và X = —— thuộc khoảng (0; 7t).

b) cos(x - 5) = 7 ^  cos(x - 5) = cos —
2 6

x - 5  = —+ k27i
6 Cí>

X - 5
n + k2n

X = — + 5 + kn 
6

X = - —+ 5 + kn 
6

(k e Z).

Với điều kiện -n < x <n:

- Xét -7Ĩ < — + 5 + k27i < TI <=> -7n - 30 < 12k7i < 5ti - 30
6

7 30 , 5 30<=> -  — — < k
12 12ti 12 12ti

Vì k e z  và -1, 38 < k < -0, 37, do đó chi có một giá trị k nguyên thoả mãn các
' 71 1 ItC

điêu kiện đó là k = -1 nên chọn x =  — + 5 - 2 tĩ = 5 — — .
6 6

- Xét -71 < - — + 5 + k27i < 71 o  -5ti - 30 < 12k7i < 7ti - 30
6

_  - 5  5 ^ . ^ 7 5
12 2ti 12 2ti 

Do đó k = -1 nên có nghiệm thứ hai của phương trình là;

x = - — + 5 - 2 ti = 5 -----—

11 13
Vây phương trình có 2 nghiêm: x = 5 — — và X = 5 - trong khoảng (-7i; 7ĩ).

6 6
Bài toán 7.4: Giải các phương trình sau:

a) tan(2x - 1) = V3 b) C0t2x = cot(- —).

Giải

a) tan(2x - \)=  ^f3 <=> tan(2x - 1) = tan
71

<=>2x-l = — +k7i<=>x= — + — + k — , k e Z .
3 2 6 2
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b) cot2x = cot(-ị-)<=>2x = - — + k 7 ĩ < = > x  = - — t - k — k  G z .
’ 3 3 6 2

Bài toán 7.5: Giải các phương trình sau:

a) c o t ( -  + 2 0 “) = -V3
,  ̂ _  2tib) cot3x = tan -—.

5
Giải

a) cot(-- + 20") -  - V3 «  c o t ( -  + 20") = cot(-30")
4 4

<=> -  + 20" = -30" + kl 80" <r> X = -200" t k720", k e z . 
4

, .  2tĩ _ , 7Ĩ 271. - _ nb) C0t3x = tan -^  <=> C0t3x = cot( —--— ) o  C0t3x = cot —
5 2 5 10

o 3 x =  +k7ĩ<=>x = -i-k—, k e  z.
10 30 3

Bài toán 7.6: Giải các phương trình sau:

a) tan2x = tan(x + —)

a) Điều kiện
2x Ị1 + krr

2

X-t —9 t^  + k7X
4 2

<=>

h) 2tan5x

Giải
n , 7Ĩ

X — +  k  —

X — + kĩc
4

Phương trình tan2x = tan(x + —)<=>2x = x +  — +k7i<=>x = — +k7i (loại).

Vậy phương trình vô nghiệm.

b) 2tan5x = 1 tanSx = ^
2

5x = arctan— + k7i <=> X = — arctan-^ + k —, k ẹ z .
2 5 2 5

Bài toán 7.7: Tìm nghiệm của các phương trình sau trên khoảng đã cho:
a) tan(2x -  15") = 1 với -180" < X < 90°ĩ

b) C0t3x = - với - — < X < 0.
V3 2

Giái
a)tan (2x- 15")= 1 <=> 2x = 15" + 45° + kl 80° <=> X = 30° + k90°, k e z .

1
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Ta có: -180'’ <30° + k90“ < 9 0 ” c:>-2< -  + k < 1 <=> k G 

Vậy phưong trình có 3 nghiệm là: X = -150°, X = -60° và X = 30°.
7Ĩ
3

. s 1 ~ ^b) C0t3x = - - ^  = cot—-  <» X =
V3 3 9

^  I 1 ^  1 V+ k —, k e z.

Ta có: -  — + k — < 0 o - - ^ < k <  — <=>ke{-];0}.
2 9 3 6 3

4tĩ 7ĩ
Vậy phương trình có 2 nghiệm là X = -  —  và X = -  — .

Bài toán 7.8: Giải các phương trình sau;
a) cos3x = sin2x b) sin(x - 120°) - cos2x = 0

Giải
ĩl

a) cos3x = sin2x »  cos3x - cos(— - 2x) = 0

. , . , x  T ĩ ^ . ^ S x  n  ̂ „
<=> -2sin(— + — )sin( — - —) = 0 o  

2 4 2 4

X ,
^ + —=k7r 
2 4
5x n  . 
— —  =kn 
2 4

<=>
x = - —+Ả:27r 

2
7Ĩ , 2n

x= — \-k—~ 
10 5

71
Cách khác: cos3x = sin2x = cos(— - 2x).

b) sin(x - 120°) - cos2x = 0 <=> cos(210° - x) - cos2x = 0

= 0<=> -2 s in
í  X . „  ^ 3x^

-  +  105" sin 105" -  —
u  J l  2 )

<=>
+ 105" =ytl80"

1 0 5 " - — = ytl80" 
2

x = -210°+k360“ 

x = 70" + kl20"

Cách khác: sin(x - 120°) = cos2x = sin(90° - 2x).
Bài toán 7.9: Giải các phương trình sau:

a) tanx = C0t2x b) tan(2x + 30°) + tan 10° = 0.
Giải

a) Điều kiện: cosx 0 và sin2x ^  0

<=> X f  kTt và X ^  k ̂ , k G z,
2 2 2
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Phương trình: tanx = C0t2x <:í> tanx = lan(— - 2x)

<=>x = — - 2 x + K7ĩ <:Í>3x = +K7r<:i>x = — + k —.
2 2 6 3

Chon nghiêm; X = + — + kn, k e z.
6

b) Điều kiện: 2x + 30° 9̂  90° + kl 80° o  X 30° + k90°.
PT: tan(2x + 30°) + tanl0° = 0 «  tan(2x + 30°) = -tanio".

«  tan(2x + 30°) = tan(-10") 2x + 30° = -10° + kl80°. 
c:>2x = -40° + kl80° <=> X = -20“ + k90° (chọn).

Bài toán 7.10: Tìm tham số m để phương trình có nghiệm:
a) 2sin3x = m - 1 b) mcosx - 2 = cosx  ̂ 3m

Giải

71

a) 2sin3x = m - 1 <=> sin3x = 

Điều kiện có nghiệm: -1 < -

m

< l < = > - 2 < m - l < 2 < = > - l < m < 3 .

b) mcosx - 2 = cosx + 3m <=i> (m - 1). cosx = 3m + 2 
Xét m = 1 thì PT: 0. cosx = 2: vô nghiệm.

3m + 2
Xét m ^  1 thì PT: cosx

Điều kiện có nghiệm:

m -1  
3m + 2
m -1

< 1 |3m + 2| < Im - 1

«  (3m + 2Ý < (m - 1)  ̂»  (3m + 2  ̂- (m - 1)  ̂< 0.
3 1

<=>(4m+ l)(2m + 3 ) < 0 o  - - < m < - -

. , ' . , . 3 1Vậy điêu kiện phương trình có nghiệm: -  — < m < -  —.

Bài toán 7.11: Tìm tham số để phương trình sau có nghiệm: 
a) 2cot(x + 1) = 3m - 1 b) m. tanx + 2 = m.

Giải

a) 2cot(x + 1) = 3m - 1 <=> cot(x + 1) = ^

Vì cot(x + 1) có giá trị từ -00 đến -00 nên phương trình luôn có nghiệm vói mọi m.
b) Xét m = 0 thì phương trình: 2 = 0 (vô nghiệm).
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Xét m 0 thì phương trình:

m. tanx + 2 = m<:í> m. tanx = m - 2 <=> tanx =
m - 2

m
Vì tanx có giá trị từ -00 đến + 00 nên phương trình luôn có nghiệm với mọi m. 
Vậy điều kiện có nghiệm là m 0.

Bài toán 7.12: Giải các phương trình sau:
a) 2cosx - ^Í3 = 0 b) Vs tanx -3  = 0.

Giải

■n/3a) 2cosx - Vs = 0 <=> 2cosx = cosx =

7 Ĩ í rs ì rw<=> cosx = cos— <=> X = ± — k27ĩ, k G z .
6 6

b) Vs tan3x - 3 = 0 <=> Vj  tan3x = 3 <=> tan3x = V3 <=> tan3x = tan —
3

_ TC I TC I TC . __< » 3 x =  — + k 7 x < = > x = ~ + k ~ , k G Z .
3 9 3

Bài toán 7.13: Giải các phương trình sau:
a) 2sin2x + 1 = 0  b) 3cotx -4  = 0.

Giải
1 —7Ĩa) 2sin2x + 1 = 0 - »  2sin2x = -1 <» sin2x = - ̂  <=> sin2x = sin——
2 6

2x = - —+ k27T 2x = -  —+ k2Ti
6 6-í=>

Vtt
2x = 71 + —+ k2n 2x = — + k27x

L 6 L 6 L

X =  +  k n
12

X =  —  +  k rt 
12

(k e Z).

4 4
b) 3cotx -4  = 0 - »  3cotx = 4 -»  cotx = — <» X = arccot— + kn, k e z.

3 3
Bài toán 7.14: Giải các phương trình sau:

a) (sinx + 1) (2cos2x - V2 ) = 0 b) sinx + sin2x = 0
Giải

■ S Ỉ2a) (sinx + l)(2cos2x - V2 ) = 0 <=> sinx = -1 hoặc cos2x = —^

<» sinx = -1 hoặc cos2x = cos— <» X = - — + k2Ti hoặc 2x = ± — + k2:t.
4 2 ‘ 4

»  X = - ^  + k2rc hoặc X = + krt, k e z.
2 8
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b) sinx + sin2x = 0 sinx + 2sinxcosx = 0

<=> sinx(l + 2cosx) = 0 <=> sinx = 0 hoặc cosx = - —.

<=> sinx = 0 hoặc cosx = c o s-^  <=> X = k7t hoặc X = ± —  + k27t.
3 3

Bài toán 7.15: Giải các phương trình sau:
a) cos^x + sinx + 1 = 0 b) cot 2x - C0t2x -2  = 0. 

Giải
a) cos^x + sinx + 1 = 0 <=> 1 - sin^x 1- sinx + 1 = 0

<=> s i n \  - sinx -2  = 0. Đặt t = sinx, -1 < t < 1. 
P T : t ^ - t - 2  = 0. V ì a - b  + c = 0 nên có 2 nghiệm t = -1 (chọn) và t = 2 (loại).

Do đó sinx = -l<=>x = - ^  + k27ĩ, k e z.
2

b) Điều kiện: 2x í-t kĩt o  X k —. Đặt t = C0t2x thì phương trình:

t - 1 - 2 = 0 «

<í=>

t = - l  
t = 2

C0t2x = -1 
cot 2x = 2

2x = —  + kĩĩ 
4

2x = arccot2 + krt

Bài toán 7.16: Giải các phương trình sau:

3ti , 7Ĩ
X = — + k —

8 2
1 1 ĩĩ X = ^arcco t2  + k ^
2 2

(k e Z).

a) 4 c o s \  - 2(1 + V2 )sin(x + —) + V2 = 0

b) Stanx - 2cotx -3  = 0
Giải

71
a) Ta có sin(x + —) = cosx nên phương trìrứi trở thành:

4cos^x - 2(1 + ^/2 )cosx + ^/2 = 0. Đặt t = cosx, -1 < t < 1 ta có:

1 -J ĩ
4t^ - 2(1 + V2 )t + V2 = 0 o  t = -- hoặc t = —— (chọn).

cosx

cosx =
/2

-  <=>
X = ± —+ k27i

3

X = ± —+ k27i
4

( k e Z )
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b) Điều kiện cosx ^  0 và sinx 0 <=> X k 7Ĩ

Ta có: 5lanx - 2cotx - 3 = 0 <=í> Stanx - 2
1

tan X
-3  =  0 .

<=> 5tan‘x-3tanx-2 = 0 <»
tanx = 1

2 «
tanx = - -  

5

x = —+ k7i

/  2^x = arctan—-
1 5 j

k e z .
+ k7i

Bài toán 7.17: Giải các phương trình: 

a) 3cos4x - 2cos^3x = 1 b) 2cos2x - 8cosx + 7 =
cosx

Giải
a) Ta có 3cos4x - 2cos^3x = 1 <=> 3cos2(2x) - (1 + cosóx) = 1 
<=> 3(2cos~2x - 1) - 1 - cos3(2x) - 1 = 0

6cos^2x - 5 - (4cos^2x - 3cos2x) = 0 o  4cos^2x - 6cos^2x - 3cos2x + 5 = 0 
Đặt t = cos2x, 111 < 1 thì phương trình tương đương:

4ẻ - 6t^ - 3t + 5 = 0 «  (t - l)(4t^ - 2t - 5) = 0 o  t =1

hoặc t =
1 ylĩÃ

hoặc t ■
+ 4 Ĩ Ỉ

4 4
Khi t = 1 «  cos2x = 1 <=> X = krt;

1 -  ^ / ^  ................  1 -Khi t = ------------ , đặt cosa = -------- —̂

(loại)

PT <=> cos2x = cosa <=> X = ± — + kn.
2

oc
Vậy phương trình có nghiệm: x = k7i ;x = ± — + kTi.

' 71
b) Điêu kiện: X 5* — + kĩc, phương trinh

2cos2x - 8cosx + 7 = o  2(2cos^x - lỊcosx - 8cos^x + 7cosx = 1,
cosx

Đặt t = cosx, 111 < 1, t + 0, phương trình tương đương 
2(2t^ - l)t - 8t  ̂+ 7t - 1 = 0 <=> 4t  ̂ - 8t  ̂+ 5t - 1 = 0 

<» (t - l)(4t^ - 4t + 1) = 0 (t - l)(2l - 1)  ̂= 0

<=> t = 1 hoặc t = — «> cosx = 1 hoặc cosx = Ạ 
2 2
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7Ĩ
<=> X = k2 n  hoặc x = ± — + Ả:27i( chọn).

Bài toán 7,18: Tìm m để phương trình: cos4x + ósinx cosx = m có hai nghiệm

phân biệt trong đoạn [ 0,
71

Giải
Phương trình tương đương; 1 - 2sin^2x + 3sin2x = m.

Đặt t = sin2x, điều kiện i 11 < 1 thì phương trình trở thành: - 2t^ + 3t + 1 = m.

Với X e [0, — 1 <=> 0 < 2x < ^  <=> 0 < t = sin2x < 1.
4 2

Bài toán trở thành tìm m điều kiện để phương trình
- 2t^  ̂ 3t + 1 = m có hai nghiệm thỏa; 0 < ti < t? < 1.

Xét parabol y = f(t)= - 2t^ + 3t I- 1, 0 < t < 1 có bề lõm hướng xuống và hoành

độ đỉnh t = —
4

_  i 3 17Do đó điêu kiện: f(0) < m <f( —) Cí> 1 < m < .
4 8

Bài toán 7.19: Xác định a để hai phương trình sau tương đương 
2cosx cos2x = 1 + cos2x + cos3x (1)

4cos^x - cos3x = a cosx + (4 - a)(l + cos2x) (2)
Giải

Ta có (1) <=> cosx + cos3x = 1 + 2cos^x - 1 + cos3x
2 1 <» cosx = 2cos X <=> cosx = 0 hoặc cosx = —

2
(2) <íí> 4cos^x - (4cos^x - 3cosx) = a cosx + 2(4 - a) cos“x 

<=> 4cos^x + (4 - 2a)cos^x + (a - 3) cosx = 0 
<=> cosx(2cosx - l)[2cosx - (a - 3)1 = 0

«  cosx = 0 hoặc cosx = -  hoặccosx =
2 2

Hai phương trình đã cho tương đương khi
a - 3 _ ^  ^

hoặc: — :—  = 0 <=> a = 3 hoặc ---------= —<=>a = 4;
2 2 2

hoặc — :—  > 1 <=> a > 5 hoặc — :—  < - 1 o  a < 1.
2 2

Vậy hai phương trình tương đương khi:
a = 3 hoặc a = 4 hoặc a < 1 hoặc a > 5.
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Bài toán 7.20: Giải các phương trình sau:
a) 3cosx + 4sinx = -5 b) 2sin2x - 2cos2x = V2 .

Giải
à) Chia 2 vế cho Ị̂aĩ +b^ = V9 + I 6 = 5 thì phương trình trở thành;

'4 '^1  4 . 4 • ^  1 V'— cosx + — sinx = -1. Vì 
5 5

 ̂3^" +
V V

= 1

Ạ . . i . _ 3 _  4nên tôn tai sô a  sao cho: cosa = —, sina = — .
5 5

Do đó phương trình:
cosa. cosx + sina. sinx = -!<=> cos(x - a ) = -1 

<=> X - a  = + k27i <=> X = a  + 7Ĩ + k2n, k e  z.
b) 2sin2x - 2cos2z = V2 <=> sin2x — ^  cos2x = —

V2 V2 2

<=> sin(2x - —) =  — <=> sin(2x - —) = sin —
4 2 ^ 4 6

1

Cí>
2 x - - - -  + k2:r 

4 6

2 x -  — = 71- — + k2Tt 
4 6

<=>
2x = —  + k27T 

12

2x = + k27t
12

Vậy phương trình có nghiệm là: X =  —  + k7i, X =  +  kTt .

Bài toán 7.21: Giải các phương trình sau;

b) 5sin2x - ócos^x =13.  

Giải

a) cos(— - x) + cosx = 1

a) Ta có phương trình: sinx + cosx = 1 0  V2 sin(x + — ) = 1

n . 1 .71o  sin(x + —) = - 7=  = sin— <=> 
4 '  V ? 4

X = k27t

X = — + k27i 
2

b) 5sin2x - 6cos X = 13 <=> 5sin2x - 3(1 + cos2x) = 13

5sin2x - 3cos2x = 16 <=>
^I34

sin2x • cos2x
16

J34

Vì 5 ^
=1
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Nên tồn tại số a  sao cho: cosa
734

và sina
Vm  ■

Do đó phưong trình: cosa. sin2x - sina. cos2x = Cĩ> sin(2x - a )
734 7 m

Vì 16
7 m

> 1 nôn phương trình này vô nghiệm.

Bài toán 7.22: Giải các phương trình

73 1
a) sinl Ix + sin7x H— cos7x = 0 b) sinSx - cos6x = v3 ( sinóx + cos8x).

Giải
a) Phương trình tương đương với

a/ j  1 n  . n
sinl Ix = - - — sin7x - — cos7x <=> sinl Ix = - sin(7x + —) = sin( - 7x - —)

<=>
1 Ix = -  7x -  — + k ln

6
7Ĩ

1 Ix = ;t + 7x + — + k in
6

<=>
X =

n
ĨÕ8

+
kn

I n  kn
X = —  +

24 2
b) Phương trình tương đương với: 
sinSx - 73 cos8x = cos6x + 73 sinóx

1 . _ 73 _ 1 73 . . . 7 1 , . , .  71.
<=> — sinSx - -V- cos8x = — cosx + ^  sinóx Cí> sin(8x - —) = sin(6x + —)

2 2 2 2 3 6

8x -  — = 6x + — + k in  
3 6

8x -  — = 6x + —  + k in
<=>

X = — + kn
4
n  kn

X = - ^  +
12 73 6

Bài toán 7.23: Tìm nghiệm của phương trình cos 7x - 73 sin7x = - 4 Ĩ  thoả mãn
..X , l ĩ t  6;rđiêu kiện —  < X < .

5 7
Giải

Phương trình: Ạ cos7x - sin7x = - <=> sin( — - 7x) = sin(- —)
2 2 2 ' 6 4

5n k i n  ,  ̂ 13;r k in
<=> X = + — — hoặc X = - ——  + —— .

84 7 84 7

Nghiệm thỏa điều kiện đề bài; X ■
53;r
84

35;7r 59;r
X

84 84
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Bài toán 7.24: Xác định m để phương trình có nghiộm:
a) 5sinx + 2cosx = m b) (m - 2)cosx + (m - l)sinx = 1.

Giải
a) Phương trình có nghiệm khi và chỉ khi

a  ̂+ > c  ̂<=> 5  ̂+ 2  ̂> <=> I m I < ^J29 .
b) Phương trình có nghiệm khi và chỉ khi a  ̂+ b  ̂> c^
<=>(m-2)^ + ( m-  1)^> 1 « m ^ - 3 m  + 2 > 0 < = > m < l  hoặc m > 2.

Bài toán 7.25: Chứng minh bất đẳng thức đúng với mọi x:
J 2sin2x + cos2x 5 

s in 2 x -c o s2 x  + 3 7

2sin2x + cos2x
Giải

Hàm số y =
s in 2 x -c o s2 x  + 3

Ta có I sin2x I < 1, I cos2x I < 1 với mọi X 
nên sin2x - cos2x > -2 > -3, do đó D = R
nên 2sin2x + cos2x = y(sin2x - cos2x + 3) <=> (2 - y)sin2x + (1 + y)cos2x = 3y
Điều kiện có nghiệm: a  ̂+ b  ̂> c  ̂<=> (2 - y)^ + (1 + y)^ > (3y)^

0 5
<» 7y + 2 y - 5 < 0 < = > - l  < y <  —: đpcm.

Bài toán 7.26: Tìm giá trị lớn nhất và nliỏ nhất của hàm sổ: y

Giải
Ta có I sinx I < 1, I cosx I < 1 với mọi X nên sinx + 2cosx < 3 < 4, do đó tập xác 

định D = R. Ta chuyển hàm số về phương trình:
3 s i n x - c o s x  _  ̂ . _ / : , Ty = ------- —------------ <=> 3sinx - cosx = y(sinx + 2cosx - 4)

sin X + 2cosx - 4
<=í> (3 - y)sinx - (1 + 2y)cosx = -4y 

Điều kiện có nghiệm; a  ̂ b  ̂> ĉ
«  (3 - y ỷ  + (1 + 2y)^ > (-4 y )^ «  1 ly^ + 2y - 10 < 0

3sinx -c o s x  
sinx + 2 c o s x - 4

<=>
VĨĨT +:

11
< y <

V ĩ ĩ ĩ - 1
11

_  Vh ĩ -1  . ,Vây maxy = — ---- , miny
V ĨĨĨ + 1

11
Bài toán 7.27: Giải các phương trình sau:

a) 3sin^x + 4sin2x + (8 - 9)cos“x = 0

b) 2sin^x + 3 /̂3 sinx. cosx - cos^x = 4.
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Giải

a) Phương trình: 3sin^x + Ssinxcosx + (8 a/ 3 - 9)cos^x = 0 
Xét cosx = 0 thì sinx = 0 (loại).
Xét cosx 0, chia 2 vế cho cos^x thì phưong trinh:

tan X = -^|3
3tan^x + 8tanx + 8 Vj - 9 = 0<=> g _

tanx = - —+ v3 
L 3

Với tanx =  -V3 < »  tanx =  tan(- — ) Cí> X =  - — +  k ĩ i .
3 3

8  ỗVới tanx = - — + V3<=>X = arctan(-— + ^Í3) + k■̂.

Vậy phương trình có các nghiệm là:
7X 8  / ~x = - — + k ĩ i v à x  = arctan(-— + v3 ) + kĩĩ, k e z .

b) Ta có; 2sin^x + 3 Ĵ3 sinxcosx - cos^x = 4

<=> 2sin^x + 3 V3 sinxcosx - cos^x = 4 (s in \  + cos^x)

<=> -2sin^x + 3 43  sinxcosx - 5cos“x = 0.
Các giá trị của X mà cosx = 0 dều không nghiệm đúng phương trình nên chia 2 

vế cos^x ta được phương trình tương đương:

2tan^x -3  43 tanx + 5 = 0 có A = 27 - 40 < 0 
Phương trình này vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm.

Bài toán 7.28: Giải các phương trình sau;

a) 43  s i n \  - sinxcosx = 0. b) sin^x - 43 sinxcosx + 2 c o s \  = 1
Giải

a) /̂3 sin^x - sinxcosx = 0 <=> sinx( 43 sinx - cosx) = 0

<=> sinx = 0 hoặc 43  sinx - cosx = 0 sinx = 0 hoặc 43 tanx - 1 = 0

<=> sinx = 0 hoặc tanx = = tan — <=> X = kn hoặc X = — + kTĩ, k e z .
43 6 6

b) PT <=> sin^x - 43 sinxcosx + 2cos^x = sin^x + c o s \

<=> - V3 sinxcosx + cos^x = 0 <=> cosx(cosx - 43 sinx) = 0.

71
Với cosx = 0 <=> x = ^  + kn.

2

8
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Với cosx - V3 sinx = 0 <=> cotx = V3 <=> X =" — + kTi.
6

Tí Tí
Vậy các nghiệm là: X = — + krr và X = — + kn.

„  , 2 ! + cos2x . 2 l - c o s 2 xCách khác: I a có cos X = ---- --------, sin X = ------------- và
2 2

sinxcosx = — sin2x nên phương trình tương đương:

1 ■S
<=> — (1 - cos2x) - sin2x + 1 + cos2x = 1

<=> — cos2x - —— sin2x = - —
2 2 2

7Ĩ - . Tt . - 2tI
<=> cos —cos2x - sin —sin2x = cos —

3 3 3

»  cos
71

V3
+ 2x

2tĩ
= cos—— «  

3

X =  - — +  k7X 
2

X =  — +  k7i
6

, k G z.

Bài toán 7.29: Giải các phương trình:

a)
1

-- = 4sinx + 6 cosx
cosx

X 1 X
b) 4cos^— + — sinx + 3sin^— = 3. 

2 2 2
Giải

a) Điều kiện X 7* — + krt. Chia hai vế cho cosx, phương trình:

1  ̂ sinx  ̂ cos:r , 2 .— — = 4 — — + 6 <=> 1 + tan X = 4tanx + 6.
cos X cosx  cosx

Đặt t = tanx, ta được t - 4 t - 5  = 0<=>t = - l  hoặc t = 5
7T

Khi t = - 1 = tanx <:í> X ■ -t k::;

Khi t = 5 <=> tanx Cí> X = arctan a  f  k7i.

Vây phương trình có nghiêm: X = - — + kTt; X -  artana + kn.
4

b) PT <=> 4cos^— + sin—cos— + 3sin^— = 3.
2 2 2 2
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Vi cos^— = 0 không thỏa phương trinh, nên chia hai vế cho cos^— ^ 0  ìa được 

phương trình tương đương

cos^ -  sin — cos -- sin ■
_ _ i  + _ 2 r ^ + 3 _ _2 =

2 2 2 ^ 2 ^COS — COS — cos — cos -
2 2 2 2
X

+  tan — + 3 tan^- =3(1 t“ tan^ — )
2 2 2

Đặt t = tan — thì phương trình

3t^ + t + 4 = 3(1 + t^) <=> t = - 1 <=> tan— = - 1
2

X 7Ĩ
<íí> ^  — -t- k n  <=> X ^

2 4
Bài toán 7.30: Giải các phương trình:

a) 2sin^x - sin^x cosx + 2sinx cos^x - cos^x = 0.

Tl
+ k27ĩ, k e z.

2

b) cos^x - sin^x = sinx - cosx.
Giải

a) Vì cosx = 0 không thỏa mãn phương trình, nên chia hai vế của phương trình 
cho cos^x 1^0 ta được phương trình tương đương:

 ̂ sin̂  X s in"xcosx ^sinxcos^x  2 — --------------212-----  + 2-
cos  ̂X cos’ X cos  ̂X

cos X
cos  ̂X

= 0

«  2tan^x - tan^x + 2tanx - 1 = 0
Đặt t = tanx thì phương trình: 2t^ - 1̂  + 2t - 1 = 0

9 1 1<=> (t + 1 )(2t - l)  = 0 o t =  — <=> tanx = —
2 2

o  X = a  + kn với a  = arctan 4-.
2

Vậy nghiệm của phương trình X = a  + kri với k e z.
b) Vì cosx = 0 không thỏa mãn phương trình, nên chia hai vế của phương trình

cho cos X ^ 0  ta được:

COS’̂ X sin̂  X sinx cosx
COS' X COS’̂ X C0S'̂  X cos  ̂X

<=> 1 - tan^x = tanx( 1 + tan^^x) - (1 + tan^x)
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Đặt t = tanx thì phương trình: 2t  ̂ - 1̂  + t - 2 = 0

<=> (t - 1 )(2t^ + t + 2) = 0<=>t=l  <» tanx = 1 <=i> X = — 4 kn, k G z .
4

Bài toán 7.31: Giải các phương trình:

a) 3cos'*x - 4cos^x. sin^x + sin'’x = 0 b) sin^ (x - —) = V2 sinx.
4

Giải
a) Vì cosx = 0 không thỏa mãn phương trình, nên chia hai vế của phương trình 

cho cos'^x 0 ta được phương trình tương đương:

 ̂ cos'’ x , c o s “ x. sin^x sin"'X „  ̂ . 1 4 ^
3 — --- 4 ------ + ■ -■ ■ ■ = 0 «  3 - 4 ta n \  + ỉ a n \  = 0

cos X cos X cos X
Đặt t = tan^ X, t > 0 thì phương trinh: <=> t̂  - 4t + 3 = 0 

«> t = 1 hoặc t = 3 <=> tanx = ± 1 hoặc tanx = ± V3

<tí> X = ± — + krt; X = ± ^  + kTi, k G z.
4 3

b) Ta biến đổi phương trình đã cho như sau

■\f̂  3 1— 3[-— (sinx - cosx)] = -v/2 sinx <=> (sinx - cosx) = 4sinx.

Vì cosx = 0 không thỏa mãn phương trình, nên chia hai vế của phương trình 
cho cos^x ^ 0  ta được phương trình tươirg đương:

' sinx -  cosx '
cosx

sm X 1 \3 ,1 2 \= 4 — — <:5> (tanx - I ) -  4tanx( I + tan x) 
cos X

Đặt t =  tanx thì phương trình (t - l)^ =  4t(l -t-1^) 

o  3t  ̂+ 3t  ̂+ t + I -  0 o  (t + I )(3t^ -M ) = 0
TC

<=> t = - l <» tanx = - I <=> X = - — + kn, k e z.
4

Bài toán 7.32: Giải và biện luận phương trình: (m + l) sin^x - sin2x + cos2x = 0.
Giải

Ta viết lại phương trình
(m + I )sin^x - 2sinx cosx 4 I - 2 sin^x = 0

, 2
(m - l)sin X - 2sinx cosx + 0.

Vì sinx = 0 không thỏa mãn phương trình, nên chia hai vế của phương trình 
cho sin^x 0 ta được phương trình tương đương,

(m - I ) - 2cotx + I 4 cot“x = 0 
Đặt t = cotx thì phương trình t̂  - 2t 4 m = 0
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Ta có A’ -  1 - m.
Nếu m > 1 => A < 0: PT vô nghiệm => PT cho vô nghiệm.

Nếu m < 1 => A > 0; PT có nghiệm t = 1 + Ạ  -  m .

Do đó PT cho có nghiệm X = a  + kn hoặc X = p + kn, trong đó 

cota = 1 + yj\ -  m và cotp = 1 - Ạ  -  m .

Bài toán 7.33: Giải các phương trình:
a) sinx cosx + 2(sinx + cosx) = 2 b) 5sin2x + sinx + cosx + 6 = 0.

Giải
a) Phương trình; sinx cosx + 2(sinx + cosx) = 2.

Đặt t = sinx + cosx = V2 sin(x + —), 111 < V ĩ 

thì V = sin^x + cos^x + 2sinx. cosx = 1 + 2sinx. cosx

nên sinx cosx 

1

r  -  1
nôn phương trình tương đương

í
+ 2t = 2 «  t'" + 4t - 5 = 0

<=> t = 1 hoăc t = - 5( loai) <=> t = 1 = V2 sin(x + —)
4

sin(x + —) = -V- = sin — <=> X 
4 2 4

n
4

71 1 / ^ 1 ^  ^— + k27i hoặc X + — 
4 4

71
X = k27ĩ hoặc X = — + k27i.

2
n

'Sn
+ k27i

Vậy phương trình có nghiệm: X = k27i: ; X = — + k27ĩ, k e Z .

b) Đặt t = sinx + cosx = V2 sin(x —), điều kiện 111 < V2
4

=> V = 1 + 2sinxcosx = 1 -t sin2x => sin2x = t" - 1.
Phương trình:

5(V- l) + t + 6 = 0 « 5 V  + t +  1 = 0.
A = 1 - 2 0 < 0 .

Phương trình này vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm. 
Bài toán 7.34: Giải các phương trình:

a) sin2x + sinx - cosx =1 b)l + tanx = 2 V2 sinx.
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G iả i

a) Đặt t = sinx - cosx = -yỊl sin(x - — 111 < V2 Ihì PT:
4

-( t^-  l) + t =  l <=>t^-t = 0<:í>t = 0 hoặc t = 1.

Khi l = 0 = V2 sin(x - —) <:í> sin(x - —) = 0 o x -  — =k7ĩ<=>x= — +k7ĩ.
4 4 4 4

Khi t = 1 = V2 sin(x - —)<=> sin(x - = sin —
4 4 2 4

<=> X - — = — + k2ĩc hoặc X - — = —  + k z7 ĩ 
4 4 ' 4 4
n

<=> X -  ^  +  k27t hoặc X =  7Ĩ +  k2ĩi.
2

Vây các nghiêm là: X = — + k2rc; X = — + k27i:; X = 71 + k27T với k G z.
4 2

b) Điều kiện — + kĩi. Phuơng trình được biến đổi thành

sinx
cosx

= 2 V2 sinx o  sinx + cosx - 2 V2 sinx cosx = 0

Đặt t = sinx + cosx = V2 sin(x + —), 111 < V2 thì PT:
4

t - 2 V2 --------  ̂ = 0 - 0  V2 t ' -t - V2 = 0 <=> t = y ị ĩ  hoặc t = - : chọn.
2 2

Khi t = ^Í2 = y Ị Ĩ  sin(x + —) <=> sin(x + —) = 1
4 4

o  X + — = ^  + k27i o  X = — + k27r. 
4 2 4

Khi t = - = ^Ỉ2 sin(x + —) <=> sin(x + —) = - —
2 4 4 2

7t I tT
0  sin(x + —) = s i n ( - —) < o x +  — = — + k2n hoặc X + — = + k27ĩ

4 6 4 6 ' 4 6
^  ~ . 11^ , ~ o  X = - —  + k27T hoặc X = —— + k27i.
12 12

Vậy phưong trình có các nghiệm;

X = — + k27ĩ; X = - —  + k27t; X = + k27i với k e z.12 12
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Bài toán 7.35: Giải các phương Irình;
a) 2sinx + cotx = 2sin2x + 1 b) cos^x + sin^x = cos2x

Giải
' 7Ĩ

a) Điêu kiện X — + kn. Phương trình:

2sin^x + cosx = 4 s i n \  cosx -I- sinx <=> (2sinx - 1) sinx - cosx(4sin \ - 1) = 0 
<=> (2sinx - l)(sinx - cosx - 2sinx cosx) = 0

, - . 1 . 1 .71Xét 2sinx - 1= 0 <=> sinx = — = sin —
2 6

ĩ ĩ  .  ̂ I  ̂ V 7Ĩ .
<» X = — + k2n hoặc X = + k2Ti.

6 6
Xét sinx - cosx - 2sinx cosx = 0

ư  -  1
Đặt t = sinx - cosx = 4 Ĩ  sin(x - — 111 < V2 thì: sinx cosx = -

4 2
và phương trìnli trở thành:

=  0 

1 -  s

t + (t^- i) = o » t ^  + t - 1 = 0

Cí>t^ (loại) hoặc t = — (chọn)

<=í> v 2  sin(x - —) = —— ------ <1̂  sin(x - —) = —^
4 ' 2 ' 4 ' 2V2

Stĩ , ^ - I  + V5
<=> X = a  + — + k27i hoăc X = ——  a  + k27i với sina = ------ 7=— .

4 ■ 4 2V2
b) PT: (sinx + cosx)(l - sinx cosx) = (cos'x - s in \ )
« •  (sinx + cosx)(sinx - cosx - sinx cosx + 1) = 0 
o  sinx + cosx = 0 hoặc sinx - cosx - sinx cosx + 1 = 0

Xét sinx + cosx = 0 <=> tanx = - 1 => X 

Xét sinx - cosx - sinx cosx + 1 = 0 .

71
+ krt

Đăt t = sinx - cosx = 4 Ĩ  sin(x - —), 111 < V2 thì PT:
4

t + — + 1 —0<^t ^^■2t + 1 —0<+í>t —  1

<=> V2 sin(x - —)=-!<=> sin(x - —) = - = sin( - —)
4 4 2 4
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» x -  — = - — + k2n hoặc X - — = —  + k2n 
4 4 ^ 4 4

<=> X = k2n hoặc X = —  + k.2%.
2

Bài toán 7.36: Giải các phương trình;

=
sin X 3

a) cosx + — — + sinx +
cosx

b) 2(tanx - sinx) + 3(cotx - cosx) + 5 = 0
Giải

■ k/r
à) Điêu kiện sinx 0 và cosx 0 <=> X — - .

2

Phương trình được biến đổi sinx + cosx + + _  Ị_0
sinx.cosx

Đăt t = sinx + cosx = ^Í2 sin(x  ̂ 111 < V2 , thì sinx cosx và

3t  ̂ - lOt  ̂+ 3t + 10 = 0 (t - 2)(3t^ - 4t - 5) = 0.
phương trình trở thành 

Ot̂  + 3t + 1

„ _ 2 -  VĨ9 TC,_ 2 -  ^/Ĩ9Chon t = ------------  <=> sin(x + —) =  ------—
3 4 '  3^/2

= sina

71 1 ^ 1  ^  1<=> X + — = a + k2n hoặc x +  — = 7x-a + k27ĩ 
4 4

7t 1 1<=> X = a ---- + k27i hoặc X = ----------(X + k27i.
4 4

Vậy nghiệm của phương trình:

7Ĩ 3tĩ . ^
X = a  - — + k27i; X = —  - a  + k27ĩ với sina= — ^  

4 4 3V2

b) Điều kiện X ^  Phương trình lương đương:

VĨ9

2(

Cí>

sinx 
cosx 

2
cosx

c o s  X
sinx + 1) + 3 ( - ^ -  cosx + 1) = 0

sin X

(sinx + cosx - sinx cosx) + (cosx - sinx cosx + sinx) = 0
sin X

2 3
« • (sinx + cosx - sinx cosx) ( — — + — — ) = 0

cosx smx
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<=> (sinx ! cosx - sinx cosx) ( 2sinx ♦ 3cosx ) 0
s i n x c o s x  - sinx cosx 0 (1) hoặc 2sinx í 3cosx 0 (2)

Dặt t sinx I cosx V2  sin(x t ^ ), 111 < V2  thi P ĩ  (1):
4

t -  ̂ ’ 0  c:> t- - 2t - 1 0
2

v2 sin(x ! )
4

o  t 1 ! J2 ( loại) hoặc l 1 -

<=> sin(x 1
n 1 -  V2
c V2

sincx

71
<=> X  ) - (X t k27i hoặc X

7t(
4

7T 1 k27t hoặc X

4
3ti

<=> X  " a  -
4 4

(2) <=> tanx
3

tan(  ̂ c>> X p

- a  f k2n.

Bài toán 7.37: (ỉiái các phương trinh:
a) 2cos X I cos2x I sinx 0.
b) sinx ! sin“x t siirlx I sin'x cosx t cos'x ‘ cos\x t cos'x.

(ỉiài
a) Phưtmg trình <-> 2cos'x t 2cos“x - 1 I sinx 0 

<=> 2cos“x(cosx ! 1) - {1 - ;sinx) 0 
<=>2(1 -sinx)(l  I sinx)(cosx I 1)-(1 -sinx) 0 
<=>(1 - sinx)(2sinx t 2cosx - 2sinx cosx ' !) 0
<=>1 - sinx ■ 0(1)  hoặc 2sinx (■ 2cosx - 2sinx cosx t 1 0 (2)

Ta có (!)<=> sinx 1 <;-> X  ̂ ^ f k27i;

Dặt t " sinx ) cosx V2 sin(x i ^ ) . Ịl| < V2 thi (2):
4

2 l - ( r - l ) M  0 c > r - 2 t - 2  0

Chọn t 1 - V3 < > sin(x ( ^ )  ̂ si
4 V2

71 71
<::>> X t (X ! k27l hoặc X ( ■ 71 - (X ( k27l

4 4
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K , „ , 3n , _
<=> X = a  - — + k2k hoặc X = —  - a  + k27ĩ 

4 4
b) PT: cosx- sinx + cos^x - sin^x + cos^x - sin^x + cos'’x - sin̂ x̂ = 0 
<=> (cosx-sinx)[l + (cosx + sinx) + (1 + sinxcosx) + (cosx + sinx)] = 0 
<í=> (cosx - sinx)(2 + 2sinx + 2cosx + sinx cosx ) = 0 
<=> cosx = sinx (1) hoặc 2 + 2(sinx + cosx) + sinxcosx = 0 (2)

7Ĩ
Ta CÓ (1) <» tanx = 1 <=ì> X = — + k7t.

4

Đặt t = sinx + cosx = V2 sin(x + — 111 < V2 thì PT

t  ̂+ 4t + 3 = 0<=>t = - 3  (loại) hoặc t = -1

<=> sin(x + —) = - - — = sin(- —)
4 2 4

^  ^  1 1  w ^  ^  \ r\<=>x+ — = —  + k27ĩ hoặc x +  — = ;r + — + k27i
4 4 4 4

o  X
7Ĩ

+ k2:t hoặc X = ;r + k2Tĩ

n
Vây phương trình có các nghiêm; X = — + k27ĩ;

4

x=  Tỉ + k2n ; X = - — + k27i: với với k e z.
2

Bài toán 7.38: Tìm m để phương trình
1 , 1 1

m(sinx + cosx) + 1 H—  (tanx + cotx H— —̂  + ------ ) = 0
2 sinx cosx

71
có nghiệm trong khoảng (0; — ).

kĩT
Giải

Điều kiện X ^  . Phương trình tương đương:

1
m(sinx + cosx) + 1 + — (

1

2 sinx.cosx sinx .cosx

Đ ặtt = sinx + cosx = V2 sin(x + —), | t |  < ^Í2
4

thì sinx cosx
í- -  1

nên phương trình (1) tương đương
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mt + 1 +
/ -1

= 0 <=> t[mt + (1 - m)] = 0 (2).

Với X e (0, - )  thì -  < X + -  < —
2 4 4 4

<=> < sin(x + —) < l< = > l< t= - \ /2  sin(x + —) < V2 .
2 4 4

Bài toán trở thành tìm m để (2) có nghiệm thuộc (1; V2 ]: 
m -  1

m 0 và 1 <
m

< 4 Ĩ  <=> m < - ( V2 + 1). 

BÀI TẬP
Bài tập 7.1: Giải các phưong trình:

a) sinx + cosx = sin3x + cos3x b) 3sinx + 2cosx =2 + 3tan X.
IID-DS

.  ̂ n  , 2n
b) — + k ~

3 3
Bài tập 7.2: Giải phương trình:

a) tan 2x -  tan 3x - tanSx = tan2x. tan3x. tanSx
b) 4sinx cosx cos2x = 1

HD-DS
a ) X = kĩt.

Bài tập 7.3: Giải các phương trình:

a) s in (2x-15°) = —— với-120'^ < X < 90^

b) (1 + cosx) (2cos X - 1) = 0 với 0” < X < 700”.
HD-DS

a) -105°, 30°, 75° b) 60°, 180°, 300°, 420°, 540° và 660°.
Bài tập 7.4: Giải các phương trình: 

a) sin‘̂ x + cos'*(x + 7ĩ/4) =1

, . 7T . TC 7Ĩ 1 ^b) -  + —  +
8 3 16 2

Bài tập 7.5: Giải các phương trình:
6

b) sin X = 4 ĩ  sin 5x -  cos X 
IID-ĐS

a) 3 cos X + 4 sin X + -----
3cosx + 4sin X +1

b) 9sinx + 6cosx - 3sin2x + cos2x = 8.

=  6

97



IID-ĐS

b) X = — + k.2 71. 
2

Bài tập 7.6: Giải các phương trình;
a) 3(sinx + cosx) + 2sin2x + 3 = 0 b) sin2x - 12(sinx - cosx) + 12 = 0.

IID-DS

b) — + k2 71,7Ĩ + k2 71.
2

Bài tập 7.7: Giải các phương trình:
I ' I . . 7Ĩ,

a) sinx - cosx + 4 sin2x = 1 b) sin2x + V2sin(x — ): 
4

IID-ĐS

a) k
7Ĩ

Bài tập 7.8: Chứng minh với mọi tham sổa^+ 0, phương trình: 

acosx + bsinx = c hoặc acotx + btanx = -v/2 c luôn có nghiệm.
IID-ĐS

Xét a  ̂+ b  ̂ > c  ̂và a  ̂+ b  ̂< c .̂
Bài tập 7.9: Tìm tham số để phương trình:

a) 1 l s i n \  + (m - 2)sin2x + 3 c o s \  = 2 có nghiệm
b) cos3x - cos2x + mcosx -1 = 0 có 7 nghiệm thuộc {-n/2, 2tc)

IID-DS
a) m <-1 hoặc m > 5 b) 1 < m < 3.
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TỔNG HỢP PHƯƠNG TRÌNH THEO 
SIN VÀ COSIN

Sử dụng biến đổi lượng giác, biến đổi đại số đế đưa phương trình cho về 
phương trĩnh lượng giác cơ bản, phương trình theo một hàm số lượng giác, 
phương trĩnh bậc nhai đối với sinx và cosx, phương trĩnh thuần nhất (đăng cấp) 
đối với sinx và cosx, phương trình đổi xứng đối với sinx và cosx, hoặc tích các 
phương trình đó.
Chú ý:

1) Định hướng biến đổi theo cung góc lượng giác, theo hàm so lượng giác, 
theo hệ sổ đặc biệt của phương trình.

2) Có đơn vị và không có đơn vị của ân, kêt hợp nghiệm.
3) Đánh giá 2 vế dựa trên tập xác định, lập giá trị và các bẩt đăng thức cơ bản.

Bài toán 8.1: Giải phương trình: 4(cos^x + sin^x) = cosx + 3sinx.
Giải 
sin X = 0

sin X =  —
3 vô nghiệm.Khi cosx = 0 => 4sin^x = 3sinx :

Khi cosx ^  0 chia hai vế cho cos^x:
4(cos^x + sin^x) = cosx + 3sinx.

<=> 4(1 + tan^x) = 1 + tan^x + 3tanx(l + tan^x)

Đặt t = tanx =^t^-t^ -3 t + 3 = 0 <:í> ( t - l ) ( t ^ - 3 )  = 0 < = > t= l;t = ^Ỉ3 ;t = -yỈ3 .

Vậy các nghiệm: — + kĩi; ± — + kĩc, k e z,

Bài toán 8.2: Giải phương trình: 5 + cos2x = 6cosx + 4sinx.
Giải

PT: 5 + cos2x = 6cosx + 4sinx <=> c o s \  - 3cosx + 2 = 2sinx 

(cosx - l)(cosx - 2) = 2sinx <=> 2(2 - cơsx)sin"— = 4sin —cos —

X X X
<=> [(2 - cosx)sin— - 2cos —]sin— = 0 <=i>

Ta có (1) <=> X = 2k7i.

sin — = 0 
2

(1)

(2 -c o s x )s in —= 2 c o s^  (2) 
2 2
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<:í> (2 - cosx)tan— = 2

Đặt t = tan — , ta có phương trình: 3t  ̂- 2t^ + t - 2 = 0

<» (t - l)(3t^ + t + 2) = 0<=í>t=l o t a n — = l - » x =  — + 2k7ĩ.

71
Vậy nghiệm X = 2k7i; X = — + 2k7T, k 6 z.

Bài toán 8.3: Giải phương trình;

(4cos^2x-l)sin2x + (V 2 + V3 )(sin3x + cos3x) + Vó + 1 = 0 .
G iả i

Ta có: (4cos^2x - 1) sin2x
= (2cos4x + l)sin2x = 2cos4xsin2x + sin2x 
= sinóx - sin2x + sin2x = 2sin3xcos3x 

Phương trình trở thành:

2sin3xcos3x + ( V2 + V3 )(sin3x + cos3x) + Vô +1 = 0

Với phương trinh (2), ta thấy cos— ^  0, nên phương trình (2)

Đặt t = sin3x + cos3x = V2 cos 3x -
71

Điều kiện: - V2 < t < V2 
Nên có phương trình:

V + (V2 + V j) t+  Vh = 0<=>t = -V2 hay t = - V3 (loại).

Tĩ k27i\
= - V2 0  cos Í 3 x - ^ ì

y  ̂ 4 j
= -1 <=> X = - —+ k e  z. 

4 3
Bài toán 8.4: Giải phương trình: sin^2x = cos2x + cos3x -  cosx.

G iả i

PT: sin^2x = cos2x + cos3x -  cosx.
<=> (sin2x + sinx - cosx)(sin2x + sinx + cosx) = 0 

Xét: sin2x + sinx - cosx = 0.

Đặt t = sinx - cosx = ^Í2 sin X - -
7Ĩ

V 4 j

V - 1 - 1 = 0 o  t = - —^  hoặc t =

, ( | t |  < V 2) 

I + V5 (loại).
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, 2 7 2  ,

Xét sin2x + sinx + cosx = 0.

7X
X = — + arcsin 

4
, .  , _ 5ti+ k27i hoặc X = ------arcsin

4
1-V 5
2V2

+ k2iĩ

Đặt u = sinx + cosx = V2 sin X -  — , ( I u I < V2 )
V

2 , _  -1+V5 , , _  V s - I  „u + u - l = 0 < : í > u = ----------  hoặc u = -------- (loại)

n Vs-l ,  ̂  ̂ _ 3n . v?-l , ^
— harcsin ------ r = ^  +  k27T  hoăc X = ---------- arcsin -------- 7 = ^  +  k 27 t .
4 2V2 4 2V2

Bài toán 8.5: Giải phưoTig trình: cos3x - cos2x + cosx
1

Giải
1 X

PT: cos3x - cos2x + cosx = —. Với: cos— = 0 X = Tĩ + k27ĩ.
2 2

Khi đó VT = -3, VP = - ,  PT vô nghiệm.

Với c o s^  ^  0, nhân hai vế với 2cos— ^  0 
2 2

cos3x. 2 co s^  - cos2x. 2cos— + cosx. 2cos— = — . 2cos —
2 2 2 2 2

7x
Thu gọn được: c o s - ^  = 0<=ỉ>x=^ + k ^  ( k e Z ) .

2 7 7
So sánh với điều kiện thì k 3 + 7h; k e z.

Vậy PT có nghiệm x = — + k — ,k ì^ 3  + 7h;h, k e  z.

Bài toán 8.6: Giải phưong trình: cos2x + 5 = 2(2 - cosx)(sinx - cosx).
Giải

Biến đổi phương trình
cos2x + 5 = 2(2 - cosx)(sinx - cosx) «  4(sinx - cosx) - sin2x -4  = 0

r í  I I rĐặt t = sinx - cosx = V2sin X—-  ( 111 < ^J2 ) => sin2x = 1 - 1̂

Khi đó phương trình trên thành: r  + 4 t -5  = 0 c t> t= l  hoặc t = -5 (loại)
71

Nghiệm phương trình là: X = — + k27ĩ, x= 7T + k27ĩ, k e z.
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Biến đổi PT:

8(sin‘’x + cos'^x) + 3 ^fĩ sin4x = 3-73 cos2x - 9sin2x + 11 

<=> 3(1 - 2sin2x)(l + cos2x - sin2x) = 0

Xét: 1 - 2sin2x = 0 <=> sin2x = — <=> X = - ^  + krc hoặc X = - ^  + kn
2 12 12

Xét: 1 + -y/3 cos2x - sin2x = 0 <=> sin( 2x -  -^ ) = -^
3 2

Bài toán 8.7: Giải phưcmg trình:
8(sin^x + cos^x) + 3 V3 sin4x = 3 -v/3 cos2x - 9sin2x +11.

Giải

<=> X = — + kn hoặc X ^
4

5tĩ

12
+ krr

Vậy nghiệm của phương trình là: 
5ĩt 5tĩn ,  ̂ ^ 1 _X = —  + kTi; X = —  + kĩt; X = — + krr; X = - ——

12 12 4 12
3,

+ kTi, k e  z.

Bài toán 8.8: Giải phương trình: 2sin X - cos2x + cosx = 0.
Giải

Biến đổi phương trình:
2sinx( 1- cos" x) - 2cos^x + 1 + cosx = 0 

2sinx( 1- cos^ x) - (cosx -  1)( 2cosx + 1) = 0 
0 ( 1 - cosx)(sinx + cosx)(sinx + cosx + 2) = 0

Vì sinx + cosx = -\/2sin| x + -
K

> -4 ĩ.

o  sinx + cosx + 2 > 0 nên: 1 - cosx = 0 hay sinx + cosx = 0 
<=> cosx = 1 hay tanx = -1

71
Vậy nghiệm của phương trình là X = - — + kn, X = k2:i: (k e Z).

Bài toán 8.9: Giải phương trình: (2cosx - l)(2sinx + cosx) = sin2x -  sinx.
Giải

Ta có (2cosx - 1) (2sinx + cosx) = sinx(2cosx - 1)
0  (2cosx - l)(sinx + cosx) = 0

<=>
2cosx = 1 

sin X + cosx = 0
<=>

cos X =
o

-72 sin(x + —) = 0 
4

X = ± — + k2Tĩ
3

X = -  —+ krr
4

( k  G Z ).
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Ta có (sinx + cosx) + 2cosx(sinx + cosx) = 0
<=> (sinx + cosx)(l + 2cosx) == 0 <=> sinx + cosx = 0 hoặc 1 + 2cosx = 0

Tí

Bài toán 8.10: Giải phương trình: 1 + sinx + cosx + sin2x + cos2x = 0.
Giải

<=>
X = -------+  k 7 l

4

X = ± — + k27ĩ 
3

( k e Z ) .

( 7X̂ í<=> cos 2x + - + 3 sin x + —
l  3 ; l  6 j

<=> 2 sin x + — (- 3  sin x + —
7 l  6 j

 ̂ 71̂
sin x + —

l  6J
( T,\TC

sin x + —
l  6 ;

Bài toán 8.11: Giải PT: Vs (sin2x - 3sinx) + 5 = 2cos^x + 3cosx.
Giải

Biến đổi phương trình thành 

( V3 sin2x - cos2x) - 3( Vj  sinx + cosx) + 4 = 0

- 2  =  0

+ 1 = 0<=>

Giải được nghiệm của phương trình:

X =  —  +  k 2 7 i ;  X =  k 2 a : ;  X =  —  +  k 2 7 T , k  e  z.
3 3

Bài toán 8.12: Giải phương trình; 2 s in \  + V3 sin2x + 1 = 3(cosx + V3 sinx).

Giải
Biến đổi phương trình:

2sin^x + Vj  sin2x + 1 = 3(cosx + sinx)

«  ( V3 sinx + cosx)^ - 3( V3 sinx + cosx) = 0 

<=> ( a/3 sinx + cosx - 3)( V3 sinx + cosx) = 0 

Xét ^Ỉ3 sinx + cosx = 3: vô nghiệm

Xét V3 sinx + cosx = 0 <=ì> sin X +  —  
6

Tt
0 <íí> X =  -  —  +  k T ĩ. 

6
71

Vậy nghiệm X = —  + kru, k e z. 
6
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Giải
Phương trình đã cho tương đương với 

1 - cos3x + sinx + sin2x = 0
_  .  . 2 3x „ . 3x X 3x f . 3x X
<=> 2sin ^ + 2 s i n —-co s—= 0 <=> 2sin—  sin — + c o s^  

2 2 2 2 { 2 2
. 3x „ 3x , k2Tĩ

Xét: sin ̂  = 0 <=> —  = kĩc «  X = ——
2 2 3

Bài toán 8.13: Giải phương trình: 1 + sinx + sin2x = cos3x.

0 .

3x X
s in -^  + c o s^  = 0 o  cos 

2 • 2
^3x 7x'

cos-

^  1 ^  1 w ^  to x  = - — + k27i hoặc X = - — + kĩi.
2 4

Vậy nghiệm X = ; X = - — + k27ĩ hoặc X = - — + kTi, k e z.
3 2 4

Bài toán 8.14: Giải phương trình: 2(sin3x + sin2x) = sinx + ^Í3 {\ + cosx).
Giải

Ta có PT: 2(sin3x + sin2x) = sinx + V3 (1 + cosx)

<=> 2
5x rr X . X^

2 s i n - ^ - v 3  c o s ^ - s i n ^
2 2 2

cos— = 0

Xét: cos— = 0<=> — = --+kTc<=>x = n + k27T 
2 2 2

Và s i n - -  -v/3 cos —- s i n — = 0<=> sin —  = sin 
2 ~  ~

 ̂X
2 Ì

1 _ u _ k27ĩ Do đó: X = — + kn hay X = —  + ——  
6 9 3

i/-\ ^ 1 1  2tĩ k27x IVậy nghiệm X = 71 + k27i, X = — + krc hay X = —  + — , k e  z.

Bài toán 8.15: Giải phương trình:
sin4x + 2cos2x + 4(sinx + cosx) = 1 + cos4x.

Giải
Phương trình sin4x + 2cos2x + 4(sinx + cosx) = 1 + cos4x 
<=> 2sin2xcos2x + 2cos2x - 2cos^2x + 4(sinx + cosx) = 0 
o  cos2x(sin2x + 1 - cos2x) + 2(sinx + cosx) = 0 
<=> cos2x(2sinxcosx + 2sin^x) + 2(sinx + cosx) = 0 
<=> (sinx + cosx)(cos2xsinx + 1) = 0
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«  (sinx + cosx)( (1 - 2 sin \)sinx  + 1 ) -  0
<=> (sinx + cosx)( 2sin^x - sinx - 1 ) = 0
<=> (sinx + cosx) (sinx - l)(2sin'x + 2sinx + 1) = 0 ( bậc 2 VN )
<=> sinx + cosx = 0 hoặc sinx - 1 = 0 .

n
Với sinx + cosx = 0 <» X + kn.

71
Với sinx = 1 X = -^ + 2k7i.

2
ĩí Tí

Vậy nghiệm của phưong trình là: X = - — + krc, X = — + 2k7T, k e z.

Bài toán 8.16: Giải phương trình: (1 + sin2x)(sinx + cosx) = sinx + 3cosx.
Giải

Ta có (1 + sin2x)(sinx cosx) - 3cosx - sinx — 0 
<í=> cosxsin2x - 2cosx + sinxsin2x = 0
<=> cosx(sin2x - 2 + 2sin^x) = 0 <=> cosx(sinxcosx - 1 + sin^x) = 0 
<=> cosx(sinxcosx - cos^x) = 0 <=> cos^x(sinx - cosx) = 0

Cí>
cosx = 0 
sin X -  cos X = 0

<=>
cosx = 0 
tan x = 1

<=>
X = — + kTX 

2

X = —+ k7T
4

71 71
Vậy phương trình có nghiệm: X = —-I- kn, X = — + k n , (k e Z).

Bài toán 8.17: Giải phương trình: 2cosxcos2xcos3x - 7cos2x = 7.
Giải

Ta có 2cosxcos2xcos3x - 7cos2x = 7
<=> (cos4x + cos2x)cos2x - 7cos2x -7  = 0
<=> (2cos^2x + cos2x - l)cos2x - 7cos2x -7  = 0
<=> 2cos^2x + cos^2x - 8cos2x -7  = 0
Đặt t = 2cos2x, 111 < 1. Phương trình trở thành

■/ = - l
2t^ + t̂  - 8t - 7 = 0

í = \±^Í57

n
Chọn nghiệm t = -1, ta có cos2x = -1 <=i> 2x = Tĩ + k27i <=> X = — + kn.

71
Vậy nghiệm của phương trình là X = — + kn k e z.
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Phương trình tương đương với:
sin2xsinx - cos2xsinx + sin3x = cosx(sinx + cosx)
<=> sin2xsinx - cos2xsinx + sin2xcosx + cos2xsinx = cosx(sinx + cosx)
<=> sin2x(sinx + cosx) = cosx(sinx + cosx) <=> cosx(2sinx - l)(sinx + cosx) = 0 
<=> cosx = 0 hay 2sinx - 1 = 0  hay sinx + cosx = 0

Bài toán 8.18: Giải phương trình:
(sin2x - cos2x)sinx + sin3x = (sinx + cosx)cosx.

Giải

o  cosx = 0 hay sinx = — hay tanx = -1

<=> X = — + kn hay X = —  + k l n  hay X = + k in  hay X = -  — + kn
2 6 6 4

Vậy nghiệm của phương trình là:

x = — + kTt,x = — + k7T,x = + k7x,x = —^ + k7X ,k eZ.
2 6 6 4

Bài toán 8.19: Giải phương trinh:
sin3x + sin2x + sinx + 1 = cos3x + cos2x -  cosx.

Giải
Phương trình tương đương
(sin3x + sinx) + sin2x + (1 - cos2x) = cos3x - cosx
<=> 2sin2xcosx 4 2sinxcosx + 2sin“x = -2sin2x. sinx
<=> sin2x(cosx + sinx) + sinx(cosx + sinx) = 0
<=> sinx(2cosx + l)(cosx + sinx) = 0
Xét sinx = 0 <=> X = kK.

1 2ti
Xét 2cosx + 1 = 0 <=> cosx = X = ± —  + k2n.

2 3
7Ĩ

Xét cosx + sinx = 0 <=> tanx = - l < » x = - — + kĩi, k e z.
4

Vậy phương trình đã cho có nghiệm
1 -  71 , ,

X =  k T t, X =  ±  —  +  k 2 7 i ,  X =  -  —  +  k 7 ĩ ,  k  G z.
3 4

Bài toán 8.20: Giải phương trình; 3(cos^x - sin^x) = (4 + sin2x)cosx.
Giải

Phương trình tương đương với:
3cos^x - 3sin^x = 4cosx + 2sinxcos\
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Ta có: cosx = 0, không thỏa mãn phương trình nên chia cả hai vế của phương 
trình cho cos^x ta được:

3 - 3tan^x = 4(1 + lan^x) + 2tanx <=> 3tan^x + 4 tan^x + 2tanx + 1 = 0
71 + kĩĩ.<::> (tanx + l)(3 tairx  + tanx + 1) = 0 <=> tanx = -1 <=> X ■

71
Vậy phương trình có nghiệm X = - — + k7i, k e z.

Bài toán 8.21: Giải phương trình:
(1 + sin^x)cosx + (1 + cos\)sinx  = 1 + sin2x.

Giải
Phương trình tương đương với: 
cosx + sin^xcosx + sinx + cos^sinx = (sinx + CQSxý 

«> sinx + cosx + sinxcosx(sinx + cosx) = (sinx + cosx)^
<=> (sinx + cosx)(l - sinx - cosx + sinxcosx) = 0
<t=> (sinx + cosx)(l - sinx)(l - cosx) = 0
<=> sinx + cosx = 0 hay sinx = 1 hay cosx = 1

71
Ta có; sinx + cosx = 0 <=> tanx = -l <=> x = - — +k7ĩ.

4
• 1 í  ^sinx = 1 X = — + k/Ti.

2
cosx = 1 o  X = k2Ti.

71 71
Vậy phương trình có nghiệm là: X = - — + k7i, X = — + k27ĩ, X = k27ĩ, k e z. 

Bài toán 8.22: Giải phương trình:

sinx. sin4x = 2V2 cos

Biến đổi phương trình; 

sinx. sin4x = 2 V2 COS

71

7̂1
----X
6

-4V 3cos^ x .sinx .cos2x . 

Giải

-4^/3cos^ x.sinx.cos2x

<=> sin4x(sinx + V3 cosx) = 2 V2 cos — -  X
v6

Vì sin4x < 1 =í> sin4x - V2 < 0 

Do đó cos

<=> cos
71
— X

V'
(s in 4 x -V 2 )=  0

^7t ^
— -  X

n0 <» X = - ^  + kTi, k e z. 
3
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j X 71 X 7ĩ n* 3x
Bài toán 8.23: Giải phưoTng trình: s in H - - - - ) - c o s ( ^ - —) = V2coS“P .

2 4 2 4 2
Giải

Phương trình đã cho tương đương với 
. 5x 7t ^ 3x

s i n ( ^ -  —) - s in [^  + ( — - . ) = -\/2cos 
2 4 2 4 2 2

^ , 71 , . , 3x ;r  ̂ rr ỔX ^ , 71  ̂ óx _ pr ix
<=> 2cos(x + —) s i n ( ^ - ^ )  = • \ /2 c o s ^  <=> -2cos(x + —) cos—  = v2cos —  

4 2 2  2 4 2 2
3x 3x 3x

<=> cos —  [ V2 + 2 cos (x + —)] = 0 o  
2 4

cos-
3x

0

71 V2cos(x + —) = ---^
4 2

7T . k27ĩ

<:5>

n k2n
X  =3 — +  — —

3 3
7Ĩ , _

X = — + k27X 
2

X = -71 + k27l

Vậy nghiệm của PT là: X = — + k27ĩ, X = — +

71 1
Bài toán 8.24: Giải phương trình: (1 + 2sinx). cosx(2x + —) = — .

Giải
Phương trình tương đương

(1 + 2sinx)( — cos2x - sin2x) = —<=>(] + 2sinx)(cos2x - V3 sin2x) = 1

o  cos2x - V3 sin2x -f 2sinxcos2x - 2 -y/3 sinxsin2x = 1

<=> 1 - 2sin^x -2^Ỉ3  sinxcosx + 2sinxcos2x - 2 V3 sinxsin2x = 1

<=> 2sinx(-sinx - yỊì cosx + cos2x - -v/3 sin2x) = 0

o  sinx = 0 hoặc V3 cosx + sinx = cos2x - ^Í3 sin2x
Khi sinx = 0 <=> X = kri
Khi cos2x - y[ĩ sin2x = V3 cosx + sinx

/1̂  7X . , ^  \<=í> cos(2x + —) = cos(x - —)

^ n n 
«  2x + — = X - + k27T hoặc 2x + — = -(x - —) + k27t 

6 3 3
7Ĩ 1 1 w 2tĩ<=> X = - ̂  + k27i hoặc X = —— + k —- 
2 18 3

2
Vậy phương trình có nghiệm; X = kTi; X = - — + k27ĩ; X = —-  + k — (k 6 Z).

2 18 3
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Bài toán 8.25: Giải phương trình; cosx(l + 2 sin2x) = cos3x - 4cos( — - 2x).

Giáỉ
Biến đổi phương trình đã cho như sau: 

cosx + 2 Vs sin2xcosx = cos3x + 4sin2x 

<=> (cos3x - cosx) + 4sin2x - 2 \/3 sin2xcosx = 0 

<=> 2sin2x(2 - sinx - V3 cosx) = 0

<=>
sin 2jc = 0 sin 2x = 0

sinx + V3 cosx =
7Ĩ

= 2 sin(x + —) = 1
3

kn
X =

7T , „
X = — + KẢTĨ 

6

( k e Z )

Bài toán 8.26: Giải phương trình: (cos X -  sin X -  V2) cos X = 2 sin^
X 7Ĩ
2 8

Ta có; 2sin^ 

2sin^

Tĩ
— H---

8,

Tt
— H---

8

Giải
\

= 1 - cos X +
TC

■J

= 1 — ^  (cosx - sinx) 
V2

<=í> V2 (cos^x - sinxcosx) = -2cosx + cosx -  sinx -  4Ĩ
<=> yỊĨ cosx ( cosx - sinx) - V2 ( V2 cosx + 1) + (cosx - sinx) = 0
<:í> (-Ịĩ cosx + 1) (cosx - sinx - V2 ) = 0.

, 1 ĨTÍ , ^Xét cosx = — r= <=> X = ± —  + k2ĩt. 
yÍ2 4

Và cosx - sinx = V2 X = -  —+ k27ĩ.
4

3>7ĩ  71Vậy nghiệm X = ± —  + k l ĩ ĩ  ; -  — + klTỉ , k e z.
4 4

Bài toán 8.27: Giải phương trình; 1 + 2cos“
3tĩ Ị

+ v3 cos2x = 4sin^ ^ .
2

Giải
Phương trình đã cho tương đương với:

2 + cos 2 x -
3tĩ

+ cos2x = 2(1 - cosx)
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<=> 2 - sin2x + V3 cos2x = 2 - 2cosx <=> -sin2x + V3 cos2x = -2cosx

1 . /
»  — —̂cos2x + •7-sin2x = cosx <=> cos 

2 2
2 x - ^  

V 6 .
= cosx

o
2x -  —  =  X +  k2n  

6

2 x -  — = - x  + k27t 
6

« -
X =  — +  k2Tt 

6
5tĩ , 2ti ,

X =  —  +  k - —,k e z  
18 3

Bài toán 8.28: Giải phương trình: sin X cos 4x + cos^ 2x = 4 sin'

Giải
Phương trình đã cho tương đương với:

 ̂  ̂ 5

X n

2 4

sinxcos4x + cos 2x = 2
n

V 2
■cos X -

JJ 2

2 ^  2 2 * ^sinxcos4x + cos 2x = -2sinx - “ <=> sinx(2cos 2x - 1) + cos 2x = -2sinx - —

<=> (2sinx + 1) Ị cos^ 2x + —n  .  .0 <w> sinx = -  
y 2

X = - —+ k2?T 
6

X = - — + k27i 
6

5n71 D7ĨVây nghiêm của phương trình là: X = - — + k27i, X = - —  + k2u, k e z
6 6

Bài toán 8.29: Giải phương trình:

4 COS'^ X + 2 cos^ x(2 sin X -1 ) -  sin 2x -  2(sin X + cos x)
2sin^ x -1

= 0.

Giải

ĐK: — + k — . Biến đổi phương trình;
4 2

4cos^x + 4cos\sinx  - 2 c o s \  - sin2x - 2(sinx + cosx) = 0 
<=> 2(sinx + cosx)(2cos^x - cosx - 1) = 0

7Ĩ

cosx +  sin X =  0 
cosx = l <=i>

1
cosx = -  —

2

X = -  — +  kTl
4

X = k27t

, 2rt , ^
X = ± — + k27i 

3
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2kTĩ
So sánh điều kiện, được X ^

Bài toán 8.30: Giải phương trinh;

l + cosx + cos2x + cos3x 2

, k e z.
1 + cosx + cos2x + cos3x 2

cosx + cos2x 
Giải

= — (3 -  -v/3 sin x ) .

= — (3 -  V3sinx). ĐK: cosx ^ - \ ; \ /2  
cosx + cos2x 3

2 I— .PT <í:í> 2cosx = —( 3 - v3 sinx) <=> cosx + ^ ^ s in x  = 1
3 3

V3o  sin(x + —) = . Chon nghiêm X = k2 ;r, k e z.
3 2

. , cosx(cosx + 2sinx)+3sinx(sirH-v2) ,
Bài toán 8.31: Giải phương trình: ----- -------------- — —  ---- ---------- - = ỉ.

sin2x-l
Giải

Điều kiện sin2x ^  1, khi đó PT <=>
cos^x + 2sinxcosx + 3sin“x + 3 ^/2 sinx = sin2x - 1

<=> 1 + cos2x + 2sin2x + 3 - 3cos2x + 6 V2 sinx = 2sin2x - 2

<=> -2cos2x + 6-v/2 sinx + 6 = 0 <=> -1(1 - 2 s in \)  + 3 V2 sinx + 3 = 0

o  2 s in \  + 3 -y/2 sinx + 2 = 0

<=>
Sinx = -V2(cyv)

V2 _ . n^  = s in ( -^ )sinx = ■

X = - — + klTĩ
4

x = —  + k27T{VN)

71
Vậy nghiệm của phương trình là X = - — + k27i (k e Z).

Bài toán 8.32: Giải phương trình:

- , . 3  X 3 X.
3(sin ^ - c o s  —)

2 2 _
2 + sinx

Giải

cosx .

Ta có sinx + 2 > 0, Vx 
Phương trình đã cho tương đương

3(sin— - c o s^ ) ( l  + s in ^ c o s ^ )  = cosx. (2 + sinx) 
2 2 2 2

3 X Xo  — (sin— - cos —)(2 + sinx) = cosx(2 + sinx)
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3 , . X X , _  2 X 2 X«> — (s in ^  - c o s^ )  = cos ^  - sin ^
2 2 2 2 2

<=> (sin— - cos —)[— + (sin— + cos —)] = 0 
2 2 2 2 2

«  sin — - cos — = 0 (1 )  hoăc — + (sin — + cos —) = 0 (2)
2 2 2 2 2

Giải (1): V2 sin(— - —) = 0 « > x =  — + 2kTi, k e z  
2 4 2

Giải (2): <» sin(— + —) = < -1 -.Phương trình vô nghiệm.
2 4 2 \2

K
Vậy nghiệm của phương trình là X = — + k27x, k G z .

Bài toán 8.33: Giải phương trình; = 2(1 + sin x ) .
1 -s in x

Giải
Điều kiện: sinx 9Í 1. Ta có:

Cí> 2cosx - 4 ^  sinxcosx = (1 + sinx)(l - sinx)

<=> 2cosx - Vs sinxcosx = cos^x <=> cosx(2 - V3 sinx - cosx) = 0 

<=> cosx =■- 0 hoặc Vs sinx + cosx = 2.
71

Xét cosx = 0 < = > x = ^ + k r t 
2

Xét Vs sinx + cosx = 2 <=> sin x + -
n

1 <=> X = — + k27T 
3

Vậy nghiệm PT là: X = — + k27i hoặc X = - — + k2n, k e z .

Bài toán 8.34: Giải phương trình:
1 +COSX

sinx 
Giải

Điều kiện: sinx 0. Ta có 

PT <=> 1 + cosx = 2 s in \  + V3 sin2x - sinx 

<=> 1 + cosx = 1 -  cos2x + V3 sin2x - V3 sinx 

«  cos2x - V3 sin2x + sinx + cosx = 0

1 ^  .  73 . 1 _ _
<» —c o s 2 x - -~ s in 2 x  + - ^ s in x  + —cosx = 0

2 2 2 2

= 2 sin X + 273 cos X -  73 .
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<=í> cos 2x + —
l  3

\  (
+ sin x + -

7Ĩ
= 0

Đặt; t = sin x + —
V 6 y

V 6 y

. ĐK: -1 < t<  1.

Ta có: 2t - t - 1 = 0 <=>
/ = 1

t =
1 (chọn).

7Ĩ
Vậy nghiệm: X = ± — + k27t; X = 71 + k2Tt, k e z.

D " *  ' o-ÍC u ' u c o s 2 x - V2COSX-1Bài toán 8.35: Giai phương trình: -------Ỵ=------ -̂-------- = sĩnx .
v2 + 2cosx
Giải

Với điều kiện cosx ^
^/2

PT <=> 2sinxcosx + - Ị ĩ  sinx + cosx + 1 - cos2x = 0

<=> cosx(2sinx + V2 ) + V2 sinx + 2sin^x = 0

<=> (2sinx + V2 )(sinx + cosx) = 0

• V2  7Ĩ , „ , . 5tiXét sinx = - - — -íí> X = - — + k2n hoặc X = —  + k27i 
2 4 4

7ĩ
Xét sinx + cosx = 0 <=> tanx = -l <=> x = - — +k7ĩ.

4

Vậy nghiệm PT là X = - — + k27t, k e z.
4

Bài toán 8.36: Giải phương trình:
sin 3x -  4 cos(x -  —) -  3

-=0.
s in 3 x - l  

Giải

Điều kiện sin3x ?í:l<=>x?i — + k — .
6 3

Với điều kiện trên phương trình đã cho tương đương với;

sin3x - 4cos(x - —) - 3 = 0 C5> cos(3x - —) - 4cos(x - —) - 3 = 0 
6 2 6

<::> cos3u - 4cosu -3  = 0 (với u = X - —) 4cos^u - 7cosu -3  = 0
6
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<=>

cos« = -1 
1

COSlỉ = - — <=>
2

cosw =:- (VN)

n , -
X -------=  Tt +  k 271

6

x - -  = ±-— + k2n
<=>

X =  —  +  k 2 7 i  
6

5tx , _
X =  — +  k 2 7 i  

6

X =  - — +  k 2 7 i  
2

7n
Kết họp với điều kiện la có nghiệm là X = + k27r.

Bài toán 8.37: Giải phương trình: 8cos4xcos^2x + ^JĨ-Xữs3x. + 1 = 0.
Giải

Ta có: (1) Ci- 4cos4x(l + cos4x) + V Ĩ-co s3 x  +1 = 0 

<=> (4cos"4x + 4cos4x + 1) + cos3x = 0 

<=í> (2cos4x +1)' + -\/l-cos3x = 0

1Í2cos4x+l = 0 

[l-cos3x = 0
cos4x=—

cos3x = 1

 ̂ 2;7r , _4x = ± — +Ấ:2;r

3x = Ỉ2n
(k, / e  Z)

<=>t

n  , n
x = ± — + k^~

“ {k,ì eZ ) X = + --+ m2n (m e Z).
,2n  3

x = l —

Bài toán 8.38: Giải phương trình:: (1 + sinx)" = cosx với |x| < 10.
Giải

Điều kiện: cosx > 0.

PT <=í> (1 + sinx)'^ = cos~x <=> (1 + s in x / = 1 -  sin^x 

<=> (1 + sinx) [(1 + sinx)^ -  (1 “  sinx)| = 0 

<=>(!+ sinx) (sin^x + 3sin^x + 4sinx) = 0 

<=i> (1 + sinx) sinx(sin^x + 3sinx + 4) = 0 

o  sinx = 0 hay sinx = -1

71
Chọn nghiệm X = k2n, X = -  — + k27i, k e z

Mà I X 1 <10 nên X = , -  2tĩ:, -  —, 0, — , 27t.
2 2 2
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Bài toán 8.39: Tìm các nghiệm thuộc khoảng
^ 71 7ĩ^

2 ’2
của phưoTig trình:

sin3x + cos3x + cos2x - V3 sin2x = sinx + cosx.
Giải

Ta có: 2cos2xsinx - 2 V3 sin2xsinx + cos2x - V3 sin2x = 0 

<=> (1 + 2sinx)(cos2x - V3 sin2x) = 0

Xét 1 + 2sinx = 0 Cí> sinx = - T- ■
2

Xét cos2x - V3 sin2x = 0 <» tan2x

Do đó nghiệm: x = - ^  + k ^ ; x  = - — + k27x; x = — ^  + k27ĩ,k e  z. 
^ 12 2 6 12

Chọn các nghiệm thuộc khoảng
^ n Tĩ^

2 ’2
,, 7t TI Stĩ
l à  X =  — ;x = ;  X =

12 6 12
Bài toán 8.40: Tìm nghiệm X e  [0; n] của phưoTig trình: 

2cos4x - ( V3 - 2)cos2x = sin2x + V3 .
Giải

Biến đổi phưoTig trình lượng giác đã cho 
2(cos4x + cos2x) - V3 (1 + cos2x) - sin2x = 0 

2cosx(2cos3x - V3 cosx - sinx) = 0

cosx = 0cosx = 0

2 cos 3x = ^|3 cos X + sin X
<=>

cos3x = c o s (x -—) 
6

o

X =  —  +  Ấ:;r 
2

X =  - —  +  K 7 Ĩ  
12

7 Ĩ k n
X =  ^  +  - ^

24 2

( k e Z )

Chon các nghiêm X € [0 ,7ĩ] của PT là:
[2 12 24 24 .

Bài toán 8.41: Tìm các nghiệm của các phương trình:

sin^2x - cos^3x = sin(5x + —) thuộc khoảng (0; —).
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Giải
2 2 ^Ta có: PT sin 2x - cos 3x = sin(5x + —) o  -cos4x - cos6x = 2cos5x

Hay; 2cos5x + 2cos5xcosx = 0 <=> cosSx (1 + cosx) = 0 

Do đó: cos5x = 0 <=> 5x
n , 7Ĩ k.Ti , _— +kK<=>x= —  + —  , k e Z .  
2 10 5

Hoặc cosx = -1 o  X = Tt + k27t, k e z.
' 71 7tVậy nghiệm cân tìm thuộc khoảng (0; —) là X = — .

Bài toán 8.42: Tìm nghiệm X thuôc khoảng (0; ĨT ) của phưcmg trình: 

sin2x + 2cos^ X + 2sinx + 2cosx _ Võcos2x

cos X -
Tt sinx

Giải

cosí X -  — 
V 4

= 0
Điều kiện: <

sin X 0

Phưomg trình đã cho tương dương với

2cosx(sinx + cosx) + 2(sinx + cosx) _ V6cos2x

(cosx + sinx) sinx

<=> (2cosx + 2)sinx = V3 cos2x <» sin2x + 2sinx = V3 cos2x

1 . í
<=> 4-sin2x -  -^-cos2x  = -s in  X <:í> sin 

2 2
2x -

7t

V
7Ĩ

2 x -----= -X + k l n
3 <=>
n

ĩĩ -  (-x ) + k2n

n  , 2iĩ
X = ^  + Ả:-—

9 3
4;t

X = —̂  + k27ĩ
3

= sin(-x)

(thỏa m ãn ).

Chọn nghiệm X 6 (0, ;r ) là X = —,x = —

2018,Bài toán 8.43: Giải phương trình: sin"̂ '̂®x + cos^^'*x = 1.
Giải

Ta có cos^^’*x < c o s \, dấu = xảy ra khi cosx = 0 hoặc cosx = ± 1 và sin '̂ '̂*x < sin^x, 
dấu = xảy ra khi sinx = 0 hoặc sinx = ± 1.
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Nên sin^“'*x + cos^^'*x < s i n \  + c o s \  = 1.
sinx = 0

Do đó, phưong Irình tưong đương với: <=> X = , k e z.
COSX = 0 2

Bài toán 8.44: Giải phương trinh: cos2x - Ĵ3 sin2x - V3 sinx - cosx + 4 - 0 .
Giải

1 ■\Ỉ3 -\íĩ 1PT; 2 = - ^  cos2x + —  sin2x + sinx + — cosx
2 2 2 2

<=>2 = sin(2x - —) + sin(x + —).
6 6

Vì sin(2x - —) < 1 và sin(x + —) < 1 với moi X nên VP < 2.
6 6

Do đó phương trình đề bài tương đương

sin 2x -
7Ỉ̂

2x -
7Ĩ n

+ k l n
•«

sin

K
f

X +

6 . <=> '
= 1 X +

6
ĨT

2
n

+
<=> •

k ln
V "6. - 6 2

X  =  —  +  k ĩ T
3

ĨT
+ klTĨ

X =  - ^  +  k 2 7 x .
3

Bài toán 8.45: Giải phương trình hai ẩn:
4. :„4 . 1 1cos X + sin X +

cos X  sin X
= 8 +

sin y

Giải
k n

Điều kiện: X ^  . Ta có
2

VT = ( c o s \  + s in \ ) ( l  + —

(1 - 2 s in \  c o s \ ) ( l  +

sin'' xcos"' X 

16
(2sinx cosx)''

= (l - is in '2 x )(  1 + >(1 - i ) ( l  + 16)= -!2.
2 sin 2x 2 2

Dấu “ = “ xảy ra khi
. 7., , ^  ^  ^  , Ti k nsin 2x = 1 <=> cos2x = 0<=>2x=^+k/T : <ii>x= — +

2 4 2
. ,  ̂ sin y  ̂ 1 17và VP = 8 + < 8 + -  = —  .
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Dấu “ = “ xảy ra khi siny = 1 <=> y = — + m2n.

Vậy nghiệm: X = — + và y = ^  + m27X với k, m e z.
4 2 2

BÀI TẬ P

Bài tập 8.1 : Giải các phương trình sau;
a) cosxcosSx = cos2xcos4x b) sin2x + sin4x = sinỗx.

HD-ĐS

a) x = k — 
3

b) x = k ^ \  x = k — . 
3 2

Bài tập 8.2: Giải các phương trình sau:
a) sin^4x + sin^3x = sin^2x + sin^x. b) cos^x + cos^2x + cos^3x + cos^4x = 2

IID-ĐS
n

a) x = k ^  ; x  = k
5 2

1\ ^ 1 ^ 1 -  ^ 1 ^b) x = — + kn hoặc X = — + k ̂  hoặc X = —  + k —.
2 4 2 10 5

b) sinx + cosx =

Bài tập 8.3: Giải các phương trình sau:

 ̂ 1 1 _ 2
sin2x cos2x sin4x

IID-ĐS
a) Phương trình vô nghiệm.

b) X = - — + kn hoặc X = k2Tt hoặc X = - ̂  + k27t.
4 2

Bài tập 8.4: Giải các phương trình;

a) sin(2x + — ) - 3cos(x - — ) = 1 + 2 sinx

b) 1 + sin — sinx - cos — sin X = 2cos ( — - —
2 2 4 2

cos2x 
1 -s in 2 x

IID-DS
n

a) X = kn; X = — + k2rt, k e  Z; b) X = krc, k e z.
Bài tập 8.5: Giải các phương trình; 

a) 2sin2x + 3sinx = - 3cosx ,,  - . 3;r X, . òx^
b). 2 sin(—̂ s i n ( —  + — ). 

10 2 10 2
7T 3x.
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IID-DS
, X 3;r Xb) Đặt t = —  -  —

10 2
Bài tập 8.6: Giải phương trình:

a) 2sin(3x + —) = Vl +8 sin 2xcos^ 2x 
4

b)cos—(3x--j9x^  - l ó x - 8 0 )  = l,x e z .

IID-ĐS
b) X = -21 và X = -3 

Bài tập 8.7: Giải các phương trình: 
a) cosx. cos3x=l

a) X =  k  7Ĩ

Bài tập 8.8: Giải các phương trình:

a) +2 '" ''« '^  = -1 6 x -  + 2 4 |x | - l

b)(cos4x - cos2x)^ = 4 + cos^3x.
IID-ĐS

b) (sin^x H-----T~)^ (cos^x -f — ^
sin X cos X 4

n2 _ 8 1  ,
) = — cos y .

ĨID-ĐS

a) Dùng bất đẳng thức Côsi b) VT > — > VP.

Bài tập 8.9: Tìm điều kiện 2 phương trình tương đương:
(1) ; sin3x + cos2x = 1 + 2sinx. cos2x
(2) : sin3x - msinx = (4 - 21ml) sin^x

ĨID-DS
0 < m <  l , m = 3 , m = 4, m > 5 .
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TỐNG HỢP PHƯƠNG TRÌNH THEO TANG 
VÀ COTANG

Sử dụng biến đổi lượng giác, biến đổi đại số để đưa phương Irình cho về 
phương trình lượng giác cơ bủn, phương trình theo một hàm so lượng giác tang 
hay cotang, hoặc tích các phương trĩnh đó với phương trĩnh bậc nhất đối với sinx 
và cosx, phương trình thuần nhất (đăng cấp) đổi với sinx và cosx, phương trình 
đổi xủng đổi với sinx và cosx.
Chú ý:

1) Định hướng biến đỗi theo cung góc lượng giác, theo hàm so lượng giác, 
theo hệ số đặc hiệt của phương trình.

2) Có đơn vị và không có đơn vị của ân. kết họp nghiệm.
' 71

3) Điêu kiên xác đinh của tanx là X ^  + kĩT, k e  z  của cotx là X ĩ^kTĩ. k e  z
2

hay đơn vị độ tương ứng.
4) Đánh giá 2 vế dựa trên tập xác định, tập giá trị và các hất đẳng thức cơ bàn.

Bài toán 9.1: Giải phương trình: tanx + tan2x = sinSxcosx.
Giải

ĐKXĐ: cosx ^  0 và cos2x ^  0. Với điều kiện đó, ta có:
sin3x

tanx t tan2x = sin3xcosx o
cosxcos2x

sin3xcosx

C5> sin3x(l - cos^x. cos2x) = 0 <=5> sin3x = 0 hoặc c o s \ .  cos2x = 1 
<=> sin3x = 0 hoặc (1 + cos2x)cos2x = 2 
<=> sin3x = 0 hoặc cos^2x + cos2x -2  = 0

71 Tí
<=> sin3x = 0 hoặc cos2x = 1<=> X = k -r hoặc X = kn<:í> X = k —.

3 3
Bài toán 9.2: Giải phương trình; tan^x - tan^xsin^x - (1 - cos^x) = 0.

Giải

Điều kiện: cosx ít 0 <=> X — -I kn (k G Z)
2

PT; tan"x - tan"x. sin^x - (1 - cos^x) = 0

o  — (1 -sin'^ x) = 1 -cos^ X <=> s i n \  (1 - sin^x) = cos^x(l - c o s \ )
cos X

<» (1 - cosx)(l - sinx)(sinx - cosx)(sinx + cosx + sinx. cosx) = 0
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<=>

1 -c o s x  = 0
1 -  sin X = 0
sin X - c o s x  = 0
sin X + cos X + sin X. cos X = 0

Xét:
1 - c o s x  = 0 
1 -  sin X = 0 <=>

sin X -  cos X = 0

cosx = 1 

sin X = 1 <=> 
tan X = 1

X = k2n

X = ~  + k2n  
2

X = — + k 2 7 ĩ
4

Xét: sinx + cosx + sinx. cosx = 0

Đặt; t = sinx + cosx = V2 cos X -  — , (t e [- V2 ; -y/2 1)
l  4 j

Khi đó: t +
t^ -1

0 <=> t 2t - 1 = 0.

sinx. cosx
t ' - l

Chọn: t = V2 - 1 <=> V2 cos

V2 - I

n
V2 - I

(
<=> cos

n

V
= cosơ

X = — + a  + kĩt
4

X = — -  a  + kĩT
4

(k e Z)

So sánh điều kiện, phương trình có nghiệm là: X = k2n,

X = — + krt, X = — + a  + k2n và X = — - a  + k27t (k e Z).
4 4 4

Bài toán 9.3: Giải phương trình: 3tan^x + 2V2 cos^x = (2 + 3V2 )sinx.
G iả i

Điều kiện: cosx ^  0.

PT: 3tan^x + 2V2 c o s \  = (2 + 3V2 )sinx 

<=i> 3(tan^x - V2 sinx) + 2( V2 c o s \  - sinx) = 0

<=> 3—- ^ ( s i n  X -  V2 cos^ x) + 2(V2 cos^ X -  sin x) = 0 
cos X

<=> (2cos^x - 3sinx)( V2 cos^x - sinx) = 0 
Xét; 2 c o s \  - 3sinx = 0 <=> 2sin^x + 3sinx -2  = 0
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•  ̂ ^  1 ^ 57T , _Chọn: sinx = — <:>x = — + k i ĩ ĩ  ; X = —  + k2k  
2 6 6

Và V2 cos^x - sinx = 0 «> V2 sin^x + sinx - V2 = 0

Chọn; sinx = <=> X -  — + Ả:2;r ; X = — - + Ả:27r .
2 4 4

5n

5n

Vậy nahiệm: X =  —  +  klTĩ : X = + ẩ:2;t; X = — + k2Tĩ ; x = - — k 2 n , k e z.
^  ^ 6 6 4 4

Bài toán 9.4: Giải phương trình:(l - tanx) (1 + sin2x) = 1 + tanx.
Giải

Với điều kiện cosx ^  0, đặt t = tanx.

=> 1 + sin2x = 1 +
2t _ ( l  + t)^

1 + t" 1 + t  ̂
\2

Phương trình: (1 - 1) = 1 + t <:í> (1 - t)(l + t)  ̂-  (1 + t)(l + t“)
1 + t

Do đó;
tan X = 0 

tan X = -1

X = kri

X = — + k7i
4

<=> 2 r(  1 + 1) = 0 <=> t = 0 hoặc t = -1. 

(chọn).

Bài toán 9.5: Giải phương trình: t a n \  + sin^2x = 4 c o s \.
Giải

Điêu kiện: X — + kn. Biên đôi phương trình vê:

1 - c o s \ .  cos^2x = 4cos'*x <=> 2 - cos^ 2x (1 + cos2x) = 2(1 + cos2x)^ 
Đặt: t = cos2x (-1 < t < 1). Khi đó phương trình trên thành: 

t̂  + 3t  ̂+ 4t = 0 <=> t(t^ + 3t + 4) = 0 0  t = 0
Tí ICTC

Vậy cos2x = 0<=>x = — + -2—
4 2

So sánh điều kiện, nghiệm của PT: X = —+ — , (k e Z).

Bài toán 9.6: Giải phương trình 2sin^(x - —) = 2sin^x - tanx.

Giải
Diều kiện: cosx 0
Phương trình đã cho tương đương

1 - cos(2x - —) = 2sin^x - tanx <=> 1 - sin2x = 2sin^x - tanx
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<=> 2sinx. cosx 2sin’x - tanx - 1 = 0

<=> 2sinx(cosx + sinx) - = 0 <=> (cosx + sinx)(sin2x - 1) = 0
cosx

<=>
cosx + sin X = 0 sin(x + —) = 0

4 <=>
sin 2x -1  = 0 sin2x = 1

X =  - — +  kTĩ
4

X =  — -f- k n
4

<I Í>X =  — + ^ , k e Z  (thoả mãn điều kiện).
4 2

Bài toán 9.7: Giải phương trinh: sin3x -  cosx. sin2x = sinx. cos2x. tanx.
Giải

ĐK: cosx ^  0

VT = sin3x - — sin3x - — sinx = — sin3x - 4  sinx = sinxcos2x 
2 2 2 2

PT sinxcos2x( 1 - tanx) = 0 <=> sinx = 0 hoặc cos2x = 0 hoặc tanx = 1
Tt , kĩi
4 y

<=> X = kTX hoặc X = — + —  hoặc X = — + krr

Tí k n
Vậy nghiệm PT là: X = kn; X = — + — , k e z.

Bài toán 9.8: Giải phương trình: s i n \  (tanx - 1) = 3sinx(cosx + sinx) -  3.
Giải

Điều kiện: cosx ^  0. Chia hai vế cho cos^x 0.
Phương trình tương đương với 

tan^x(tanx - 1) = 3tanx(l + tanx) - 3(1 + tan^x)
<=> tan^x - lan^x - 3tanx + 3 = 0 «> (tanx - l)(tan^x - 3) = 0

<=>
tanx = 1 

tanx = ±V3
<=>

X  =  —  + k 7 ĩ

X  =  ± ~  +  k7T
3

( thỏa mãn)

7Ĩ n
Vậy nghiệm của phương trình: X = — + kn, X = ± — -h kn, k e z .

4 3
Bài toán 9.9: Giải phương trình: sin3x = cosx. cos2x(tan^x + tan2x).

Giải
Điều kiện: cosx ^  0, cos2x ^  0 
Phương trình tương đương với:
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sin3x = cosxcos2x
sin X sin2x
cos^X cos2x

<=> sinSxcosx = sin xcos2x + sin2xcos^x 
<=> sinx(3 - 4sin^x)cosx = sin^xcos2x + 2sinxcos^x 

sinx(3 - 4sin^x)cosx = sin^xcos2x + 2sinxcos^x 
Xét sinx = 0 <=> X = kTi, k e Z: thỏa mãn 
Xét sinx ^  0 thì (3 - 4sin \)cosx  = sinxcos2x I 2cos^x 
Cí> (3 - 4sin^x - 2cos“x)cosx = sinxcos2x 0 ( 1 -  2sin^x)cosx = sinxcos2x 
<=> cos2xcosx = sinxcos2x o  cosx = sinx (vì cos2x ^  0)

71
o  tanx = l o x =  — +k7t, k e Z (  loại).

Vậy nghiệm của phương trình là X = kn, k G z.
Bài toán 9.10: Giải phương trình lượng giác;

(cot3x + cotx)cot4x = (cot3x - cotx)cot2x.
Giải

Điều kiện: , X í* —  với k nguyên

PT (cot3x + cotx)cot4x = (cot3x - cotx)cot2x
cos3xsinx+cosxsin3x cos4x _ c o s3 x s in x -co sx sin 3 x  cos2x

o
sin3xsinx sin4x sin 3x sin X sin 2x

.  ̂ cos4x .  ̂ cos2x
o  sin(3x + x). . = -sin(3x - x). -----:— o  cos4x = -cos2x

sin4x sin2x
7Ĩ

o  cos4x + cos2x = 0 o  2cos3xcosx = 0 o  X = (2n + 1)— với n nguyên
6

Bài toán 9.11: Giải phương trình; (1 - C0t2xtanx)sin

Giải

- — = 2cosx.

DK sin2x 0 o  X k n

Với DK này, PT o
sin2xcosx

^ 7ĩ'̂
X -

V 6y

o ' 2/ ĩc :  1- ^ s in  X cosx
2 2V  ̂ z y2cos' X

<0(1 + tan^ x)(-v/3 tan X -1 ) = 8

6,

2 cos X

= 2cosx
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Đặt t = tanx ta có;
V ĩr ' + ^ /3 í-9  = 0 » ( t - ^ /3 ) ( ^ /3 t '+ 2 t  + 3^/3) = 0 o t  = /̂3

' 71
Kêt hợp nghiệm, nghiệm phương trình là; X = — + kĩT ( k e  Z).

Bài toán 9.12: Giải phương trình; ( tan x c o t2 x -l)s in

Giải

Ì _ 1  •^ - 4 x  = —sin 2 x -  —
v2 J 4 2

Điều kiện: sin2x 0.
sinxcos2x-cosxsin2x 

cosxsinx 
-  sin X

1 2
cos4x=—sin 2 x -

<=> (cos2x - l)(cos^ 2x - 6cos2x - 5) = 0

<=>
cos2x = l (^A^)

— <z> x = ± —arccos(3--y/Ĩ4) + Ả:7r 
cos 2.x: = 3 -  ^J\A 2

Vậy nghiệm của phương trình là: X = ± —arccos(3 -  VĨ4) + kn, k 6 z .

Bài toán 9.13: Giải phương trình:
(1 - cotx)sin^x + (cosx - sinx)cos^x = cosx + sinx.

Giải
Điều kiện: sinx ÍỂ 0 o  X í* kn, k e z.
Phương trình tương đương với

s i n \  + cos^x - (sin^xcosx + cos^xsinx) = cosx + sinx 
<=í> (sinx + cosx)(sin^x + cos^x - 2sinxcosx - 1) -  0 
« •  2sinxcosx(sinx + cosx) = 0 <=> cosx( tanx + 1) = 0 (vì sinx ^  0)

cosx = 0 

tan x) = -1
<=>

X = — + kn
2

X = -  — + k/ĩ
4

( thỏa mãn)

71 Tt
Vậy nghiệm là: X = — + kĩt, X = - — + kTĩ, k 6 z.
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Bài toán 9.14: Giải phương trình: (lanx + cotxỵ - (tanx + cotx) = 2.
G iả i

ĐK: X k. —. Đặt t = tanx + cotx 
2

Phương trình: r - t  = 2<=>t " - t - 2  = 0 
Chọn nghiệm t = 2 <=> tanx + cotx = 2.

t = tanx + cotx > 2.

<=> tanx +
1

tanx
2 «> tan^x - 2tanx + 1 = 0

<=> (tarix - 1 )̂  = 0 o  tanx = 1 = tan — <=> X = — + kĩi
4 4

Các nghiệm điều thoả điều kiện.
Bài toán 9.15: Giải phương trinh: tanx + C0t2x = 2cot4x.

G iả i

Vì sin4x = 2sin2xcos2x = 4sinxcosxcos2x nên điều kiện: sin4x ^  0.
^ H sinx cos2x 2cos4x 4 a có: tanx + C0t2x = 2cot4x »  ——  + -

<=>
sin X sin 2x + cos X cos2x 

cosxsin2x

cosx  Sin2x 

2 c o s4 x  

2 s in 2 x c o s2 x

sin4x

<=>
co s(2 x -x ) cos4x
------- ------- = ------ — cos4x = cos2x

cosx cos2x

4x = ±2x +  k27ĩ <=>
X = k 7 ĩ

x = k -
Cí> X = k —

Nếu k = 3m (m e Z) thì: sin4x = sin4m7ĩ = 0: loại.

Neu k = 3m ±1 (m e Z) thì; sin4x = sin 4n \
±  + 4m7ĩ

V 3

n
= ±sin4- = ± - ^  0 

3 2
71

Vậy nghiệm của phương trình là X = (3m ± 1 ) — với m nguyên.

Bài toán 9.16: Giải PT: -^ c o t x  + — —
V2 sinx + cosx

= 2 sin x + -
V

;ĩ

G iả i

' 71
Điêu kiện; X íí kĩt và X - — + k n

4
, , , 1 sin2xBiẽn đôi phương trình; -ỹ=cotx H------- +--------

v2  sinx + cosx
- 2cosx
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(
<=> cosx

2sin X
- - 2 = 0

y íĩs ìn x  sinx + cosx 

<=> cosx(sinx + cosx - 2 -«/2 sinxcosx) = 0

Với cosx = 0 < tí> x = ^ + k 7 r 
2

Với sinx + cosx - 2 sinxcosx = 0(1)

x + -
71

Đặt t = sinx + cosx = -v/2 sin

ĐK; 111 < 4 Ĩ  . Khi đó (1) thành:

--\/2t^ + t f  V2 = 0 o t  = V2 hoặc t = -

Vậy X = - —  + k27ĩ; X = + k2Tt; X = — + k27ĩ
^  12 12 4

So sánh điều kiện, nghiệm của phưcmg trình là:
71 , 7t k27i , „x = ^ + k 7 i ; x = — + ——, k 6 z  
2 4 3

, , , tanx + 1 l + sin2x
Bài toán 9.17: Giải phưong trình:  ̂ — .

tan X -1  tan X sin 2x
Giải

Điều kiện: sin2x ^  0, tanx ^  1.
Phương trình đã cho tương đương với:
(tanx + 1) tanxsin2x = (tanx - 1)(1 + sin2x)

sinx + cosx sinx ^ . s in x - c o s x ,  .
<=>------- —-----.2sinxcosx = --------------------------(sinx + cosx)

cosx cosx cosx
<=> 2(sinx + cosx)sin^x = (sinx - cosx)(sinx + cosx)^ 
o  (sinx + cosx)(2sin^x - (sinx - cosx)(sinx 1 cosx)) =0 
<=> (sinx + cosx )(sin \ + cos^ x) = 0 
<íí> sinx + cosx = 0

<=> tanx = -1 <=> X
7Ĩ + k7i ( thỏa mãn)

7Ĩ
Vậy nghiệm của phương trình là: X = - — + kri, k e z

Bài toán 9.18: Giải phương trình: 2 tan X + sin
2x + Stt cosx 

1 -  sin X

127



Giải
Điều kiện: cosx 0, sinx ^  1. Phương trình tương đương

2tanx + sin X +
n cosx - cosx

o  2tanx + cosx =
1 -s in x 1 - s in x

<=> (2sinx + cos'^x)(l - sinx) = c o s \
<=> (2sinx 4 c o s \) ( l  - sinx) = 1 - s i n \
«> (2sinx + cos^x - 1 - sinx )(1 - sinx) = 0
«> 2sinx + cos^x - 1 - sinx = 0 vì sinx 1 <:í> sinx - sin^x = 0
<=> sinx = 0 vì sinx 1
Vậy nghiệm của phương trình là X = kn, k G z.

l - c o s 2 x  ^ . 2 2Bài toán 9.19: Giải phương trình:
1 + cosx 

Giải
Điều kiện: cosx Tí -1, cosx ^  0 
Khi đó phương trình tương đương:

= 2 -  tan X -
cosx

2(1 -cos^ x) 
1 + cosx

= 3-
1

cos X cosx  1 + cosx
2 ( l - c o s ^ x )  _  3 c o s ^ x - 2 c o s x - l

cos X

<=>
2(1 -  COS' x) _  (cos X - 1)(3 cos X + 1)

1 + cosx cos X
<=> 2(1 - cosx)cos X = (cosx - l)(3cosx + 1)
<=> (cosx - l)(2cos^x + 3cosx + 1) == 0 <=> (cosx - l)(cosx + l)(2cosx + 1) == 0 
<í:í> (cosx - 1 )(2cosx + 1) = 0 (vì cosx ^  -

<=>
cosx = 1

cosx =
1 «

X  =  k l K ,

2n , .
X = ± —  + k2n  

3
2

Vậy nghiệm của phương trình là; X = k27t, X = ± —  + k 2 7 ĩ  , k G z.

Bài toán 9.20: Giải phương trình:
1

2s in x

Giải

+ tan ' 2 x - ^ '  
V 2

cos3x -1  
sin2x

Điều kiện:

sin X 0
f

cos 2 x - -
2

0 <=> sin X Tí: 0, cos X Tt 0

sin 2x
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PT lưong đương với ■ -  cot 2x
c o s3 x - l

2sinx sin2x
<» cosx - cos2x = cos3x 1 - cos2x = cos3x - cosx 
<=> 2sin“x = -2sin2xsinx<=í> s in \ ( l  + 2cosx) = 0

1 2ti
»  cosx = - ̂  (do sinx ^  0)<=> X = ± ^  4- k2n  ( thỏa mãn )

2 3
2

Vậy nghiệm phương trình là; X = ± — - + k27i:, k G z.

Bài toán 9.21: Giải các phương trình;
3(sinx + tanx) 

tanx -  sinx 

Giải
kĩĩ

2cosx = 2.

cosx ^  0
Điêu kiện: <=í> X 5*

[tanx sinx 2

Phương trình
<=> 3(sinx + tanx) - 2cosx(tanx - sinx) = 2(tanx - sinx)

<=> sinx(3 + + 2cosx)= 0
cosx
. 2 ,<=> sinx ( 2cos"^x + 3cosx + 3 ) = 0<=> 2cos^x + 3cosx + 3 = 0 

Vì A < 0 nên phưcmg trình cho vô nghiệm.

1 _ -v/2(cosx -  sinx)Bài toán 9.22: Giải phương trình;
tanx + C0t2x 

Giải
cotx -  1

Điều kiện; •

Phương trình;

cosx ^  0 kn
sin 2x ^  ữ X

<=> < z
tan X + cot 2 x ^ 0 n

4-X  ^  —

cotx ^  1 1 4

cosxsin2x _  V2(cosx -  sinx) 
cosx -  sinxcosx

sinx
sin2x = V2 sinx <=> V2 sinx cosx - sinx = ()<=> sinx ( 4 2  cosx - 1) = 0

V2
sinx = 0 hoặc cosx = <=> X = ku (loại) hoặc X = ± — + k2Ti.

Ta chon nghiêm X = - — + k27i với k G z.
4
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Bài foán 9.23: Giải phương trình:

Điều kiện; X ^  Phương trình:
4 2

cot X -  tan X 
cos2x 

Giải

16(1 i- cos4x).

cos'' JC -  sin'' X 
cos^ X sin^ xcos2x

16(1 + cos4x) «■
cos^ JC sin^ X

32cos'^2

<:í> 1 = 8cos^2x sin^2x <=> 1 - 2sin^4x = 0 <=> cos8x = 0 <=> X = —  + .
16 8

So với điều kiện ta chọn nghiệm: X = —  +
16 8

1
2 cosx -  

V c o sx )
= 3 tan X.Bài toán 9.24: Giải phương trình: (sin3x - 2sinx)

Giải
Điều kiện; cosx ĩt 0.
Phương trình đã cho tương đương với
(3sinx - 4sin X - 2sinx). cos2x = 3sinx <=> (1 - 4sin x)sinx. cos2x = 3sinx 
<=> sinx [(1 - 4sin^x). cos2x - 3 ]= 0 »  sinx (2cos“2x - cos2x - 3)= 0 
Cí> sinx = 0 hoặc 2cos^2x - cos2x - 3= 0 <í:í> sinx -  0 hoặc cos2x = -1 
Với sinx = 0 <=> X =  k rr

Với cos2x = -!<=> 2cos^ X = 0 <=> cosx = 0 (loại)
Vậy phương trình có nghiệm X = kn, k e  z.

Bài toán 9.25: Giải phương trình: 3(tanx - cotx) = 4sin2x
sin2x

Giải
Điều kiện: sin2x ^  0.
Phương trình đã cho tương đương với 
,s in ^ x - c o s ^ x  4 s in ^ 2 x -6

sinxcosx 2sinxcosx
<=> 3 (s in \  - cos"x) = 2sin^2x - 3

«> -3cos2x = 2(1 - cos^2x) - 3 <=> 2cos zx - 3cos2x + 1 = 0

<=>
cos2x = 1

cos2x = — 
3

X =  k u  

TC
x = ± — + k7i, k e Z

6

71
Chọn nghiệm của phương trình là X = ± — + kn, k e z.

6
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Bài toán 9.26: Giải phương trình: 2 sin x(sin 3x + 2 sin 4x) =

G iả i

Điều kiện; sin2x 5* 0, tanx + cot2x 0.
Phương trình tương đương với

tanx + 2V3 cos2x

tanx + 2V jcos2x 
tan X + cot 2x

2sinx(sin3x + 2sin4x) = —sin X sin 2x + cos 2x cos X
cosxsin2x

<=í> 2sinx(sin3x + 2sin4x) = (tanx + 2 VĨ3 cos2x)sin2x 

<=í> sin3x + 2sin4x = sinx + 2 >/3 cos2xcosx 

<=> (sin3x - sinx) + 4sin2xcos2x = 2 V3 cos2xcosx 

<=> 2cos2xsinx + 4sin2xcos2x = 2 V3 cos2xcosx

<=>

cos2x = 0

sinx + 2sin2x = cosx

7 Ĩ , n
x = -— + k -^  

4 2

<=>

n , n
X = —+ k —

4 2
(

sin2x = sin
n

V •

7T
2x = — -  X + /c2:7 

3
<=>

2x = 7T ■
7T

-  X + k27T

n  , Tt
X  =  —  +  k - ^

4 2

X  =  —  +  k  —  (thỏa mãn) 
9 3
2/r

X  =  +  k 2 7 T
3

Vậy nghiệm của phương trình là;
27t_  7T , 7Ĩ n Zn 271 , ,

x = —+ k ^ , x  = —+ k — X = —-  + k27i , k e Z .
4 2 9 3 3

Bài toán 9.27: Giải phương trình: cot X + — —  = 2 cos X.
V2 sinx + cosx

G iả i

Điều kiện: sinx ^  0, sinx + cosx ^  0.
, , , , , cosx 2sinxcosx  _ ^Phương trình trở thành: - 7 = ------ + —---------------- 2 cos X = 0

V ĩs in x  sinx + cosx

o
cosx 2cos X 

V ĩs in x  sinx + cosx
2cos X „

= 0 <=> cos X
n  ̂  ^sin(x-l— ) - s i n 2 x  
4

= 0
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Với cosx = 0 X = — + kn.
2

7Ĩ
Với sin2x = sin(x + —)

4

71

<=>
2x = X + — + m27T 

4

2x = 7Ĩ - X -  —+ m27i 
4

X = — I- m lĩT  , _
4 7T k2n:

<=> X = — + — —
7Ĩ mlTĩ  4 3

X = — + -
4 3

, 71 , ĩ ĩ  k i n  , „
Chọn nghiệm của phương trình: X = — + KTĨ, X = — H-----— , k e z.

Bài toán 9.28: Giải phương trình: — — I---- —  = cot X + 2 sin X .
sin X sin 2x

Giải
Điều kiện: sin2x ^  0. Phương trình trở thành

1
-2 s in  x + -

1 cosx  ̂ l - 2 s in  X l - 2 c o s  X
— = O o ------------- + ------- —------= 0

sinx 2 s in x co sx  sin X sinx 2 sin x co sx
«  cos2x. 2cosx - cos2x = 0 <=> cos2x (2cosx -  1) = 0

<íí>
cos2x = 0 

cosx = —

n  , n
X = — +

4 2

X = ± — + k2 n  
ò

(thỏa mãn)

Vậy nghiệm của phương trình là: x = —+ Ả:—;x = ± — + k27ĩ, k e z.

Bài toán 9.29: Giải phương trình: ( 2 c o s x - l ) c o t x  =

Giải

2 sin X
sinx c o sx -1

Điều kiện: sinx ^  0, cosx 1.
Phương trình đã cho tương đương với

2cos^ X - c o s x - 3  _ 2sinx (2cosx - 3)(cosx +1) _ 2sinx
<=>

sin x  c o s x - 1  sin x  co sx

<=> (2cosx - 3)sin^x = -2sin^x 2cosx - 3 =  -2 (vì sinx ^  0)

1 7t
<:í> cosx = — X -  ± — + k27i (chọn).

2 3

Vậy nghiệm của phương trinh là X = ± — + k27ĩ, k e z.
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. . , , cosx + s in \\
lìài toán 9.30: Giải phương trình; , = 1 + sin X -r cot X .

sin X -  sin' X

(ìiải
i)iều kiện: sinx ^  0. sinx 1.
Phương trình dã cho tưcrng dương với

cơsx t sin"’x (1 - sinx)(sinx t sin“x ) cosx)
<=> cơsx I sin’x  ̂ sinxcos^x t cơsx - sinxcosx 
<=> sin^x cos^x - cơsx (vì sinx ^  0) <tí> 2cơs^x - cosx - 1 0

X  = k2ĩĩ 
2k

cos X  =

cos X = - X = ± + k2n
3

271
Chọn nghiệm cứa phương trình là: X -- ± -t k27i:, k e / .

Bài toán 9.31: Giải phương trình: tan2x+  cotx = '
cos X

cơs X -s in  X
Giải

Diều kiện:

Cơs2x ^ 0

sin X ^  0
sin X -  cơsx ^  0

, , . , . , sin2x cosx cơsxPhương trinh trớ thành; +
sin^x cosx _ cơsx 
cos2x sinx c o sx -s in x

2sinxcosx cơs X_  cosx
cos x - s in  X c ơ s x - s i n x  smx
2sin xcosx -  (cosx + sin x)cơsx cosx „

<=> —  ....... --- ^ 0
(cơsx -V sin x)(cosx -  sin x) sin X

-  cos X cơs X
<=> - -f ' = ()< » c ơ sx  = ()

cosx + sinx sinx

«  x ^ + kn (chọn). Vậy nghiệm là X ^  + kri, k £ z. 

Bài toán 9.32: Giải phương trình: 2(1 + cosx)(l + cot" x) =
sin X - 1 

sin X + cosx
Giải

Diều kiện:
[sinx 0 
sin X + cơs X 0
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2(1 + cosx) _  sin X -1
Phương trình đã cho trở thành

, . 1  s in x -12( 1 + cosx) — = —— —-------o
sin X sinx + cosx 1 -cos X sinx + cosx

<=> 2(sinx + cosx) = (1 - cosx)(sinx -!)<=> sinx + cosx + 1 + sinxcosx = 0
<=> (sinx + l)(cosx + 1) = 0 <=> sinx + 1= 0 hay cosx + 1 = 0

71
Với sinx = -l <=>x = - — + k27T (thỏa mãn)

Với cosx = -l<=>x = -;r + k27T (loại)

Vậy phương trình có nghiệm là X = - — + k27x, k e z.

Bài toán 9.33: Giải phương trình: ■ + ■
1

Vsinx cosx^ 
Giải

J ísin2x + 0 n n
Điêu kiện; ( <=>2x + k^< íí>x?tk  —

cos2xí t0  2 4

tan2x = 2V2 .

P T «

0

sinx + cosx sin2x 
sinxcosx  cos2x

= 2V2
sinx + cosx 2 sinxcosx
sinxcosx  c o s^ x -s in ^ x

cosx -  sin X
< í= >

cos x +
n

V

= V2 _  n.cos x + —
■J

Ị_
2

<=> X+ — = + — + k2;r <=>x = — + k2;r; x = - — + 2Ấ:;r 
4 3  12 12

' 71 7ĩi
So sánh điêu kiện, vậy nghiêm; X = — + k27ĩ; X = - - 4 -  + 2k7ĩ, k 6 z.

12 12

Bài toán 9.34: Giải phương trình: ^ -  2 sin X = 2.
c o tx -c o sx

Giải
fsinx5í0  kTĩ

Điêu kiện: < \  ^  —
[cotxvtcosx 2

„  , 3(C0SX + C0tx) „ . ^ _  .1 , . X,, , T • x _ nTa c ó -------- —----------- 2sinx - 2  <=> (1 + sinx)(l + 2sinx) = 0
cotx -c o s x

1
<=> 1 + 2sinx = 0 <=> sinx = ----= sm

2
 ̂ 71̂

V
<» X = + k27ĩ, X = —  + k27ĩ

Vây nghiêm PT là: X = -  — + k27ĩ, X = —  + k27T, k e  z.
6 6
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Bài toán 9.35: Giải phương trình: 3tan3x + cot2x = 2tanx +
sin4x

Giải
ĐK: cos3x ^  0, sin4x ^  0
Phương trình đã cho biến đổi như sau:

1 -c o s “ 2x
3tan3x = 2tanx +

cos2xsin 2x
<=> 3tan3x = tan2x + 2tanx

<=í> (tan3x - tan2x) + 2(tan3x - tanx) = 0 <í=>
sin X

cos3x
1

■ + 4

<=>— ỉ ^  + 4 = 0 <=> cos2x = - — <=> X = ± —arccos 
cos 2x 4 2

= 0
Vcos2x j  

r ì \
+ krt, k e z.

V

2 cos 4x
Bài toán 9.36: Giải phương trình: cot X = tan X + — ——

sin2x
Giải

kn
ĐK; X ít — : Biến đổi phương trình;

2cos4x T _ - 2   ̂ ____ ^cot X = tan X + ------- — <» cos x = sin X + cos4x <=> cos2x = cos4x <=> X = —
sin2x 3

' 7T
So sánh điêu kiện, được nghiệm cùa phương trìnli là: X = ± — + kTT, k e z. 

Bài toán 9.37: Giải phương trình: 4sin^ —s i n x = V2(l + sinx).
2

Giái
-cotx

Điều kiện: sinx 0; cotx 1. 
2cos2x

Ta có:
1 -  cot X

. . - „ 2  X

, 2
-sin2x - 2sin X

Và 4sin —. sinx = 2(1 - cosx)sinx = 2sinx - sin2x

Do đó: PT <=> 2 s in \  + (2 - V2 )sinx - V2 = 0 <=> sinx = -1 hoặc sinx =

Với sinx = -l < » x  = - ^  + k2n,
2

4 ĨVới sinx = «  X = — + k2n hoặc X = —  + k2TC
2 4 4
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Kết hợp nghiệm, vậy nghiệm PT là

X = - — + k2n hoăc X = —  + k27T (k e Z). 
2 • 4  ̂ ^

2sin‘
Bài toán 9.38: Giải PT:

( 2571^ í  9ti^X-------- - 2 c o s X + - -
l  4 J l  2 j

+ tanx
=  0 .

Điều kiện;

cosx ^
' 4 i

1
sinx ^  — 1= <=> <

V2
cosx ^  0

X  ̂± — + k2n 
4

X - —+ k27i
4

X — + kn

Biến đổi phương trình: 

2^ 25712 sin

<=>2sin

'' 25ti4 » _ 2 r  971̂X------^  - 2 c o s  x + ~  + t a n x
r  4 j I 2 J
ự l COSX + sinx + lj

X-  — - 2 cos^ x + — + tanx  = 0<:í> cos2x - sin2x + tanx = 0
4 ) 1  2 )

Đặt t = tanx thì phương trình trên thành;
t̂  - 1̂  - t + 1 = 0 <I> (t- -  l)(t - 1) = 0 «  t -  ± 1

7tChon t = 1 suy ra nghiêm X = — + k27ĩ, k € z .
4

Bài toán 9.39: Giải phương trình:

4cos^x + 3tan^x - 4 V3 cosx + 2 Vs tanx + 4 = 0.
Giải

Phương trình tương đương

4cos^x -4^|3  cosx + 3 + (^/3 tanx)^ - 4 ^/3 tanx + 1 = 0  

<=> (2cosx - ^I3ý  + {yÍ3 tanx + 1 )̂  = 0

s

<=> ị
cosx =

tanx = -
<=> s

V ỉ

X = ± — + k ln
= - — + k2rt, k e z.

_ ^  6 X = -  — + k ĩi
6
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BẢI TẬP

Bài tập 9.1: Giải các phưcmg trình sau:
a) cot”x - 3cotx -1 0  = 0 b) 3 - tan^ 5x = 0.

IID-ĐS

't  = -2 cot X = -2
Cí> <=>

t = 5 cotx = 5

X = arccot(-2)+ kĩc 

X = arccots + kĩi

b) sin2x + tanx = 2 
IID-DS

b) Đặt t = tanx.

b) tan^ (x - —) = tanX - 1 .  
4

ỈID-DS

b) tanSx -  - yỈ3 hay tanSx = yfj .
Bài tập 9.2 : Giải các phương trình: 

a) tan^x -3tan^x -2tgx + 4 = 0

a) Đặt t = tanx
Bài tập 9.3: Giải các phương trình: 

a) tan2x - tanx = 2 V3 /3

a) Đặt t = tanx
-- 7T

b) Dùng công thức cộng, có thê đặt t = X-----

Bài tập 9.4: Giải các phương trình:
a) (1 - tanx)(l + sin2x) = 1 + tanx b) tanx + tan2x = tan3x

lỉD-DS
a) 1 + sin2x = (sinx + cosx Ỹ.

Bài tập 9.5: Giải các phương trình:
a) (1 - tanx)(l + sin2x) = 1 + tanx b) 3tanx + 2cot3x = tan2x

HD-ĐS
b) Tách hệ số 3 thành 2 và 1 rồi ghép tương ứng

Bài tập 9.6 : Tìm tập xác định của các hàm số sau;
 ̂ sinx.cosx 

a )y  =
tan^ x -1  

ícosx ^  0

b) y = Vtanx 

IID-ĐS

a )  ĐK:<Ị . D = R \ {-  + kn; ± -  + kn 1 k e Z}.
[tanx9^±l 2 4

ícosx+:0 71
b) Điêu kiện < <» kĩĩ < X < ^  + kn, k e z.

ì tan X > 0 2
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Bài tập 9.7 : Giải các phương trình:
a) tan" x + cot^ X = 2sin^(x + ;r/4 )

b) lósin^xsinV + tan^xtanV + 18 = 24sinxsiny + ótanxtany
IID-ĐS

a) VT > 2 > 2 b) Đưa về tổng các bình phương bàng 0.
Bài tập 9.8: Giải các phương trình:

a) tan'*x + tanV + 2cot ^xcot ^y = 3 + sin^(x + y)

b) (tanx + —cotx)" =cos"x + sin"x với n e N, n > 2
4

IID-DS
b) Khi n > 3 thì phương trình vô nghiệm 

Bài tập 9.9: Định m để các phương trình sau có nghiệm; 
a) sinx. cosx - sinx - cosx + mtanx. cotx = 0 

3
b)

sin" X
+ 3 tan X + tniian X + cot x) -1  = 0

HD-DS

a) -  — < w < 1 b) đặt t = tanx + cotx, |x| > 2.

LẬP PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THANG

- Vectơ pháp tuvến (VTPT) của một đường thẳng vectơ khác 0 và có giá 
vuông góc với đường thăng.

- Veclơ chí phương (VTCP) của đường thăng: veclơ khác 0 vờ C’ó giá song 
song hoặc trùng đường thăng.
Dạng tong quát

- Tim một điêm ỉ(Xo,' yo) thuộc đường thăng
- Tim một V1'PT n (a; b) của đường thảng., ( ỉ  + ;í0.

- Viết phương trình a(x - Xo) + h(y - y„) = 0 rồi .suy ra dạng lổng quát:
ax + by + c = (),, a^ + b^ ĩTrQ,

- Hoặc, viết dạng lổng quát: ax + by + c = 0, tìm c nhờ đường thẳng cho đi 
qua diêm I. i

V
V  /  A

0 /  . >

ài
y

0 \ a
\  X

138



- Phương trình đường thũng theo đoạn chẳn: đi qua hai điếm A(a; 0), B(0; h)

vớia, b ^O là  -  + ^  = 1.
a b

Đặc hiệt: d '/ / d: ax + hy + c = 0 d': ax + hy + c' = 0, c' ĩ^c
d" .1 d: ax 'r bv + c = 0 => d": bx - ay + c" =-- 0 

Dạng tham số, chính tắc
- Tìm một diêm I  (xo! Vo) thuộc dường thăng
- Tun một ITCP  u (a: b) cùa đường thăng

, [ X =  + at , , ,
- Phương trình tham sú: < , (a + b

[y = y„ + bt

i
y

' Ỷ '0 — - ỵ ~— ►

- Nêu a, b 0 thì có dạng chính lác: — y-Y o
a b

Đặc h i ệ t ,  d  qua A, B t h ì  có VTCP ũ ( x b  - X a ;  y B  - Va )  

d '  1  d :  ax V h y  + c 0 t h ì  VTCP u ' = (a; b) 

d " / / d :  ax + h y  + c =- 0 t h ì  V K T  ũ' " = (-b; a) h u y  (b:-a)

d  củ hệ số góc k thì VIV.P u (l; k).
Chủ ỷ:

ỉ) Đường thang cắt 2 trục íoạ dộ thì nên chọn dạng phương trình đoạn chắn.
2) Khừ và dặt tham số, biến dôi và qui đồng, đôi VTPT và VTCP,... đế chuyên 

thành dạng phương trình khác.
3) Có vô .ĩó ị^TCP, VTPT cùng phtrơng, ta có thế chọn íoạ độ li lệ và íhoả điều 

kiện vecíơ khác 0 .

4) Phương trình đường thăng theo hệ .số góc: di qua I ( X o :  y o )  và có hệ sổ góc 
k =  lan(Ox; ả): y  -  V o  = k(x -  X o )

=>y = kx + m =^kx - y  I m = 0.
5) Phương trình tông quát cùa các dường phân giác 

của góc xOy:
y  = (Ian45“). X = x<f:>x - y  = 0 

v à y  = (tanI35“). X = -X <=>x + y  = 0.
Bài toán 10.1: Lập phương trình tổng quát của đường thẳng

a) d qua M(3; 4) và có vcctơ pháp tuyên n = (-2; 1)

b) d qua M(2; -3) và có vcctơ chỉ phương a = (4; 6).

Giải

a) Đường thẳng d đi qua M(3; 4) và có vectơ pháp tuyến n = (-2; 1).

y, i

^  X
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Phương trình tổng quát của d có dạng:
Ax + By + c = 0 Thay A = -2; B = 1 vào ta có; -2x + y c = 0 
M e d => -6 4 4 + c = 0 ^  c = 2

Vậy phương trình tổng quát của d là:
-2x + y + 2 = 0 hay 2x - y - 2 = 0

b) Đường thẳng d đi qua M(2; -3) và có vectơ chỉ phương a = (4; 6) nên 

VTPT n = (6; -4) hoặc (3; -2): 3(x - 2) - 2(y + 3) = 0 
Phương trình tổng quát của d là: 3x - 2y - 12 = 0.

Bài toán 10.2: Lập phương trình tống quát của dường thẳng
a) qua A(2; 0) và B(0; -3) b) qua M(-5; -8) vì có hệ số góc k = -3.

Giải
' X ya) Phương trình theo đoạn chăn: — + = 1 <=>3x-2y-6 = 0

b) Phương trình theo hệ số góc: y = kx + m = -3x + m 
Đường thẳng qua M(-5; -8) nên -8 = 15 + m => m = -23
Do đó phương trình tổng quát: y = -3x - 23 => 3x + y + 23 = 0.

Bài toán 10.3: Viết phương trình tổng quát của đường thẳng d
a) Qua M (-l; -4) và song song với đường thẳng 3x + 5y - 2 = 0
b) Qua N(1; 1) và vuông góc với đường thẳng 2x -I- 3y + 7 = 0.

Giải
a) Vectơ pháp tuyến của d cũng là vectơ pháp luyến cùa đường thẳng

3x -t- 5y - 2 = 0 nên phương trình của d là 3x + 5y + c = 0 
Vì d đi qua điểm M (-l; -4) nên -3 - 20 + c = 0 => c = 23.
Vậy phương trình tổng quát d: 3x + 5y + 23 = 0
b) Đường thẳng d \nông góc vód đường thẳng 2x + 3y + 7 = 0 nên lấy VTCP (3; -2) 

làm VTPT của d.
d: 3(x - 1) - 2(y - 1) = 0 «  3x - 2y - 1 = 0.

Bài toán 10.4: Lập phương trình tham sổ của đường thẳng d:

a) đi qua điểm M(2; 1) và có vectơ chỉ phương u = (3; 7)

b) đi qua điểm M(5; -2) và có vectơ pháp tuyến n = (4; -3).

Giải
íx = 2 + 3t

a) Phương trình tham sô cùa d là: <
[y = l + 7t

b) d có vectơ pháp tuyến n = (4; -3) nèn có vectơ chỉ phương u = (3; 4).
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í>
Vậy phương trình tham sô của d là: K

_ b

[x = 5 + 3t 
[y = -2  + 4t'

Bài toán 10.5: Viết phương trình tham số của đường thẳng d
a) đi qua điểm M(5; 1) và có hệ số góc k = 8
b) đi qua điểm A(3; 4) và B(4; 2).

Giải
a) d có hệ sô góc k = 8 nên d có vectơ chỉ phương u = (1; 8)

íx = 5 + l
Vậy phương trinh tham sô của d là: <

^  [y = l + 8t

b) d đi qua A và B nèn d có vcctơ chỉ phương u = AB = (1; -2)

íx = 3 + t
Vậy phương trình tham sô của d là: <

Ịy  = 4 -2 t

Bài toán 10.6: Cho hai điểm P(4; 0) và Q(0; -2). Viết phương trình tổng quát của 
đường thẳng
a) Qua điểm A(3;2) và song song với đường thẳng PQ
b) Trung trực của PQ.

Giải
a) Đường thẳng PQ có phương trình theo đoạn chắn:

-  + - ^  = lhay x - 2 y - 4 - 0  
4 - 2

Đường ứiẳng d song song với PQ có phương trình X - 2y 4 c = 0 với c 4.
Vì d qua A(3;2) nên 3 - 2. 2 + c = 0 => c = 1.
Vậy phương trình d; X - 2y + 1 = 0.
b) Đường trung trực của đoạn PQ đi qua trung diểm I của PQ là 1(2; -1) và 

vuông góc với PQ = (-4; -2). Phương trình đưòng trung trực của đoạn PQ là:

-4(x - 2) - 2(y + 1) = 0 <=> 2x + y - 3 = 0.
, , ỵ — 2 y +3 '

Bài toán 10.7: Cho diêm A(-5; 2) và đường thăng d: ------= —— Viêt phương

trình đường thẳng d':
a) qua A và song song với d b) qua A và vuông góc với d.

Giải

a) d có VTCP u = (1; -2) cũng là VTCP cùa d'. Vậy d': =

t'. x+5 y - 2b) d' vuông góc với d nên có VTCP là (2; 1). Vậy d':
1

141



Bài toán 10.8: Một đường thẳng đi qua điểm M(5; -3) cắt trục Ox và Oy tại A và 
B sao cho M là trung điểm của AB. Viết phương trình tổng quát của đường 
thẳng đó.

Giai
Giả sử A = (a; 0), B = (0; b). Vì M(5; -3) là trung điểm của AB nên;

a + 0 0 + b- j  = ■ 10,b = -6.

’ X yPhương trình của đường thăng đi qua A, B là —  + = 1 hay 3x - 5y - 30 = 0.
10 -6

Bài toán 1Ọ.9: Cho điểm M (l; 2). Hãy lập phương trình của đường thẳng đi qua 
M và chắn trên hai trục toạ độ hai đoạn có độ dài bằng nhau.

Giải
Xét d qua gốc o  thì d: y = kx => y = 2x.
Xét d không qua gốc o  thì a, b 0

d : ^  + f  = l.
a b

l ’heo giả thiết thì I a I = I b i
Neu b = a thì d: X + y = a.
Vì d qua M(1; 2) nên a = 3 do dó d: X + y = 3.
Nếu b = -a thì d: X - y = a 
Vì d qua M (l; 2) nên a = -1, do đó X - y = -1.
Vậy có 3 đường thẳng: 2x - y = 0, X + y - 3 = 0, X - y + 1 = 0 .

Bài toán 10.10: Viết phương trinh dưòng thẳng đi qua M(2; 5) và cách đều hai 
đ iểm P (-l;2 ),Q (5 ;4 ).

Giải
Xét d//PQ thì thoả mãn cách đều p và Q.

—* íx = 2 + 3t
VTCP PQ = (6; 2) nên d: \

[y = 5 + t

Xét d' không song song với PQ, dể d cách đều p, Q 
thì d' đi qua trung điếm 1(2; 3) của PQ.

—• _ [x = 2
VTCP MI = (0; -2) nên d': ị

[y = 5 - 2 l

Bài toán 10.11: Đường thắng d; 2x - y + 8 = 0 cắt các trục Ox và Oy lần lượt tại 
các điểm A và B. Gọi M là điếm chia đoạn AB theo tí số -3. Viết phương trình 
đường thẳng di qua M và vuông góc với d.

Giải
Cho x = 0 => y = 8; y = 0 => X = -4. Do đó A(-4; 0), B(0; 8)
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^  • X - X, - k x ,  - 4 - 0  Gọi M(xo; Yo) thì x„ = -  — -----

Yo

-k  4

Yi -  '^Y;. ^  Q.r i z ^  = 6 ■ Vây M (-l; 6)
1 - k  4

Veclơ chỉ phương của d: 2x - y + 8 = 0 là u (1; 2). Do đó phương trình đường 
thẳng d' qua M và vuông góc với d là:

d': l(x  + 1) + 2(y - 6) = 0 hay X + 2y - 11 = 0.
Bài toán 10.12: Cho đưÒTiig thẳng di: 2x - y - 2 = 0; da: X + y + 3 = 0 và điểm 

M(3; 0). Viết phương trình đường thẳng A đi qua M, cắt di và da lần lượt tại 
điểm A và B sao cho M là trung điếm của đoạn thẳng AB.

Giải
A(xa; yA) e d i  => yA = 2 x a  -  2  

B(xb; yn) e d a  yi3 =  -xn -  3 
Vì M là trung điểm của AB nên;
[x^ + Xg — 2Xĵ ^
YA + yn = 2y M

Í^A +X b = 6  
[2x^ -  2 -  X[J -  3 = 0

=> xa= y = > y A = y .  Vậy A = ( y ; - y )

Đường thẳng A là đường thẳng qua A và M. Từ đó ta tìm được phương trình 
của A là; 8x - y - 24 = 0.
Bài toán 10.13: Lập phương trình dường thẳng A đi qua Q(2; 3) và cắt tia Ox, Oy 

tại 2 điểm M, N khác điểm o  sao cho OM + ON nhỏ nhất.
Giải

Gọi M(m; 0), N(0; n) với m, n > 0.
Phương trình của A là:

X y _ . ^  a _ ^ 2 3 _ 3 m— + — = 1Q e A=í> — + — = l= > n  =
m n m n

Do n > 0 nên m > 2.
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:

OM + ON = m n = m +

m -  2
(dễ thấy m ^ 2).

m -  2 

= m -  2 + ^ + 5 > 2 j ( m - 2 ) . —^  + 5 = 2Vó + 5
m - 2 m - 2

Dấu ' xảy ra khi và chỉ khi m - 2 =
m -2
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Chọn m = 2 -í- Vó (do m > 0). Suy ra n = 3 + Vó .

Vậy OM + ON nhỏ nhất bằng 2 V6 + 5 k h im  = 2 + V 6  v àn  = 3 +  Vb .
X yKhi đó phương trình của A là: — H-----—ị=

2 + Vó 3 + Vó
= 1.

íx = 3 + 2t íx = t'
Bài toán 10.14: Cho hai đường thăng: { và {

[y = _4 + t Ịy  = -10  + t'

a) Viết phương trình tông quát của mỗi đưòng thẳng trên.
b) Tim giao điểm của hai đường thắng.

Giải
íx = 3 + 2t

a) Khử t trong hệ phương trình (
y = -4  + t

Ta được:
x - 3

= y + 4 hay X - 2y - 11 = 0

'ĩương tự đổi với đường thăng thứ hai ta được X - y - 10 = 0 
b) Giao điểm hai đường thẳng đã cho là nghiệm của hệ; 

í x - 2 y - l l = : 0  íx = 9 
| x - y - 1 0  = 0 ^ | y  = - r  

Vậy giao điểm là 1(9; -1)
Í3 + 2l=:t'

Cách khác; Xét hệ
2 t - t '= - 3  t = 3

<=><̂ . 
44-t = -10 + t' t - t '= - 6  t'=9

. i . í íx=2+2tBài toán 10.15: Cho đưòng thăng có phương trình tham sô; ị
[y=3+t

a) l'ìm điểm M nằm trên đường thẳng đó và cách điểm A(0; 1) một khoảng bằng 5.
b) Tìm toạ độ giao diêm của đường thẳng đó đổi với đường ứrẳng X + y + 1 = 0.

Giải
a) Điểm M thuộc đường thẳng đã cho nên M = (2 + 2t; 3 + 1).

Ta có: AM = 5 Cí> V(2 + 2t -  0)^+(3 + t -1)^ = 5

«  (2 + 2tV + (2 + tV = 25 o  5V + 12t - 17 = 0
17 2 ( 2A 2^

» 1 = 1  hay t = -  —  . Vậy có hai điểm M (4; 4) và M' Ị -  —

b) Thế X = 2 + 2t; y = 3 + t vào phương trình: X + y + 1 = 0
2 + 2t + 3 + t + 1 = 0 <=> t = -2. Do đó X = -2; y = 1 

Vậy toạ độ giao điểm N = (-2; 1)
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Bài toán 10.16: Lập phương trình của đường thẳng d đi qua giao điểm của hai đường 
thẳng 2x - y + 5 = 0, 3x + 2y - 3 = 0 và thoả một trong các điều kiện sau:
a) d đi qua điểm A(-3; -2).
b) d cùng phương với đường thẳng X 4 y + 9 = 0.
c) d vuông góc với đường thắng X + 3y + l= 0 .

Giải
Í 2 x - y  + 5 = 0 [x = - l

Toa đô giao diêm M(x; y) là nghiêm của hê: <=> s
[3x + 2 y - 3  = 0 [y = 3

Vậy ta có giao điểm M (-l; 3).
a) d đi qua hai điểm A(-3; -2) và M (-l; 3) nên có phương trinh là;

x + 3 y + 2 _ ^  » , 11_A— —  = ' V <=> 5x - 2y + 11 == 0.
- 1 + 3  3 + 2

b) d cùng phương với đường thẳng X + y + 9 = 0 nên phương trình của d có 
dạng; X + y + c = 0, d đi qua M (-ỉ; 3) =ỉ> c = -2

Vậy phương trình của đường thẳng d là :x  + y -  2 ^ 0 .
c) d vuông góc với đường thẳng X + 3y + 1 = 0 nên phương trình của d có 

dạng: -3x + y + c = 0.
d đi qua M (-l; 3) => c = -6.

Phương trình của đường thẳng d là; 3x - y + 6 = 0.
Bài toán 10.17: Cho đường thẳng d: X - 2y + 4 = 0 và điểm A(4; 1)

a) Tìm toạ độ hình chiếu vuông góc của A lên d.
b) Tìm toạ độ điểm A' đối xứng với A qua d.

Giải
a) Phương trình d' qua A, vuông góc với d có dạng: 2x + y + c = 0 

d 'qua  A(4; 1) nên 8 + 1 + c = 0 c = -9  
Do đó d': 2x + y - 9 = 0 
Hình chiếu H là giao điểm của d và d':

14
^14 17^[ x - 2 y  + 4 = 0 

2x + y - 9  = 0
<=> <

X =  ■

17
^ 5

. Vậy H
5 ’ 5

A

H

A '‘

b) A' đối xứng của A qua d khi H là trung điểm của AA'
„ . .=  29

XA = ^ ,yA  = y

(8

Xa  +  Xa ' = 2xh, yA  + yA' = 2ya 

Vậy A'
5 5
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Bài toán 10.18: Tìm hình chiếu của M(3; 1) lên đường thẳng d;

Giải
H e d => H(-2 - 2t; 1 + 2t) 

d cỏ VTCP Ũ = (-2; 2)

Điều kiện MH e d <=> MH . u = 0

5 f  \^  -2(-5 - 2t) + 2. 2t = 0 <=> t = . Vậy H -

|x = -2 - 2 t  
ìy = l+2t

M

H

2 2

Bài toán 10.19: Tìm hình chiếu của điểm P(3; -2) lên mỗi đường thẳng;

X -1 y, x = t 
a)d; _ 

[y = l
b)d; c) d: 5x - 12y + 10 = 0

3 - 4

Giải
a) Phương trình d: y - 1 = 0
Gọi H là hình chiếu của p trên d thì H là giao điểm của d và d', trong đó d' là 

đường thẳng đi qua d' T d.
Phương trình của d' là: 1 (x - 3) + 0(y + 2) = 0<:í>x-3 = 0

íx -3  = 0 íx = 3
Toa đô II là nghiêm của hê <=>1 .V â y H (3 ;l)

[y - l  = 0 [y = l

, , [x = 1 + 3t
b) Viêt phương trình của d dưới dạng tham sô; I

Đường thẳng d' đi qua p và vuông góc vói d có phưoTig trình;
3(x - 3) - 4(y + 2) = 0 3x - 4y - 17 = 0.

Thay vào ta được; 3(1 + 3t) - 4(-4t) - 17 = 0 «  25t- 14 = 0<=>t^ l i
25

Vậy toạ độ hình chiếu của p là
6]_ %
2 5 ’ 25

c) Gọi d' là đường thẳng đi qua p và vuông góc với d. Do d' vuông góc với d 
nên d' có vectơ chỉ phương u = (5; -12)

íx = 3 + 5t
Phương trình tham sô của d' là: (

^ |y  = - 2 - 1 2 t

Thay X = 3 + 5t và y = -2 = 12t vào phương trình của d, ta được:

5(3 + 5 t)- 12(-2- 12t)+ 10 = 0 «  169t + 49 = 0 « t  =
169
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Vậy toạ độ hình chiếu của p là
262 250

,1 6 9 ’ 169.
Bài toán 10.20: Cho đường thẳng A: 2x - y + 1 = 0 và điểm 1(1; 2). Tìm phưong 

trình đường thẳng A' đối xứng với A qua điểm I.
Giải

Lấy một điểm M nằm trên đường thẳng A: 2x - y + 1 = 0, chẳng hạn M (0; 1). 
Điểm M' đối xứng với M qua điểm I (1; 2) có toạ độ M'(2; 3). Đường thẳng A' 

đối xứng với A qua 1 là đường thẳng đi qua điểm M' và song song với A, tức là có 
vectơ pháp tuyên n = (2; -1).

Vậy phương trình của A' là 2(x - 2) - l(y - 3) = 0 hay 2x - y - 1 = 0.
Bài toán 10.21: Cho hai đường thẳng di: X + y - 1 = 0 và d2: X - 3y + 3 -  0. Hãy lập 

phương trình của đường thẳng da đối xứng vóri di qua d2.
Giải

Giao điểm M(x; y) của di và di có toạ độ là nghiệm 
của hệ phương trình:

Jx + y - l  = 0 Jx = 0 
[ x - 3 y  + 3 = 0 ^ | y  = l 

Vậy M(0; 1).
Lấy A (l; 0) thuộc di, phương trình đường thẳng AH vuông góc với d2: 

3(x - 1) + l(y - 0) = 0 c ỉ  3x + y - 3 = 0 
Toạ độ của H là nghiệm của hệ phương trình;

3
|3x + y - 3  = 0 
1 X - 3 y  + 3 = 0

<=í> <
X =

5
6

H I
3 6 
5 ’ 5 ,

'1 12"
=í> B

7 , 5 ’ 5 ,

Phương trình đường thẳng MB hay đường thẳng da là;

(X - 0 ) ( y -  1) -  (y - l ) ( i  - 0) =  0 7x - y + 1 =  0.

Bài toán 10.22: Cho tam giác ABC có phương trình 3 cạnh:
AB: 2x - 3y - 1 -  0; BC: X + 3y + 7 -  0, CA: 5x - 2y + 1 = 0.

Viết phương trình đường cao BH.
Giải A

Toạ độ của điểm B là nghiệm của hệ phương trình / ^ H
X = -2Ị2 x -3 y  + l = 0 

[x + 3 y + 7 = 0
<=> i 5 .V ậ y B (-2 ;-^ ) .

3
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Đường thăng AC có VTPT n = (5; -2) => VTCP u = (2; 5)
BH vuông góc với AC nên có VTPT (2; 5), do đó phưcmg trình

BH: 2(x + 2) + 5( y + - )  = 0 »  6x + 15y + 37 = 0.

Bài toán 10.23: Cho tam giác ABC, biết phưong trình 
đường thẳng AB: X - 3y + 11 = 0, 
đường cao AH: 3x + 7y - 15 = 0, 
đường cao BH: 3x - 5y + 13 = 0.

Tìm phưcmg trình hai đường thẳng chứa hai cạnh còn lại của tam giác.
Giải

Ta có: A là giao điểm của AB và AH. 
fx - 3 y  = l l  fx = -2

| L . T = l 5 ” | y ; 3

Vì AC T BH nên AC có dạng 5x + 3y + c = 0, ta có:
A e AC <=>-10 + 9 + c = 0<=>c = l 

Vậy phương trình đưòng thẳng chứa cạnh AC: 5x + 3y + 1 = 0 
Ta có B là giao điểm của AB và BH: 

íx - 3 y  = l l  íx = 4

Vì BC X AH nên BC có dạng 7x - 3y + c' = 0 ta có:
B € BC «  28 - 15 + c' = 0 c’ = -13.

Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh BC: 7x - 3y - 13 = 0.
Bài toán 10.24: Cho tam giác ABC có A(-2; 3) và hai đưÒTig trung tuyến; 2x - y + 

1 = 0 v à x - t  y - 4  = 0. Hãy viết phương trình ba đưòng thẳng chứa ba cạnh của 
tam giác.

Giải
Hai trung tuyến cho không qua A.
Đặt BM: 2x - y + 1 0, CN: X + y - 4 = 0.
B € BM B(t; 1 + 2t).
„  2 t - 2Trung diêm của AB là N (------; 2 + 1) thuộc CN

t - 2
+ 2 + t -  4 = 0<=>t = 2 nên B(2; 5).

Tương tự c e CN => C(t'; 4 - 1').
Trung điểm M của AC thuộc BM ta tìm được C(3; 1).
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Từ 3 đinh A(-2; 3), B(2; 5), C(3; 1) ta lập phương trình 3 cạnh AB: 
x -2 y  + 8 = 0,BC:4x + y -  13 = 0vàCA; 2x + 5y- 11 =0.

Cách khác: Tìm trọng tâm G là giao điểm của BM, CN và từ B(t; 1 + 2t) và 
C(t'; 4-t') suy ra được t, t .
Bài toán 10.25: Cho tam giác ABC có trọng tâm G(3; 5) và phương trình AB: 

2x - 3y + 1 = 0; AC: 4x + y - 5 = 0. Tìm các đỉnh
Giải

_  Í2x + 3y + l = 0 íx = l
Toa đô A là nghiêm hê: < <=> < ,V â y A ( l; l) .

[4x + y - 5  = 0 [y = l

Gọi B = (xi; yi), c = (Xz; y2).
Vì B e Ai và c G Ả2 nôn: 2xi - 3yi + 1 = 0 và 4x2 + y2 - 5 = 0.
Vì G(3; 5) là trọng tâm cùa tam giác ABC nên:

3 -
3 3

=> Xi + X2 -  8 = 0 và yi + y2 - 14 = 0
(61 43Giải hệ bôn phương trình ta được: B =
^ 7  7 ,

Cách khác: Gọi B (b; — và C(c; 5-c).

;C  = lỂ.
7 ’ 7

Gọi G là trọng tâm tam giác ABC suy ra B, c.
Bài toán 10.26: Viết phương trình đưòng thắng đi qua điểm M(-2; -4) và cắt trục 

Ox, Oy lần lượt tại A và B sao cho OAB là tam giác vuông cân.
Giải

Gọi A = (a; 0), B = (0; b). Vì OA = OB nên I a| = I bI hay a = ±b. Phương trình
, X y ■» 2 4

đường thăng AB: —• + — = 1, đi qua điêm M(-2; -4) nên -  — -  — = 1.
a b a b
2 4 6N êua = b th ì -  — -  — = 1 = > - —=1, nên a = b = -6 , và ta đươc phương trình 
a b a

= 1 hay X + y + 6 = 0.
-  6 - 6

2 4 2 4Nếua = -b thi hay -  — -  — = 1 ;
a b a a

-  + = 1 hay X -  y - 2 = 0.
2 - 2

a = -b = 2 và ta được phương trinh

Bài toán 10.27: Cho tam giác ABC với A(2; 4), B(4; 8), C(13; 2). Viết phương 
trình đường phân giác trong của góc A.
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Giải

Ta có AB = 7 (4 -2 )^  + (8 -4 )"  =

AC = 7 ( 1 3 - 2 ) '  + ( 2 - 4 ) '  =  V ĩ ^

Chân phân giác trong AD, chia đoạn BC theo tỉ k = -
AB
AC

13 + - .4  
2

u ỉ

46
■; Yd

^ 4 ^  44

l Â  '  7
2

nên có toạ độ:

Đường phân giác AD có phưong trình: 
x - 2  y - 4

« _ 2  1 1 _ 4
hay X - 2y + 6 = 0.

7 7
Bài toán 10.28: Cho tam giác ABC có phương trình cạnh AB: 2x + 6y + 3 = 0; 

[x = 2 - t
AC: ( và trung điêm của BC là M (-l; 1). Lập phương trình cạnh BC.

y = t

Giải

Ta có: B e AB B b;-
1

V 3 2

c e AC C(2-t; t)
M G trung điểm BC nên

íb + 2 - t  = -2  

b 1- - -  + t = 2 
3 2

b - t  = -4  

- 2 b  + 6t = 15
<=> < 4

t
7

Do đó B ^ . 4 1  7^và c— va L —
4 4 j  u  4

x + 1 ■1

A

. Vậy phương trình BC:

Bài toán 10.29: Lập phương trình 3 cạnh tam giác ABC biết đỉnh C(4; 3) và trung 
tuyến AM; 4x + 13y - 10 = 0; phân giác AD: X + 2y - 5 = 0.

Giải
Ta tìm điểm đối xứng của c qua phân giác AD.
Phương trình CI vuông góc AD 

-2 (x -4 )+  l(y - 3 )  = 0 
«  2x - y - 5 = 0
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íx + 2 y -5  = 0 
Hình chiêu I có tọa độ: i

■ [ 2 x - y - 5  = 0
Do đó 1(3; 1) nên điểm đổi xứng K(2; -1)

4x + 13y-10  = 0 x = 9 
Toa đô A là nghiêm hê: <=> (

[x + 2 y - 5  = 0 [y = -2
Vậy A(9; -2) nên phương trình AB qua A, K; X 4 7y + 5 = 0 

Ta có B e AB B(-5-7b; b) và trung điểm M
V 2 2 J

Vì M e AM nên 4.-—-^ + 1 3 -—--10=0 => b = 1 
2 2

Do đó B(-12; 1) nên phương trình BC: X - 8y + 20 =  0 
Vậy phương trình BC qua B, C: X + y - 7 = 0.

Bài toán 10.30: Cho hình bình hành có tâm đối xứng 1(3; 5) và phương trình 2 
cạnh: X + 3y - 6 = 0; 2x - 5y - 1 = 0. Lập phương trình 2 cạnh còn lại.

Giải
Đ ặtA B :x  + 3 y -6  = 0 ,A D :2 x - 5 y - 1 = 0
Toạ độ A là nghiệm hộ:

íx + 3 y - 6  = 0 íx = 3
<=>ị .V ậ y A (3 ;l) .

[ 2 x - 5 y - l  = 0 [y = l
I là trung điểm của AC nên C(3; 9), cạnh BC qua c , song song AD;

2(x - 3) - 5(y - 9) = 0 o  2x - 5y + 39 = 0
Cạnh CD qua c , song song AB:

l(x - 3) + 3(y - 9) = 0 »  x + 3y - 30 = 0.
Bài toán 10.31: Cho điểm A(-1; 3) và đường thẳng A có phương trình X - 2y + 2 = 0. 

Dựng hình vuông ABCD sao cho hai đỉnh B, c  nằm trên A và các toạ độ của 
đỉnh c  đều dương. Tìm toạ độ các đỉnh B, c , D.

Giải
Đường thẳng d qua A và vuông góc với A có 
phương trình: 2(x + l) - l-y -3  = 0 hay 2x + y - 1 = 0.
Toạ độ của B là nghiệm của hệ: D

J x - 2 y  + 2 = 0 ' j x  = 0 

Ị2x + y - l  = 0 ^  |y  = r

Vậy B -  (0; 1) và AB = Vl'+2^- = s  nên CB = Vs .

A

Toạ độ của c là nghiệm của hệ

= Vo nen UK = Vo . 
x - 2 y  + 2 = 0

^ x ^ + i y - \ Ý  =V s
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ịX( .=-2  ị x ^ = 2
Giải hệ này ta được < hoặc <

lyc  = o lyc  = 2

Theo giả thiết, nghiệm đầu bị loại do yc = 0. Vậy c = (2; 2). 

Do ABCD là hình vuông nên CD = BA
ÍXd - 2  = - 1 - 0  

Suy ra hay
V o - 2  = 3 - l [yu

. VậyD = ( l;4 ) .

Bài toán 10.32: Cho điểm P(l; 2) và Q(3; 4).
Tìm điểm M trên trục hoành để MP + MQ bé nhất.

Giải
Ta có p, Q là hai điểm cùng phía đối với trục hoành.
Lấy đối xứng p qua trục hoành là P '( l; -2)
Ta có;

MP + MQ = MP' + MQ > P'Q; Không đổi.
Do đó MP + MQ bé nhất khi M là giao điếm của đưòmg thẳng P'Q với trục hoành.

— ■ íx = 1 + 2t
P'Q = (2; 6) nên phương trình P'Q: <

[y = -2  + 6t

Choy = 0 = ^ t  = -  =>x = -  . Vậy M (- ;0 ) .

Bài toán 10.33: Cho hai điểm P(l; 6); Q(-3; -4) và đường thẳng A: 2x - y - 1 = 0. 
Tìm toạ độ điểm N trên A sao cho I NP - NQI lớn nhất.

Giải
Ta có INP - NQI < PQ. Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi N, p, Q thẳng hàng và N 

ở ngoài đoạn PQ.
íx = l + 2t 

[y = 6 + 5t

Thế vào phương trình A thì được t = -5.
Vậy giao điểm của đường thẳng PQ và A là N = (-9; -19).
Vì xn < Xp, xq, nên N là điểm phải tìm.

Bài toán 10.34: Cho điểm M(4; 6). Viết phương trình của đường thẳng đi qua M 
và cắt các trục Ox, Oy theo thứ tự tại A(a; 0) và B(0; b) với a, b > 0 sao cho:
a) Diện tích tam giác OAB bằng 60
b) Diện tích tam giác OAB bé nhất.

Giải

Phương ừình của đường thẳng đi qua A(a; 0), BÍO; b) có dang —-t- — = 1
a b

VTCP PQ = (-4 ;-10) hay (2; 5) nên phương PQ \ ’
b
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4 6
Đi qua điêm M(4; 6) nên — + — = 1 <=> 6a + 4b = ab

a b

a) SoAB = 60 «  ab = 120 <:í> b
120

Do đó; 6a + 4b = 120 <=> 3a + 2b = 60 <=> 3a + 2 120 = 60

=  1

<=> 3a^ - 60a + 240 = 0 <tí> a  ̂- 20a + 80 = 0 

« a ,  = 2 (5 +  V s); 32 = 2 (5- ^/5)

Từ đó suy ra: bi = 3(5 - Vs ) và b? = 3(5 + Vs )
Ta nhận được hai đường thẳng Ihoả mãn điều kiện:

di: -  ̂ Ỵ=--\  ̂ ^  — 1; d 2 :---------Ỵ=--\------
2(5 + Vs) 3 (5 -V 5) 2 (5 -V 5) 3(5 + V5)

b) Ta có s  = Ậ ab. Ta tìm a, b > 0 thoả mãn 6a + 4b = ab sao cho tích ab bé 
2

nhất. Áp dụng bất đẳng thức Côsi:

ab = 6a + 4b > 2V6aÃb = 4V6.Vãb => -Ịah > 4Vó ah> 96 
X 1 96Vậy ab nhỏ nhât băng 96 <» 6a = 4b = —  = 48 o  a = 8; b = 12.

Vậy diện tích tam giác OAB bé nhất khi M là trung điểm của AB.

BÀI TẬP
Bài tập 10.1: Tam giác ABC với A (l; -2); B(2; 3); C(-3; 1)

a) Lập phưoiig trình chính tắc của trung tuyến AM.
b) Lập phương trình tổng quát của đường cao AH.

HD-DS
b) 5x + 2y -  1=0

Bài tập 10.2: Lập phương trình đường thẳng qua 2 hình chiếu K(4; -3) lên Ox, Oy.
IID-ĐS

4 - 3
Bài tập 10.3: Lập phương trình đường thắng qua A(2; 4) và cắt Ox, Oy tại M, N 

trong các trường họrp:
a) A trung điểm MN b) OM = ON

IID-ĐS
a) 2x + y -  8 =0 b) y =2x, y = X +2, y = - X + 6
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Bài tập 10.4: Cho tam giác ABC' với A (-l; 4). 11(2; 0). C(0; 4)
a) l ìm chân phân aiác trong AI), l.ập phưang trinh .AI).

b) Xác dịnh AB. AC, AM  với M(x. y) thuộc Al). Suv ra lại phương trình phân 
aiác trong Al).

lỉD-DS

a)I)(
10

3
7 0.

Bài tập 10.5: 1 ìm dinh tam uiác AllC và phuxmu trình BC biết phưcrng trình 
.AB: 5x -2v ‘ 6 0. A(': 4x t 7v -21 0 và trực lâm là gốc ().

ỈID-DS

MO: 3), B(-4; -7). C( ; -7).Ị
Bài tập 10.6; Lập phưcmu trinh dư(Tnu thăng dối xímg cua;

a) d: 4x - 3y ' 6 0 qua A ; 27x - 99y t 28 0
b) d: X - 2y - 5 0 qua A : 3x ! y ' 4 0.

ỈÍD-DS
a ) 5 x t l 2 y ( 1 0  0.

Bài tập 10.7: C.'ho hình chừ nhật AB('l) với A(.5; 1). C'((); 6) và 1 cạnh 
X • 2v - 12 0. Lập phương trinh các cạnh còn lại,

IID-DS
X • 2y - 7 0. 2x - y - 9 0. 2x - y i 6 0.

Bài tập 10.8: Cho A(-l; 3). 11(2; 5). C(4; -3).
Tim quỹ lích các dicm M mà .VIA“ - V1B“ IK'".

nn-D S
Dườnu thăng 6x * 4v 87 0.

Bài tập 10.9: Cho A (0; 6); 11(2; .5); d: X - 2v I 2 0
a) Tìm N c d dc NA ' NB bc nhẩl.
b) Tìm K e d dC' ! KA - KB i lớn nhất.

ỈỈD-DS

X ,  "a) N( ; ).
4 8
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LẬP PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN

Yếu tố của đường tròn
- Dưa về phương trình: (x - x„ỹ i (y - y o f  = k, nếu k > 0 thì đó là phương 

trình đường tròn (C) tâm ỉ(Xo; y„), bàn kỉnh R = ^fk
- Dưa về phương trình: x^ + y^ + 2ax  ̂ 2hy + c = ớ, nếu a~ + ~ c > 0 thì đó

là phương trình đường tròn (C) tâm I(-a; -b), hán kỉnh R = + 3̂  -  c .
Phương trình đường tròn

-  Đường tròn lâm I  ( X o i  yo), bán kính R có phương trình:
( X - X o / + ( y - y o / = R^

- Phương trình: x^ y^ + 2ax + 2hy + c ^  0 với điều kiện a^ + b^ -  c > 0 là 

phương trình đường tròn tâm I(-a; -b), hán kính R = Va^ +b^ - c  ,
- Dề lìm quv lích lâm I của họ các đường tròn, ta phải tìm điều kiện xác định 

đường tròn, lìm toạ độ tâm, khử tham so giữa X vờ y. Chuyến điều kiện của tham 
so nếu có vế điều kiện của X  (hoặc y).

- Dế tìm quỹ lích (lập hợp) các điểm M, ta gọi M(x; y) rồi dùng quan hệ cho để 
lập phương trình đường tròn.
Chúỷ:

1) Phưmg trình đưcmg tròn (C) có 2 dạng nên có 2 hướng:
- Tìm tăm I(x„:y,) và bán kính R: (x -x j^  t- (y-~ycị)̂  = R̂ .
- Tim các hệ sổ a, h, c: x^ f y^ + 2ax 2hy + c -  0.
2) Các quan hệ íhirờng dùng với đường tròn (C).
- Đi qua ỉ  diêm A: toạ độ A thoả mãn phương trình.
- Đi qua 2 điếm A, B: loạ độ A, B thoủ mãn phương trình và tâm I thuộc đường 

trung trực cùa AB.
- Di qua 3 điém A, B, C: toạ độ A, B, c thoả mãn phương trình và

ỈA = IB =.IC, R = ỈA.
PQ

- Dường kinh PQ: Tâm I là trung diêm cùa PO, R = —

- Tâm I  thuộc đường thăng d: toạ độ ỉ  Ihoà mãn phương trình d.
- Dường tròn tiếp xúc với trục hoành: tàm Ị(x„; V a )  và /ỉ = .
- Đường tròn tiếp xúc với trục tung: tâm ỉ(Xo,' y j  và R =  1 Xo I.

- Đường tròn liêp xúc vói đường thăng A: d(I, A) = R
- Đường tròn ngoại tiếp với tam giác vuông: tâm I  là trung điểm của cạnh huyền.
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Tương giao và tiếp tuyển
- Tương giao của dường Iròn (C) lâm l  bản kỉnh R và dường thăng A  d(l Ạ) > R: 

không có điểm chung; d(ỉ, A) = R: tiếp xúc (tiếp luyến); d (l A) < R: đường thẳng 
cắt đường tròn theo một dây.

- Tương giao cùa đường tròn (C) lâm I, hán kính R và (C) tâm /', bản kính R': 
l ỉ ' > R + R': ngoài nhau; IT = /? + R': tiếp xúc ngoài; I R -  R'\ < ỈT < R 'r R': 
cẳt nhau; U' = I R -  R ' \ : tiếp xúc trong; II' < Ị R -  R ' \ : đựng nhau.

- Dường thẳng A: ax  ̂ by + c -  0 là tiếp tuyến đường tròn (C) tâm Ị, bán kỉnh 
R khi d (l A) = R.

- Tiếp tuyến với đường tròn (C) tâm I tại diêm A: đường thăng tiếp tuyến qua 
A, có VITT n = A I .

- Tiếp luyến với đuờng tròn (C) tâm ì  hán kính R đi qua điếm B: Lập phương 
trình đường thắng qua B có VTPT n = (a, h), f h^ #  0. Từ điều kiện tiếp xúc 
để tìm a vù b.

íd(I,A) = R
- Tiêp tuyên chung A với 2 đưòng tròn (C), (C): <

[d(r,A ') = R'

Bài toán 11.1: Tìm tâm và bán kính của đường tròn:
,a ) (x -  l)^ + (y + 2 )^ -5  b) 16x“ + lóy^H 1 6 x -8 y =  11.

Giải
a) (x - 1)  ̂+ (y + 2Ý  = 5 là đường tròn tàm 1(1; -2), R = yís

b) 16x^ + 16y^ + 16x -  8y = 11 o  x  ̂+ y  ̂+ X -  y = 0 c ó a  = —;b  = — ;
2 16 2 4

1 1 2 2 1 1  c = — -  =^a +-b - C = 1 > 0  nên là phương trình đường tròn tâm I(- - ; ~ ), R = 1.

Bài toán 11.2: Cho + y  ̂-t mx -  2(m -H l)y + 1 = 0.

a) Với m nào thì ('^m) là đường tròn.
b) Tìm tập hợp các tâm khi m thay đổi.

Giải
a) ựổm) là phương trình đường tròn khi

a  ̂+ b ^ -c  > 0 o  •ĩl-- + (m + 1)̂  -1 > 0 <=> 5m^ + 8m > 0 <=?>m < - — hoặc m > 0.
4 5

b) Tâm đường tròn có toạ độ: .
y  =  m  +  1

Khử m từ hệ trôn ta được 2x -ỉ y -  1 = 0.

X =
m
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. .. 8 ,  8 4
Giới hạn: m < - — => -2x < - — => X > —

5 5 5
m > 0 => -2x > 0 => X < 0.

Vậy tập hợp tâm của các đường tròn là phần đường thẳng 2x + y -  1 = 0 có
4

hoành độ X < 0 hoặc X > —.
5

Bài toán 11.3: Cho đường tròn ('^m) có phương trình: 
x  ̂+ y^ + (m + 2)x - (m + 4)y + m -t 1 = 0

a) Chứng minh rằng (^m) luôn là đường tròn với mọi giá trị của m.
b) Chứng minh rằng khi m thay đổi, họ các đường tròn (^m) luôn đi qua hai 

điểm cố định.
Giải

a) Phương trình ( có dạng X" + y  ̂+ 2ax + 2by + c = 0 
m + 2 , m + 4

với a = — — , b = — — - , c = m +1.

Ta có: a" + b^ - c =
^m + 2 ^ m + 4

■(m+l) =
m +4m +8 > 0 , với mọi m.

Vậy là đường tròn với mọi giá trị của m.

b) Gọi M(X(,; yo) là điểm cố định mà họ ('^m) luôn đi qua.
Khi đó ta có; x  ̂+ y  ̂ + (m + 2)Xo - (m + 4)yo + m + 1 = 0, Vm 

<=> (xo - yo + 1 )m + xổ + yị  ̂ 2xo - 4yo + 1 = 0 , Vm

<=> ÍX o-yo + í = 0 0 )
[x; + y ỉ + 2 x „ - 4 y „ + l = 0  (2)

Từ (1) suy ra Xo =  y o  - 1, thay vào (2), ta được:
(yo - 1)  ̂+ yổ + 2(yo - 1) - 4yo + 1 = 0 <=> 2y^ - 4yo= 0

<=> 2yo(yo - 2) = 0 <=> yo=0
.yo-2

Với y o  = 0 thì Xo = -1. Ta được điểm Mi(-1; 0)
Với y o  = 2 thì Xo = 1. Ta được điểm M2( l ; 2)
Vậy họ đường tròn (í?m) luôn đi qua hai điểm cố định là Mi(-1; 0) và M2(l; 2). 

Bài toán 11.4: Cho hai điểm A (l; 1) và B(9; 7). Tìm quỹ tích các điểm M sao cho 
2MA^ -  3MB^ = k^, trong đó k là một số cho trước.

Giải
Gọi M = (x; y) ta có:
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2MA^ -  3MB^ = 2(x -1  )̂  + 2{y -1  f  -  3 (x -  9)̂  -  3{y -  7)̂  =
•  ̂ 50) ........................  ’ ^

50x
<=> -x" y'̂  + 50x + 3 8 y -3 8 6  - r  = 0

^  y 2  " Ỉ O , , - 1- "2 0/c; _L 1^2 _38y + 386 + = 0 (x -  25)^ + (y -  19)^ = 600 -
Biện luận:
- Nếu k^< 600, quỹ tích M là đường tròn có tâm I (25; 19)

và bán kính R = VôOO-k^
- Nếu k  ̂= 600, quỹ tích M là một điểm I (25; 19).
- Nếu k  ̂> 600, quỹ tích M là tập rỗng.

Bài toán 11.5: Lập phương trình đường tròn;
a) Tâm 1(1; 3) và đi qua A(3; 1).
b) Tâm I(-2; 0) và tiếp xúc với A: 2x + y -  1 = 0.

Giải
a) Đường tròn tâm 1(1; 3) và đi qua A(3; 1)

nên bán kính đường tròn là R = lA = = 2V2 .

Vậy phương trình đường tròn là (x -  1 )̂  + (y -  3)̂  = 8.
b) Đường tròn tâm I(-2; 0) và tiếp xúc với A: 2x + y -  1 = 0

|2 . ( - 2 Í - l L ^ ^
nên bán kính đường tròn là R = d(I; A)

V ỉ
Vậy phương trình đường tròn là (x + 2 f  + y = 5.

Bài toán 11.6: Lập phương trình đường tròn:
a) Đường kính AB với A (-l; 1) và B(5; 3).
b) Tâm 1(4; -7) và tiếp xúc với trục hoành.

Giải
a) Đường tròn đường kính AB có tâm I là trung điểm AB;

I(2;2), R = I A -  V Õ + Ĩ-V ĨÕ .
Vậy phương trình đường tròn là ( x - 2 f  + ( ỵ - 2 ỷ  = 10.
b) Đường tròn tâm 1(4; -7) và tiếp xúc với trục hoành nên R = I yi I = 1-7 I = 7. 
Vậy phương trình đưòng tròn là (x-4)^ + (y + 7)' = 49.

Bài toán 11.7: Lập phương trình đường tròn đi qua 3 điểm
a) M (l; -2), N (l; 2), P(5; 2) b) A (l; 2), B(5; 2), C (l; -3).

Giải

a)T acó : MN = V0 + 16 = 4;NP = V l6 +0 = 4,PM = VI6 + 16 = 4V2 .
Nên PM^ = MN^ + NP^, do đó tam giác vuông tại N. 

Tâm I là trung điểm của PM: 1(3; 0) và bán kính R = 

Vậy phương trình đường tròn: (x -3)^ -t' V = 8.

PM
= 2V2 .
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b) Đường tròn có dạng: + 2ax + 2by + c = 0.
Đường tròn đi qua 3 diêm A, B, c  nên:

1 + 4 + 2íỉ + 4Ố + 6’ = 0 2a + Ah + c = -5
25 + 4 + 10ứ + 4ố + c = 0<=>- 1 Oa + 4Ố + c = -29 <=> •
] + 9 + 2ci -  6h + c = 0 2a -  + c = -10

a = -3
]_ 
2

c = -1

Vậy phương trình đưòmg tròn là x  ̂+ y -  6x + y -  1 = 0.

. Vậyl(-3; 1).

Chú ý: Đường tròn đi qua điểm A, B, c là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
Bài toán 11.8: Lập phương trình đường tròn:

a) Qua hai điểm A (-1; 2), B(-2; 3) và có tâm ở trên đường thẳng A: 3x -  y + 10 =■- 0.
b) Tiếp xúc với hai trục toạ độ và đi qua điểm M(2; 1).

Giải
a) Gọi I(a; b) là lâm của đường tròn, ta có:

ÍIA- =IB- f(a + l ) - + (b -2 ) -  - ( a  + 2 ) - + (b -3 ) '
| ig  A

Í2 a -2 b  = '
<=> i[ 3 a -b  = -

R = lA = ^ i - \  + 3Ý + ( 2 - \ y  = Vs

Vậy phương trình đường tròn là (x + 3)^ + (y -  1)" = 5.
b) Đường tròn tâm I(a; b) bán kính R tiếp xúc với cả hai trục khi và chỉ khi 

khoảng cách từ I lới hai trục đều bằng R, tức là: I a 1 = I b I = R.
Vì đường tròn đi qua M (2; 1) nên IM = R hay

Ậ a - 2 Ý  + { h - \ Ý  = R o a -  + b ^ - 4 a - 2 b  + 5 = R^

Mà a  ̂= b  ̂= R  ̂nên R  ̂- 4a - 2b + 5 = 0 
1’a xét các trường hợp sau:
Nếu a = b = R, thì R  ̂-  6R + 5 = 0 R = 1 hoặc R = 5 
Nên a = b = R = 1 hoặc a = b = R = 5.
Ta được hai đường tròn (x -  1)" -t (y -  1)“ =" 1 và (x -  5)” + (y -  5)^ = 25.
Ncu a = R, b = -R thì R  ̂-  2R + 5 = 0 vô nghiệm.
Nếu a = -R, b = R thì R  ̂+ 2R + 5 = 0 vô nghiệm.
Nếu a = -R, b = -R thì R  ̂+ 6R + 5 = 0 phương trình này có hai nghiệm âm R = -1, 

R = -5 nên đều bị loại.
Neu nhận xét điểm M(2; 1) thuộc góc phần tư I thì tâm I(R; R)
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Bài toán 11.9: Cho điểm A(- 3; 0) và B(0; 4). Lập phương trình đưÒTig tròn nội 
tiếp tam giác OAB.

Giải . y

Gọi I và r là tâm và bán kính đường tròn nội tiếp 
tam giác vuông OAB thi I(-r; r).

OA = 3;OB = 4;=> AB = 5.

s = pr: ^  s  ^ -O A .O B
.2

-.3 .4
2

p -(O A  + OB + AB) - ( 3  + 4 + 5)
=  1.

A o -► y

2 2
Vậy phương trinh đường tròn nội tiếp (x + \ Ý  + ( y - l ) ' = l .

Bài toán 11.10: Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC biết phương 
trình các cạnh: AB: 3x + 4y - 6 = 0; AC; 4x + 3y - 1 = 0; BC; y = 0.

Giải

Toạ độ của A là nghiệm của hệ:
[3x + 4 y - 6  = 0 íx = -2  
4x + 3 y - l  = 0 ^  [y = 3

A = (-2;3)

1
Tương tự, ta tính được B(2; 0), C( —; 0)

4
Phương ữình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là:

' x - y  + 5 = 0 (1) 
x + y - l  = 0 (2)

3x + 4 y - 6  , 4x + 3 y - l
- + — - o

V3' + 4 ' V4' + 3 '

'Phay lần lượt toạ độ của B, c vào vế trái của (1), ta được; 2 + 5 = 7 > 0 ; — + 5 > 0
4

Vậy (2) là phương trình đường phân giác trong của góc A.
Phưong trình các đường phân giác trong và ngoài của góc B là;

3x + 4 y - 6
: ±y <=>

3 x - y - 6  = 0 (3)
x + 3 y - 2  = 0 (4)

Thay lần lượt toạ độ của A, c vào vế trái của (4), ta được:

-2 + 3. 3 - 2  = 5 > 0; -  - 2 = - - < 0 .
4 4

Vậy (4) là phương trình đường phân giác trong của góc B.
Gọi I(x; y) và r là tâm và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Khi đó 

toạ độ của I là nghiệm của hệ:
1

[x + y - l  = 0 
x + 3 y - 2  = 0

<=> i
X =

1
^ 2

2 ’ 2
nên r = d(I; BC)

1
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Vậy phương trình đường tròn nội tiếp là: X ------
1 1

Bài toán 11.11: Lập phương trinh đường tròn đi qua A (l; 1), B (l; 4) và tiếp xúc 
với trục Ox.

Giải
Phương trình đường tròn tiếp xúc với trục Ox có dạng (x -  a)^ + (y -  b)^ =

Đường tròn qua A, B nên;
í ( l-a)'  + ( l -b ) '  =b' í ( l - a ) ' + ( l - b ) '  =b-
[(1-a)^ + (4 -b )^  = b '

Do đó b

Vậy có hai đường tròn cần tìm là:

<=>
( l - b ) ' - ( 4 - b ) '  = 0

— =>a^ — 2a — 3 = 0 = > a  = - l , a  = 3. 
2

( x - 3 f  + í  5 Ỵ 2 5  , (  5^= ^ ; ( x +  1)2 + y ~ T
l  2 j 4 \  2 ; 4

Bài toán 11.12: Lập phương trình đưòmg tròn có tâm I thuộc d: 2x -  y -  4 = 0 và 
tiếp xúc với 2 trục toạ độ.

Giải
Phương trình đường tròn tiếp xúc với 2 trục có dạng:

(x -  a)̂  + (y -  b)̂  = với R = I a 1 == I b I 
\2Nên (x -  aY + (y -  b)^ = b^

Tâm I (a; b) thuộc d: 2x -  y -  4 = 0 nên 2a -  b -  4 = 0 
Với a = b t h ì b - 4  = 0 = > b  = 4

4 
3

Vậy có hai đường tròn cần tìm là;

Với a = -b thì -3b - 4  = 0

(  4^
2 ( 4"ị

X ------ + y + —
l  3j k 3j

= y ; ( x - 4 ) '+ ( y - 4 ) ^ = 1 6 .

Bài toán 11.13: Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với trục hoành tại điểm 
A(6; 0) và đi qua điểm B(9; 9).

Giải
Đường tròn (C) tâm I(a; b), bán kính R có phương trình:

( x - a ) '  + (y -b)2  = R2 (1)
(C) tiếp xúc với Ox tại A(6; 0) nên a = 6, I b I = R.
Khi đó (1) «  (X -  6 f  +  (y - b)^ =  b^
B(9; 9) e (C) (9 - 6)^ + (9 - b)^ = b  ̂<=> b = 5 => R = 5
Phương trình của (C) là (x - 6Ỹ  + (y - 5)^ = 25.
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Bài loán 11.14: Viết phương trình đưòng tròn đi qua hai điểm A (-l; 0) B (l; 2) và 
tiêp xúc với đưòng thẳng X - y - ] = 0

Giải:
Gọi I(a; b) và R là tâm và bán kính của đường tròn (C) cần tìm. Phương trình 

của (C) là (X - à f  + (y - b)^ =
(C) tiếp xúc với A: X - y - 1 = 0 khi và chỉ khi:

d(I; A) = R «  

A, B e (C) «

■ b - l | R ,

( - l - a ) '  + b ' =R^ 

(1-a)^  + (2 -b )^  = R '

2 , u2 „ ~ — 1 )(a + 1)' + b
z

( a - l ) - + ( b - 2 ) -  =

(1)

(2)

Từ {\) và (2) suy ra: (a + 1)  ̂+ = (a -1)^ + (b - 2)^ a = 1 - b

Thay a = 1 - b vào (2) ta có: b  ̂+ (b - 2 ỷ  = 2b^ = > b = l= > a  = 0, R = V2 
Phương trình của (C) là x  ̂+ (y - 1)̂  “  2.

Bài toán 11.15: Lập phương trình của đường tròn đi qua gôc toạ độ và tiếp xúc 
với hai đường thẳng d i: 2x -1 y -  1 = 0, d2: 2x -  y + 2 = 0.

Giăi
Gọi I(a, b) là tâm của đưcmg tròn (C), ta có:
(C) qua o  và (C) và tiếp xúc với di và d2 khi và chỉ khi:

|2a + b - l |  |2 a - b  + 2|
[d(I,d,) = d(Ld,) 

|d(I,d,) = IO

u  —  l ị  ị z . a  —  u

75 "  Vs
* I I2 a - f b - l  r~.----- ;

I 75

( 1 )

(2)

Giải (1): Xét; 2a + b -  1 = 2 a - b  + 2 b = 

Thay vào (2) ta có:

2a + -  
2

= j5(a' + - )  <=>4a‘ + 2a+ -  = 5a' + —  «  â  - 2a + 11 = 0 (VN) 
V 4 4 4

Xét 2a + b -  1 = -2 a+  b -2 c :> a  = - —.
4
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Thay vào (2) ta có:

3 ( 1 2^b - - — + b '
2 V Ự 6 )

<=> - 3 b  + -  = 5b- +■

c^64b^ + 4 8 b -3 1 = 0  <=>b,2 =

4 16

■3±2^/ĨÕ
8

Vậy phưcmg trình của đường tròn là: (x -  a)^ + (y -  b)^ = a  ̂+ b^

Cí> + y^ -  2ax -  2by = 0<:í>x^ + y^+ -  x + 3 ± 2 a/ĨÕ
y = 0.

Bài toán 11.16: Cho đường tròn (C) có phương trình: x  ̂ + y  ̂ - 4x + 3 = 0. Viết 
phương trình đường tròn (C ) đối xứng với đường tròn (C) qua đường thẳng 
4x - 3y = 0.

G iả i

Đường tròn (C) có tâm 1(2; 0) và bán kính R = 1.
Đưòng tròn (C’) có bán kính bằng 1 và có tâm r  là điếm đối xứng với I qua 

đường thẳng d: 4x - 3y = 0.

Giả sừ I' = (x; y) thì vectơ II' = (x - 2; y) phải vuông góc với vectơ chỉ phương 
của d là u = (3; 4), tức là 3(x - 2) + 4y = 0 hay 3x + 4 y - 6 = 0(1)

^ x + 2 y^
2 ’  2 .

Ngoài ra trung điểm của i r  là p phải nằm trên d, tức là

4(x + 2 ) _ 3 y  h a y 4 x -3 y  + 8 = 0(2)

14 48
Giải hệ hai phương trình (1) và (2) ta được toạ độ r  là; X = -  = — .

Vậy phương trình đường tròn (C) là
14^ 

x+  . 25

2 r 2̂48
25y

= 1.

Bài toán 11.17: Cho A(3; 4) và B(6; 0).
a) Chứng minh tam giác OAB cân.
b) Lập phương trình đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp.

G iả i

a) A B = V ( 6 - 3 ) '+ ( 0 - 4 ) -  =5;

OA = 7 ( 3 - 0 ) '+ ( 4 - 0 ) -  = 5;

OC= 7 (6 -0 ) '+ (0 -0 ) '  =6;
Tam giác OAB là tam giác cân tại đỉnh A.
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b) Gọi H là trung điểm OB thì H(3; 0)
Vì Xa  = Xn = 3 nên phương trình trung trực AH: X = 3

3
K là trung điêm OA thì K( —; 2), nên phương trình trung trực của OA là 

6x + 8y -  25 =0
Toạ độ tâm ngoại tiếp E là nghiệm của hệ:

x = 3
<=> <

[x = 3
16x + 8y -  25 = 0

7 - E ( 3 ; - )  
y = -  8

8

Và R = EO
25

(x -3 )^  +

. Vậy phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB là: 

625

8

 ̂ 7

V 64
Phương trình các đường thẳng OA; 4x -  3y = 0, OB: y = 0.
Hai đường phân giác của các góc tạo bởi hai đường thẳng đó có phương trình:

4 x -3 y  , 4 x -3 y----  — - = y v à ----------  = -y.
5 5

Hay X -  2y =  0 và 2x + y =  0.
Thay toạ độ của A và B vào vế trái của các phương trình, ta nhận dược phân 

giác trong tại đỉnh o  của tam giác OAB có phương trình: X -  2y =  0.
íx = 3

, , . X , , x - 3 = 0Toa đô tâm nôi tiêp I là nghiêm của hê: < i
l x - 2 y  = 0 y = -  2

2

Bán kính đường tròn nội tiếp r = d(l; OB) = — .

Vậy phương trình đường tròn nội tiếp tam giác OAB là;

( x - 3 f  + y- -

Bài toán 11.18: Tìm giao điểm của đường thẳng 
'x  = l + 2t 
v = -2  + t

d: I ̂  1 + 2t _ Ị 2̂ _ 2)2 = Jg

Giải
Thay X, y từ phương trình tham số của A vào phương trình đường tròn, ta được

(2t)^ + ( t - 4 )^ =  16<í:>5t2-8t = 0 « t  = 0hay t=  -
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Vậy có hai giao điểm A( 1; - 2) và B í ĩ l

Bài toán 11.19: Tìm toạ độ giao điểm của hai đường tròn:
+ 2x + 2y + 1 = 0; x  ̂+ y“ -  2x + 2y -  7 = 0.

Giải
Toạ độ giao điểm của hai đường tròn (nếu có) là nghiệm của hệ phưong trình: 

[x^ + y^ + 2x + 2y + l = 0
X  ̂ + y ̂  - 2x + 2y - 7 = 0

Trừ từng vế hai phương trình trên ta được 4x + 6 = 0.
3 3

Suy ra; X = - —. Thay X = - — vào phương trình sau thì có:

2 ^0  7 _ _ _  _ - 2 ± V Ĩ Ĩy + 2 y - — = 0 < » y  = — —----- .
4 2

Vậy có hai giao điểm: M
/ 3 - 2 + ^  

2 ’  2

\  í  
và N

V

3, 2 + VĨT
2 ’  2

Bài toán 11.20: Chứng minh các đưòng thẳng;
A: X cos2m + y sin2m + 4 cos“m - 5  = 0 

luôn luôn tiếp xúc với 1 đường tròn cố định với mọi m.
Giải

Gọi I(xo; yo) và R là lâm và bán kính của đường tròn cố định.

ĩ  a có; d(I, A) = R, Vm <=>
XoCOs2m + yoSÌn2m + 4cos^m -  5

R , Vm
Vcos^2m + sin^2m 

<=> |xoCos2m + y(jSÌn2m + 2(1 + cos2m) -  5| = R , Vm

<=> |(Xq + 2)cos2m +- yoSÌn2m

Xq + 2  = 0 Xo = - 2

y o = 0  o - y o = o
R = 3 R = 3

Vậy đường thẳng A luôn tiếp xúc với đường tròn cố định có tâm I (-2; 0) và có 
bán kính là R = 3.
Bài toán 11.21: Lập phvrơng ừình tiếp tuyến với đường ữòn:

a) x  ̂+ y^ + 4x + 4y - 17 = 0 tại M(2; 1)
b) x  ̂+ y^ -  8x -  6y = 0 đi qua gốc o.
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Giải
a) Đường tròn có tâm I(-2; -2), bán kính R = 5
b) Đường tròn có tâm 1(4; 3) đi qua gốc o nên tiếp tuyến đi qua gốc o là tiếp 

tuyến tại gốc o.
Tiếp tuyến d tại M có VTPT n = IM = (4; 3) nên 

d: 4 (x -2 )  + 3(y -  l) = 0 < ^ 4 x  + 3y -  11 = 0

VTPT n = OI = (4; 3). Vậy phưtmg trình tiếp tuyến:
4(x -  0) + 3(y -  0) = 0 «  4x + 3y = 0.

Bài toán 11.22: Lập phương trình tiếp tuyến với đường tròn:
x  ̂+ y  ̂+ 2x + 2y + 1 = 0 và đi qua N(2; 0).

Giải
Đưòng tròn có tâm I( - l; -1), bán kính R = 1.
Gọi phương trình tiếp tuyến là Ax + By + c = 0 (A^ + 0)
Tiếp tuyến đi qua điểm N(2; 0) nên 2A + c = 0 vậy c = -2A 
Do đó A: Ax + By -  2A = 0

X X I-3A-BI , , ,
Điều kiên tiếp xúc: d(l, A) = R <=> 1— = 1 o  A^ + B  ̂= (-3A -  Bt

Va '  + B‘
c:> 8A^ + 6AB = 0 A = 0 hoặc 4A + 3B = 0. 

Với A = 0, chọn B = 1 ta có tiếp tuyến y = 0.
Với 4A + 3B = 0, chọn A = 3 và B = -4 ta có tiếp tuyến 3x -  4y + 6 = 0.

Bài toán 11.23: Cho đường tròn (C): x  ̂+ y  ̂ - 2x + 6y + 5 = 0 và đường thằng d: 
2x + y - 1 = 0. Viết phương trình tiếp tuyến A cùa (C), biết A song song với d. 
Tìm toạ độ tiếp điểm.

Giải

(C) có tâm 1(1; -3), bán kính R = Vl^ + 3 ^ - 5  = Vs 
A // d => A có phương trình; 2x + y + m = 0 (m ^  -1).

m = 6' 2 — 3 + m I— I I
A tiêp xúc với (C) o  d(I; A) = R <=> ' , ' = v5 <=> m -1  = 5 <=>

V 2 '+ l '
Có hai tiếp tuyến cần-tim là A |; 2x + y + 6 = 0 và A2: 2x + y - 4 = 0.
Toạ độ tiếp điểm T của A| với (C) là nghiệm của hệ:

Í2x + y + 6 = 0 íx = - l  _
, , «  . V âyT = (- l;-4 )

[ x '+ y  - 2 x  + 6y + 5 = 0 [y = -4

Toạ độ tiếp điểm 1’’ của Aj với (C) là nghiệm của hệ;
Í2x + y - 4  = 0 íx = 3

Ịx^ + y -  2x + 6y + 5 = 0 [y = -2

m = -4
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Bài toán 11.24: Cho đường tròn (C): + y^+ 8x + 4y -  5 = 0 và điểm A(2; 1)
a) Chứng minh qua điểm A vẽ được hai tiếp tuyến đến (C).
b) Lập phưong trình đường thẳng qua hai tiếp điếm.

Giải
a) (C) có tâm I = (-4; -2), R = 5.

á ^ A /(C ) = 4 +  1 + 16 + 4 -  5 > 0  nên A ở ngoài (C), 
do đó qua A vẽ được 2 tiếp tuyến đến (C).

b) Đường thẳng qua 2 tiếp điểm T, T' là đường thẳng đi qua 2 giao điểm của 
đường tròn (C) với đường tròn (C ) đường kính lA.

Trung điểm của lA là E(-l; - — Bán kính r = ~  =
2 2 2

45
2

2 , ,,2Nên có phương trình (C): (x 2 1) + (y + —) = —  <=> x  ̂+ y  ̂+ 2x + y -  10 = 0.

Các điểm M(x; y) thuộc đường thẳng TT' có toạ độ thoả mãn:

|x -  +y^ +8x + 4y-5  = 0 

[x^ + y “ +2x + y -10  = 0

Do đó: 8x -  2x + 4y -  y -  5 + 10 = 0 <=> 6x + 3y + 5 = 0.
Vậy đường thẳng TT': 6x + 3y + 5 = 0.

Bài toán 11.25: Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn:
(C): x ' + y2 -  1 = 0; (C): (x -  8)' + (y -  6Ỹ = 16.

Giải
Đường tròn (C) tâm o = (0; 0). bán kính R = 1.
Đường tròn (C ) tâm 1 = (8; 6), bán kính R' = 4
Gọi tiếp tuyến chung là Ax + By + c = 0, (A^ + B^ ^  0)

, íd(0,A ) = R 
l a  có: < o  1

]d(l,A) = R'

|c| (1)
Va  ̂ +B^
|8A + 6B + c 1! -  4 (2)

Va ^ + B “

Từ đó suy ra I 8A + 6B + c I = 4 1 c I hay 8A + 6B + c = ±4C 

Trường họp 1: Với 8A + 6B + c = 4C Cí> c = -  A + 2B

( 1 ) 0 - A  + 2B 
3

=  v x ^ + B '
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»  64A^ + 96AB + 36B^ = 9A^ + 9B^ «  55A^ + 96AB + 27B^ = 0 

Giải phương trình đó với ẩn là A ta được; A = — —
55

Tă chọn B = 55 thì A = -48 ± 3 và c = -18 + 8 
Vậy ta được hai tiếp tuyến chung là:

(-48 + 3 V ^ ) x  + 5 5 y -1 8  + 8 V ^  = 0 và 

( -4 8 -3  7 ^  )x + 5 5 y - 1 8 -8  = 0

Trường hợp 2: Với 8A + 6B + c = -4C o  c = - - A ' B

(1 ) 0 ^ A - ^ B  
5 5

= VÃ^ + B-

<=> 64A^ + 96AB + 36B^ = 25A^ + 25B^
« 3 9 A ^  + 96AB + 11B^ = 0

Giải phương trình trên với ẩn là A ta có; A =
39

Ta chọn B = 39 thì A = -48 ± 2 5 7 3  vàC  = 30 + 4 o 7 3 . 
Vậy ta có hai tiếp tuyến chung là;

(-48 ± 25 73 )x ± 39y ± 30 -  40 73 = 0 

và ( -4 8 -2 5 7 3  )x ± 3 9 y +  3 0 ± 4 o 73 = 0 .

BÀI TẬ P

Bài tập 11.1 : Tìm tâm và bán kính của đường tròn:
a) (x - AỸ ±(y ± ó7  = 20

a) 1(4;-6), R = 275

b) 2x^ ± 2y^ - 8x ± 5y - 1 = 0.
IID-ĐS

b) 1 (2 ;-^ ) , R -
4 4

Bài tập 11.2: Cho (Cm); x  ̂+ y - 2(m ± 2)x ± 4my ± 19m -6  = 0
a) Tìm m để (Cm) là đường tròn. Tìm quỹ tích tâm.
b) Tìm m để (Cm) cắt trục hoành.

HD-ĐS
a) m <1, m >2; y = -2x ±4 với X <3, X > 4.

Bài tập 11.3: Lập phương trình đường tròn;
a) Đường kính MN với M (2; 7) và N(-4; 1)
b )  Q u aP (0 ;l) , Q ( l ; -1); R(2; 0).
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ỈID-ĐS

b) V -  -X  
3

i y - 2 = 0 .
3 3

Bài tập 11.4: Lập phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC với A (l; -5); 
B(l4; 5) và C(4; 1).

IID-ĐS
{ x - \ f + r = 5 .

Bài tập 11.5: Cho hai đường tròn (Ci): +y^ - 4x - 8y+l 1 = 0,
(C Ì):x ' + y '- 2 x - 2 ỵ - 2  = 0
a) Xét vị trí tương đối. Lập phương trình các tiếp tuyến chung
b) Lập phương trình đường thẳng qua A(2, 1) và cắt (Ci) theo dây lớn nhất.

IID-DS
a) X = 1 =0, 4x -  3y -  11 =0.

Bài tập 11.6: Cho (C): x  ̂+ y^ - 4x - 2y = 0
a) Lập phương trình đưòmg thẳng đi qua 2 tiếp điểm của hai tiếp tuyến tù' A(3; 4).
b) Tìm quỹ tích các điểm mà từ đó vẽ 2 tiếp tuyến với (C) và chúng họp nhau 

góc 60°.
IID-ĐS

a) X + 3y -  1 =0.
Bài tập 11.7; Cho đường tròn x  ̂+ y“ - 4x + 8y -5 = 0. Viết phương ữình tiếp tuyến:

a) Qua B (3;-11)
b) Vuông góc với đường thắng X + 2y = 0.

IID-ĐS
a) 4x -  3y -  45 =0, 3x + 4y + 35 =0.

Bài tập 11.8: Cho 2 đường tròn: x  ̂+y^-4x+2y-4=0 và x^+y^ -lOx -6y +30= 0.
a) Chứng minh 2 đường tròn tiếp xúc ngoài tại H.
b) Tiếp tuyến chung ngoài cắt đường nối tâm tại K. Lập phương trình đường 

tròn qua K và tiếp xúc với 2 đưòng tròn đó.
HD-ĐS

b) ( x - y ) "  + (y ỉ ỉ )̂  = 36. 
5

Bài tập 11.9: Chứng minh họ các đường thẳng: (l-m^)x + 2my + m^ - 4m +3 =0 
luôn tiếp xúc với 1 đường tròn cổ định.

HD-ĐS
( x + l) ' + ( y - 2 ) ' = 4.
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TỌA ĐỘ, GÓC VÀ KHOẢNG CÁCH

Tọa độ vectơ và điếm

- Hệ trục Oxy hay (O, i , ] ) với hai veclơ đơn vị i nên Ox và j trên Oy. Toạ 

độ vecíơ a trên Oxy: a = (x; y) hay a (x; y).

-X. r +>̂ . ]
(l; 0) 

ĩ  = ( 0;  I )

Hai vectơ hãng nhan: a (x; y) = b (x'; y')

a

i

y
A

T/v

o
Ị X = X

y = y'

-> X

Phép toán vectơ

Cho a = (x; y), b = (x'; y') thì:

a + b = (x + x'; y  + y'); 2i - b  = ( x - x ' ; y - y ' )  

ka = (kx; ky) với k e  R

b cùng phương vói a khi có sô k e  R: x' = kx, y ' = ky 

- Toạ độ trung điêm M: M(x; y) hay M  = (x; v): OM = X. i + y. ị

Toạ độ của vectơ MN = fx.v - xm: y.v - yxà 

Toạ độ điếm Icủa  đoạn AB: X/ = Y a +  y i;y /  ^
/  z

- Toạ độ trọng lãm G của tam giác ABC
^ x^+Xạ+Xc ,  ̂ Ya +Y b +yc

, ! '
- Biêu diên một vectơ theo 2 vecíơ không cùng phương là giải hệ phương trình 

đê tìm 2 hệ sô k, m: c = ka + m h .

- Tích vô hưởng hai vecíơ a = (ai; 02)  và b = (bi; 02),

a . b = I a |, I b |. cos(a ; b j = a/hi + a2b2-

Trực tâm H:
HA. BC = 0

HB. CA = 0
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- Chân đường cao A K:
AK = kBC 

ÃK.BC = 0 

AB
- Chân phân giác AD: DB = -----r  I)C .

AC
Khoảng cách và góc

- Độ dùi vecíơ u = (Uj; Upj là \ u I = +u? .

- Khoảng cách AB = 1 AB I = +(yn “ Ya)^

- Khoảng cách từ điếm Mo(Xo; y„) đến đường thẳng A:
K  + byo+<iax + hv + c = 0 được cho hởi công thức d(Mi,; 4  ̂=

- Phương trình hai phân giác của các góc tạo bởi 2 đường thắng cắt nhau
uịx f  biy + 6'/ = 0; apx t hpy + C'2 =" 0 là: 
a,x + b,y + C| ^ a ,x  + b^y + _ Q

Ặ ì  + b? -ị^ị + b2

- VỊ trí của 2 điếm M (x m ', yỵ), N (xn , y^ì đổi với đường thẳng A: ax + by + c =  0:
M, N  cùng phía <=> (axM + byM  ̂ c)(axN + by^ + c) > 0,
M. N  khác phía <=> (axM + h}’ị,i + c)(ax,w + byN + c) < 0.

Đe tìm phân giác trong AD của tam giác ABC, ta lập phương trình 2 cạnh AB, 
AC rồi tìm phương trình 2 phân giác của góc lạo bởi 2 đường thẳng AB, AC. 
Chọn phân giác trong tương ủng với 2 điểm B, c khác phía.

- Góc giữa hai vecíơ a = (ai; ap) và b (bi: bp)

cos(?, b ) = .
a -b + a 2.ựbf+ bj

- Góc giữa hai đường thăng Ai và Ap cỏ vectơpháp tuyên nj \’ờ n, ;

/ X — ~  + b,bJcos(A ,,A 4= cos(ni,n ,) = / " / '  ■
yja^ + bf .yjaị + b^

Bài toán 12,1: Cho a = (2; 1), b = (3; 4), c = (7; 2)

a) Tìm toạ độ của vcctơ u = 2a - 3 b  + c

b) Tìm các số k, m để c = k a + m b .
Giải

a) Ũ = 2 a  - 3 b  + c = (4; 2) - (9; 12) + (7; 2) -  (2;-8).
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Í7 = 2 k f 7 m
b ) c = k a + m b < = i - <  o - í

2 = k + 4m

22 k = —
5

3 '
m = -  — 

5

Vậy c
22

a - - b  . 
5 5

Bài toán 12.2: Xét xem các cặp vectơ sau có cùng phương không? Trong trường 
hợp cùng phương thì xét xem cùng hướng hay ngược hướng?

a) a = (2; 3), b = (-10; -15) b) u = (0; 5), V = (0; 8)

c) m = (-2; 1), n = (-6; 3) d) c = (3; 4), d = (6; 9).
Giải

a) b = (-10;-15) = -5a nên a , b cùng phương, ngược hướng.
— 8 ^  — —

b) V = (0, 8) = — u nên u , V cùng phương, cùng hướng.

c) n = (-6; 3) = 3 m nên m , n cùng phương, cùng hướng.
3 4 -  -

d) Vì — — nèn c , d không cùng phương.
6 9

Bài toán 12.3: Trên mặt phẳng Oxy cho 2 điểm A(-2; -2) và B(5; -4)
a) Tìm toạ độ trọng tâm của tam giác OAB.
b) Tìm toạ độ c sao cho tam giác ABC có trọng tâm là G(2; 0).

Giải

a) Trọng tâm G: x = Xo + >^A+^B ■ y ̂  y.o+ y.A. +_yB  ̂_2 Vậy G( 1; -2)

b) Gọi (xc; yc) là toạ độ điểm c thì ta phải có:

—— ^-Ì-^ = 2 , —— -—^ = 0 suy ra Xc = 3, yc = 6. Vậy C(3; 6).

Bài toán 12.4: Cho A(-4; 1). B(2; 4); C(2; -2)
a) Tìm điểm D sao cho c là trọng tâm tam giác ABD.
b) Tìm điềm E sao cho ABCE là hình bình hành.

Giải
a) Giả sừ D = (x; y). Điểm c là trọng tâm tam giác ABD khi và chỉ khi 

t _ - 4 + 2 + x , o _ l + 4 + y
3 3

Suy ra X = 8, y = 11 nên D = (8; -11). = (2-x; -2-y).

Tứ giác ABCE là hình bình hành khi và chỉ khi AB = EC . 
f 2 -  X = 6 í X = -4

^ -5)-l - 2 - y  = 3 y = -5
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Bài toán 12.5: Cho ba điểm A (l; 0), B(0; 3), C(-3; -5). Tìm điểm M thuộc trục 
Ox mà T = I 2 Ĩ ^  - 3 MB + 2 ^  i bé nhất.

Giải

Gọi I(x, y) là điểm thoả mãn; 2 lẤ - 3 IR 4 2 IC = 0
íx = 4J 2(1 -  x) -  3 (-x ) + 2(-3 -  x) = 0 

[2 ( -y > -3 (3 -y )+ 2 (-5 -y )  = 0 y = -
19

Ta có T = I 2 MA - 3 MB + 2 MC I

= |2(MĨ + LA)-3(MỈ + ĨB)-t 2(MỈ + ĩc) I 
= I ivĩĩ 4- 2(ĨẤ - 3 ĨB t 2ĨC) I = I MÌ 1 = MI.

Vì I cố định và M thuộc trục Ox nên T bé nhất khi M là hình chiếu I lên Ox. 
Vậy M(4; 0).

Bài toán 12.6: Cho a = (1; -3), ĩ) = (2; 5). Tính tích vô hướng

a ) a . b  b ) a ( a + 2 b )  c ) ( a + b ) ( a - b ) .
Giải

a) a*. b = 1.2 + (-3). 5 = 2 -  15 = -13.

b) a 4-2b = ( l ; - 3 )  + (4, 10) = (5, 7)=^ ấ  (a* 4 2 b ) = 1. 5 + (-3). 7 =-16.

c )  a’ 4 b = ( l ; - 3 )  + (2;5) = (3;2). 

a - b = ( l ; - 3 ) - ( 2 ;  5) = (-l;-8 ).

= > ( ã  + b ) ( ấ  - b ) = 3(-l) + 2(-8) = -19.

Cách khác; (a  4 ' b ) ( a  - b ) = a ^ - b ^ .

Bài toán 12.7: Cho u = — r - 5 j v à v  = k ĩ  - 4 j .  Tìm k để:

a) u T  V b) I u I =

Giải

Ta có: u = ( ^ ; - 5 ) ,  V = ( k ; -4)

a )  u T v  - k  + (-5X-4) = 0 «  k = -40

b) I u I = ị - + 2 5  = - y / Ĩ Õ Ĩ ; I V I = V k^+16
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101Do đó I V I = 1 u I <=> 4 16 = —VlOl <=> +16 =
2 4

_  1 2 _ 3 7  _ ^ / 3 7
<=> k = — <»k = ± - ^ ^ .

4 2

Bài toán 12.8: Tính góc giữa hai vectơ a và b Irong các trường hợp:

a) a = (1; -2), b = (-2; -6) b) a = (2; 5), b = (3; -7).
Giải

ỊT, _  ã.b _ l(-2>f (-2K -6 ) _ 10 _ V 2  a) Ap dung công thức: cos(a,b ) = = ..... =
VĨ + 4.V4 + 36 ^Ịĩõõ  2

V ậy(a  , b ) = 45°.

b) c o s ( r ,b ) ^  ^•(ị Z L . = — —  = - 2 / ĩ . Vậy ( a , b ) = 135“.
74 + 2 5 .7 9 ^  29V2 2

_* __
a b

Bài toán 12.9: Cho điểm A(l; 3) và B(4; 2). Phân giác trong của góc AOB cắt AB tại 
E. Tìm loạ độ điểm E.

Giải

.;„u ui..* _u^_ .-.c z KA o a  4 ĨTheo tính chât đường phân giác của tam giác ta có = —— = - — .
EB OB 2

__, ^2   .
Vì diêm E năm giữa hai diêm A, B nen EA = -  E B , vậy diêm E chia đoạn

thẳng AB theo tỉ số k =
V2

\ + ̂ -A  3 + - ^ - . 3
Toạ độ của điểm E là: Xj; = --------- - 2  +  2 ) 4 2  \  =  4--v/2

1 + 42
1 + ----

2 2
Vậy E = (-2 + 3 ^Ị2-, 4 - 4 2 ) .

Bài toán 12.10: Cho tam giác ABC có 3 đinh A(-3; 0), B(3; 0), C(2; 6). Tìm toạ 
độ trọng tâm G và trực tâm H của tam giác.

Giải

Trong tâm G có toa đô: Xcì = = - , yo = .y A t. y.B LYiL = 2 .
3 3 3

V ậ y G ( |;2 )
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Gọi II(x; y) là tạrc tâm ta có;

ÍA1Ì.BC = 0 í(x + 3 )(2 -3 ) + ( y - 0 ) ( 6 - 0 )  = 0 

1 BI Ì.CẤ = 0 -  2) -Hy -  0)(0 -  6) = 0
V

-  X -+ 6y = 3
<=> -̂ Cí> <!

1-5 x  - 6 v  = -15

X = 2
5 . V ặ y l l ( 2 ; H .

lìài toán 12.11: Biết A(l ;  -1) và B(3; 0) là hai dinh của hình vuông ABCD. rim 
toạ độ các dinh c  và D.

(ỉiâi

Gợi C(x; y). Khi đó aI Ĩ  - (2; 1). BC -  (x - 3; y).
Diều kiện ABCD là hình vuông ta có:

Ị Ã B I Ĩ ^  Í2 (x -3> f l.y = 0 íy = 2 ( 3 - x )

| a B = BC ^  | ( x - 3 ) U y '  =5  [5(x -  3)' = 5

y = 2 ( 3 - x )
<1> r  , <=í>

( x - 3 r  =1

[x = 4 
[y = -2  
[x = 2 

[y = 2

Với Ci(4; -2) ta tính dược dinh Di(2; -3).
Với C2(2; 2) ta tính dược dinh 1)2(0; 1).

Bài toán 12.12: Cho bốn dicm A(-8; 0). B(0; 4), C(2; 0). D(-3; -5). Chímg minh ràng 
tứ giác ABCI) nội tiếp dược trong một dường tròn

d á i

Ta có Ali (8; 4). AI) (5; -5). Cli (-2; 4); CD -  (-5; -5)

cos( A B , Al) )

cos(CB. CD)

_8.5-4-4.(-5) _ I

\/8' - 4 - 4 \ V 5 ' V l O  

(-2).(-5>t4.(-5) ^ _ J  

V2 ’ + 4\V5"-t-5- ' VlO

2 ^ c o s ( A 1 Ì ,  AD) I cos(CB. ('!) ) 0 :^  BAI) I BA1)4 BCI) 180"
Vậy ABCl) là tứ giác nội licp
Cách khác; Tìm lâm 1 cua dường tròn ngoại licp lam giác ABC roi chứng minh 

lA - 11).
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Bài toán 12.13: Cho tam giác ABC có AB = (xi, yi), AC = (X2 , y2).

Chứng minh diện lích s  = — I Xiy2 - X2yi I.

Giải
Dùng công thức

s  = -^-\/a b ' -A C ^ -(A B .A C )= ị - Ậ x ^  + y^-)(xỉ + y ị ) - { x ^ x 2 + y i y 2)̂
2
1

= ^V (^ ,y 2 -X2y,)- =

2

•x.yil

Bài toán 12.14: T ìm góc giữa hai đường thắng;
a) 4x - 2y + 6 = 0 và X - 3y + 1 ^  0 b) 3x - 2y - 1 = 0 và 2x + 3y - 8 = 0.

Giải
a) Đưòng thẳng 4x - 2y + 6 = 0 có VTPT (4; -2)
Đường thẳng X - 3y + 1 = 0 có VTPT (1; -3)

__  |4.1 + (-2)(-3)| 10 1

VI6 + 4.V1 + 9 |̂20.̂ |\õ V2

b) Đường thẳng 3x - 2y - 1 = 0 có VTPT (3; -2)
Đường thẳng 2x + 3y - 8 = 0 có VTPT (2; 3)

|3.2+(-2).3|
coscp = - p = J — = 0 =>(p = 90 .

V9 + 4.V4 + 9

Bài toán 12.15: Xác định các giá trị của a để góc tạo bởi hai đường thẳng; 
í X = 2 + at
Iy = l - 2 t

và 3x + 4y + 12 = 0 bàng 45°.

Giải
í X =  2 +  at —

Đưòng thăng Ai: có vectơ chỉ phưong u (a; -2)
[y = l - 2 t

Đường thẳng A2; 3x -t 4y + 12 = 0 có vectơ chỉ phương V (4; -3). 

Góc giữa Ai và A2 bằng 45° khi và chỉ khi:

COS45” = «  4 =  = - l í i d L
V a M ^ .V 4 ^ + ^  V2 sV a' + 4

<-̂  25(a^ + 4) = 2(4a + 6 ^  <=> 7a^ + 96a -28  = 0.
, 2

Từ đó có hai giá trị cân tìm là a = — và a = -14.
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Bài toán 12.16: Tìm các khoảng cách từ các điểm đến các đường thẳng tưorng ứng 
sau đây:

fx = 4t
a )A (3 ;5 ), A:4x + 3 y + 1 = 0  b) M (4;-5), A:

[y = 2 + 3t

Giải
Ỉ4.3+ 3.5 + 111 28

a) d(A, A) = J = — .
Vl6 + 9 5

b) Khử t, ta có phương trình tổng quát của 3x - 4y + 8 == 0 nên
|3.4 + 4.5 + 8| 40

d(M; A ) = L _ y = = ^  = ^  = 8.
V3^+4^ 5

Bài toán 12.17: Tìm khoảng cách giữa hai đường thẳng song song 
Ai: 48x + 14y - 2 1 = 0 ;  A2: 24x + 7y - 28 = 0.

Giải
Khoảng cách giữa 2 đưòng thẳng song song là khoảng cách từ một điểm của 

đường thẳng này đến đường thẳng kia.
A2: 24x + 7y - 28 = 0 

Cho x = 0 = > y  = 4=> A(0; 4) e A2
148.0 + 14.4-211 7

d(A,; A2) = d(A; A.) = .̂..  ̂ .
V48'+14^ 10

Bài toán 12.18: Cho hai điểm A(l;  1) và B(3; 6). Viết phưcmg trình đường thẳng 
đi qua A và cách B một khoảng bằng 2.

Giải
Đưòng thẳng A đi qua A(1; 1) có phương trình:

a(x - 1) + b(y - 1) = 0 hay ax + by - a - b = 0 (a^ + b  ̂ 0)

„  „  - |3a+6b-a-b| _
Ta có d(B; A) = 2 c^ l— , .  ̂ ^ =2c»(2a+5bf =4{a' +b ')

o  b(21b + 20a) = 0 «
b = 0
21b + 20a = 0

Với b = 0, chọn a = 1, ta được đưòng thẳng Ai: X - 1 = 0 
Với 21b + 20a = 0, chọn a = 21, b = -20 ta được đường thẳng ầ.2. 21x - 20y - 1 = 0 .  

Bài toán 12.19: Lập phương trình đường thẳng cách đường thẳng d; -2x + 5y -1 = 0
một khoảng cách băng 3.

Giải
Điều kiện điểm M(x; y) cách đường thẳng d: -2x + 5y -1 = 0 một khoảng bàng 3:

177



o  -2x + 5y - 1 = 3 ; -2x -t 5y - 1 = -3 V29
Vậy có hai đường thẳng song song:

-2x + 5y - 1 - 3 V29 = 0 và -2x + 5y - 1 + 3 = 0.
Bài toán 12.20: Lập phương trình đường thẳng qua P(10; 2) và cách đều hai điểm 

A(3;0) vàB(-5;4).
Giãi

Gọi A là đưÒTig thăng đi qua p và có vectơ pháp tuyến là n = (a; b), a  ̂+ b" 0

Thì; A: a(x - 1) + b(y - 2) = 0 o  ax + by - lOa - 2b = 0.
h 7 a - 2 b |  |-15a + 2b|

d(A; A) = d(B; A) = i
Ĵa~ +b Va" + b^

, , 1  , 7a + 2b = 15a - 2b
<r>|7a + 2b| = |l5 a -2 b |

[-2x + 5 y - l |  I I I—

<íí>
2 a - b  = 0 
a = 07a + 2b = -15a + 2b 

Với 2a - b = 0, chọn a = 1. b = 2 thì A: X -t- 2y - 14 = 0 
Với a = 0, chọn b = 1 thi A': y - 2 = 0.

Bài toán 12.21: Lập phương trình các đường phân giác của các góc giữa hai 
đường thẳng Ai: 2x + 4y + 7 = 0 và A2 : X - 2y - 3 = 0.

Giải
Phương trình hai đường phân giác của các góc giữa Ai và A2 là:

2x + 4y + 7 x - 2 y - 3
= 0 «

2x + 4y + 7 - 2 ( x - 2 y - 3 )  = 0 

2x + 4y + 7 + 2 ( x - 2 y - 3 )  = 0Í̂4 + \6 VĨ+4
<=> 8y t 13 = 0 hay 4x + 1 = 0.

Bài toán 12.22: Cho các cạnh của tam giác ABC có phương trình:
AB; X - y + 4 = 0; BC; 3x + 5y + 4 = 0; AC; 7x + y - 12 = 0.

a) Viết phương trình đường phân giác trong của góc A.
b) Gốc toạ độ o  nằm trong hay nằm ngoài tam giác ABC?

Giải
a) Giải các hộ phương trình, ta tìm được toạ độ các đỉnh của lam giác ABC là: 

A(l;  5),B(-3; l),C (2 ;-2 ).
Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là:

y + 4 7x + y - 1 2  
= ± — <=>

V4 9  + I

5 ( x - y  + 4) = 7x + y - 1 2  

5(x -  y + 4) = -(7 x  + V -1 2 )
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x + 3 y -1 6  = 0 (1)
3 x - y  + 2 = 0 (2)

Thay lần lượt toạ độ của B và c  vào vế trái của phương trình (1) ta được:
-3 +  3 - 1 6  =-16; 2 - 6 - 1 6  = -20

Suy ra B và c ở cùng phía đối với đường thẳng có phương trình (1).
Vậy phương trình đường phân giác trong của góc A l à : 3 x - y  + 2 = 0 
b) Thay lần lượt toạ độ của gốc o vào vế trái phương trình của BC, AC, AB ta 

được: 4 > 0 ;  - 1 2 < 0 ; 4 > 0
Thay toạ độ A, B, c  lần lượt vào vế trái phương trình của BC, AC, AB ta được: 

3 + 5. 5 + 4 = 32 > 0; 7(-3) + 1 - 12 = -32 < 0; 2 + 2 + 4 = 8 > 0.
Như vậy; o và A nằm cùng phía đối với BC; o và B nằm cùng phía đối với 

AC; o và c nằm cùng phía đổi với AB. Vậy o nằm trong tam giác ABC.
Bài toán 12.23: Viết phương trình phân giác d của góc nhọn tạo bởi 2 đường 

thẳng d |: X - 2y - 5 = 0, d2: 2x - y + 2 = 0.
Giãi

. í x - 2 y - 5  = 0
Toạ độ diêm I là nghiêm của hệ: < _ <=>

[ 2 x - y  + 2 = 0

Do đó I(-3; -4). Lấy A(5; 0) e di, B(-l; 0) e d2

Ta có: lA . IB = 8. 2 + 4. 4 = 32 > 0 nên góc AIB nhọn 
M(x; y) thuộc phân giác d của góc nhọn tạo bởi di và d2

/ TT ĩãT \ / ĩĩĩ tCĩ \ 8(x + 3) + 4(y + 4) 2(x-t-3) + 4(y + 4)
4V5 2V5

<=> X - y - 1 = 0. Vậy d: X - y - 1 = 0.

Chú ý ;  Nếu góc AIB tù thì M e d khi; cos( IB , IM ) = -cos( lA , IM ).
Bài toán 12.24; Viết phương trình đường thẳng d đi qua P(3; 1) cất 2 đường thẳng 

Ai: X + 2y - 3 = 0, A2: 3x - y + 2 = 0 tại A, B sao cho d tạo với Ai, A2 thành tam 
giác cân có đường thẳng AB.

Giải
Giả sử đường thẳng d cắt Ai, A2 lần lượt ở A, B. Gọi 1 là giao điểm của Ai và 

A2 thi tam giác lAB là tam giác cân tại đỉnh I khi A vuông góc với đường phân 
giác trong của góc AIB.

Phương trình hai đường phân giác là: 
x + 2 y - 3  3 x - y + 2

=  0
Vs Vĩõ

-3)x + (2V2 + l ) y - 3 V 2  - 2 = 0,

( V 2 + 3 ) x + (2 n/ 2  - l ) y - 3  V2 + 2  =  0 .



Vậy hai đường thẳng cần tìm qua p và lần lượt vuông góc với phân giác, có 
phưorng trình chính tăc:

x - 3  _ y -1  x - 3  _ y -1
^ / 2 - 3 ~ 2 ^ / 2 + l  V 2 + 3 ~ 2 V 2 - 1

Ta có: Ịcos(u , v ) i  = cos45° <=>

Cách khác: dùng góc cos(d; Ai) = cos(d; A2).
Bài toán 12.25: Cho hình vuông ABCD có tâm 1(4; - l)  và phưorng trình cạnh AB 

là X + 2y - 1 = 0. Lập phưorng trình hai đường chéo của hình vuông.
Giải

Hai đưÒTiig chéo AC, BD là hai đường thẳng qua I họp với AB một góc 45°. 
Phương trình 2 đường chéo: a(x - 4) H- b(y + 1) = 0

Với u = (a; b) là VTCP, +

Đường thẳng AB: X + 2y - 2 = 0 có VTCP V = (2; -1)

|2a -  b| V2

Va^ + b^V4 + l 2
2(2a - b)^ = 5(a^ + b^) «  3a^ - 8ab - 3b^ = 0 

<» (a - 3b)(3a + b) = 0 o  a = 3b hay b = -3a 
Với a = 3b, chọn b = 1, a = 3 ta có d; 3x + y - 11 = 0 
Với b = -3a, chọn a = 1, b = -3, ta có d': X - 3y - 7 = 0.

Bài toán 12.26: Trên hai cạnh của góc vuông xOy lần lượt lấy hai cặp điểm A, A' 
và B, B' sao cho OA. OA' = OB. OB'. Chứng minh rằng đường trung tuyến của 
tam giác ABO cũng là đườiig cao của tam giác A'B'0.

Giải
Chọn hệ trục loạ độ Oxy như hình vẽ.
Đặt A = (a; 0), A' -  (a'; 0),

B(0; b), B'= (0; b')
Ta có OA. OA' = OB. OB' => aa' = bb'
Gọi M là trung điểm AB thi:

M fa .b ' ^
2 ’2

OM = ' a b
2 ’ 2

và A'B' = (-a ';b ')

nên OM.A'B' =
-  aa' bb'

= 0 OM ±  A'B' (đpcm).

Bài toán 12.27: Cho hình vuông ABCD cạnh a. Gọi N là trung điểm của CD và 

lấy điểm M trên đường chéo AC sao cho AM = — AC.

a) Chứng minh tam giác BMN vuông cân. Tính diện tích BMN.
b) Gọi I là giao điểm của BN và AC. Tính đoạn CI
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Giải
'l a đưa toạ độ vào đô giải toán
Lập hệ trục toạ độ vuông góc với gốc () trùng với điếm A sao cho 

B = (a; 0), D = (0; a)

a) 'I'a có M
^a a ' ì, N —; a
, 4 ’ 4 ; l 2  J

BM

BN

MN =

+ - iVĩõ
16

^a
-  a 2 “ V+ a = Vs

( a  a ]
1

í-------------— +
l 2  4y l 4 j

a^\Õ
4

Do đó BM = MN, BM^ t MN" = BN  ̂
Vậy tam giác BMN vuông cân tại M

’ aVŨ) a V l Ố _ 5 a ’sBMN

aV2
3

2 4 4 16

2 _ 1
b) 1 a có I là trọng tâm tam giác BCD ncn: CI = CK = - CA

BÀI TẬP

Bài tập 12.1: Cho ba vcctơ a ="= (3; -1), b = (1; -2), c = (-1; 7). Hãy biểu diễn 

vcctơ c qua các vcctơ a và b .
IID-ĐS

c = a - 4 b .
Bài tập 12.2: Cho ba điốm A(2; 5) B(l; 1), C(3; 3)

a) rim toạ dộ diếm D sao cho AD - 3 AB - 2 AC
b) rim toạ dộ dicm H .sao cho ABCH là hình bình hành. Tìm toạ dộ tâm hình 

binh hành đó.
IID-DS

a) D(-3;-3) b) !■’ (4; 7); lâm 1

Bài tập 12.3: Cho tam giác ABC có A(-l; 1), B(.5; -3), dinh c nằm trên trục Oy và 
trọng tâm G nẳm trôn trục 0 .\ . rim toạ dộ đính c.
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ỈĨD-ĐS

G = (ị;0),c = (0; 2).

Bài tập 12.4: Cho các vcctơ a = (-2; 3), b = (4; 1).

a) Tìm k và m sao cho c = k a + m b vuông góc với a + b .

b) Tìm vectơ d biêt a . d = 4 và b . d = -2.

/ID-DS
^ 5 6^

a) 2k + 3m = 0 b) d
7 ’ 7

Bài tập 12.5: Tìm giá trị của m để đường thẳng mx + y + 1 = 0 hợp với đường 
thẳng 2x - y + 9 = 0 góc 30°.

HD-DS

m = 8 ± 3 Vs .

Bài tập 12.6: ĐưÒTig thẳng A: 2x - 5y + 9 = 0 cắt 2 trục toạ độ tại A, B. Tính 
chiều cao OH của tam giác OAB.

IID-DS
|2 .0 - 5.0 + 91 9

0H  = d(0; A)= J— = = = ^  = - ^ .
V4 + 25

Bài tập 12.7: Tìm giá trị m để khoảng cách từ A(1; 1) đến đường thẳng
mx + (2m - 1 )y - 3 = 0 bằng 2.

ỊID-ĐS

-4 ± 2 y ỉỸ J
m =

11
Bài tập 12.8 : Viết phương trình của đường thẳng d đi qua gốc toạ độ và cách đều 

hai điểm A(2; 2) và B(4; 0)
HD-ĐS

d: X + y = 0, d': X - 3y = 0.
Bài tập 12.9: Cho tam giác ABC cân tại A, biết phương trình các đường thẳng AB, 

BC lần lượt là X + 2y - 1 = 0 và 3x - y + 5 = 0. Viết phương trình đường thẳng 
AC biết rằng đưòmg thẳng AC đi qua điểm M(1; -3)

IID-ĐS
AC: 2x+  l l y + 31 =0.
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1 3 ] ] ^ TỔNG HỢP PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THANG

- Dạng tổng quát: Phương trình điỉờng tháng qua điếm ỉ(x„; Vo)
và cỏ VTPT n (a; h)

Viết phương trình a(x - Xo) + h(y -yo) = 0 rồi suy ra dạng tổng quát:
ax !- hy + c = 0, a^ t- ^  0.

- Phương trình đường thăng theo đoạn chăn: đì qua hai diêm A(a; 0), B(0; b)

với a, b 7^0 lù — + — = 1.
a b

- Dạng tham số, chính lắc: Phương trĩnh đường thắng qua điếm I  (Xoi y„) thuộc 
đường thăng và có VTCP u (a; h) thì:

. íx = x„+a t  , , ,
Dạng tham ,w: < , (a + 0 ^0 )

[y = y„ + bt

' ' X — X y ~ yNêu a, b thì có dang chính tăc: -------- = -------^ .
a b

- Khoảng cách AB = I AB I --= - (̂Xjj - x ^ ) '  +(yjị - y ^ ) ^

- Khoảng cách từ điểm Mo(Xo; yo) đến đường thăng A
|ax̂  +by ,̂ +c|

ax + by + c = 0 đươc cho bởi công thức d(Mo: A) = -— — .
V a '+ b '

- Phương trình hai phân giác của các góc tạo bởi 2 đường thẳng cát nhau
ơịx - t  b iy  +  Cị =  0 ; U2X +  h2y +  C2 =  0  là :  

a,x + b,y + c, ^  a ,x  + b,y + c, _ Q

+ b| Ậ l  + h]

- VỊ trí của 2 điểm M(xm; yị{), N(X2Ự, yy) dối với đường thăng A: ax + by + c = 0:
M, N  cùng phía <=> (axM bvM + c)(axN + bvN + c) > 0,
M, N  khác phía <=> (axịj + byM  ̂ c)(axN + byN + c) < 0.

- Góc giữa hai đường thẳng Aị và A2 có vectơ pháp tuyển tij

và n , cos(A,,A2)=  cos(n,,n ,)
|a,a, + b |b2| 

■\jãị + b  ̂ ^2
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Bài toán 13.1: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC cân, 
cạnh đáy BC có phưcmg trình X + y + l = 0 .  Phương trình đưÒTig cao vẽ từ B là 
X - 2y - 2 = 0. Điểm M(2; 1) thuộc đường cao vẽ từ c. Viết phương trình các 
cạnh AB và AC.

Giải
Gọi D, E lần lượt là chân đường cao kẻ từ B và c 
Ta có B(0; -1) và BM =(2;2). Suy ra MB 1  BC.
Kẻ MN // BC cắt BD tại N vì AABC cân tại A nên BCNM là hình chữ nhật. 
Phương trình đường thẳng MN làx  + y -  3 = 0.

?8 o
. 3 ’3,

Vi N = MN n  BD nên N

Do NC T BC nên phương trình của đưÒTig thắng NClà  x - y -  — = 0.

Khi đó tọa độ c là nghiệm của hệ phương trình 
X + y + 1 = 0

c

Khi đó CM  =
V

^8 4^

3

M  8
3 ^

(2
3'

5^
3

Vì BN =
3 ’ 3

nên phương trình AB là X + 2y + 2 = 0.

1
nên phương trình cạnh AC là; 2x + y + — = 0 6x + 3y + 1 = 0.

Bài toán 13.2: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho ABC có A(2; -3), trực tâm 
H (-l; -2) và B thuộc đường thẳng d: X + y + 9 = 0, c thuộc đường thẳng d'; 
5x + y + 5 = 0. Viết phương trình các cạnh của tam giác ABC, biết rằng đỉrứi c 
có tung độ dương.

Giải
Vì B e d =í> B(b; -b - 9) và c 6 d’ => C(c; -5c -5).
Vì H là trực tâm của tam giác ABC nên

ÃH.BC=:0 <=>-3(c-b) + (-5c + b + 4) = 0<=>b = 2c-  1.

Suy ra B(2c - 1; -2c - 8).

Mặt khác BI I.AC = 0 <=> -2c(c - 2) + (6 + 2c)(-5 - 2c) = 0
c = -2

<ti> 12c^ + 30c + 12 = 0 <=> 1

Vì c có tung độ dương nên ta chọn c = -2.
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Suy ra B(-5; -4), C(-2; 5).
Do đó BC; 3x - y + 11 = 0, CA: 2x + y - 1, AB; X - 7y - 23 = 0.

Bài toán 13.3: Trong mặl phang với hệ trục Oxy, viết phương trinh các cạnh của 
tam giác ABC có trực tâm H(-l; -2), B(2; -3). Biết rằng c thuộc đường thẳng 
d: X + y + 9 = 0, A thuộc dường thẳng d': 5x + y + 5 = 0 và đỉnh A có tung độ 
dương.

G iả i

Vì c e d => C(c; -c - 9) và A e d' => A(a; -5a - 5), a< -1.
Vì H là trực tâm của tam giác ABC nên

BH1AC<=> BH.ÃC = Õ o - 3 ( a - c )  + (-5a + c + 4) = 0 « c  = 2 a -  1.

Suy ra C(2a - 1; -2a - 8).

Và CH.ÃB = 0 »  2a(a - 2) + (6 + 2a)(-5 - 2a) = 0

a = -2
<=> 12a'̂  + 30a + 12 = 0 <=>

a =

Vì A có tung độ dương nên ta chọn a = -2 do đó A(-2; 5).
Suy ra C(-5; -4),
Do đó AC: 3x - y + 11 = 0, AB: 2x + y -  1 =0, BC: X - 7y - 23 = 0.

Bài toán 13.4: Trong mặt phăng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có trung
(2

diêm canh BC là M(3; 2), trong tâm G — và tâm đường tròn ngoai tiêp tam
u

giác ABC là 1(1; -2). Xác định tọa độ đỉnh c .
G iả i

^2 2^
Ta có M(3; 2), trọng tâm G

3 ^

Từ AG = 2GM suy ra A(-4;-2).

Đường thẳng BC đi qua M nhận vectơ IM làm VTPT nên có phương trình BC: 
x + 2y - 7 = 0.

Gọi C(x; y). Vì c G BC => X + 2y - 7 = 0 
Mặt khác IC = lA => (x - 1 )H  (y + 2Ý = 25 
Tọa độ của c là nghiệm của hệ phương trình

íx + 2 y - 7  = 0 X = 5 X = 1

| ( x - l ) ^ + ( y  + 2 ) ^ = 2 5 " ^  |y  = l "‘̂ l y  = 3 

Vậy có 2 điểm C(5; 1) và C(l;  3).

185



Bài toán 13.5: Trong mặl phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(3; 2), 
B(4; 5), gócCAB = 135°. Tìm tọa độ điểm c ở bôn phải đường thẳng X = 3 và

Vĩõ
biết đường cao Cl l =-

Giải

Tam giác CAH vuông cân tại H nên CA = Vs .
Gọi C(x; y ) , theo giả thiết thì X > 3. Ta có hệ phưcmg trình

, __ ___  ( x - 3 )  + 3 ( y - 2 )  42
|c o s (^ 5 ,.lC )  ^  COS135" ^  + ^  “  2

( x - 3 V + ( y - 2 ) ^ = = 5

jx  + 33/ = 4

^ | ( x - 3 ) ^ + ( y - 2 ) '  = 5 ^

X =  y  =  1

X = 4,y = 0

Chọn điểm C(4; 0).

Bài toán 13.6: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh B(-V3 ; 0), 

C(V3;  0), góc giữa hai đường thắng BC và AB bàng 30°, góc giữa hai đường 
thẳng BC và CA bằng 60°. Tìm tọa độ đỉnh A biết hoành độ A bé hon 1.

Giải
Gọi A(x; y) với X <1.

Khi đó B Ấ=( x + V 3 ; y ) ,  BC=(2V3;0) ,  CA=(x-V3;y) .
Theo giả thiết ta có;

cos(BẤ, BC) 

cos(BC,CÀ)

= cos30"
<=> s

= cos60"

243(x + 43) 4^
243

*

\l(x + 43ý-ị 
243(x-43)

-y' 2 
1

2SẶx-43f +y- 2

f(x + V3)' = 3 y '  

3(X-V3)'

Chọn X = - ^ t a  có hai điêm A 
2

X = 2V3

X = < 1
2

ix  + 4 3 ) - = 3 y -

/^ .3
2 ’2

43 3] (43 3, A A A .__
2 2y V y
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Bài toán 13.7: Trong mặl phắng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(0; 1), 
B(4; 5). Đường phân giác trong của góc B song song với trục tung,

cos ACB = -Ị=r. Tìm toa đô đinh c.
Vs

Giải
Đường thẳng BC đi qua B(4; 5) có dạng; a(x - 4) + b(y - 5) = 0 (a“ + 0)
Đường phân giác trong góc B đi qua B(4; 5) và song song với Oy: X = 0 nên có 

phương trình A: X = 4.
Dường thẳng AB có phương trình AB: X - y + 1 = 0 
Vì A là đường phân giác trong góc B nôn:

1 \a\ , ,
cos(A, AB) = cos(A, BC) <=í> = r - - - ---- a =b ^  a = ±b

^ a ^ + b ^
Với a = -b, chọn a = 1, b = -1 thì BC; X - y + 9 = 0 trùng với AB; loại.
Với a = b, chọn a = b = 1 thì BC: X + y - 9 = 0.
Do đó C(c; 9 - c). Ta có:

cos(c Ã,CB) = - L  «  c(c- 4 )  + (c- 4 ) ( c-8 )  ^  1
 ̂ ’ V5 + i ^ -  8)' Ậ c  -  4)- + (c -  4)- /̂5

2 (c -4 )^  ĩ
<=>

<=> Sx'̂  - 64c + 96 = 0 <íí>
c = 2 

c = 6
DođóC(2;7);C(6; 3).

Điểm C(2; 7) bị loại do nằm cùng phía với A đối với đường thẳng A.
Vậy chọn C(6; 3).

Bài toán 13.8: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có M(2; 3) là 
trung điểm AB, chân đường cao hạ từ c và B lần lượt là H(l;  5), K(5; 9). Tìm 
tọa độ ba đỉnh A, B, c biết đinh B có hoành độ dương.

Giải
Đường thẳng AB đi qua hai điểm M và H nên AB: 2x + y - 7 = o;
Suy ra CH: X -  2y + 9 = 0.
Vì B e AB => B(b; 7 - 2b). Tam giác AKB vuông tại K nên

MB = KM c:» (b - 2Ỹ  -t- (4 - 2b)^ = 45 <=> 5b^ - 20b - 25 -  0 »  ^ ^
b = - l

Vì đỉnh B có hoành độ dương nên chọn B(5; -3) 
đỉnh A đối xứng với B qua M nên A (-l; 9)
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Đường thẳng AC đi qua A (-i; 9) và K(5; 9) nên AC: y = 9.
Từ đó suy ra C(9; 9).

Bài toán 13.9: Trong mặt phang với hộ trục Oxy, cho tam giác ABC có diện tích 
bàng 8, cạnh BC: X - y = 0. Tìm tọa độ trung điểm N cùa AC biết rằng M(5; 3) 
là trung điểm của AB.

Giải
Ta có MN: X - y - 2 = 0

J - 2 V Ĩ .d(A, BC) = 2d(M, BC) = 2^

Theo giả thiết: Sabc == 8 <=> — BC. d(A,BC) = 8

=^BC = 4V2 = ^ M N = -  BC = 2V2.
2

Tọa độ của N là nghiệm của hệ phưoiig trình 
í x - y - 2  = 0 íx = 3,y = l

| ( x - 5 ) ' + ( y - 3 ) - - 8 ^ 1 x  = 7,y = 5'
Từ đó suy raN(3; 1),N(7; 5).

Bài toán 13.10: Trong mặt phang với hệ toạ dộ Oxy, cho tam giác ABC có tâm 
đường tròn ngoại tiếp là 1(5; 3), chân đường cao hạ từ c  xuống AB là H(4; 2), 
trung điếm của BC là M(3; 4). Tìm tọa độ điểm A.

Giỏi
Dường thẳng BC đi qua M(3; 4) và nhận MI =(2; -1) làm VTPT nôn BC: 

2 x - y - 2  = 0. Ta có B(b; 2b - 2).
Tam giác BHC vuông tại 11 có trung tuyến HM nên

"b = 4
MH = MB «  5 -  (b - 3)^ + (2b - 6)^ o  5b^ - 30b + 40 -  0 o

b = 2

Với b = 4 ta có B(4; 6).
Đường thẳng AB đi qua B(4; 6) và H(4; 2) nên AB: X = 4. Do đó A(4; a).

Ta có lA = IB «  1 + (a - 3)^ = 10 «  (a - 3)^ = 9 <=> .
a = 0

Chọn A(4; 0) khác B.
Với b = 2 ta có B(2; 2).
Dường thẳng AB di qua B(2; 2) và 11(4; 2) nên AB: X  = 2. Do đó A(a; 2). 

Ta có lA = IB <» (a - 5)  ̂+ 1 = 10 <=> (a - 5)^ = 9 <=> ^ ^  ~
a = 8

Chọn A(8; 2) khác B. 
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Bài toán 13.11: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC có trung 
tuyến BP: 2x + y - 3 = 0 và phân giác trong BD: X -t y - 2 = 0. Điểm M(2; 1) 
thuộc đường thẳng AB, đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có bán kính bằng 
Vs . Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác ABC.

Giải
Từ phương trình của đường trung tuyến BP và đường phân giác BD suy ra B(1 ;1). 
Gọi N là điểm đổi xứng với M qua đường phân giác trong góc B thì đó N nằm 

trên đường thẳng BC. Ta có: MN: X - y - 1 = 0.
(i) 0Giao điêm của MN và đường phân giác trong góc B là I — .
V2 2 )

Do đó N(1;0). Đường thẳng BC; X = 1. Ta có C(l;c)
Đường thẳng AB: y = 1. Ta có A (a;l). 

a +1 c +1 ^
Trung điểm p của AC thuộc di nên 2a + c -  3 = 0 =>c  = 3 - 2 a .

Đường thẳng BC: X = 1 và AB: y = 1 nên tam giác ABC vuông tại B do đó:

R = PB = Vs »  (a - 1)  ̂+ (c - 1)̂  = 20 
D o đ ó ( a -  l)^ + (2-2a)^ = 20Hay 5 a ^ - l O a -  15 = 0 <=> a = 3 h a y a  = -l.
Vậy A(3; 1), C( 1 ;-3) hay A( -1; 1), C( 1 ;5).

Bài toán 13.12: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh 
B(l ;  2), c thuộc trục tung, phân giác trong AD; 2x + y - 1 = 0, khoảng cách từ 
c đến đường thăng AD bằng 2 lần khoảng cách từ B đến đường thẳng AD. Tỉm 
tọa độ của A và c.

Giải
Gọi B' là điểm đối xứng với B qua đường phân giác trong góc A thì B' nằm 

trên AC. Ta có BB': X - 2y + 3 = 0
f  1 7^

Giao diêm của BB' và AD là I —
1 5 5

B(l;2) và I là trung điểm của BB' nên B'
7 4^ 
5 ’ 5

Vì c e Oy => C(0;c)
Theo giả thiết d(C, AD) = 2d(B, AD) nên B' là trung điểm của AC suy ra

A
14 8 ^
5 ’ 5 ^

Mà A e AD

Vậy đỉnh A
14 33 
5 ’ 5

, C(0; -5).
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Bài toán 13.13: Trong mặt phắng với hệ toạ độ Oxv, cho lam giác ABC có đỉnh 
A(5; 2), phưong trình đường trung trực cạnh BC là d: X t- y - 6 = 0; đường 
trung tuyến CC’là d’: 2x - y + 3 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh B và c.

Giải
Vì c, C' e d' ^  C(c; 2c + 3), C'(c’; 2c' + 3)
Vì B đối xứng với A qua C' nôn B(2c'-5; 4c' + 4).

Do đó BC = (c -2c '  + 5 ; 2c -4c ' - l ) .

Đường thẳng d có VTCP (1; -1).

Gọi trung điểm của BC là M 

Ta có hệ phương trình:

' c + 2c'-5 2c + 4c'+7" 
, 2 ’ 2 ,

M e d

I B C .U j  =  0

c + 2c'-5 2c + 4'+7 ,  „
— —  +  — — ---------------- 6 =  0

<=> 2 2 <» <;
( c -2 c '+ 5 ) - (2 c -4 c '- l )  = 0

14
c = ■

c'=

Suy ra c — , B .
[ 3  ĩ )  [ 3 3)

Bài toán 13.14: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đường 
cao AA'; 2x - y -) 1 = 0, trung tuyến BM; y + 3 = 0, đưcmg trung trực của AB là 
A: X + y + 2 = 0. Tìm tọa độ trực tâm H của tam giác ABC.

Giải
Vì A e AA' => A(a; 2a + 1). Vì B e BM => B(b; -3)

Gọi N là trung điểm của AB thỉ N a + b
; a - l

Đường thẳng A có VTCP là u 1; -1).

,,, , , , , , , [a B.u . = 0
la  có hẹ phương trình:

N e  A

a =( b - a ) - ( - 4 - 2 a )  = 0
a + h _ "Ị- ^  + ( a - l )  + 2 = 0 [b = -5

'Pừ đó suy ra A(l;  3), B(-5; -3),
Đường thẳng BC có phưcmg trình X + 2y t 11 = 0.
Do đó C(-2c - 11; c). Vì M e BM => M(m; -3)

í l - 2 c - l l  = 2m
1 a có M là trung diêm của AC nên => c = -9 C(7; -9).

[3 + c = -6

Đường cao vc từ B có phương trình X - 2y - 1 = 0
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Í2x -  V +1 = 0
Trirc tâm H là nghiêm của hê phưong trình: '  . Vây H(-l; -1).

[ x - 2 y - \  = 0

Bài toán 13.15: Trong mặt phắng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đường 
phân giác trong BD; X - y + 2 = 0, đường cao CH; 4x + 3y + 6 = 0. Biết rằng 
gốc o là chân đường vuông góc với A lên BC. Tìm tọa độ đỉnh A.

Giải
Gọi O' là điểm đối xứng của o  qua phân giác trong góc B.
Khi đó O' e AB. Ta có; 0 0 ':  X + y = 0.
Gọi 1 là giao điểm của BD và 0 0 ' thì I(-l; 1) và 0'(-2; 2)
Đường thẳng AB đi qua O' và vuông góc với CH nên AB; 3x - 4y + 14 = 0.
B là giao đicm của hai đường thăng AB và BD nên B(6; 8)

Đường thẳng AO đi qua o và nhận OB= (6; 8) hay (3;4) làm VTPT nên AO; 
3x + 4y = 0.

/  7 7^
Do đó suy ra A

3 ’ 4

B(0;3).

Bài toán 13.16: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có A(-2; -3), 
đường cao CH và đường trung tuyến BM lần lượt có phưcmg ưình là X  ̂ 3y - 1 = 0 
và 5x + y - 3 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh B và c.

Giải
Đường thẳng AB đi qua A và vuông góc với CH nên AB; 3x - y + 3 = 0.
Tọa độ B là nghiệm của hệ phương trình 

Í 3 x - y  + 3 = 0 |x  = 0 
Ị5x + y - 3  = 0 ị y  = 3

Vì M e BM ^  M{rn; 3 -5m), vì c e CH => C(l-3c; c).
í - 2  + l - 3 c  = 2m íc = - l

Do M là trung điêm của AC nên: < C (4 ;- l) .
[ -3  + c = 6 -1 0 m  [m = l

VậyB(0;3) ,C(4; - l ) .
Bài toán 13.17: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đường cao 

CH; X + y - 5 = 0, trung tuỵến AM: 2x - y - 4 = 0. Tìm tọa độ 3 đỉnh A, B. c 
biết rằng E(2; 3) là trung điểm của AC.

Giải
Vì A, c lần lượt thuộc trung tuyến AM và đưcmg cao CH nên

A(a; 2a - 4), C(c; 5 - c).
, [a + c = 4 ía = 3

E là trung điêm của AC nên < => t
2 a - 4 + 5 - c = 6  C=1
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SuyraA(3;2) ,  C(l ;4) .
Đưòng thẳng AB đi qua A và vuông góc với CH

nên có phương trình AB: X - y - 1 = 0.
Vì B, M lần lượt thuộc đường thẳng AB và trung tuyến AM nên

B(b ;b-  1), M(m; 2m - 4).
, fb +1 = 2m fb = 9

Vì M là trung điêra BC nên:
b -1  + 4 = 4m -  8 m = 5

Từ đó suy ra B(9; 8).
Bài toán 13.18: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đường 

cao BH; 7x - V - 19 = 0, phân giác trong AD: X + 2y - 2 = 0, M(13; -8) thuộc tia 
đối của tia AB thỏa mãn AC = 3AM. Tìm tọa độ ba đỉnh A, B, c.

Giải
Gọi M’ là điểm đối xứng với M qua phân giác AD thì M' e AC 
Ta có MM': 2x - y - 34 = 0.
Gọi I là giao điểm của AD và MM' thì 1(14; -6).
Vì M' đối xứng với M qua I nên M'(15; -4).
Đường thẳng AC đi qua M' và vuông góc với BH nên AC: X + 7y + 13 = 0.
Từ đó suy ra A(8; -3).
Ta có AC = 3AM nên

AC = -3  AM' <=>
ÍXp-8 = -3 (1 5 -8 ) :-13

C(-13;0).

Đường thẳng AB đi qua A và M nên AB; X + y - 5 = 0.
Suy ra B(3; 2). Vậy A(8; -3), B(3; 2), C(-13; 0).

Bài toán 13.19: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có diện tích 
bằng 16, đường cao AH: X + y - 4 = 0, phân giác trong CD: X + 3y + 2 = 0, 
cạnh AC đi qua M(0; -14). Tìm tọa độ 3 đỉnh A, B, c.

Giải
Gọi M' là điểm đối xúng với M qua đưÒTig phân giác trong CD thì M ' G BC 

nên MM': 3x - y - 14 = 0
Gọi 1 là giao điểm của CD và MM' thì 1(4; -2) và M'(8; 10)
Đường thẳng BC đi qua M' và vuông góc với AH nên BC: X - y + 2 = 0. Từ đó 

suy ra C(-2; 0)
Đường thẳng AC đi qua M và c nên AC: 7x + y + 14 = 0 
Do đó suy ra A(-3; 7). Vì B e BC => B(b; b + 2).

Ta có; S a b c  ' \ 6 ^  -A C . d(B, AC) 1 6 o d ( B ,  AC)
32 32
AC~ yÍ5Ồ

192



<=>
|8Ố + 16| 32

<=>| 86+ 16 h  3 2 «
6 =  2 
6 =-6yÍ5Õ yíỉõ

Với b = 2 => B(2; 4). Vì A và B nằm một phía đối với đường phân giác trong 
CD nên không thỏa mãn.

Với b = -6 «  B(-6; -4). Ta có A và B nằm hai phía đối với đường phân giác 
trong CD nên trường hợp này thỏa mãn.

Vậy A(-3; 7), B(-6; 4), C(-2; 0).
Bài toán 13.20: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC có tâm 

đường tròn ngoại liếp là I(-6; 0), đường trung tuyến AM; 13x - 6y - 2 = 0 và 
đường cao AH: X - 2y - 14 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác ABC.

Giải
Tọa độ điểm A là nghiệm của hệ phưong trình

í x - 2 v - 1 4  = 0 íx = -4  
ị nênA(-4;-9).
[l3 .x :-6> ;-2  = 0 [y  = -9

Gọi A' là điểm đối xứng với A qua I thì A'(-8; 9) nằm trên đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC.

Gọi K là trực tâm của tam giác ABC.
Tứ giác BKCCA' có hai cặp cạnh đối diện song song nên là hình bình hành nên 

KA' và BC cắt nhau tại trung điểm M của mỗi đưòmg.

Ta có K thuôc AI I nên K(2k + 14; k), M thuôc AM nênM .
V 6 ;

Vì M là trung điểm của KA' nên

2k + \ 4 - 8  = 2.m ^
,  ~ ~  nênK(12;-l),M (2;4).
k + 9 = 2 .— ------ \m = 2

6 ^

Đường thẳng BC đi qua M và nhận AK làm VITT nên BC:
2x + y - 8 = 0. Ta có B(b; 8 - 2b).

Vì I là tâm đưòmg tròn ngoại tiếp tam giác ABC nến:

lA = IB «  4 + 81 = (b + 6)^ + (2b - 8)  ̂ «  5b^ - 20b + 15 = 0 «
b = 3 
b = l

Với b = 3 ta có B(3; 2) và suy ra C (l; 6).
Với b = 1 ta có B(1; 6) và suy ra C(3; 2).

Bài toán 13.21: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC. Trung 
tuyến AM: y - 1 = 0 đưòng cao BK: X + y - 6 = 0, trung tuyến CM: 2x - y - 1 = 0. 
Tìm tọa độ các đỉnh A, B, c.
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Giải
Tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC là nghiệm của hệ

ơ(l; 1).
\ 2 x - y - \  = ữ Jx  = l

L - 1  = 0 = r

Vì A, B, c  lần lượt nằm trên ba đường thẳng; y - 1 = 0; X + y - 6 = 0; 2x - y -1 = 0 
nên A(a; 1), B(b; 6 - b), C(c; 2c - 1).
Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên 

Ja + b + c = 3 Ja = -3c
| l  + 6 - b  + 2 c - l  = 3 ^ | b  = 2c + 3 

Suy ra A(-3c; 1), B(2c + 3; 3 - 2c), C(c; 2c - 1).

Ta có AC= (4c; 2c-2), đường cao BK có VTCP là u = (l; -1)

A C . u = 0 < = > 4 c -2 c  + 2 = 0<=>c = -l.
Suyra:A (3, 1), B (l;5 ), C (-l;-3).

Bài toán 13.22: Trong mặt phang với hệ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC có trọng tâm 
G(4; 3), trung điểm của AC là M(3; 3), phưong ừình đường cao CH: X + y - 21 =0. 
Tìm tọa độ các đỉnh A, B, c .

Giải
Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên

2 (3 -4 )  Íx3 = 6

[ 3 - y B = 2 ( 3 - 3 ) ^ |y „ = 3

Đường thẳng AB đi qua B và vuông góc với đưòng cao CH nên AB: X - y - 3 = 0.
Ta có A(a; a-3) và c  e CH nên C(c; 21 - c)

ịa + c = 6 ịa = -3
Vì M là trung điêm của AC nên < <=>

[(« -3 )  + (2 1 -c )  = 6 [c- = 9

SuyraA (-3;-6), C(9; 12).
Bài toán 13.23: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh 

C (l; 2), phân giác trong góc B có phưong trình A: 2x + y - 1 = 0, khoảng cách 
từ A đến đường thẳng A bằng 2 lần khoảng cách từ c  đến đường thẳng A. Tìm 
tọa độ của A và B biết rằng A thuộc trục tung.

Giải
Gọi C' là điểm đối xứng với c  qua đường phân giác trong góc B thì C' nằm trên AB. 
Ta có CC; X - 2y + 3 = 0. Gọi I l<à giao điềm của CC' và A

BG = 2 G M « ''^ B(6;3)

Khi đó I(  1 7^ í  7 4^---- • — nên C' ---- • —

l 5 5 ) l 5 5 )
. Vì A e Oy A(0; a).
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Ta có d(A, A) = 2d(C, A) nên C' là trung điổm của AB suy ra B
V 5 5

Mà B e A => a = -5 .  Từ đó suy ra A(0; -5 ) ,  B .
V 5 5 ;

Bài toán 13.24: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC có A(-4; -1), 
đường thẳng BC đi qua điểm M (-l; 1), độ dài cạnh BC bằng 4. Tính diện tích 
tam giác ABC biết rằng I(-3; 1) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đó.

G iả i

Dường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có bán kính R = lA = + 4 = Vs .
Gọi H là trung điểm của BC thì IH T BC

Tam giác IBH vuông tại H: d(I, BC) = IH = ^J\B-- B H ' =

Đường thẳng BC đi qua M (-l; 1) nên có dạng: 
a(x + 1) + b(y - 1) = 0 (a^ + b  ̂ 0)

1-  2a

 ̂BC^^

l  2

d(I, BC) <=>

Với b = a^J3 , chọn a = 1, b = Vs . 

Khi đó BC: X + V3 y + 1 - Vã = 0.

- 4 - V 3 + I - V 3
nên d(A, BC) =

1

= 1 <=> 3a^ =b^ b = ± -J ĩa .

3 + 2V3
2 2 

1 , 3 + 2V3
S a b c =  -B C .d (A , BC)= - . 4 .

2 2 2
Với b = -aV3 , chọn a = 1, b = - V3 .

Khi đó BC: X - V3 y + 1 + V3 = 0.

= 3 + 2 V3 .

nên d(A, BC)
-4 + V3 +I + V3 2V3 - 3

1 1 7 / 7 _^
Sabc= -B C . d(A, BC)= -.4.-2^^^-----= 2  V ỉ - 3.

2 2 2
Bài toán 13.25: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC cân tại B có 

phưoiig trình cạnh AB là 2x - y + 3 = 0. Tìm tọa độ điểm B biết rằng M(1; 0) là

trung điểm của AC và AC
2V5

BC.
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Giải
Gọi E là hình chiếu của M lên đường thẳng AB 

ME = d(M, BA)
2 + 3 r
1 - f ^  = V5. 

V5

Dặt MA -  t thì AC -  2t, AB = BC “ t Vs . 
'l am giác AMB vuông tại M nôn BM = 2t. 
'lam giác vuông AMB ta có:

1 1 1 5
-------7  “  "“7

5 t~ Ar í-ME^ .MA" Mir 
Do đó AC = 5.
'1'ọa độ điểm B là nghiệm của hệ phưcmg trình:

/ =

Í2 x - ; ;  + 3 = 0

l(x-l)^+>^^ =25
<7>

X = 1,>' = 5 

_x = -3,>^ = -3 

Vậy điểm B(l; 5), B(-3; -3).
Bài toán 13.26: Trong mặt phẳng với hộ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC vuông 

cân tại B, đường thẳng AB đi qua điốm M(-3; -1), diổm B nằm trên đường 
thẳng A: X - 4y 0, đường thẳng AC: 2x - y - 5 = 0. 'Tìm tọa độ các đinh của 
tam giác ABC biết ràng dinh B có hoành dộ là một số nguyên.

Giâi
Đường thẳng AB đi qua M nên có dạng; a(x I 3) t- b(y (- 1) = 0 (a^ + b  ̂ 0)

Vì tam giác ABC vuông cân tại B nôn BAC = 45'’.
|2a-bỊ 1 -Ị

cos(AB, AC) = “ i  ™r=.iL=:- = - , <7> 3a  ̂- 8ab - 3
Vs.Va^ + b^ V2

Với a - 3b = 0 chọn a == 3, b = 1.
K.hi đó AB; 3x + y 7 10 0.
'Tọa độ điểm B là nghiệm của hộ phưong trình

0 <7> (a - 3b)(3a 7 b) = 0.

f x - 4 y  = 0 
3 x 7 y 7 l 0  = 0

<=> \

_ _ 4 0
13
10

V = -  7:

(loại vì không nguyên )

Với 3a 7 b = 0, chọn a 1, b -3. Khi đó AB: X - 3y
'Tọa dộ điổm B là nghiệm cua hệ phương trình:

íx - 4 y  = 0 íx = 0
^  <7> . Do dó B((); 0).

Ị x - 3 x = 0 ly = 0

0.
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Tọa độ điểm A là nghiệm của hệ phương trình:
íx - 3 y  = 0 íx = 3 
ị ^ o ị  ,D o đ ó A (3 ;l) .
[ 2 x - y - 5  = 0 [y = l

Đường thẳng BC đi qua B và vuông góc với AB nên BC; 3x + y = 0. Tọa độ 
điểm c  là nghiệm của hệ phương trình:

Í 2 x - y - 5  = 0 íx = l 
r .  « r _ l , - D o đ ó C ( l ; - 3 ) .

[3x + y = 0 [y = -3

Vậy A(3; 1),B(0; 0) v àC (l;-3 ).
Bài toán 13.27: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A. 

Điểm M(2; 6) nằm trên đường thẳng AB, điểm 1(7; 3) là trung điểm của BC. Điểm 
đổi xứng với trung điểm của AB qua I là N nằm trên đường thẳng A: X + y - 7 = 0. 
Viết phương trình cạnh AB.

Giải
Từ giả thiết suy ra đường trung bình CN song song với AB.
Gọi M ’ là điểm dối xứng với M qua I thì M'(12; 0) e CN
Gọi N(n;7-n). Vì N đối xứng với trung điểm của AB qua I nên M'N ±  IN.

Do đó ĨN .M ^  = 0 «  (n - 7)(n - 12) + (4 - n)(7 - n) = 0
'n  = 8 

n = 7

V ớin  = 8 th ìN (8 ;- l) .

Đường thẳng AB đi qua M và nhận IN  làm VTPT nên AB: X - 4y + 22 = 0. 
Với n = 7 thì N(7; 0).

Đường thẳng AB đi qua M và rủiận IN  làm VTPT nên AB: y - 6 = 0.
Bài toán 13.28: Trong mặt phang với hệ toạ độ Oxy, cho hình thoi ABCD diện 

tích hình thoi bằng 20, biết phương trình của một đường chéo là 3x + y - 7 = 0, 
điểm B(0; -3). Tìm tọa độ các đmh còn lại của hình thoi.

Giải
Vì B không thuộc đường thẳng 3x + y -  7 = 0 nên phương trình đường thẳng 

AC là 3x + y - 7 = 0. Khi đó ta có phương trình BD là X - 3y - 9 = 0.
Gọi I là giao điểm của hai đường chéo thì ta có 1(3; -2).

Do I là trung điểm BD nên D(6; -1) => BD = 2-\/ĨÕ .

Gọi A(a; 7-3a) e AC. Vì diện tích của hình thoi bàng 20 nên

o  n — 15n + 56 = 0 <=>

S a b d =  l O o  -d (A , BD). BD 10
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<=>
1 |a - 3 ( 7 - 3 a ) - 9 |  I—  , [a = 2
- . Ị ------7= = ---- ^.2V10 = 1 0 » a ^ - 6 a  + 8 = 0<=>
2 V lV 3^ = 4

Vậy A(2;l) , C (4;-5);^(4;-5), C (2 ;l).

Bài toán 13.29: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho hình thoi ABCD có tâm 
1(1; -2) và AC = 2BD. Điểm M(-5; -4) thuộc đưòng thẳng AB, điểm N(-5; 16) 
thuộc đưòmg thẳng CD. Tìm tọa độ đỉnh B.

Giải
Gọi M' là điểm đối xứng với M qua I thì M'(7; 0) thuộc CD.
Suy ra CD: 4x + 3y - 28 = 0, AB: 4x + 3y + 32 = 0.
Gọi H là hình chiếu của I xuống AB. Ta có lỉl  = d(I; AB) = 6.
1'am giác lAB vuông tại I có đường cao IH:

1 1 1 1
<=> —  =

1
„ y  + -V<=>IB = 3V5.

36 4IB^ IB^lA ' IB'
Tọa độ điểm B là nghiệm của hệ phương trình

|4x + 3y + 32 = 0 

( x - l ) - + ( y  + 2)^ 45
Cí>

[4x + 3y + 32 = 0 

25x^ +190X + 280 = 0

28 - 28 
Suy ra X = -2 hoặc X = -  —  . Vậy điểm B(-2; -8), B ( -  —

Bài toán 13.30: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, tìm tọa độ các đỉnh của hình
thoi ABCD có ABC = 120“, biết các đinh B và D thuộc đường thẳng di: X - 2 = 0, 
A thuộc d2: X + y - 4 = 0 và c  thuộc ds: 3x - y -  2 = 0.

Giải
Đưòng thẳng AC vuông góc với đường thẳng BD nên AC; y = m.

m + 2
l  3

-;mGọi A(4 - m; m ) , c

Vì I là trung điểm của AC nên:

m =  1.

thì giao điểm của hai đường chéo 1(2; m).

 ̂ m + 24 - m + — — = 4

SuyraA (3; 1),C(1; 1), 1(2; 1)
Từ giả thiết suy ra tam giác ABD đều.

IB =  Ì b D = - . ^  = 4 = -
2 2 s  s

Suy ra B 2;1 +
s .

í
D 2;1- hoặc B 2;1- , d Í2;1 + ^

V v3
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Bài toán 13.31: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hình thoi ABCD có A(5; 5), 
đường ứiẳng đi qua hai trung điểm của BC và CD có phưong trình A:x + y + 1 4  = 0, 
điểm E(0; -4) nằm trên đưòng thẳng đi qua D và vuông góc với AB. Tìm tọa độ 
các đỉnh B, c, D.

Giải
Đường thẳng AC đi qua A và vuông góc với A nên AC: X - y = 0.
Gọi I là giao điểm của AC và A ta có I(-7; -7)
Gọi H là giao điểm của hai đường chéo thì;

AH = - A I « <  
3

: ^ - 5  = ^ ( -7 ;-5 )

y ^ - 5  = |( - 7 ; - 5 )
H (-3 ;-3 ).

Vì c đối xứng với A qua H nên C(-l 1; -11).
Đường thẳng BD đi qua H và song song với A nên BD: X + y + 6 = 0.
Do đó B(b; - 6 - b). Vì D đối xứng với B qua H nên D(-6 - b; b).

Từ giả thiết ta có: AB.DE = 0

2 Fb = l<=> (b - 5)(6 + b) H (-11 - b)(-4 - b) = 0 «  b  ̂+ 8b + 7=0
[b = -7

Suy ra B (-l; 7) hoặc B(-7; 1). Do đó D(-7; 1) hoặc D (l; -7).
Bài toán 13.32: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho hình vuông ABCD có BD: 

X + 2y = 0, đỉnh A thuộc đường thẳng d: X - y - 2 = 0, đường thẳng CD đi qua 
điểm M(6; -8). Tìm tọa độ tâm I của hình vuông.

Giải
Vì I e BD => I(-2m; m)
Đưòmg thẳng AC đi qua I và vuông góc với BD nên AC: 2x - y + 5m = 0.
Tọa độ điểm A là nghiệm của hệ phưong trình 

Í2 x -y -l-5 m  = 0 íx = - 5 m - 2  

ị x - y - 2  = 0 ị y  = - 5 m - 4

Vì c đối xứng với A qua I nên C(m + 2; 7m + 4).
Ta có ABCD là hình vuông nên

/   — -q ,, |5m + 20|
cos MC,U3jj ) = cos45 o ------J=^--------- ^

 ̂ V5.V50 m +160m + 160

1

<=> m + 2m = 0 o  

Vậy có hai điểm 1(0; 0), 1(4; -2).

m = 0 
m = -2
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Bài toán 13.33: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hìnli vuông ABCD có A(2; -4), 
đỉnh c thuộc đường thẳng d: 3x + y + 2 = 0. Đường thẳng DM: X - v - 2 = 0 với 
M là trung điểm của AB. Xác định tọa độ các đỉnh B, c, D biết rằng đỉnh c có 
hoảnh độ âm.

Giải
c thuộc đường thẳng d: 3x + y + 2 = 0 nên C(c; -3c - 2 ) , c <0.
Vì M là trung điểm của AB nên

„ 1  4 1 |4c|
d(A, DM) = - d iC ,  DM ) «  ^  <=>1 1= 2 .

2 v2 2 v2

Vì c có hoành độ âm nên chọn c == -2 => C(-2; 4).
D thuộc đường thẳng DM: X - y - 2 = 0 nên D(d; d - 2).

Ta có; ÃD.CD = 0 o  (d - 2)(d + 2) + (d + 2)(d - 6) = 0
' í / = 4

d = -2
« d - 2 d - 8  = 0 «

Do đó D(4;2) hay D(-2;-4). Vì ABCD là hình vuông nên điểm D phải thỏa mãn 
DA = DC nên chọn D(4; 2).

Vì ABCD hình vuông nên AD = BC suy ra B(-4; -2).
Vậy B (-4;-2), C(-2; 4), D(4; 2).

Bài toán 13.34: Trong mặt phang với hệ toạ độ Oxy, viết phưcmg trình các cạnh 
BC và CD của hình chữ nhật ABCD. Biết rằng AB = 2BC, đường thẳng AB đi 
qua M(-4; 3), đường thẳng BC đi qua N(0; 9), đường thẳng AD đi qua P(12; -1), 
đường thẳng CD đi qua Q(18; 6).

Giải
Giả sừ BC: ax + b(y - 9) = 0, (a  ̂+ ít 0) thì đường vuông góc 

C D :b(x - 1 8 ) - a ( y -6 )  = 0.
Vì AB = 2BC nên d(P, BC) = 2d(M, CD)

‘3a = -17b
«  12a- lOb = 2  -22b + 3a »

a = 3b

Vófi 3a = -17b, chọn a = 17, b = -3.
Ta có BC: 17x - 3y + 27 = 0, CD: 3x + 17y - 156 = 0.
Với a = 3b, chọn a = 3, b = 1.
Ta có BC: 3x + y - 9 = 0, CD: X - 3y = 0.

Bài toán 13.35: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có 
canh AB: X - 2y - 1 = 0, đưòng chéo BD: X - 7y + 14 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh 
của hình chữ nhật đã cho biết rằng đưòng chéo AC qua điểm M(2; 1).
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Giải
Đường thẳng AC đi qua M (2;l) có phương trình 

a(x - 2) + b(y - 1) = 0 (a^ + ^  0)

Ta có: cos(AB, AC) = cos(AB, BD) <=>
■2b 15

5V2.V5

«  2(a - 2b)^ = 9(a^ + b^) o  7a^ + 8ab + b  ̂= 0 (a + b)(7a + b) = 0.
Với a + b = 0 , chọn a = 1, b = -1.
Phương trình đường thẳng AC: X - y - 1 = 0.
Từ đó ta tìm được A(1;0), B(11;5), C(6;5), D(-4;0).
Với 7a + b = 0 , chọn a = 1, b = -7.
Phương trình đường thẳng AC là AC: x - 7 y  + 5 = 0: đưÒTig thẳng này song 

song với BD (loại).
Bài toán 13.36: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có 

BC: 4x - 3y - 3 = 0, AD: 4x - 3y -17 = 0, tâm I nằm ữên đường thẳng d; X + y + 1 = 0. 
Viết phương trình cạnh AB biết rằng BC = 3CD.

Giải
1-3 + 17!

Ta có M(0;-1) thuộc BC nên: d(BC, AD) = d(M, AD)
V 4 ^

14
5

Suy ra d(I, BC) = -  d(BC, AD) = - .

Do đó d(I, AB) 3d(I, B C ) = y .

Tâm I của hình chữ nhật ABCD nằm trên đường thẳng A song song và cách 
đều hai đường thẳng BC và AD. Ta có A: 4x - 3y - 10 = 0.

Khi đó tọa độ của I là nghiệm của hệ phương trình:
Jx  + y + 1 = 0 Jx = 1 
|4 x - 3 y - 1 0  = 0 ^ [ y  = -2

Đường thẳng AB vuông góc với BC nên có dạng AB: 3x + 4y + m = 0.

I( l;-2 ) .

^  A m  -  21 _  3 - 8  + m 21 _Ta có d(I; AB) = ^  «> J---------- !■ = —-  o
5 5 5

m = 26 

m = -16

Vậy có hai đường thẳng thỏa mãn: AB: 3x + 4y + 26 = 0, AB: 3x + 4y - 16 = 0. 
Bài toán 13,37: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCO có 

phương trình đường phân giác trong góc A là A: X - y + 2 = 0. Tìm tọa độ điểm 
B biết điểm A có hoành độ âm và diện tích của tam giác ABC bằng 3.

Giải
Gọi I là điểm đối xứng với o qua đường phân giác trong góc A.
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Ta có 01: X + y = 0.
Gọi H = OI n  A thì H (-l; 1) nên I(-2; 2).

Điểm A nằm trên đưòng tròn tâm H, bán kính HO = V2 
Do đó tọa độ điểm A là nghiệm của hệ phưong trình 

j x - y  + 2 = 0 x = - 2 ,y  = 0

|( x  + l)^ + ( y - l ) ^  = 2 ^ [ x  = 0 ,y  = 2

Vì điểm A có hoành độ âm nên chọn A(-2; 0).
Đưòmg thẳng AB đi qua A và I: X = -2 nên B(-2; b).
Ta có ABCO là hình chữ nhật nên:

Sabc = SoAB = \.O A A B ^ ị2 \b \^ 2 ,:  
2 2

Do đó B(-2;3), B(-2;-3).
Vì A là phân giác trong của góc A nên B và o phải nằm hai phía đối với đường 

thẳng A nên loại điểm B(-2; -3). Vậy B(-2; 3).
Bài toán 13.38: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có 

diện tích của hình chữ nhật bàng 6, đường chéo AC; X + 2y - 9 = 0. Điểm M(0; 4) 
nàm trên cạnh BC. Xác định tọa độ của các đỉnh hình chữ nhật, biết đường 
thẳng CD đi qua N(2; 8) và đỉnh c  có tung độ là một sổ nguyên.

Giải
Vì c  e AC; X + 2y - 9 = 0 => C(9 - 2c; c ) , c nguyên 

nên tVC=(7 - 2c; c - 8), MC =(9 - 2c; c - 4).

Ta có; Ã c . = 0 «  (7 - 2c)(9 - 2c) + (c-8)(c - 4) = 0

= 5
<=> 5c -  44c + 95 = 0 <=> 19 •

5
Vì c  có tung độ là một số nguyên nên chọn C(-l; 5). 
rừ  M vẽ đường thắng vuông góc với BC cắt AC tại A' thì

MA': X - y + 4 = 0 nên có A' 1-11
3 ’ 3

Sa'mc= ị.M A '.M C  = ị  
2 3

Hai tam giác ABC và A'MC đồng dạng nên

CB
.CM

sAHC.
' A'MC

9.
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X/; + 1 = 3.1
B(2; 2)Do đó CB = 'iCM  _  , _  ,

i ; ; „ - 5  = 3 (-l) [ ; ;„ = 2

Tương tự CA = 3CA' => A(3; 3)

Và ABCD hình chữ nhật nôn AB = DC =í> D(0; 6).
Bài toán 13.39: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có B 

và c thuộc trục tung, đường chéo AC; 3x + 4y - 16 = 0. Xác định tọa độ đinh 
A, B, c, D biết rằng bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ACD bằng 1.

Giải
c là giao điểm của trục tung và đường thẳng AC nên C(0; 4). Vì ABCD hình 

chữ nhật nên bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC cũng bằng 1.
B và c nằm trôn trục tung nên B(0; b) và có AB: y = b.

A là giao điếm của AB và AC nên A
16- 4b

;b

Gọi r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Ta có
4,

s = pr => r ■
2S b - 4

AIIC
AB+ BC  + CA

3
-4+  b - 4I 3 ! I

3
lb-4|

Mà r = 1 nên |b -4| = 3 do đó b = 1 hoặc b = 7.
Với b = 1 ta có A(4; 1), B(0; 1). Suy ra D(4; 4)
Với b = 7 ta có A(-4; 7), B{0; -7). Suy ra D(-4; 4).

Bài toán 13.40: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có 
diện tích bằng 48, đỉnh D(-3; 2), đường phân giác trong của góc A có phương 
trình A: X + y - 7 = 0. Tìm tọa dộ đinh B biết đỉnh A có hoành độ dương.

Giải
Gọi E là điểm đối xứng của D qua dường thẳng A thì E e AB.
Ta có DE: X - y + 5 = 0.
Gọi 1 là giao điểm của DE và đường thẳng A thì 1(1; 6). Vì E đối xứng với D 

qua ĩ nên E(5; 10). Vì E G  A => A(a; 7 -  a), a>0.
Tam giác ADE vuông cân tại A nên:

AE = ^ < í ^ ( a - 5 ) ' + ( a  + 3)'
V2

6 4 « a ' + 2 a - 1 5  = 0 o

Vì đỉnh A có hoành dộ dương nên ta chọn a = 5 => A(5; 2). 
Đuờng thẳng AB đi qua A(5; 2) và E(5; 10) nên AB: X = 5 =

Ta có Sabcd= 48 <=> AB. AD = 4 8 < = > 8 | b - 2 | o
' b =  -A

a = 5 

a = -3

B(5; b).
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Nên B(5;8) hay B(5;-4).
Vì B,D nằm hai phía so với A nên ta chọn B(5; 8).

BÀI TẬ P
Bài tập 13.1: Viết phương trình các đường trung trực của tam giác ABC biết 

M (-l; 1); N(l ;  9); P(9; 1) là các trung điểm cúa ba cạnh tam giác.
HD-ĐS

x + 4y - 13 = 0 ; x - y  + 2 = 0, X - 1 =0.
Bài tập 13.2 : Tìm m để ba đường thẳng sau đây đồng quy;

d)! 2x + y - 4 = 0; d2: 5x - 2y + 3 = 0; d3! mx + 3y - 2 = 0.
IID-ĐS

m = -12.
, i íx = 2 - 3 t

Bài tập 13.3: Cho đường thăng d có phương trình tham sô \ và B(2; 1).
[y = t

Tìm trên d điểm M sao cho đoạn BM ngắn nhất.
HD-ĐS 

/ 1 7  1
BM ngắn nhất BM -L u , điểm M

10 l o J ‘

Bài tập 13.4: Viết phương trình đường thẳng d’ đối xứng với đường thẳng
d; Ax + By + c = 0 qua điểm I(xo; yo) 

HD-ĐS

d’; A(x-2xo-  - ^ )  + B (y - 2 y o) - 0 .
A

Bài tập 13.5: Lập phương trình các đường thẳng chứa bốn cạnh của hình vuông
Íx = - l - f 2 t

ABCD biêt đinh A (-l; 2) và phương trình của môt đường chéo là \
[y = -2t

HD-ĐS
x + 1 = 0 ; y  = 0 ;x  + 3 = 0 ; y - 2  = 0.

Bài tập 13.6: Cho tam giác ABC, biết đỉnh A (l; 1) và toạ độ trọng tâm G (l; 2). 
Cạnh AC và đường trung trực của nó lần lượt có phương trình là x  + y -  2 = 0 
và -X 4- y -2 = 0. Viết phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh AB và BC.

HD-ĐS
AB: X - 2y + 1 = 0; BC: X + 4y - 11 = 0.

Bài tập 13.7: Cho tam giác ABC với A(-2; 0), B(2; 4), C(4; 0). Xác địrừi toạ độ 
tâm Iđường tròn ngoại tiếp tam giác ABC; trực tâm H và trọng tâm G của giác 
ABC. Chứng tỏ rằng ba điểm H, I, G thẳng hàng.
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HD-ĐS

1(1; 1),H(2;2),G
4 4 
3 ’ 3

đều thuộc đưòng thẳng y = X.

Bài tập 13.8: Cho hình bình hành ABCD có A(4; -1) và phương trình 2 cạnh BC; 
X - 3y = 0, CD: 2x + 5y + 6 = 0. Tìm các đỉnh còn lại.

IID-ĐS

B
11^1

\ '17 20 ' 18 6 ^;D
y l  11 l l j

Bài tập 13.9: Cho đường thẳng Am: (m - 2)x + (m - 1 )y + 2m - 1 = 0 và điểm A(2; 3). 
Tìm m để khoảng cách từ điểm A đên đường thẳng Am là lớn nhất.

IID-DS

m = ^ .  
5

TỔNG HỢP ĐƯỜNG TRÒN VÀ ELIP

Phương trình đường tròn
- Đường tròn tãm l  (Xo; yc), bán kính R có phương Irình: (x - Xq)  ̂+ (y - y o f -
- Phương trĩnh: x^ t -  - f  2íix + 2hy  ̂ c =  0 với điều kiện -  c > 0 là

phương trình đường tròn lãm I(-a ; -h), bán kính R = Va^ + b“ - c  .

Tương giao và tiếp tuyến
- Tương giao của đường tròn (C) tăm I  hán kỉnh R và đường thang A: d ( ỉ, ầ) > R: 

không có điểm chung; d ( I , A) = R: tiếp xúc (liếp tuyến); d ( I , Â) < R: đường 
thảng cắt đường tròn theo một dây.

- Đường thẳng Á: ax I hy + c = 0 là liếp luvến đường tròn (C) lâm I, hán kính 
R khi d ( ỉ , A) -  R.

- Tiếp tuyến với đường tròn (C) lâm ỉ  tại điểm A: đường thẳng tiếp luyến qua 
A, có rrPT n = T l .

- Tiếp tuyến với đường tròn (C) tâm ỉ  bán kinh R đi qua điểm B: Lập phương 
trình đường tháng qua B cỏ VTPT n = (a ; b) , a^ + b^ 0. Từ điều kiện tiếp xúc 
đê tìm a và h.

íd(I,A) = R
- 7 iêp tuyên chung A với 2 dường tròn (C) , (C): 1
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Đường eỉip
- Cho hai điểm phân biệt Fì và F2 với F ịF2 = 2c. Tập hợp các điêm M  sao cho 

MFị + MF2 = 2a (a> 0) được gọi là đường eìip.
Fi và p 2 là hai tiêu điêm của elip.
Khoảng cách F ịF2 = 2c gọi là tiêu cự của elip.
- Cho đường thẳng A và điểm F không nam trên nó, cho sổ 0 < e <1. Tập hợp 

những điếm M  sao cho tỉ sổ khoảng cách lừ M  tới F  và tới A luôn bang e là một

Hai đường clĩuân:

Ap. X = ứng với tiêu diểm Fi (-c; 0) 
e

A2: X = — ứng với tiêu điểm F2 (c; 0).
e

Bài toán 14.1: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho đường tròn (C):
x  ̂+ y  ̂+ 2x + 8 y + 14 = 0.

Viết phưong trình đường tròn (K) có tâm K(3; -1) và cắt đường tròn (C) theo 
một dây cung có độ dài AB = ̂ Ỉ3 .

Giải

Đường tròn (C) có tâm I( - l; -4) có bán kính R = V3 .
Gọi H là giao điểm của KI với AB.

Ta có lA = IB = AB = V3 nên tam giác lAB đều.
3

Do đó đường cao IH = — và IK = 5IH.

Xét trường hợp H nằm giữa K và I. Khi đó đường tròn (K) có bán kính là:

R’ = KA = Ựk /7- +HA^ = Ậ K / - Ĩ H f

ÍT f  t*XTÌ í  v  _ 1 ^ ^ =  1

2' + ——

Vậy đường tròn (K): (x - 3)^ + (y + 1)  ̂= 13
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Xét trường hợp I nằm giữa K và H. Khi đó đường tròn (K) có bán kính là:

R’ KA = + t ư  =J(K/  + ///)^ +
ẨB'

Vậy đường tròn (K); (x - 3)^ + (y + 1)̂  = 43.
Bài toán 14.2: Trong mặt phang với hộ toạ độ Oxy, cho điểm A(-6; 5) và hai 

đường thẳng A: 3x + y -f 8 = 0, A': 4x - 3y - 10 = 0. Viết phương trình đường ừòn 
có tâm thuộc đường thẳng A, đi qua điểm A và tiếp xúc với đường thẳng A'. Biết 
rằng tâm của đường tròn có các tọa độ là những số nguyên.

Giải
Gọi I là tâm của đường tròn cần tìm, vì 1 thuộc đường thẳng A nôn I(m; -3m -8). 
Theo giả thiết, đường tròn đi qua A và tiếp xúc với đường thẳng A' nên

(13m + 14)^
lA = d(I, A') »  (m + 6)- + (3m + 13)^

25

<i>81m"+ 1886m + 4929 = 0 «
m = -3

m
1643

81
Vì tâm của đường tròn có tọa độ nguyên nên ta nhận giá trị m = -3 
Khi đó đường tròn có tâm I(-3;l), bán kính R = lA = 5.
V ậy(C ):(x  + 3)' + ( y - l )2  = 5.

Bài toán 14.3: Trong mặt phang với hệ trục Oxy, cho hai đường thẳng
Ai: 3x + y + 5 = 0 , A2; X - 2y - 3 = 0 và đường tròn (C): (x - 3)^ + (y + 5/  = 25. 
Tìm điểm M thuộc (C), điểm N thuộc đường thẳng Ai sao cho M và N đối 
xứng qua đường thăng A2.

Giải
Vì M và N đối xứng qua đường thang A2 nên phép đối xứng trục qua A2 biến M 

thành N. Vì M e (C) nên N e (C ) là ánh của đường tròn (C) qua phép đối xứng 
trục A2

Theo giả thiết N 6 Ai nên N là giao điểm cúa đường tròn (C) và đường thẳng Ai. 
Đưcmg tròn (C) có tâm 1(3; -5) và bán kính R = 5 nên đường tròn (C ) có tâm 

1(-1; 3) và có bán kính R = 5.
( x + l ) '  + ( y - 3 ) '  = 25.

Giải hệ phương trình; < ^  . Ta được N i(-1 ;-2) và N2(-4; 7).
l3x + y + 5 = 0

Từ đó suy ra điểm Mi(-1; -2) và M|
22 49'^

5
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Bài toán 14.4: 'i rong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho đường tròn
( C ) : ( x - l ) '  + (y + 2 )' = 4.

Tìm các đỉnh tam giác ABC nằm trên đường tròn (C), cân tại đỉnh B có hoành 
độ dương, biết ràng M(0; -1) là trung điểm cạnh BC.

Giải
Đường tròn tâm 1(1 ;-2), R = 2.

Đường thẳng BC đi qua M và nhận MI =(1; -1) làm VTPT nên BC: X - y - 1 = 0. 
Vì B e BC => B(b; b - 1) với b > 0.

IB = R «  (b - 1)  ̂+ (b + 1)  ̂= 4 o  b  ̂= 1 «  ^ ^   ̂ .

Chọn b = 1 thì B(1; 0) nên C (-l; -2).

Ta có VTPT của đường thẳng AC là IB= (0; 2) và đường thẳng AC đi qua c  
nên AC: y + 2 = 0

Gọi E là giao điểm của AC và BI. Ta có E(1; -2)
Vì A đối xứng với c qua E nên A(3; -2).

Bài toán 14.5: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho tam giác ABC nội tiếp 
đường tròn (C): x  ̂+ y  ̂ - 2x - 4y - 8 = 0, đỉnh B thuộc tia Ox, đường cao AH; 
5x + y = 0. Tìm tọa độ A, B, c biết rằng điểm A có tung độ là một số nguyên.

Giải

Đường tròn (C) có tâm 1(1; 2), có bán kính R = VĨ3 .

Vì B thuộc tia Ox => B(b; 0), b > 0.
Vì A thuộc AH: 5x + y = 0 nên A(a; -5a) với 5a nguyên.

4
Ta có: IA= R <=> (a - 1T + (5a + 2t  = 13 <=>

a =
13

Vì điểm A có tung độ nguyên nên ta chọn a = -1 nên A (-l; 5)
'b = 4

TacóI B  = R « ( b -  i r  + 4 =  13 » ( b  - i r  = 9 «
b = - 2

Với b = 4 => B(4; 0) nên đường thẳng BC: X - 5y - 4 = 0 
Tọa độ điểm c là nghiệm của hệ phương trình

x ^ - \ , y  = - 
x = 4,y  = 0

J x - 5 y - 4  = 0 

ị x '  + y '  - 2 x - 4 y - 8  = 0 

Chọn điểm C (-l;-l).
Với b = -2 => B(-2; 0) nên đường thẳng BC: X - 5y + 2 = 0
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Tọa độ điểm c  là nghiệm của hệ phương trình

ị x - 5 y  + 2 = 0

[x- +y^  -  2 x - 4 y - ^  = 0
Cí-

- l ĩ  _ 17
^ ~ 13 ~ 13 . Chon điểm C(— ;— ).

_ n  13 13X = ~-2,y = 0

Bài toán 14.6: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hai điểm A (l; 0), B(3; 0). 
Điểm H thay đổi trên ừục tung, AH và BH cắt đường tròn đường kính AB tại 
D và E. Chứng minh rằng DE luôn đi qua một điểm cố định.

Giải
Đưòng tròn đường kính AB có phương trình (C); (x - 2)^ + y  ̂= 1.
Gọi H(0, m) e Oy thì phương trình AH là mx 4 y - m = 0.
Đường thẳng BD đi qua B và vuông góc với AH có phương trình X - my - 3 = 0.

’ r  - 3 ÌGọi I là giao điêm của BD và Oy thì I 0;-—
V m ;

3

Đường tròn đường kính HI có phương trình:

(C’): x ' +
í' 2 í  2 , ̂ ' ' m + iy- m

2m 2m

Hai giao điểm D và E cùng thỏa mãn phương trình (C) và (C’) nên cũng thỏa 
mãn hiệu 2 phương trình

(x - 2j + y = 1 và +
2 -5 ^m -  3
2m

í  2 , m +3
2m

là 4x -
m^ - 3

m
y - 6 = 0.

Do đó đường thẳng DE: 4x -
m"

m
■y - 6 = 0

, , 73 ^
Suy ra DE luôn đi qua điêm cô đinh có toa đô K — ;0 .

v2 j
Bài toán 14.7: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho điểm M(4; -3) và đường ữòn 

(C): x  ̂+ y^ - 4x + 2y + 1 = 0 tâm là I. Lập phương trìiứi đường thẳng d đi qua M 
và cắt đường ừòn (C) tại hai điểm phân biệt p, Q sao cho tam giác IPQ vuông.

Giải
Đưòng tròn (C) có tâm 1(2; 1) và bán kính R = 2.
Đường thẳng d qua M(4; 3) có phương trình: 

a(x - 4) + b(y + 3) = 0, a  ̂+ ^  0.
Vì IP = IQ = R nên AIPQ cân tại I, do đó AIPQ vuông tại I.
Hạ IH ±  PQ thì AIHP vuông cân tại H.

Do đó I H -  ^  = Ạ  = V2 .42 42
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_  /-  |2a + b -  4a + 3b| ĩ—
Từ đó suy ra: d(I, d) = v2 <=>  ------T_.._7.T_—1 = ̂ 2

0

Va^ + b̂
<=> ĩ ĩ  - 8ab + 7b^ = 0 <=> (a - b)(a - 7b)

Với a = b, chọn a = 1, b = 1 thì d; X + y - 1 -  0 
Với a = 7b, chọn a = 7, b = 1 thì d: 7x + y - 25 -  0.

Bài toán 14.8; Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho đường tròn (C):
(x +  l)^ + (y + 3)^ = 25.

Lập phương trình đường thẳng d đi qua điểm M(5; 1) và cắt đường tròn (C) tại 
hai điểm A và B sao cho: MA = 3MB.

Giải
Đường tròn (C) có tâm I ( - l; -3), bán kính R = 5.

Ta có phương tích: P m / ( C )  “  MA.MB = MI“ -
=> MA. MB = 27 => 3MB^ = 27 MB = 3 ^  AB = 6.
Gọi H là hình chiếu của I lên AB thì

d(L,AB) = I H =  V lA ^ -A H ' = Ị r ^ -  —

Đưòng thẳng AB đi qua M(5; 1) nên có dạng 
AB: a(x - 5) + b(y - 1) = 0 (a^ + b  ̂ 0)

= 4

nên: d(I, AB) = 4 <»
|6a + 4b| 

-y/â  +b^
4 <tí> 5a^ + 12ab = 0 <» a(5a + 12b) = 0

Với a = 0 chọn b = 1. Khi đó AB: y - 1 = 0.
Với 5a + 12b = 0 chọn a = 12, b = -5. Khi đó AB: 12x - 5y - 55 = 0.
Vậy có hai đường thẳng thỏa mãn yêu cầu bài toán y - 1 = 0, 12x - 5y - 55 = 0. 

Bài toán 14.9: Trong mặt phẳng vói hệ toạ độ Oxy, cho dường thẳng d: X - 2y + 2 = 0 
và đường tròn (C): (x - 1)  ̂ + (y - 1)  ̂ = 10. Lập phương trình đường thắng A 
tiếp xúc với đường tròn (C) và tạo với đường thẳng d một góc bằng 45°.

Giải

Đường tròn (C) có tâm 1(1; 1), có bán kính R = ^ỉ\õ  .

Gọi n =(a, b) (a  ̂+ b  ̂ 0) là VTPT của đường thẳng A

a - 2b |  1

Vs.Va^ +b^ V2

«  3a^ + 8ab - 3b^ = 0 «  (3a + b)(a - 3b) = 0.

Ta có: cos(A; d) = cos45° <=>

Với 3a - b = 0 chọn a = 1, b = 3 thì A; X + 3y + m -  0.
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|l + 3 + /n| !—  \ r n - 6
d(I, A) = R <=> -— 7 = —  ̂= VlO <=>| m + 4 1= 10 o

VlO |_m = -14
Do đó có hai đường thẳng A :x  + 3y + 6 = 0 v à x  + 3 y - 1 4  = 0
Với a + 3b = 0 chọn a = 3, b = -1 thì A: 3x - y + m = 0.
Đường thẳng A tiếp xúc với đường tròn (C) nên:

Đường thẳng A tiếp xúc với đường tròn (C) nên

d(I, A) = R
|3 -1  +

V ĩõ
-s/ĩõ <^\ /n + 2 1= 10 <=>

m = —\2

Do đó có hai đường thẳng A : 3 x - y  + 8 = 0 v à 3 x - y  - 12 = 0.
Bài toán 14.10: Trong mặt phang với hệ toạ độ Oxy, cho đưòrng tròn

(C): x  ̂+ y^ + 2x - 6y + 6 = 0. 
Từ một điểm M bất kỳ trên đưòng thẳng A: X - y = 0, vẽ hai tiếp tuyến MA, MB 
đến đường tròn (C). Tìm M để 2 tiếp điểm A, B và điểm E(0; -1) thẳng hàng.

G iả i

Đường tròn (C ): x  ̂+ y^ + 2x - 6y + 6 = 0 có tâm I( - l; 3), bán kính R = 2.
Vì M e A => M(m; m).
Ta có: MA^ = MI^ - lA^ = (m + 1)^+ (m 3)^ - 4 = 2m- - 4m + 6
Đường tròn tâm M bán kính MA có phưong trình

2m^ - 4m + 6 
2mx -  2my + 4m - 6 

Vì tọa độ 2 giao điểm A, B thỏa mãn 2 phưong trình đường tròn (C ) và đường

(C’): ( x - m ỷ  + i y - m ỷ  
Hay x^ + y^ •

tròn (C’ ) nên cũng thỏa mãn hiệu 2 phưong trình 
(1 + m)xA + (m - 3)yA - 2m + 6 = 0 

Tưong tự (1 + m)xB + (m - 3)yB - 2m + 6 = 0
Nên phương trình đường thẳng AB là: (1 + m)x + (m - 3)y - 2m + 6 = 0 
Vì E(0; -1) e AB => m = 3. Vạy M(3; 3).
Cách khác:

Đường tròn (V) đường kính IM có tâm J(
m - ỉ  m + 3

) là

 ̂  ̂ m + 3 2̂ (m +  l ) ^ + ( m - 3 ) l
2 '  2

Bài toán 14.11: Trong mặt phang với hệ toạ độ Oxy, cho đường tròn
(C): x  ̂+ y^ - 2y - 4 = 0.

Tìm điểm M nằm trên đường thẳng A; 2x - 5y + 16 = 0 và sao cho từ M kẻ được hai 
tiếp tuyến đến đường ừòn (C) và độ dài đoạn thẳng nối hai tiếp điểm bằng vTÕ.
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G iả i

Đường tròn (C) có tâm 1(0; 1), bán kính R = v ?
Gọi A, B là hai tiếp điểm của hai tiếp tuyến kẻ từ M tới đường tròn (C) và H là 

trung điểm của AB thì AH = — AB.^^^^.
2 2

Tam giác MAI vuông tại A, với đường cao AH:
1

A IỈ' AM^ AT
1 2 1 1 a m .a i  [—

<=> — = —^  + — => AM = V5 nên MI = — ——  = v l 0
5 AM^ AH

Vì M e A: 2x - 5y + 16 = 0 => M(5t - 8; 2t).

Ta có: MI -  V ĩõ o  (5t - 8)  ̂+ (2t - 1)̂  = 10 «  29t^ - 84t + 55 = 0
t = l

t =■
29

J /^43 110'Vậy có 2 điêm thỏa mãn bài toán M(-3; 2), M -r— —
U 9  2 9 ,

Bài toán 14.12: Xác định độ dài các trục, toạ độ các tiêu điểm , toạ độ các đỉnh và 
vẽ elip (E);

,2

a) - + „ = 1 25 9
b) + 3y^ = 9

G iả i
.1

1.
X y

a) Phương trinh (E) có dạng: ^  ^
a b

Do đỏ â  = 25 ; b^ = 9 a = 5 ; b = 3 

Và c = Va^ -b ^  = 4 .
Elipcó: Độ dài trục lớn: A 1A2 = 2a = 10 

Độ dài tiỊic [ứiỏ: B 1B2 = 2b = 10 
Hai tiêu điểm: Fi (-4 ; 0 ), p2 (4 ; 0)
Bốn đinh: Ai (-5 ; 0 ) , A2 (5 ; 0 ), Bi (0 ; -3) ,  B2 (0 ; 3)

b) (E): x  ̂+ 3y^ = 9 < = > ^  + ̂  = l.

Ta có: a  ̂= 9 ; b  ̂= 3 => c  ̂= a  ̂ - b  ̂= 6 
Nên a = 3 ; b = - \ / 3 , c  = V6 
Elip có:
Độ dài trục lớn: 2a = 6. Độ dài trục nhỏ; 2b = 2 V3 

Hai tiêu điểm: Fi (- Vó ; 0 ), p2 ( Vô ; 0)

Bốn đỉnh; Ai (-3 ; 0 ) , A2 (3 ; 0) ,Bi (0 ; - V3 ) ,  B2 (0 ; V3 ).

i

^ /3

T |

1

8 2

^ / A 2

8 ,
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V3a) Độ dài trục lớn bằng 8 và tâm sai e =

b) Độ dài trục bé bàng 8 và tiêu cự bằng 4.
Giải

' y"Phương trình chính tăc của (E) là: 2 2  ̂ , a > b > 0.
a b'̂

a) Độ dài trục lớn 2a = 8 => a = 4

Ta có e = — =i> c = ae = 2 Vs , b  ̂= a  ̂ - c^= 16 -  12 = 4.

Bài toán 14.13: Lập phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp:

Vậy phương trình chính tắc của (E) là: — + —  = 1
16 4

b) Độ dài trục bé: 2b = 8 => b = 4
Tiêu cự 2c = 4 => c = 2 => c  ̂= a  ̂- b  ̂= 4 => a  ̂= 20

' X yVậy phương trình chính tăc của (E) là: —  + —  = 1.
20 4

Bài toán 14.14: Lập phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp;

Vsa) Có một tiêu điểm F( Vs ; 0) và đi qua M(l;  —- )

b) Các cạnh hình chữ nhật cơ sở có phương trình: X = ±7 ; y = ±2.
Giải

, x ' y '
Phương trình chính tăc của (E) là: —  + = 1 , a > b > 0.

a ' b '

a) Theo giả thiết thì: c = -v/3

3
C“ = a^-b^= 3  =>a^ = 3 + b^

(E) qua M nên —T ' ■>a ' 4b '
1 «  4b" + 3a" -  4a"b2u2

Do đó: 4b^ + 3(3 + b^) = 4(3 + b^) b ' <=> 4b'* + 5b^ -  9 = 0 
Chọn b  ̂= 1 => a  ̂= 4

Vậy phương trình chính tẳc của (E) là: —  + —  = 

b) Theo giả thiết thì: a = 7 , b = 2

y^,  __  ^
nên phương trìrứi chính tăc của (E) là — + —  = 1.

49 4
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9 12
a) Đi qua hai điêm M(4 ; —) và N(3; — ).

Bài toán 14.15: Viết phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường họp:

b) Đi qua M
V s ’V5.

và M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 

G iả i

a) (E) đi qua M(4 ; —) và N(3; — ) nên có:

X"
Vậy phương trình của (E) là: -— h —  = 1.

16 81 ,
—T ------ T ~ ^a ' 25b' :25

144
25b'

<=>

b) VÌM
3 4 9 16

Vs V s i  5a ' 5b'
= 1

Ta có: F,MR =90° OM = ^  = c

c  ̂= OM^= -  + —  
5 5

16

5=^a^ = b^+c^ = b^+5

Do đó: — + ^  = 1 o 9 b " +  16(b" + 5 ) = 5 b W + 5 )
5(b ' +5)  5b'

<?í> b"̂  = 16 <=> b  ̂= 4. Suy ra a  ̂= 9

' y'Vậy phương trình chính tăc của (E) là: —  + —  = 1.

Bài toán 14.16: Tim tâm sai của elip trong các trường họp sau:
a) Các đỉnh trên trục bé nhìn hai tiêu điểm dưới góc vuông.
b) Độ dài trục lónn bằng k lần độ dài trục bé ( k > l )
c) Khoảng cách từ một đỉnh trên trục lón tới một đỉnh nằm trên trục bé bằng 

tiêu cự.
G iả i

a) Giả sử B là một đỉnh trên trục bé. Nếu F|BF2 là tam giác vuông tại B thì 
vuông cân nên OB = Op2 hay b = c.

c 4 Ĩ
Do đó: a  ̂= b  ̂+ c  ̂= 2c^ hay a = c V2 . Vây tâm sai: e = — =

a 2
2

b) Vì a = kb nên c  ̂= a  ̂- b  ̂= a  ̂- ^  = a^
g ^ - 1 ^

V y
Vậy e

V k ' - 1
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c) Giả sử hai đỉnh là A =(a ; 0 ) , B =(0 ; b).

Khi đó; AB = ^|a^+h^ =2c  a  ̂+ = 4c^ =í> a  ̂+ a  ̂- = 4c^ => 2a^ = 5c^

Vậy e = -  = J Ỉ .  
a V 5

Bài toán 14.17: Qua tiêu điểm của elip ^  = 1 vẽ đường thăng vuông góc
a b

với trục Ox, cắt elip tại hai điểm A và B. Tính độ dài dây AB.
Giải

Đường thẳng vuông góc với Ox tại tiêu điểm F = (c ; 0) có phương trình X = c.

Thay vào phương trình của elip ^  +
a

Ta được:
7 \

c;-

T  + T = | „ y 2  = b^

Do đó hai giao điểm là A =

Vậy dây AB = .
a

Bài toán 14.18: Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho elip (E) có độ dài trục bé
i i 4 . i

băng 6 và tâm sai băng —. Viêt phương trình đường thăng song song với trục

tung và cắt elip theo một dây AB có độ dài bằng 4.
. ' x ' y 'Elip (E) có phương trình chính tăc (E); ^  + ̂  = 1 (a > b > 0).

a b
' ' 4 x^ y^

Vì elip có độ dài trục bé băng 6 và tâm sai băng — nên (E ) ;-----f- —  = 1.

Gọi đường thẳng song song với trục tung là d :  X = m 
Khi đó tung độ của A và B là nghiệm của phương trình

= l « y  = ± - V 2 5 - m '
m
' 2 5 ^  9

sVs
Suy ra AB = 4 <» —V25-m^  = 4 <» m = ±

5 3

Vậy, phương trình đường thẳng cần tìm: X =  ^  “
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,  :Bài toán 14.19: Cho elip (E): — + —  = 1 có 2 tiêu điêm Fi , Pa- Tìm điêm M

thuộc (E) sao cho MFi -  2MF2.
Giải

Giả sử M -  (x ; y) thuộc (E), ta có;

MFi = 2Mp2 a + ex = 2(a - cx) « •  3ex = a <=>x== —  = —
3e 3c

Thay giá trị X vào phưong trình elip, ta được 

2 ,  x ' , 1 7 ____, VĨ4

a a^ 3a/2

y = 1 - =  1 -  —= — =í> y = ±
9 8 8 4

Vậy 2 điểm thoả mãn: Mị
3V2 VĨ4 

4 ’ 4
M2

4 ’ 4

Bài toán 14.20: Cho elip (E); 9x^ + 25y^ = 225. Tìm điểm M thuộc (E) sao cho M 
nhìn F]F2 dưới một góc vuông.

Giải

(E); 9x^ + 25y^ -  225 o  ^  -  1
25 9

Ta có: a  ̂= 25 , = 9 => a = 5 , b = 3 và c  ̂= a  ̂-  b“ = 16 => c = 4.
Gọi M(x ; y) là điểm cần tìm, ta có:

Í M e ( E)  M e ( E )  Í 9 x ' + 2 5 y ' = 225
<____  <=>< <=> -i
[F,MF2=90“ [OM = c [ x ' + y ' = 1 6

Vậy có bốn điểm M thoả mãn điều kiện là:

175
16

16

<=> <
x = ±

5V7

Í5V7 9Ì ' 5V7 9 ] 5^I^ 9 ' 5V7 9 '
4 ’4V ^ I 4 ’ 4 j

?

4 ’ 4
5

4 ’ 4

Bài toán 14.21: Một elip có độ dài trục lớn bằng 6, tâm sai bằng — và khoảng

cách từ một điểm M của elip đến tiêu điểm Fi bằng 7.
a) Tìm khoảng cách từ M đến tiêu điểm p2.
b) Viết phưong trình chính tấc của elip và tìm toạ độ của M

Giải
a) Theo định nghĩa: MFi + Mp2 = 2a = 12 

Mà MFi = 7 =>MF2 = 1 2 -  7 = 5
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b) Ta có a = 6

Tâm sai e = -  -  -  =:̂  a = 2c => â  = 4c^ = 4(a^ - b^) 4b^ = 3a^ => b  ̂= 27
a 2

x ' ÝVậy (E): —  + ^  = 1. 
36 27

Ta có: MFi = 7<=>a + ex = 7<=>6 + — x = 7 nên X = 2 ± 2 ^ 6

Vậy có hai điểm; Mi (2 ; - 2-\/6 ) và M2(2 ; 2Vó ).

x^Bài toán 14.22: Trong mặt phẳng với hệ trục toạ độ Oxy, cho elip (E): —  + y  ̂= 1

và điểm C(2; 0). Tìm toạ độ các điểm A, B nằm trên elip (E) sao cho tam giác 
ABC đều.

G iả i

Tam giác ABC đều có đỉnh c thuộc Ox nên A, B đối xứng nhau qua Ox.

Gọi A(xo; yo) và B(xo; -yo) thuộc (E): —  + y  ̂= 1 thì AC = AB = 2 1 yo I nên ta có:
4

yỔ + ( 2 - x J -  =4y^ 2; y o  =  0

-;yo : Ì 4V3

Với Xo = 2; yo  = 0 khi đó c s  A hoặc c = B (loại). 
Vậy hai điểm A, B là:

o
B

A
2. 4V3'Ị _ ^ 2 _ 4 V 3
_ 9 _ 9 ^ —9 _
7 ’ 7 7 ’ 7

hoặc A
2 . 4 V 3 Ỵ J 2 .  4V3 
7 ’ 7 ’ 7 ’ 7

Bài toán 14.23: Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm M ở trên elip (E): 5x  ̂+ 9 Ý  - 45 = 0

và tích các khoảng cách từ M đến hai tiêu điểm của (E) bằng — . Hãy tìm toạ

độ điểm M, biết điểm M ờ góc phần tư thứ hai.
G iả i

Ta có (E); —  + ^  = 1 :^ c ^  = a^-b^ = 9 -  5 = 4 
9 5

^  65 _  , c  , ,  c X ồ:) _  _ 4 2
Do đó: MFi. MEi = vv  o  {a + - x ^ , ) { a - - x ^ )  = ^  <=>9 = V x M = T r  

9 ư a  9 9 9
nên = 4 <=» x m  = -2 (thích họp) hoặc x m  = 2 (loại)

Suyra 20 + 9 y ' - 4 5  = 0 o  y-  = —  «  y = ± - . Chọn M(-2; - ) .

65 65
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X y

trình tổng quát Ax + By + c  = 0 luôn thoả mãn 25A^ + 9B  ̂ = c^. Tính tích 
khoảng cách từ hai tiêu điểm Fi , p2 của (E) đến đưòrng thẳng A.

Giải
,1

Bài toán 14.24: Cho clip (E): —  + —  = 1 và đường thăng A thay đôi có phưong

(E): —  + ̂  = 1 có:a" = 25 ,b" 
25 9

a^-b^= 16=>c = 4

Vậy (E) có hai tiêu điểm là Fi (-4 ; 0) và F2 (4 ; 0). Ta có;

|-4 A  + C| |4A + C| _ | c ' - 1 6 A ' l
d(F, , A). d(F2 , A)

Va  ̂+ B" Va '  + b  ̂ a  ̂+ b  ̂

|25A ^+9B^-16A ^| 9(A^+B^) ,

A^+B^ A^ +B^

Bài toán 14.25: Cho elip (E) có phương trình —  + —  - 1 .  Viêt phương trình

tổng quát đường thẳng A đi qua M(l; 1) và cắt (E) tại hai điểm A, B sao cho M 
là trung diêm của đoạn thẳng AB.

Giải

A có VTCP AB = (xb - Xa; yn - Ya)
I( 1; 1) là trung điểm đoạn AB: 

xa + X[3 = 2 ;yA + yB = 2 
Nên x l = ( 2 - x , ) ^  y ^ ^ = ( 2 - y j ^

Vì A, B e (E); ^  + ^  = 1 = ^ " " ^ ° ^  ....
9 4 9 4

Suy ra 4xiỉ + 9yB = 13, tương tự: 4 xa + 9yA = 13
Vậy phương trình cần tìm là: 4x + 9y - 13 = 0.

x “ y^
Bài toán 14.26: Cho elip (E): - ^  + —  = 1 (a > b > 0). Goi F|, F’2 là các tiêu diêm

a b
và Ai, A2 là các đỉnh trên trục lớn của (E). M là điểm tuỳ ý trên (E) có hình 
chiếu trên Ox là H. Chứng minh rằng: 
a) MFi. MF2 + O M - = a  ̂+ b̂

Giải
,2

b) (MFi - MF2)^ = 4(OM^ - b^).

M ( x ; y ) G ( E ) = ^ ^ + y
a '  b^

MF1 = a + ex, Mp2 = a - ex
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a) MFi. Mp2 + OM^ = (a + ex)(a - ex) + x  ̂+

9 9 " ?  7 9 9  9 9
— - e x  +  x'̂  + y“ = â  + + x^

/  „2 ^

V a- y

= a  ̂-f y^ + = a^ + y  ̂+ b'
a

a'  + b \

b) (MFi - MF2)^ = 4 e V  
4(OM^ - b^) = 4(x^ + y  ̂- b )̂

= 4. x^ + 1 2 _  2 b - - V x 4x'
V y

= 4e“x"

Từ đó suy ra (MFI - MF2)"̂  = 4(OM^ - b^).

i x ' y 'Bài toán 14.27: Trong măt phăng với hê toa đô Oxy, cho elip (E): - - 1- ^  = 1,
8 4

đường thẳng (d): x - V2 y -+ 2 = 0; d cắt (E) tại B, c .  Tìm điểm A e (E) để diện
tích tam giác ABC đạt giá trị lớn nhât.

G iả i

Giả sử A(Xo; yo) e (Fl) là điểm cần tìm.

x ^ - ^ Ỉ 2 y ^ + 2
Khoảng cách từ A đến d là AH

V ĩ

Ta có: „ - V 2 y „ + 2  < X„-V2y„ + 2 = - ^ 2 ^ l 2 + i - — )2yÍ2 
2V2 2' + 2

< J \ 6 ( ^  ~ ^ )  + 2 => A H <2^Í3 V 8 4

Và AH = 2 V3 <=>

-íiL. = _y5L
2V2 2

X „ - V 2 y „ > 0 « |' '“ ^ ^  =^A (2;-V 2).

x  ̂ y" + .^  = 1
8 4

Vậy diện tích tam giác ABC lớn nhất khi A(2; - V2 ).
Bài toán 14.28: Trong mặt phẳng với hệ triic tọa độ Oxy cho elip (E): x  ̂+ 4y^ = 25 

và đường thẳng (A): 3x + 4y - 30 = 0. Tìm tọa độ điểm M trên elip (E) sao cho 
khoảng cách từ điểm M đến đưòng thẳng (A) là lón nhất, nhỏ nhất.
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G iả i

Gọi M(xo; yo) e (Fì) nên xổ + 4yổ = 25 và d(M; A)
|3xo+4y„-30 |

Ta có: |3xo + 4yoI < ^ ( x ổ + 4 y ^ ) ( 3 - +2")  = sV n

=:> 30 - 5^íũ  < I 3X0 + 4yo - 30 1 < 30 + sV n  

Vậy maxd(M ; A) = 6 + ^fĨ3 đạt được khi

15

—  = 3^o<03 o  ^
25

Xo = -

>'o = -
5

M
15 5

^/^3’ VĨ3

Và mind(M ; A) = 6 - V n  đạt được khi

í 15
• ^  = y o > o ^ 15  5 ^
3 <=> ■ => M 

5
[xo +4yổ =25

^  V ĩ ĩ

Bài toán 14.29: Quỳ đạo một vệ tinh là đường elip nhận tâm trái đất là một tiếp 
điểm. Biết vệ tinh cách bề mặt trái đất ở vị trí gần nhất là 583 dặm và xa nhất là 
1342 dặm. Tính tâm sai, biết bán kính trái đất 4000 dặm.

G iả i

Gọi tâm trái đất là p2 và giả sử quỹ đạo chuyển động của vệ tinh có phương trình

a^ b '
^  + = 1.

Khi đó khoảng cách từ vệ tinh đến tâm trái đất là bán kính qua tiêu điểm

d = a - —X. 
a

Vì -a  < X < a nên a - c < d < a  + c.
Gọi R là bán kính trái đất, theo giả thiết thì:

J a -C  = 583 + R Í2c = 759 
1 a + c = 1342 + R 1 2a = 1925 + 2R ‘

Tâm sai quỹ đạo là: 
759 759_ c _  _

ã "  1925 + 2R ~ 1925 + 8000
0,07647.

220



B À I TẬP

Bài tập 14.1: Cho đường cong X +- y -  4mx -  2y -I 4m = 0 , m ^  -C.
2

a) Chímg minh rằng ('^m) là đưòng tròn với mọi m.

b) Tìm tập họp tâm của các đưòng tròn c&m) khi m thay đổi.
HD-ĐS

b) Đường thẳng y = 1, bỏ điểm A(1 ; 1).
Bài tập 14,2: Chứng minh các dường tròn có phưoTig trình:

x  ̂-t- y  ̂- 2mx - 2(m - 1 )y + 4m = 0 luôn đi qua hai điểm cố định. 
HD-ĐS

Hai điểm cố định A(l ;  1) và B(0; 2).
Bài tập 14.3: Chứng minh rằng có hai đường tròn trong các đường tròn

(Cm): x  ̂+ y^ -  2(m + 1 )x + 4my -5  = 0 
Tiếp xúc với đường tròn (C): x  ̂+ y  ̂-  1 = 0.

HD-DS
3

2 dường tròn ứng với m = -1 hay m = —.

Bài tập 14.4: Cho đường tròn (C): x  ̂+ y^ = 4 và điểm A(-2 ; 3).
a) Chứng minh A ở ngoài đường ừòn. Lập phưong trình 2 tiếp tuyến kẻ từ A.
b) Tính khoảng cách từ A đến 2 tiếp tuyến trên và khoảng cách giữa hai tiếp 

điểm T, T'
HD-ĐS

a) 2 tiếp tuyển X + 2 = 0; 5x + 12y -  26 = 0.

b) AT = AT' = 3 ;T T ' =  - Ị i .
VĨ3

Bài tập  14.5: Cho hai đường tròn:
(C): x^ + y^ -  6x + 5 = 0, (C): x  ̂+ y^ ■ 12x -  6y + 44 = 0

a) Chứng minh hai đường tròn ngoài nhau.
b) Lập phưong trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn.

HD-ĐS

a) II' = VÕTÕ = 3^/2 > R + R'

U7 . . . _ c  9 ± V Ĩ 7 . .  , ,, , 9 ± V Ĩ 7b) A:x = 5 ; y  = 2 ; y =  — ^— x + 6 - 9  -    ■
o o

Bài tập 14.6 : Tìm tâm sai của elip trong trường hợp độ dài trục lór. bằng k lần độ 
dài trục bé ( k > 1)
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HD-ĐS

Vì a = kb nên = a^
V y

_ c _ V k ' - 1  
a k

■) l Ị A  —
Bài tập 14.7: Tìm giao điêm của đường thăng với elip —  + —  = 1.

\x = 2t 
[y = - ] + í

Hai giao điểm: A(2 ; 0) và B

IID-DS

.  3 ’ 3,

Bài tâp 14.8: Cho elip (E): — + —  = 1 và điểm 1(1 ; 2). Viết phưcmg ữình đường
16 9

thẳng đi qua I biết rằng đường thẳng đó cắt elip tại hai điểm A, B mà I là trung 
điểm của AB.

IID-ĐS
9x + 32y -  73 = 0.

Bài tập 14.9: Lập phưcmg trình chính tắc của elip trong mỗi trường hợp:
/T

a) Fi(-2; 0) và trục lón bằng 10. b) Qua M(1;0) và N ( - ^ ; l ) .

IID-ĐS
2 2

a) —~ H----- — 1.
25 21
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