
Bài toán 6 : Cho hai đường thẳng: d : và d':
2 - 3  4

a) Chứng tỏ rằng hai đường thẳng cắt nhau.
b) Viết phương trình mặt phăng chứa 2 đường thẳng đó.

Giải
X = 1 + 2s

a) Phương trình tham số của đường thẳng d là: -Ị y = - 2  -  3s
z = 5 + 4s

X = 7 + 3t 

y = 2  + 2 t 
z = - l - 3 t

De tìm giao điếm của hai đưòng thẳng ta giải hộ:
l + 2s = 7 + 3t 

— 2 — 3s = 2 + 2t <=> 
5 + 4s = - l - 3 t

Ịs = 0 
t = - 2 ‘

Suy ra có giao điểm A( 1; -2; 5) nên d và d' cắt nhau.

b) Vectơ pháp tuyến của mặt phăng (P) chứa d và d’ là n = f u , u 'j = (1; 18; 13). 
Mặt phẳng (P) chứa d nên đi qua M(1 ;-2;5).
Vậv phưcmg trình mặt phẳng chứa d và d' là:

l (x-  1)+ 18(y + 2) + 13(z-5) = 0 o x  + 18y + 13z-30 = 0.
Bài toán 7: Cho diểm A( 1; -1; 1) và hai đường thẳng:

(d,):

X =  t

y = - l - 2 t , ( d 2) :  

z = 3t

X =  t '

y - l  + 2 t '.  
z = 4 + 5t’

Chứng minh (d|), (di) và A cùng thuộc một mặt phăng.
Giái

(d2) qua B(0; 1; 4) và có VTCP ĩi = (1; 2; 5)

Mp(A, d2) qua B và có VTPT n = I u,. AB] = (-4; -8 ; -4) hay (1; 2; -1) nên có 
phương trình:

1 (x -  1) +  2(y +  1) - 1 (z - 1)  =  0 <=> X +  2y -  z +  2 =  0 
Ta có (di) qua M(0; -1; 0) và N (-l; 1; 3)
Vì M, N thuộc mp(A. d2) nên di thuộc mp(A, d2)
Vậy A. (d|), (d2) cùng thuộc một mặt phẳng.

X = 1 + 2t

Bài toán 8 : 'I rong không gian toạ độ Oxyz. cho đưòng thẳng d: <Ị y = - 1  + t .
z = 2 - t
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(jọi d' là giao luvến của hai mặt phang:
(a); 3y - z - 7 = 0 và (a'): 3x + 3y - 2z - 17 = 0.

a) Chứng minh d, d' chéo nhau và vuông góc với nhau.
b) Viết phưcmg trình mặt phẳng (P) đi qua d' và vuông góc với d. Tìm toạ độ 

giao điểm II của d và (P).
Giải

a) Đường thẳng d' là giao tuyến của hai mặt phang có vectơ pháp tuyến là 
n = (0; 3; -1) và n ' = (3; 3; -2) nên d' có một vectơ chỉ phương là:

Uj, = [ n , n '1 = (-3; -3; -3) hay (1; 1; 3)

Vectơ chỉ phương Uj cùa d là Uj = (2; 1; -1)

Ta có Uj . Uj. = 0 nên d 1  d'.

Hệ
[3(-l + t ) - ( 2 - t ) - 7  = 0

vô nghiệm nên d và d' không có
3(1 + 2t) + 3 (-l + t ) -  2(2 - 1) -1 7  = 0 

diêm chung. Vậy chủng chéo nhau.
b ) Cho y = 0  thi z  = -7 , X = 1, ta có A( 1; 0 ; -7 )  e  d'. Vì d 1  d' nên mặt phẳng đi 

qua A và vuông góc với d sỗ di qua d'. Vậy phương trình mặt phang (P) là:
2(x - 1) + (y - 0) - (z + 7) = 0 Cí> 2x + y - z - 9 = 0.

Toạ độ giao diểm Iỉ(x; y; z) của d và (P) thoả mãn hệ 
'x-=l + 2t

t = -  => H 
3

^ ’3 2
3 ’ 3

y = -1 + t 

' z = 2 - t  
2x + y - z - 9  = 0

Bài toán 9: Xét vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phang:
y -  9 z

a) d: ~
-19

, (P): 3x + 5 y - z - 2  = 0.

x + 1 V — 3 z _
b) d: — ■' = = - ,  (P): 3x - 3y + 2z - 5 = 0.

4 3

c) d:

9

x - 13
8 2

z - 4
, (P); X + 2y - 4z + 1 = 0. 

Giải

a) Dường thăng d có vectơ chỉ phương u = (4; 3; 1).

Mặt phăng (P) có vectơ pháp tuyên n = (3; 5; -1).

Ta có ủ ,n = 12 + 15 -1 = 26 0. Vậy đường thẳng d cắt (P).
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b )  d q u a A ( - l ; 3 ; 0 ) v à c ó  VTCP ũ -  (2; 4; 3)

Mặt phẳng (P) có vcctơ pháp Iciyến n = (3; -3; 2).

Ta có u . n = 6 - 12 + 6 = 0 nên hoặc d song song (P) hoặc d thuộc (P). 
Mà A Ể (P) nên d // (P).

c) d qua M( 13; 1; 4) và có v rcp  u = (8; 2; 3)

Mặt phẳng (P) có vcctơ pháp tuyến n = (1; 2; -4).

Ta có n . u = 0 mà M e (P) nên đường thăng d nằm trên (P).
Bài toán 10: Chứng minh đường thẳng:

X =  5t 
7

a) d: y = —  + 9t thuộc mặt phẳng (!’): 4x - 3y + 7z - 7 = 0. 

2
z = -  + t 

5

h)d:
X y - 2

cắt mặt phẳng (P): 4x - y + 5z - 1 = 0.

Giải
^ 2  ^

a) Dường thăng d qua A(0; -  —; —) và có VTCP u = (5; 9; 1)

Mặt phẳm> (P) có vcctơ pháp tuyến n = (4; -3; 7).

Ta có: n . u = 0 và A e (ỉ’) nôn d năm trôn (P).

b) Dường thăng d có VTCP u = (2; 3; 4),

Mặt phăng (P) có vcctơ pháp tuyên n = (4; -1; 5).

I'a có r i. ĩi = 8 - 3 + 20 = 25 0 nôn d cắt mp(P).
Bài toán 11: rim k dể đường thẳng d là giao tuyến của 2 mặt phang

(P); 2kx + y - z. + 1 = 0, (Q); X - ky -( z  - 1 = 0 nằm trong mặt phẳng.(Oyz).
Giải

Giao tuyên d có V TCP: u =u =
1 -1 -1 2k 2k 1 '

\ - k  1 ỉ 1 1 - k .
= (l-k;-l-2k: -2k-l)

Mp(Oyz)có VTP I' r =( 1 ; 0 ;0 )

Dổ d nằm trong mặt phang (Oyz) thi cần có:

r. ủ = 0 <=>(ỉ -k) l  +(- l  - 2 k ). 0 + (-2 k̂  - l ) . 0 = 0 c:>k= 1 .
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Thay k = 1 vào phưcmg trình của 2 mặt phăng chứa d:
(P): 2x + y -  /  + 1 = 0, (Q): X -  y + z -  1 “ 0.

'l'a có điểm M(0; 0; 1) thuộc d và cùng thuộc mặt phẳng (Oyz) nên thoả mãn. 
Vậy dế d nằm trong mặt phẳng (Oyz) thì cần và đủ là: k = 1.

Bài toán 12: Trong không gian có hệ toạ dộ Oxyz, cho các điổm A(2; 1; 0), B(l; 2; 2), 
C( 1; 1; 0) và mặt phẳng (P): X +  y t- z - 20 =  0.
Xác định toạ độ diêm D thuộc đưòng thẳng AB sao cho đường thảng CD song song 

với mặt phẳiig (P).
Giải

Ta có AĨì = (-1; 1; 2). phương trình AB;

x = 2 - t  

y = 1 + 1 . 
z = 2t

D thuộc dường thẳng AB => D(2-t; 1+t; 2t) => CD = (1-t; t; 2t)

Vectơ pháp tuyến cùa mặt phang (P): n = (1; 1; 1)
Vì c  không thuộc mặt phẳng (P) nên:

C D / / ( P ) »  ri .CD = 0 o  1.(1 - t ) +  1.1+ 1.2t = 0 « t

Vậy D (^ ; ^ ; - l ) .

Bài toán 13: Chứng minh các mặt phăng
(P„,): (2 -t- m)x + (1 + m)y + (1 + m)z + m - 1 = 0 

Tuôn di qua một dưcmg thẳng cố định.
Giải

(P„i): 2x + y + z - 1 t m(x + y + z + 1) = 0.
Mặt phăng (P,„) di qua các diêm M(x; y; z) có toạ dộ không phụ thuộc m khi và 

[2x + y + z - l = 0  
[x + y + z + 1 = 0 

Cho y = 0 thì X = 2, z = -3; A(2; 0; -3)
Cho z = 0 thì X = 2, y = -3; B(2; -3; 0). ,
Vậy các mặt phẳng (Pm) di qua dường thảng co dịnh là giao tuyến cúa 2 mặt 

phăng: 2x ( y +- z - 1 = 0. X + y t z  ̂ 1 = 0 tức là đường thẳng AB cố dịnh.
Bài toán 14: Chứnu minh các đường thẳng dk là giao tuyến của 2 mặt phang:

X + kz - k = 0. (1 - k)x - ky = 0. k 0 luôn nằm trên mặt phang cố dịnh.
Giải

Giao tuyến dk chứa các diêm M(x; y; z) có loạ độ thoả màn hệ;

chi khi:
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X +  k z -  k = 0
;k9iO.

[ ( l - k ) x - k y  = 0 
Suy ra: X -  (1 -  k)x + kz - k + ky = 0.

k(x + y + z -  l) = 0 = > x  + y + z -  l =0,  vìk^ẾO.=> k(x + y + z -  l) = 0 = > x  + y + z -  l =0,  vìk^ẾO.
Vậy các đường thẳng dk luôn luôn nằm trong mặt phang cố định 

(P): x + y + z -  l = 0 .
Bài toán 15: Trong không gian Oxyz cho tập hợp các mặt phang (am) có phưcmg 

trình là: mx - 2(m - l)y + (m + l)z - 1 = 0 và đường thẳng d có phưcmg trình
ttmm sn-tham số:

x = l - 2 t  
■ y = 3t 

z = -2  - 1

a) Chứng tó rằng các mặt phẳng (ttm) di qua một đường thẳng cố định A.
b) Chứng tỏ rằng hai đường thẳng d và A chéo nhau.

Giải
a) Phương trình các mặt phẳng (am) có thể viết thành:

2y + z - 1 + rìi(x - 2y + z) = 0
Í2x + z -1  = 0

Dăng thức này đúng với mọi m nên ta suy ra: (
( x - 2 y  + z = 0

I ỉệ phương trình này xác định một dường thảng A cố định là giao tuyến của 2 
mặt phẳng 2y + z - 1 - 0, X -  2y + z = 0.

A có VTCP n = [ n , , n, 1 = (4; 1; -2) và đi qua B (-l; 0; 1).

Vậy các mặt phẳng (ttm) đi qua đường thẳng cố định A: ỉ-.
4 1 - 2

b) d qua A(1; 0; -2) và có VTCP u = (-2; 3; -1)

Ta có I u , V Ị. AB 7̂  0 nên d và A chéo nhau.

BÀI TẬP TỐNG HỢP
Bài tập 1: Lập phương trình tham số của đường thẳng;

a) đi qua A(2;l;-3) và B(3;-l;2).
b) di qua M(2;l;9) và vuông góc với mp(P): 3x - 4 y  -  z +9 =0

HD-ĐS
X = 2  + 1 x  = 2  + 3t

y  = \ - 2 t  b) Kết quả < y  = \ -  4 t

z - - 3  + 5t  z  = 9 - t

a) Kết quả
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Bài tập 2: Lập phưoTig trình chính tẳc của đường thảng:
a) đi qua gốc o và M(3;-l;2).
b) đi qua A(-2;3;l) và vuông góc với mp(P): 3x + 7y -  2z + 4 =0

IID-ĐS
^ . X y  z a) Kết quả — = ^  —

,, ,.x , x  + 2 y ~ 3  z - \
b) Két quả — —̂ ==-------= ----- ^

3 7 -  2

và (|3) là d;

3 - 1 2
Bài tập 3: Trong không gian vód hệ toạ độ Oxyz, cho 3 điểm A(0; 1; 1), B(l; 0; 0), 

C(l ;2;-1) .
a) Viết phương trình mặt phang (a) qua A. B, c.
b) Viết phương trình mặt phẳng (p) qua D(0; 1; 0) biết ràng giao tuyến của (a)

x - l _ y  + 2 _  Z - 1  

~ 2 ~ ~  - 2  - 2
HD-DS

a) Kết quả 3x + y + 2z - 3 = 0 b) Kết quả 2x + y + z - 1 = 0
Bài tập 4: Lập phương trình đường thẳng;

a) đi qua điểm 11(1; 2; -1), cắt đường thẳng d: = -  và song song

với mặt phẳng (a): X + y - z + 3 = 0.
b) đi qua trọng tâm của tam giác OAB, vuông góc với (OAB), với. A(l;  4; 2), 

B(-l ;2;4) .
ỈỈD-ĐS

i , X -1 y -  2 z +1, X X , , X y -  2 z -  2 
1 - 2 - 1 2 - 1  1

, X — 1 y + 2 z — 4
Bài tập 5: Cho hai đường thăng (A|): ——  ̂ ^ — - và (A2):

- 2 1

X = -1 + 1 

y ^ - t  

2 = -2  + 3/

Chứng minh rằng (A|) và (A2) cùng nằm trên một mặt phẳng và hãy lập phương 
trinh mặt phẳng đó.

HD-ĐS
6x + 9y + z + 8 = 0

Bài tập 6: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho hai đường thẳng
X - t

( d , ) : ^  = ^ = ^ v à ( d , ) .  
2 1 4

y = - 4 - 2 t  

z = 1 + 1

a) Chứng minh hai đưòng thẳng chéo nhau và vuông góc nhau.
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b) Lập phương trình các mặt phẳng chứa đường thẳng này và vuông góc với 
đưởng thẳng kia.

HD-ĐS

b) Kết quả (a): X + 2y - z - 12 = 0 và (P); 2x + y + 4z = 0.
Bài tập 7: Trong không gian Oxyz, cho điểm A(0; 1; 2) và 2 đưòmg thẳng

X = 1 + t 
y - - l - 2 t  
z = 2 + t

a) Viết phương trình mặt phẳng (P) qua A, song song với di và d2.
b) Tìm M thuộc d|, N thuộc da sao cho A, M, N thẳng hàng.

HD-DS
a) Kết quả x + 3y + 5z- 13 = 0

b) KếtquảM(0;  1;-1), N(0; 1; 1)

^  X y - l _ z  + l ^
di: -  = ------= —— d,  :•

2 1 -1 ■

Bài tập 8: Cho hai đường thẳng d:

x = 6 -4 t 

y = ̂  + t và d': 
z = l + t

x = -3 -6 t’ 

y = t’ 
z = 6+2t'

a) Chứng minh d và d' chéo nhau.
b) Viết phương trình đường vuông góc chung của d và d'.

HD-ĐS

b) Kết quả
, x - 2  y + 3 z - 2
ị ----------=  --------- = -----------

1
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o  CHỦ ĐỂ XIII

TƯƠNG Glưo củư ĐƯỜNG THƯNG. 
MỮT PHƯNG vừ MỮT cưư

DẠNG TOÁN TƯ0NG GIAO CỦA ĐƯỜNG THANG
1. VÀ MẶT PHẲNG

Vị trí tương đối của I đường thẳng và 1 mặt phang:

Đường thắng d  qua A và có vectơ chỉ phương u và mặt phang (P) qua Mo và 

có vectơpháp tuvén n
Có 3 vị trí tương đổi:

- cát nhau: u. n

-  Song song: u . n = 0 và A Ể (P)

-  Dường thủng thuộc mặt phang: u . n = 0 và A e  (P)
Hình chiếu của một điểm lên mặt phang:
ỊPinh chiểu điêm M trên mặt phẳng (P): Lập phương trĩnh tham số đường thõng 

d qua A/, viiônọ, góc với (P). ITinh chiếu H là giao điểm của d  với (P). Từ đó suy ra 
diêm M ' đôi xứng cua M  qua (P) nhờ ỉ  ỉ  là trung diêm MM\

M

p H

Hình chiếu của mội diếm lên đường thẳng
Lỉình chiếu diêm N  trên đường thăng d: Lập phương trĩnh mặt phang (Q) qua N, 

vuông góc với d. Hình chiểu K là giao điểm cùa d với (Q). Ta cỏ thế dùng íoạ độ K
thuộc d  theo tham sô í rôi tìm t nhờ điêu kiện: NK.Uj = 0 J ' ừ  đó suy ra diêm N ’ đôi 
xứng cùa N qua đường thẳng d nhờ H  là trung điếm NN  

Chú ỷ:
Cho mặt phang (P): Ax  ̂ By + Cz  ̂D = 0.
Hai điếm Mi(xi; yi; Z i )  và M2(X2: y 2 ', Z2) nằm về hai phía của mặt phằng (P) khi 

và chỉ khi:
(Axị B \ ’ i • C'zi + D). (Ax2 + By2 + Cz2 f D) < 0.
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Hai điềm Mi(xi; yi; Z/) và Mĩ(x2; y 2: 2.2) nằm cùng phía của mặt phang (P) khi 
và chi khi:

(Axị  ̂ Bvi  ̂ Cz/ + D). (Ax2 + By2 + Cz2 + D) > 0.

Bài toán 1: Cho mặt phẳng (P) có phương trình 2x - 3y + 5z - 1 = 0.
a) '1'ìm toạ độ giao điểm của mặt phang đó với các trục Ox, Oy, Oz.
b) 'ĩính thể tích tứ diện giới hạn bởi mặt phẳng (P) và 3 mặt phẳng toạ độ.

Giải

a) Cho y = z = 0 thì giao với trục Ox tại A( — ; 0; 0)

Cho X = z = 0 thì giao với trục Oy tại B(0; - - ;  0)

Cho X = y = 0 thì giao với trục Oz tại C(0; 0; —)

b) 'ĩứ diện cần tìm OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc nên thể tích

2
V = -  .OA.OB. oc = -  

6 6 180

Bài toán 2: Cho ba mặt phảng (P): x + y + z -  6 = 0, (Q): m x - 2 y  + z + m -  l = 0 
và (R): mx + (m - 1 )y - z + 2m = 0.
a) Xác định giá trị m để ba mặt phang đôi một vuông góc với nhau.
b) 'l ìm giao diêm chung của cả ba mặt phang.

Giải
a) Vectơ pháp tuyến của ba mặt phẳng (P), (Q), (R) lần lượt là;

n,, = (1; 1; 1). tiụ = (m; -2; 1), = (m; m - 1; -1)

Diều kiện ba mặt phang đôi một vuông góc

m = l
m = l <=> m = 1.

( m - l ) - - o

b) Gợi l(x; y; z) là giao điểm chung của cả ba mặt phang. Toạ độ điếm I là 
nghiệm của hệ:

x + y + z -  6 = 0 [x = l 

x - 2 y  + z = 0 <»<y = 2=>l(l ;  2; 3)
x - z + 2 = 0  z = 3

n,,.np =0 m - 2  + l = 0
n,,.nĵ  =0 <»■ m + m -1 -1 = 0 <=í> <
__ ,
ny.n^ - 0 m - - 2 m + 2 - l = 0
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Bài toán 3: Tim giao điểm của đưòng thẳng:
X = 1 + 2t

a) d: -Ị y = 2 - 1 , với mặt phang (P): 2x - V + 5z - 4 = 0. 
z = 3t

b) d: x - 2  _  y + 1 _  Z - 1
, với mặt phẳng (a): 2x + y + z - 8 = 0.

G iải
a) Giao điểm M thuộc d nên M(1 + 2t; 2 - 1; 3t) và thuộc (P) nên: 

2(1 + 2 t ) - ( 2 - t )  + 15l -4  = 0 = ^ t =

Thay t = — vào ta được M
ị l  9  3 ^  

5 ’ 5 ’ 5

b) Đường thẳng d:
x - 2 _ y  + l _ z - l

có phương trình
X = 2 + 2/

y  = - l  + 3t . 
z = \ + 5t

Giao điểm A thuộc d nên A(2 + 2t; -1 + 3t; 1 + 5t). 
rhế X, y ,  z  vào phương trình của ( a ) ,  ta được:

2(2 + 2t) + (-1 + 3t) + (1 + 5t) -8  = 0

Suy ra t = -  và được giao điểm là A
V-

Bài toán 4: Tìm giao điểm của đường thẳng d là giao tuyến của 2 mặt phẳng:
a) X + y - 2z - 11 = 0, 3x - y + z - 6 = 0 với (P): X -ỉ- 2y - z -15 = 0.
b) 2x - y’+ z - 6 = 0, X + 4y - 2z - 8 = 0 với các mặt toạ độ.

G iải
a) Mp(xOy): z = 0.

32

['oạ độ giao điểm A là nghiệm của hệ
2x -  y -f z = 6 
x + 4y-2z=:8<=> 
z = 0

X =
9
10y = ■

z = 0

Vậy A
9 9

Giải lương tự thì giao diêm với mp(yOz) là B(4; 0; -2) và với mp(xOz) là 
C(0;10;16).
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b) T oạ độ g iao  đ iểm  là n gh iệm  của hệ:

x + y - 2 z - l l = 0  

3x -  y + z -  6 = 0 <=> 
z + 2 y - z - 1 5  = 0

Suy ra. d có phưong trình:

x - 4

y = 5 . VậyM(4;5; - l ) .  
z = -1

Bài toán 5: Tìm hình chiếu của điểm A( 1; 4; 2) lên mặt phẳng: (P): X + 2y + z -1 = 0.
Giãi

Gọi d là đường thẳng đi qua A và vuông góc với (P), H là hình chiếu vuông góc 
của A trên (P).

Ta có n = (1; 2; 1) là một vectơ pháp tuyên của (P) nên n là một vectơ chỉ 
phưong của d.

x -1  _ y - 4  _ z - 2
2 ~ ~ r

Toạ độ của H là nghiệm của hệ phưong trình: 
x - ] _ y - 4 _ z - 2

~ T ~  ~  ~ Y ~  ~  ~ ĩ ~
x + 2y+  z - l  = 0

2 2 1 2 2 1
Giải hệ trên ta được: x = - ^ , y  = ^ , z  = -r.Vậy: H(- — ; — ; - )

3 3 3 3 3 3
Bài toán 6: Cho bốn điểm A(4; 1; 4), B(3; 3; 1), C(l;  5; 5), D(l; 1; 1). Tìm hình

chiếu vuông góc của D lên mặt phang (ABC).
Giải

I'a có A B = ( - 1 ; 2 ;  3), AC = (-3; 4; 1) nên mp(ABC) có VTPT

rỉ = [ Ã B ,  Ấ~C ] = (14; 10; 2) hay (7; 5; 1).
(P): 7(x - 4 + 5(y - 1) H  (z - 4) = 0 hay 7x + 5y + z - 37 = 0.
Dường thăng d qua A, vuông góc với (ABC) có phương trình tham số: 

íx = l + 7t
8

y = 1 + 5t . l'hế X, y, z vào (P) thì t = —
25 #

z = 1 + 1

Vậy hình chiếu có toạ độ H
81 13 33

, 2 5 ’ 5 ’ 25.
Bài toán 7 : 1'ìm điém đối xứng của A(1; 2; -3) qua mặt phang 

(P): 2x + 2 y - z  + 9 = 0.
Giải

Dường thẳng d đi qua A(1; 2; -3) có VTCP u = Up = (2; 2; -1)
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Nên có phương trình tham số d:
X = l + 2t 
y = 2 + 2 t. 
z = -3  - 1

I ỉình chiếu H của A lên (P) thuộc d nên toạ độ của H có dạng (1 +2t; 2+2t; -3-t). 
H e (P) nên 2(1 + 2t) + 2(2 + 2t) - (-3 - 1) + 9 = 0.
Suy ra: t = -2 nên H(-3; -2; -1).
Gọi A' đối xứng với A qua (P) thì n  là trung điểm của AA'.
Vậy A'(-7; -6; 1).

x - l  + 2t

Bài toán 8: Tìm hình chiếu của M(2; -1; 1) lôn đường thẳng d: <y = - l - t .  
z = 2t

Giải
Hình chiếu H của M lên d là giao điểm của d với mặt phang (P) qua M, vuông 

góc đường thăng d:
2(x - 2) - 1 (y + 1) + 2(z - 1) = 0 hay 2x - y + 2z - 7 = 0.

H thuộc d nên H(l +2t; -1-t; 2t).

Thê toạ độ vào mp(P) thì được t = — nên

H
17 13 8

M

. . L

, 9 ’ 9 ’ 9,

Cách khác: Dùng điêu kiện MH . u = 0 đê tìm t.
, , , X +  2 y  +  2 z

Bài toán 9: Tìm đicm đôi xímg của A(-2; 3; -4) qua đưÒTig thăng d: — —̂ = -— ^ = —.
- 2

Giải

Dường thẳng d qua M(-2; 3; -4) có VTCP u = (-3; -2; 1) 
Hạ AH T d thì 11(-2-3t; -2-2t; t) G d.

Ta có AH . u = 0 <=> t = -1 nên 11(1; 0; -1)
Điểm B đối xứng của A qua d nên A là trung điểm của AB.

Yii =

^̂11 =

Xạ +x„ 
2

Ya + yn
Xb =2x„  - x ^  = 4

y,ị = 2y,| -  y^ = -3 . Vậy điểm đối xứng là B(4; -3; 2).

=2y„  -^A = 2
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Bài toán 10: Trong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, cho mặt phẳng
1 • , i X - 4  y z ^ x - 3  y Z + 1(P): 2x + y - z = 0, hai đường thang d: ------ = — = — , A: ------- = — = —— .

1 1 - 3  1 2  2
Tìm tọa độ điểm M nằm trên (P) và điểm N trên d sao cho M, N đối xứng với 

nhau qua đường thẳng A.
Giải

Vì N nằm trên đường thẳng d nên N(4+t; t; -3t).
Gọi I là trung điểm của MN thì I nằm trên đường thẳng A.
Do đó I(3+m; 2m; -l+2m).

Dường thẳng A có VTCP là u^ =(1; 2; 2).

Ta có: NI.u^ = 0 o  (-1 + m - 1) + 2(2m - 1) + 2(-l + 2m + 3t) = 0 

<í::> -3 + 9m + 3t = 0 <=> t = 1 - 3m 
Suy ra N(5-3m; l-3m; -3+9m)
Vì M đối xứng với N qua I nên M(1 + 5m; -1 + 7m; 1 - 5m)
Ta có M G (P) => 2(1 + 5m) + (-1 + 7m) - (1 - 5m) = 0 => m = 0.
S u y r aM ( l ; - l ;  1),N(5; l;-3 ).

DẠNG TOÁN TƯ0NG GIAO CỦA ĐƯ0NG THANG,
2. MẶT PHẪNG VOl MẶT CẦU

Vị ti ỉ  tirơng đối giữa mặt cầu và mặt phẳng:
Cho mặt cầu S(ỉ; R) và mp(P). Gọi IH = d  là khoảng cách từ tâm I  đến (P) thì:
- Nếu d < R: mp(P) cắt mặt cầu theo đường tròn giao tuyển. Đặc biệt, khi d  = 0 

thì mp(P) đi qua tâm /  của mặt cầu, giao tuyến là đường tròn lởn của mặt cầu có 
bán kỉnh R.

- Nếu d = R: mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu.
- Nếu d > R: mp(P) không có diêm chung với mặt cầu.
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Vị trí tương đối giữa mặt cầu và đường thẳng:
Cho mặt cầu S(ỉ; R) và đường thẳng A  

Gọi H là hĩnh chiếu của tâm Ị trên A và  d = IH là khoảng cách từ o  tới A
- Neu d  < R: đường thẳng A cắt mặt cầu tại hai điểm A, B.

Độ dài dây AB = 2-yJR  ̂ - d '  .
- Neu d = R: đưimg thắng A tiếp xúc với mặt cầu.
- Neu d > R: đường thẳng không cỏ điểm chung với mặt cầu.
Chú ỷ:
1) Đường tròn giao tuyến cua mặt cầu và mặt phẳng cỏ tâm H  là hình chiếu

của tâm mặt cầu I lên mp(P), bán kỉnh r = Vr  ̂ -  .
2) Khoảng cách từ Mo(Xfl. yo, Zn) đến mặt phăng:

A X ọ  + B y ^  + Czq +  D I

' / a - + B^+C^
Bài toán 1: Xét vị trí tưong đối của mặt cầu (S) và mặt phảng (P) trong các 

trường họp dưới đây:
a) - 6x + 2y + 4z + 5 = 0 và X + 2y + z - 1 = 0
b) x  ̂+ y  ̂+ z  ̂- 6x + 2y - 2z + 10 = 0 và X + 2y + 2z = 0.
c) x  ̂+ y  ̂+ z“ + 4x + 8y - 2z - 4 = 0 và X + y - z - 10 " 0.

Giải

(P): Ax + By-\ Cz + D = 0 là d(Mfì, P)

a) Mặt cầu có tâm 1(3; -1; -2) và bán kínhR=Va^ +b^ +c^ - d  = 3.

| 3 - 2 - 2 - l |  2
Khoảng cách từ tâm I đên mặt phăng (P): d(I, (P)) = - '_________ . =

V ĩT ĩ+ 1  Vó 3
<R

Vậy mặt phẳng cát mặt cầu. 
b) Mặt cầu có tâm 1(3; -1; 1) và R = 1.

|3 -2  + 2|
Khoảng cách từ tâm I đên mặt phăng (P): d(I, (P)) = , = 1 = R

Vl + 4 + 4
Vậy mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu. 

c) Mặt cầu có tâm I(-2; -4; 1), R = V ũ  .

Khoảng cách từ tâm I đến mặt phẳng (P): d(l, (P)) =
• 2 - 4 - l - 1 0 |  _ 17

> R
Vl + l + í V3

Vậy mặt phang không có điểm chung với mặt cầu.
Bài toán 2: Tìm tâm và bán kính các đường tròn giao tuyến của mặt phẳng và mặt 

câu lân lượt có phương trình:
(P): X + 2y - 2z + 1 = 0 và (S): x̂  + v  + zi^-6x + 2y-2z+10 = 0
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X f 2y - 2z + 1 = 0 là:

Giải
Mặt cầu (S) có tâm 1(3; -1; 1), bán kính R = 1.
Tâm H là hình chiếu của I lên (P).
Phương trình của đưòmg thẳng d qua I và vuông góc với mặt phẳng

X = 3 + t 

y = - l  + 2 t. 
z = l - 2 t

Từ đó la suy ra giao điểm H của d và mặt phẳng ứng với t = 0 là H(3; -1; 1).
Vì diêm H trùng với I nên (P) là mặt kính cắt theo đường tròn lớn nên bán kính 

đường tròn giao tuyến r = R = 1.
Bài toán 3: Tìm tâm và bán kính các đưòng tròn giao tuyến của mặt phẳng và mặt 

cầu lần lượt có phương trình:
(P): 2x + 2y+z+ 1 =0 và(S): x̂  + / +  z^- 12x + 4y-6z + 24 = 0

Giải
Mặt cầu (S) có tâm 1(6; -2; 3), R = 5.
Phương trình đường thẳng d qua I và vuông góc với mặt phẳng

x = 6 + 2t 
y = -2  + 2t 

z = 3 + 1

2x + 2y + z + 1 = 0 là:

ư đó suy ra giao diêm H của d và mặt phăng ứng với t = - — là tâm đường tròn

10 14 5giao tuyến I I
V 3 3 3 ;

Bán kính r̂  = R  ̂ - IH^ = 25 - 16 = 9. Vậy r = 3.
Bài toán 4: Xét vị trí tương đổi của mặt cầu và đường thẳng:

(S):(x -2)' + (y -3 ) ' + (z+l ) '=16, (d) :

x = -  + 4t
2

z = t 

Giải
Mặt cẩu (S) có tâm I(2;3;-l), bán kính R = 4.

Đưèmg thẳng d đi qua Mo( — ; - — ; 0) và có VTCP u = (4; -2; 1).
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Ta có d(I, d) =
,u

u

205
I 14

Vì d(I;d) < R nên đưòng thẳng (d) cắt mặt cầu.
Bài toán 5: Xét vị trí tương đối của mặt cầu và đường thẳng:

(S):x^ + y^ + z ‘ + 8x-6y  + 4z-25 = 0,(d): = ^ — = —
3 2 - 1

Giải

Mặt cầu (S) có lâm I(4;-3;2 ), bán kính R = 3 V3 .

Đường thẳng d đi qua Mo( -2; -2;0) và có VTCP ĩĩ = (3;2;-l).

Ta có d(I, d)
[ im ;, ũ ]

u
= 3y/3.

Vì d(I;d) = R nên đường thăng (d) tiếp xúc với mặt cầu.
Bài toán 6: Cho mặt cầu (S): x  ̂+ y  ̂+ z  ̂ - 2x + 6y - 4z + 13 = 0 và đường thẳng 

X = 2 + í
(d): < y  = ì + m/ . 

z = -2 t

Biện luận theo m số điểm chung của (S) và (d).
Giải

Điểm M(x; y, z) thuộc (d) nên x = t + 2, y = m t+  l , z  = -2t.
Thay vào (S) được;

(t + 2Ý + (mt + 1)" + 4t“ - 2ít + 2) + 6(mt + 1) + 8t + 13 = 0 
o  (5 + m^)r + 2(5 + 4m)t + 20 = 0.
Ta có A' = (5 + 4m)^ - 20(5 + m^) = -4m^ + 40m - 75.
Biện luận:

Nếu A' > 0 <=> — < m < — : (d) cắt (S) tại hai điểm phân biệt.
2 2

Nếu A' = 0 <=> m = -  hoặc m = — : (d) tiếp xúc với (S) tại một điểm.

Nếu A' < 0 <=> m < -  hoặc m > — : (d) và (S) không có điểm chung.

Cách khác:
Tính khoảng cách từ tâm I(-l ;3;-2) đến đường thẳng d rồi so sánh biện luận.
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Bài toán 7: 'Prong không gian Oxy/, xét mặt phảng

(an,): 3mx + 5 VT-ĩrr y + 4mz + 20 = 0, m e [-1; 1]
Chứng minh ràng với mọi m e  [-1; 1] thì (ani) tiếp xúc với một mặt cầu cố địnli.

Giải

l'a có d(0; (a,,,)) ^ ___________ 20__________ 20

+ 25(1 -  m") + 16m"
= 4

Suy ra khi m thaỵ đổi, các mặt phẳng (ơm) luôn tiếp xúc với mặt cầu cố định 
tâm o và bán kính bằng 4.

DẠNG TOÁN  
3.

LẬP PHƯ0NG TRÌNH MẶT PHANG

XM„

Phương trình tổng quát của mặt phẳng
Mặt phăng đi qua điêm Mo(xo,yo) và cỏ vectơ pháp tuyên

n (A.liC). A '  ̂ ớ  ^ 0  
có phương trình:

A(x -Xn) • B(y-yo) ^ C(z -Zn) = 0 
và hiên đôi thành dạng phương trĩnh tông quát:

Ax • By + C2  ■ D = 0, A ' + B~ ‘ V o .
Chủ ỷ:
1) Mặt phăng chứa 2 đường thăng căí nhau:

Néu (P) --- mp(d,d') thì chọn VTPT n = [ Md, Wd' ]
2) Mặt phăng chứa 2 đường thăng song song:

Nếu (P) " mp(d,d') và d qua A, d ' qua B thì chọn VTPT

n \u ứ ,A B \ .

Bài toán 1: Cho tử diện ABCD với A(5; 1; 3), B(l; 6; 2), C(5; 0; 4), D(4; 0; 6)
a) Viết phưong trình mặt phẳng di qua A và song song mp(BCD).
b) Viết phưcmg trình mặt phẳng đi qua A, B và song song với CD.

Giăi

a) Ta có: BC = (4; -6; 2), BD = (-1; 0; 2)

mp(BCD) có VTPT n = [ BC , BD I = (-12; -10; -6) hay (6; 5; -3).
Mặt phẳng qua A và song song vói mp(BCD) có phương ưình 

6(x - 5) + 5(y -1) + 3(z - 3) = 0 hay 6x + 5y + 3z - 44 = 0.
Vì A không thuộc mp(BCD) nên đó là mặt phăng cần tim.
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b) ẢB =( - 4 ;5 ; - l ) ,  CD =( - l ; 0 ;2 ) .
Mặt phẳng đi qua A, B song song với CD có vectơ pháp tuyến là

n -  [ĂB,  C D | = (10; 9; 5).
Vậy phưorng trình của nó là:

10(x - 5) + 9(y - 1) + 5(z - 3) = 0 hay lOx + 9y + 5z -74 = 0.
Vì c  không thuộc mp nên đó là mặt phẳng cần tìm.

Bài toán 2: Lập phương trình mặt phang
a) Di qua hai điểm A(0; 1; 1), B(-l; 0; 2)

và vuông góc với mặt phẳng X - y + z + 1 = 0.
b) Di qua hai điểm M( 1; 2; -2) và N(2; 0; -2)

và lần lượt vuông góc với các mặt phăng toạ độ.
Giải

a) Mặt phẳng (P) cần tìm phải vuông góc với mặt phang X - y + z + 1 = 0 nên 
vectơ pháp tuyến n của (P) vuông góc với in' = (1; -1; 1) và mp(P) đi qua hai 

điềm A, B nên n vuông góc với AB = (-1; -1; 1).

Chọn ri = [ A B , n '] = (0; 2; 2).
Phương trình của (P) là: 2(y - 1) + 2(z - 1) = 0 hay y + z - 2 = 0.
b) Mặt phẳng (a) qua M, N vuông góc với mặt phang toạ độ Oxy nên song song 

hoặc chứa Oz =í> (a) có dạng Ax + By + D = 0, A  ̂+ B“ 9Í: 0. Mp(a) đi qua M(1; 2; -2) 
và N(2; 0; -2) ta có hộ:

ÍA + 2B + D = 0 ÍA = 2B
[2A + D = 0 [D = -4B

Lấy B = L thì (P) có phương trình 2x + y - 4 = 0.
Tương tự, mặt phẳng (P) qua M, N vuông góc với mặt phang toạ độ Oyz có 

phương trình z + 2 = 0.
Mặt phẳng (y) qua M, N vuông góc với mặt phảng toạ độ Ozx có phương trình: 

z + 2 = 0,
Bài toán 3: Lập phương trình mặt phẳng

a) Di qua điểm M{2; -1; 2), song song với trục Oy và 2x - y + 3z + 1 =0.
b) Di qua điểm M(3; -1; -5) đồng thời vuông góc với hai mặt phang

3x - 2y + 2z + 7 = 0 và 5x - 4y + 3z + 1 =0.
Giải

a) Trục Oy có vectơ đơn vị j = (0; 1; 0)

Mặt phẳng 2x - y + 3z + 4 = 0 có VTPT n == (2; -1; 3)
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Mặt phảng cần tim  có  V T P l' n ' vu ôn g  góc vớ i j , n nên ch ọn

n ’ =

/
r " “ì 1 0 00 0 1 '

V-13 ’3 2 2-1 J = (3;0; -2)

Từ đó có phương trình: 3x - 2z - 2 = 0.

b) Mặt phẳng 3x - 2y + 2z + 7 = 0 có VTPT n I = (3; -2; 2)

Mặt phăng 5x - 4y + 3z + 1 = 0 có V rPT ĩĩ 2 = (5; -4; 3)

Mặt phảng cần tìm có V rp  r  ri vuông góc với n 1, n 2 nên chọn

n = I n I, ri2| " (2; 1 ; -2) .

Phương trình mặt phảng: 2x f y - 2z + D = 0, mặt phẳng qua M(3; -1; -5) nên 
D - - 1 5 .

Vậy phương trình mặt phang cần tìm; 2x + y - 2z - 15 = 0.
Bài toán 4: I rong không gian Oxyz, cho phương trình hai mặt phang;

(a): X + y + z - 3 = 0, (P): 2x - y - 2z + 6 = 0.
Viết phương trình mặt phang (P) qua giao luyến của hai mặt phảng (a) và (P) 

và thoá mãn thêm một trong các điều kiộn sau;
a) Song song với ()z
b) Vuông góc với mặt phẳng 2x - z + 7 = 0.

' Giải
Các điêm chung của 2 mặt phang (a), (P) có toạ độ thoả mãn hệ phương trình

[x + y + z - 3  = 0 
|2 x  -  V -  2z + 6 = 0

[y + z = 3 
l - y - 2 z  =

Cho X = 0 thì

Cho z = 0 thì
x + y = 3 íx = - l

[2x -  y = -6  [y = 4 

Do dó hai điểm M(- l ; 4; 0), N(0; 0; 3) thuộc mặt phẳng (P).

a) MN = (1; -4; 3), k = (0; 0; 1) là vectơ đơn vị của Oz. Mặt phẳng (P) có 

vcctơ pháp tuyến Ị M N . k J = (-4; -1; 0)
Vậy (P); 4x + y = 0.

b) MN = (1; -4; 3), vectơ pháp tuyến của mặt phảng (a); 2x - z + 7 = 0 là 

n„ = (2; 0; -1) suy ra I MN , n^ ] = (4; 7; 8) là vectơ pháp tuyến (P) cần tìm.

Từ đó suy ra (P); 4x + 7y + 8z - 24 = 0.
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Bài toán 5: Viết phương trình mặt phẩng (P) song song với mặt phảng
4x 3 y - 1 2 z + 1 = 0

và tiếp xúc với mặt cầu có phương trình: x  ̂+ + 7? - 2x - 4y - 6z - 2 = 0.
Giải

Mặt cầu đã cho có tâm là 1( 1; 2; 3) và có bán kính R = + 2 ' + 3 ' +2 = 4
Vì mặt phẳng (1’) song song với mặt phảng 4x 3v - 12/. + 1 = 0 nên có phương

trình; 4x + 3y - 12z + D = 0 với D 1.
Mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu khi và chỉ khi:

14 + 6 - 3 6  + Dị
d(I. (P)) = R d> 4 = ™ ^ '  -  4 

V16 + 9 + 144
<o I -26 + D I = 52 o  -26 + D = ±52 
<» D = 78 hoặc D = -26 (chọn).

Vậy có hai mặt phang thoả mãn yêu cầu là:
4x 3y - 12z + 78 = 0 và 4x + 3y - 12z - 26 = 0.

Bài toán 6: Viết phưoTig trình mp(P) đi qua điểm A(2; 3; 1)

và đường thăng d  :

x = - 2 - /  

>- = 2 + / , 
z = lt

Giải
Dường thăng d| di qua diêm M|(-2; 2; 0) và có vcctơ chi phương u, = (-1; 1:2).

Mặt phăng (P) đi qua A và di có vectơ pháp tuyến ĩĩp = ẤMpU, = (-]; 9; -5). 
Vậy mp(P) có phương trình:

-(x + 2) + 9(y - 2) - 5z = 0 hay X - 9y + 5z + 20 = 0.
Bài toán 7: Lập phưcmg trinh mặt phăng (P) chứa dường thẳng:

'x = 4t

d ,:
3 _ ì , . _  - • , X -1  y -  3 z + 5y = —“ + song song với d, : -----= - - -  -.

z = 2t

Giải

d| qua A(0; ; 0) và có VTCP ĩi = (4; 7; 2)

d2 qua B(l; 3; -5) và có VTCP V = (1; -2; 1)

Do đó mp(P) có VrPT n = [ u , V I = ( 11; -2; -15) và qua A nên có phương trình: 

11 (x - 0) - 2(y ± - )  -1 5(z - 0) = 0 hay 11 x - 2y - 1 5z - 3 = 0.

Vì B không thuộc (P) nôn đó là mặt phẩng cần tìm.
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Bài toán 8: Viết phương trình mặt phàng qua điểm A(3; -2; 1) và vuông góc với 
dường thăng d là giao tuyến của 2 mặt phảng.

(P): 3x f 2y - 2/. + 8 = 0, (Q); 2x - y + 3z + 7 = 0.
Giải

Mặt phẳng (P), (Q) có V'1'P 1' n = (3; 2; -2), n ' = (2: -1; 3) nên giao tuyến d có 
vrcp u = [ n .  n' |  (4;-13;-7).

Dó cũng là vcclơ pháp tuyến của mặt phảng cần tìm.
Vậy phương trình của mặt phảng cần tìm qua A, vuông góc với d.

4 ( x - 3 ) -  13(y r 2 ) - 7 ( z -  l) = 0 « 4 x -  13y-7z -31  =0.
Bài toán 9: I4p phương trinh mặt phăng chứa đường thẳng d là giao tuyến của 2 

mật phăng (P): X ( 2y t 5/. + 6 = 0,
(Q) : X - y - 3z t 3 0 và vuông góc với mặt phang
(R) ;3x i- 2y + z - 5  = 0.

Giải

Mặt phăng (P). (Q) có V'ĨP r n = (1; 2; 5). n ' = (1; -1; -3) nên giao tuyến d có 
vrcp ủ Ịn . n ’| ( - l ;8; -3)

Ciiao tuyên d chứa các diêm có toạ độ thoả mãn:
ỊX +2v + 5z. + 6 = 0ị ' Q ^  ^ ^  _ Ị
ị x - y - 3 z  + 3 = 0

Do dó mặt phăng cần lìm qua M(-4; -1; 0) và có VTP r

n' Ị lÌ , n,̂  I (14; -8; -26) hay (7; -4; -13) nôn có phương trinh;
7(x r 4) - 4(y t 1) - 13(z - 0) liav 7x - 4y - 13z + 24 = 0.

Bài toán 10: Trong không gian Oxyz cho điếm H(l; 1; 1) và mặt phang (a) có 
phuxrng trình X -t v - 2z - 6 = 0.
a) I.ập phương trình mặt phang (P) đi qua E và song song với (a).
h) I .ộp phuxrng trinh mặt phăng (P') dối xứng của mặt phăng (P) qua mật phang (a).

Giải
a) Ta nhận thấy dicm H( 1 ;1;1) không thuộc (a)
PhuxTug trình của mặt phăng (P) qua T'., song song (a) là:

1 (X - 1) ỉ 1 (y - 1) -  2(z -  1) = 0 <=> X + y - 2z = 0.



Toạ độ giao điểm I I của d và (cx) ứng với giá trị của t thoả phưcmg trình:
( 1 +t)  + ( l + t ) - 2 ( l - 2 t ) - 6 - 0 .
6t - 6 = 0 ^  t = 1 ^  H(2; 2; -1) => điểm K'(3; 3; - 3). 

l'ừ đó suy ra phương trinh của mặt phảng (P') là mặt phang qua E', song song 
(a) nên (P’): X + y - 2z - 12 = 0. 
lìài toán 11: Lập phương trình tiếp diện của mặt cầu:

+ y‘ + /^ - 6x - 2y + 4z + 5 = 0 tại điềm Mo(4; 3; 0).
Giải

' lam của mặt cầu là 1(3; 1; -2).
'l a có điểm Mo(4; 3; 0) thuộc mặt cầu. 
riếp diện tại M(, có V ĨP 'r

n = ^  =( - l ;  -2; -2).

Phương trình tiếp diện:
-l(x - 4) - 2(y - 3) - 2(z - 0) =  0 hay X + 2y + 2z - 10 =  0. 

lỉài toán 12: 'ĩronu không gian với hệ loạ độ 0.xyz, cho mặt cầu:
(S); x" + y“ + z“ - 2x + 2y + 4z - 3 = 0 và đường thảng 

x = 2t
. , . X - 1 y  zA|: ( y = 1- l . At: —2 =

- 1 1 - 1
z = t

Viết phương trình liếp diện của mặt cầu (S). biết tiếp diện đó song song với hai 
đường thăng A| và A2.

Giải
Mặt cầu (S) lâm 1( 1; -1; -2). R = 3.

A] đi qua đicm A(0; 1; 0) có vcctơ chỉ phương u = (2; -1; 1)

A2 di qua diem B( 1; 0; 0) có vectơ chi phương V = (-1; ỉ ; -1).
Mặt phăng (P) có vectơ pháp tuyên;

n = í ĩã, V I - (0; 1; 1) => (P); y + z + m = 0.

i I !ni-3| . . rz-
Diêu kiện tiôp xúc: d(l. (P)) = R <» — = 3 m = 3 ± 3 V 2 .

V2
Vậy có 2 mặt phẳng;

(P,): y + z  ̂3 + 3 / 2  = 0, (P2): y + z + 3 - 3 / 2  = 0.
Các diêm A. B khòmỉ thuộc hai mặt phảng nôn dó là 2 mặt cần tìm.

Bài toán 13: 'krong không gian với hệ trục toạ độ ()xyz. cho mặt cầu 
(S): x“ + y ' + z ' + 2x + 4y ^ 4z = 0.
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Viết phương trình mặt phẳng (P) chứa đường thăng A: 1 Z - 1
và

cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn có bán kính bàng 3.
Giải

Mặt cầu (S) có tâm I(-l; -2; -2) có bán kính R = 3.
Suy ra (P) đi qua tâm của mặt cầu.

Dường thăng A đi qua M(2; 1; 1) và có v  rcp  u =(3; 1; 1)

Do đỏ (P) có VTPT là: = Ị ĨM , ] = (0; 6; -6) hay (0; 1 1 )

Suy ra phương trinh mặt phang (P): y - z = 0.
Bài toán 14: Trong không gian với hộ toạ độ Oxyz, cho mặt cầu 

(S) : (x - l ) '  + (y-2)-  + (z + 2)' = 25.

Viết phương trình mặt phẳng (P) chứa đưcmg thẳng A:  ̂ và cắt

mặt cầu (S) theo một đường tròn có bán kính bằng 4.
Giải

Mặt cầu có tâm 1(1:2; -2)

d(I; (P)) = VR' -  r- = Vs- -  4^ = 3 .

Dường thấng A di qua M(0; 0; -5) có V'TCP ĩâ^ = (1; 1; -4)

Gọi Up (a; b; c) (a  ̂  ̂ b“ + c“ it 0) là V'TP'T của (P).

Vì (P) di qua M nên (P): ax + bv + c(z + 5) = 0.

Ta có hệ phươnu trình:
= 0 ịa + h - 4 c  = 0

<=>
2ồ + 3c| = 3V7/- + h ‘[d(ỉ.(P)) = ĩ

Thê a " 4c - b vào phương trình sau;

(7c f b)‘ = 9((4c - b)^  ̂b‘ + c“) «  104c' - 86abc f  17b^ =--- 0
» ( 2 c - b ) ( 5 2 c -  17b) = 0 

Với 2c ^ b thì a ' '̂2c chon c = l,b=^2::=í>a = 2.
Khi dỏ mặt phăng (P): 2x + 2y + z + 5 = 0
Với 52c 17b thì 17a =" 16c chọn c 17. b = 52 => a = 16.
Khi dó mặt phăng (P): 16x + 52v + 17z + 85 = 0.

4- C‘
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DẠNG TOÁN 

4.
LẬP PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THANG

Pỉiumtg trình của dường thắng:
Dường thăng d  đi qua Mn(xo,yo,zo) vù có veclơ chi phương 

ũ (a.h,c), a~ ‘ h‘ * c~ > 0.

Phirơn^ trình tham số: d:
X = + al
y  = y^+ h l, t e R

-  Z(, +cl

Phương trình chinh tắc khi a. h. c ^  0:
x - x „

a
y-Po

Đường vuông góc chung của 2 dường thẳng chéo nhau:

Dường thủng di qua M ị và có VTCP U\

Duờnq, thúng d: qua kÍ2 và có VTCP U:

Dường vuômỉ góc chung có VTCP u =  u,;u,

Gọi doạn vuông g(’)c chung Ị à AB, A e d/ và B e d2 dạng tham số theo í vù t 
Tìm I và t ' hằng hệ điểu kiện:

ĂĨỈM, = 0 , . , ; „
. _  . Dường vuông góc chung d là đường thủng A B.
AB.ip = 0

Hình chiếu của dường thẳng d lên mặt phẵng (P):
Cách I: Láy 2 diêm A. B thuộc d rồi tìm hình chiếu A \B ' của chúng lên (P). 

Dường thủng d ' cần tìm là đường íhẳny A 'B
Cách 2: Tìm giao diêm M cua d và (P) nếu cỏ. Lấy diêm A thuộc d  rồi lìm hình 

chiếu A ’ cua A lên (P). Dườny thẳng d ' cần tìm là đường thăng MA
Cách 3: Tìm giao diêm M của d vù (P) nêu có. Mặt phũìVỉ, (Q) chứa d và vuông 

y<jc vói (P) cỏ VTPT n' = n;u

Dưcrng thăng d ' cân tìm là đường thăng qua M và có VTCP u' = n;n
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Hài toán 1: Viét phương trình của đường thẳng d đi qua điểm M(0; 1; -1) vuông
íx = l - 4 t

góc và căl dường thăng A: y = l
z = - l  + 4t

Giai

Đường thẳng A có V TCP ĩi = (-4; 1; 4).
Gọi lỉ là hình chiếu của M lên A thì H(1 - 4t; t; -1 + 4t).

'ỉ a có MH = (1 -4t; t-1; 4t) nên Mlỉ -L A 

«  ủ . ÃĨH = 0 «  -4(1 - 4t) + l(t - 1) + 4(4t) = 0.
5

«  33t = 5 <=> t " 

Do đó H
^ ’ 3 5 -13 '

33

3 3 ’ 3j ’ ”33~J 

Dường thăng d có VTCP MH

V -

13 - 2 8  20
”3^ ’ '33

hay (13;-28; 20)

Cách khác: Dường thăng d cần tìm là giao tuyến của mặt phăng (M, A):
4x + 4y + 3z - 1 = 0 và mặt phăng qua M, vuông góc với A: 4x - y - 4z - 3 = 0. 

lìài toán 2: Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng sau trên 
mỗi mặt phang toạ độ.

"x = 5 -i-1

a) d: y = 3 - 2 1  
z = 4 -h t

b)
x - l _ y - i - 2 _ z - 3

Giải
a) Diổm M(x; y; z) thuộc d có hình chiếu lên mp(Oyz) là M'(0; y; z) thuộc d', d' 

là hình chiếu lên mp(Oyz).

x = 0

y = 3 - 2 t .  
z = 4-i-t

Vậy phương trình tham số của d' là:
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I'ư(yng lự  ihì hình ch iếu  lên m p (O xy), m p (( )x /)  có  phương trình tham  số:

X = 5 + t 
y  = 3 -2 l  
z  =  0

X =  5 +  t 

y = 0 
z = 4 + t

b) Đường thăng d có phương trình tham sô là:
X =  1 , 2 l  

y = -2  + 3t. 
z = 3 + 1

Mỗi điểm M(x; y; z) e d có hình chiếu trôn mp(Oxy) là điềm M'(x; y; 0) e d'. 
d' là hình chiếu của d trcn mp(Oxy).

X = 1 + 2t

Vậy d' có phương trình tham số là: y = -2 t + 3 t .
z = 0

Tương tự. ta có phircmg trình hình chiếu của d trên mp(Oxz), mp(Oyz) lần lượt là;
'x = l + 2t [x = 0 
y = 0 và < y = -2  + 3 t . 

z = 3 + t  z = 3 + t

Bài toán 3: Lập phương trình hình chiếu của đường thẳng d:
'x  = l
y = 8 + 4t lèn mặt phang (P) X + y + z - 7 = ơ. 
z = 3 + 2t

Giải
Ta viết phương trình mặt phang di qua d và vuông góc với mp(P).

Vectơ pháp tuyến của mp(P) là n,, = (1; 1; 1). Gọi (Q) là mặt phấng di qua d và 

vuông góc với (P) thì vectơ pháp tuyên n của (Q) vuông góc với cả u và n,, nên 

ta có thể lấy n = [ u , n,, ] = (2; 1; -3).
Và (Q) đi qua d nên đi qua M(0; 8; 3). Vậy (Ọ) có phương trình:

2(x - 0) + (y - 8) - 3(z - 3) = 0 hay 2x + y - 3z + 1 = 0.
Vì d không vuông góc với (P) nên hình chiếu của d trên (P) là đường thẳng d'. 
Dường thẳng d' là giao tuyến của (Q) và (P) nên d' chứa các điểm có íoạ độ 

(x, V, z )  thoả mãn:
íx + y + z -  7 = 0 
|2 x  + y -  3z + 1 = 0
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Dặl /, =■ I ihì X = -8 + 4l. y, = 15 - 5l. 
[x = -8  + 4t 
y = 15-51 . 
z = t

Vậy d':

( 'úch khctc: 'ĩìm giao điếm A của d và (P). 
rhê loạ dộ X. V, 7. vào (P);

4 ( - 4  40 13^
t + 8 + 4l) + (3 + 2t) - 7 = 0 l = - -  A

7 7 7 7 7
Mặt phăng (Q) qua d, vuông góc với (P) có VTPT 

lĩ -  Ị u . n,,' I = (2; 1; -3)

Dưcmg thăng d' của V'1'CP ĩi ' = [ n , n,, ] = (4; -5; 1) 
l’ừ dó suy ra phương trình của hình chiếu d'.

Bài toán 4: Viết phưcmg trình hình chiếu của

(A,): ,he„ phưong (A,):
1 2 - 1  - 7 2 3

Lên mặt phăng (a): x + y + z + 3 = 0.
Giải

Hình chiếu A là giao tuyến của (a) với (P), trong đó (P) là mặt phang chứa 
(Aa), song song với (Ai).

Vì (P) chứa (Aa) nên di qua A(7; 3; 9)

U, ,U2 (8; 4; 16) hay (2; 1; 4).và có VTPT n =

Do dó (p): 2(x - 7) + l(y - 3) + 4(z - 9) = 0 hay 2x + y + 4z - 53 = 0.
x + y + 7 + 3 = 0

Các diêm thuộc giao tuyến (A2) có loạ độ thoả mãn:
l2x + y + 4 z -5 3  = 0

Đặt z. = t thì X = 56 - 3t, y = -59 + 2t 

Vậy phương trinh tham số của hình chiếu:

X = 5 6 -3 t 

y = -59 + 2 t. 
z = t

Bài toán 5: Cho đường thẳng A và mp(P) có phương trình: , 

~  (P): 2*x + z - 5 = 0.
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Viết phương trình đường thẳng đi qua giao điểm A của A và (P), nằm trong (P) 
và vuông góc với A.

Giải
A dạng tham số: X = 1 + t, y = 2 + 2t, z = 3 + 2t.
Thế X, y, z vào (P) thì được t = 0 nên A(1; 2; 3).
Gọi d là đường thẳng đi qua A, nằm trong (P) và vuông góc với A. Khi đó, 

vectơ chỉ phương u ' cùa d phải vuông góc với vectơ chỉ phương u = (1; 2; 2) của 
A, đồng thời vuông góc với vectơ pháp tuyến n = (2; 0; 1) của (P), nên ta chọn: 

u ' = [ĩi ,  n] =(2;3; -4) .

Vậy đường thẳng d có phương trình chính tắc: ——  = —-----= - — -

A

Cách khác: Gọi (Q) là mặt phang đi qua A và vuông góc với A thì (Q) có vectơ 
pháp tuyến là vectơ chỉ phương của A nên có phương trình:

X - 1 + 2(y - 2) + 2(z - 3) = 0 hay X + 2y + 2z - 11 = 0.
Giao tuyến d của (P) và (Q) là đường thẳng đi qua A, nằm trong (P) và d 1  A 

(vì d nằm trong (Q) mà A X (Q)).

Suy ra phương trình tham số của d là:

1 2X = - -  + - t
3 3

y = l
_ 17 4
z = —---- -t

3 3
Bài toán 6: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho đường thẳng

A: ^ = —  và mặt phẳng (P); X + 2y - 3z + 4 0.

Viết phương trình đường thẳng d nằm trong (P) sao cho d cắt và vuông góc với 
đường thẳng A.

Giải
Theo giả thiết đường thẳng d đi qua giao điểm của A với (P):
Toạ độ giao điểm I của A với (P) thoả mãn hệ: 

x + 2 _ y - 2 _  z 
1 1 -1  I(-3; 1; 1)

x + 2 y - 3 z  + 4 = 0
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Veclơ pháp tuyên của (P): n = (1; 2;-3), vectơ chỉ phưong của A: u =(1;1; -1)  
Dường thăng d cân tìm qua 1 và có vectơ chỉ phương

X = —3 4" t
V = [ n , u j = ( 1; -2; - 1) nên có phương trinh y = 1 -  2t .

z = 1 - t

lìài toán 7: Lập phương trình của đường thẳng vuông góc với mặt phang (Oxz) 
và cắt hai đường thẳng:

= 1 íx = l - 2 t '

d;^ y = - 4  + t ,d' :  
z = 3 - 1

y = -3  + t' 
z = 4 -  5t'

Giải

Dường thẳng d qua A(0; -4; 3) có VTCP u = (1; 1; -1)

Dường thăng d' qua B(1; -3; 4) có VTCP u ' = (-2; 1; -5)
Dường thăng cần tìm là giao tuyến của mặt phang (a) qua di, vuông góc với (Oxz) 

và ([!) qua d2. vuông góc (Oxz)
Ta có (a): X + z - 3 = 0, (P); 5x - 2z + 3 = 0

3

Suy ra phương trình tham sô của đưòng thăng:

X =
7

y = t .
8- l ỉ
7

Bài toán 8: Viết phương trình của đường thẳng nàm trong mặt phẳng y + 2z = 0 
và cẩt hai đường thăng:

di:

x = l - t  

y = t ,d 2: 
z = 4t

X = 2 - t '  

y = 4 + 2 t ' .
Z = 1

I Cl llll l îC4,VZ vai^lỉl VC4CI 11C41 tỉỉCiỉl^ VlCl VVZ1 ỈIICÌV piltlllg , J  I

Tham số t ứng với giao diểm M| cùa đường thẳng di với mặt phang trên là 
nghiệm của phương trình:

t + 2. 4t = 0 9t = 0 t -  0. Vậy M|(l ;  0; 0). 
l ương tự, giao diêm của đường thăng d2 với mặt phăng trên là M2(5; -2; 1) ứng 

với t' =- -3.
Dườmi thăng phái lìm qua M| và M2 có VTCP
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[x = l + 4l
u = M ,M , = (4: -2; 1) nên có PT tham số: -Ịy = -2 t .

Bài toán 9: Lập phương trinh của đường thăng A đi qua điểm A(3; - I; -4) cắt trục 
Oy và song song với mặt phang y + 2x = 0.

Giải
Ta có điềm A ở ngoài mặt phang V + 2x = 0.
Phương trình mặt phang (a) đi qua điểm A(3; -1; -4) và song song với mặt phẳng 

y + 2x = 0 có dạng y + 2x 1" D = 0. D 0. Vì điổm A(3; -1; -4) thuộc mặt phăng đó 
nên ta tính được D = -5.

Vậy mặt phang (a) có phương trình là: y + 2x - 5 = 0.
Trục Oy cắt mặt phẳng (a) tại điểm M(0; 5; 0).

Vậy phương trình đường thẳng AM là đường thẳng cần tìm; - —“  = = ——
- 3  6 4

Bài toán 10: Lập phương trình đường vuông góc chung cúa hai đường thẳng;

(cii); - —-- = ^— -  = -  --- và (dA: — = -và (d2);
2 -1  - 7

Giải

z -

(d|), (di) có vectơ chỉ phương lần lượt là; 

u ' =(1;2; -1) .  ĩiT =( -7 ;2 ;3)

ỊU| ,u ,  ] = (8; 4; 16) nên vcctơ chỉ phương 

của đường vuông góc chung A là u  ̂ = (2; 1; 4)

Mặt phăng (P) chứa (di) và song song với u  ̂ là: 5x + 43y - 1 lz - 38 = 0. 

Đường thẳng (di) cát mặt phang (P) tại M(7; 3; 9).

Đường thăng (A) cân tìm di qua M, có vcctơ chi phương u  ̂ : 

x - 7  _ _ ^ - 9
2 “ ~Y~ ~ ~A~ ■

Bài toán 11: Viết phương trình tham số của đường thẳng vuông góc chung của 
AC và BD biết A(4; 1; 4). B(3; 3: 1). C( 1; 5; 5), D( 1; 1; 1).

Giải
x = 4 - 3 /

PT dường AC có VTCP U| = (-3; 4; 1) là AC: - >’ = 1 + 4/
z = A + l
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P'l' dường BD có VTCP u . = (-2; -2; 0) là BD:
X = ĩ - 2 k  
y  = 3 - 2 k

Ciọi đường vuông góc chung là (A) qua E thuộc AC, F thuộc BD: 
i:(4 - 3t; 1 + 4t; 4 t t); F(3 - 2k; 3 - 2k; 1)

\'\l ----- (1 - 3t 4 2k; -2 + 4t + 2k; 3  ̂ t).
5

l a có; <
f f ;.U| = 0  

FF.ũ^ = 0

26t + 2 k - 8  = 0
<=> i <=> “í

l + 4 k - l  = 0

t = -

k =

17
_3̂

17

,J 5 3  37 73 3 , / 4 5  45 17Suy ra F; -
I l 7  17 17j  Ụ 7  17 17 

Dường vuông góc chung (A) có vectơ chỉ phương

Fỉ- Ẵ  _
17' 17 ■ ĩ 7

hay (1; -1; 7) nên (A);

45
X = - ^  + t

17
45

y = — - t  .
17

z = 1 + 7t

Bài toán 12: Lập phương trình đường thảng d' đối xứng với đường thẳng 
'2, 1d; ^ = - —  qua mặt phẳng (P); X  + 2y 4- z  - 1 = 0.

Giải
Gọi A là giao điểm của d và (P) thì A(2-t; 3t; l-7t). 
l'hế toạ độ vào (P) thì t = 1 nên A(1; 3; -6).
Dường thăng d di qua B(2; 0; 1). Ta tìm hình chiếu H của B lên (P). 
Phương trình dường thăng qua B, vuông góc với (P) có VTCP

'x = 2 + t' 
y = 2t' .
/, = 1 + 1'

^5 2 2^

lÌ - n7 =-■ (1; 2; 1);

I hố X. y. z vào (P) thì dược t' nên II
,3 '  3 ’ 3

Do dó đicm dối xứng B qua (P) là B'
4
3 ’ 3^3
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ỉ)ường ihăng d' có V rcp

L̂ ì
<3' 3 ' 3

A B ’ = hay (1;-13; 19) nên có phưtyng trình x - l _ y - 3 _ z  + 6
1 -13

DẠNG TOÁN
5.

L Ặ P  PHƯƠNG TRÌNH M Ặ T CẦ U

Phương trình mặt cầu
Phương trình mặt cầu (S) lâm I(a, h. c) hán kính R;

(x -  a f  - (y -  h f  - (z -  c f  - R̂ .
Phmmg trình x~ i y ' ^ 2 Á X  * 2By " 2Cz * D 0 ,

với điểu kiện A' - B~ ’ -  D > 0 là mặt cầu (S) có tám l(-A, -B. -CẠ và hán

kính R ^Ịa - + B~ + C '- -D  .

Bài toán 1: Lập phưcmg trình mặt cầu;
a) Có tâm I(-2; 1; 1) và liêp xúc với mặt phăng (P) có phương trình

X + 2y - 2z + 5 = 0.
b) Có tâm thuộc trục Oy và tiếp xúc với hai mặt phang;

X + 2y - 2z - 3 = 0. X + 2y - 2z - 5 = 0.
Giải

a) rhco giả thiết thì R = d(I. (P)) = 1 nên phương trình mặt cầu:
(x + 2)M-(y-  l)^ + (z-  1)'^=!. 

b) Gọi 1(0; y; 0) thuộc Oy.

'Pa có d(L (P)) == d(L (Q)) o  <Z5>VÕ VÕ
Vậy 1(0; 2; 0).

2 y - 3  = 2 y - 5  

2 y - 3  = - ( 2 y - 5 )
<=> y 2.

Bán kính R = d(l; (P)) = -  nên phương trình mặt cầu là: x  ̂+ (y - 2Ý  + z ' = - .

Bài toán 2: Trong không gian Oxyz, cho 3 điểm A(2; 0; 1). B(l; 0; 0). C(l; 1; 1) 
và mặt phăng (P); X + y + z - 2 = 0. Viết phương trình mặt cầu di qua ba diểm 
A, B. c  và có tâm thuộc mặt phăng (P).

Giải
l(x; y; z) là tâm mặt cầu cần tìm <=> I e (P) và lA = IB = IC 
'Ta có: 1A‘ = (x - 2)" + y“ + (z - 1 )̂ ; IB“ = (x - 1)‘ + >'■ + z‘

IC  ̂= (x - l) ' + (y - ])^-r(z - 1) .̂
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l a cỏ liộ phương Irình;

x + y + / -  2 = 0 [x + y + / , - 2  [x = l 

I A ' = 1 B ” <:^<x + z = 2 <=>-y = 0

I B " = 1C'  Ịy + Z = l [z = l

Do dó 1(1:0; 1) và bán kính R = lA = 1
Vậ)' phương trình mặt cầu là (x - 1)“ + y“ 4 (z - 1 )̂  = 1.

Bài toán 3: 1'rong không gian có hệ toạ độ Oxyz. cho bốn điểm A(0; -2; 0). 
B(V3; 1:0). C (-/ 3 ;  1; 0). D(0: 0; 2 / 2  ).
a) Chứng minh ràng: ABCD là tứ diện đều, tính thể tích.
b) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm A, B, c ,  D và phương trinh 

liếp diện (a) cúa mặt cầu (S) song song với mặt phẳng (ABD).
Giải

a) Ta có AB = 2 V i . AC = 2 V3 , AD = 2 V3 ; BC = 2 V3 .
Vậy ABCD là tứ diện dều.

l a có I A B . AC I (0; 0: 6 Vj  ) nên thế lích khối tứ diện ABCD:

V AB .AC l . ADl l  = 2  Vó

b) Phưcmg trình mặt cầu (S) có dạng:
x“ 4 y“ -f V ( 2ax 4-  2by t 2cz 4  d 0, â  4 b  ̂4  c  ̂ -  d 

Bốn dicm A. B. c . D nằm trên mặt cầu, nên ta có hệ:

ía = 0

0.

4 - 4 b 4 d  = 0 

4 + 2V3a 4 2b 4 d = 0 

4-2V 3'a + 2 b 4 d  = 0 

8 4 4 V 2 C 4 d = 0

<=> <
b = 0

V2
c = —

d = -4

Phương trình mặt cầu (S) là; x" 4  y  ̂4  . V2  z - 4 == 0.

Mặt câu (S) có lâm 0; 0;
V2

và bán kính R =
5V2

Phưcmg trình của mặt phăng (.ABD) là: 3 V2  X - Vó y + V3 z - 2 Võ =0. 
Phương trinh mặt phăng song song với mặt phẳng (ABD) có dạng 

3 / 2  X - Vb y 4 V3 z. t D -  0 (D ^ -2 Võ ).
Mặt phăng dỏ có liếp diện của mặt cầu (S) khi và chi khi khoảng cách từ I đến 

mặt phăng đó băng R;
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I /2V3. ^
i

+ D
= - - -  c-=> D = 4^f6 liay D = -5^Í6 (chọn). 

9
ĩyÍ2

VÍ8 4 6 + 3
Vậy cỏ hai tiếp diện của mặt cầu (S) cần tim là;

3 V- X - Vó y + V3 /  ■ 4 Vỏ =" 0 và 3 V2  X - Vó y 9 V3 /. - 5 Vh = 0.
Bài toán 4: Lập phương trinh mặt càu có bán kính R = 3 và liêp xúc với mặt

phăng (P); X + 2y + 2/. + 3 = 0 tại dicm M( 1; 1; -3).
(ììải

Tâm I cua mặt cầu nằm trên dường thăng d di qua M( 1; 1; -3) và vuông góc vcyi
(P); X r 2v < 2/. + 3 = 0 nôn có V TCP li ^ (1; 2; 2).

DodỏK!  +-t; 1 + 2t ; -3+2t) .

Khoang cách MI = 3 <=> V t ^ 4 t '  +4t" =3
<=> 3 11 i = 3 <=> t  ̂ -1 hoặc t = 2.

Do dó tàm có loạ dộ 1(0; -1; -5) hoặc I'(2; 3; -1).
Vậy có 2 mặt cầu:

X-  ̂ (y 9 1 4 (/, + 5 )̂  = ọ. (X -2)- + (y - 3)' 4 (/. + 1)“ = 9.
Bài toán 5: rront’ không gian với hộ toạ dộ Oxyz. cho mặt phăng

(1’): 2x + 3y - 3z + 1 -  0. dường thăng d: ^ = y =

và ba diêm A(4; 0: 3). B(-l; -1; 3). C(3; 2; 6).
a) Viốt phươnu trình mặt cầu (S) di qua ba đièm A. B, c  và có tâm thuộc mặt 

phănu (P).
b) Viết phương trình mặt phăng (Q) chứa đường thăng d và cắt mặt cầu (S) 

theo một dường tròn cỏ bán kính lớn nhât.
Giải

a) Tâm I(a; b; c) của (S) xác dịnh bơi hệ <

'IA = IB 

lA = IC . 

j e ( P )

( 4 - a ) -  + ( 0 - h ) -  + (3 - c ) -  = ( - l - a ) “ + ( - l - b ) -  + ( 3 - c ) '

<=> ] ( 4 - a)'  + (0 -  b)'  + (3 - c)'  = (3 - a)'  + (2 -  b)'  + ( 6 - c)'

2a + 3 b -3 c  + l = 0

Giai hệ ta dược: a 1. b = 2. c " 3 và bán kính R = lA Vl 3
Phươnu trình của (S) là; (x - 1)“ t (v - 2)“ t (/. - 3)" = 13.
b) Vlặl phăng (Q) cần tìm chính là mặt phăng chứa d và di qua tàm ỉ của (S).
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1 )ưÌTne thăng d di qua M(3; 0; -5) có vectơ chi phưcmg u = (2; 9; 1).

Ta có IM  ̂ (2; -2; -8). do dó vcctơ pháp luyổn của (Q) là I u ,IM ] = (70; -18; 22) 
hay (35;-9; 1 1).

Vlà (Q) đi qua 1( I ; 2; 3) nên phương trình của (Q) là:
35(\ - 1) - 9(y - 2) + 11 (/, - 3) -  0 hay 35x - 9y + 11 /. - 50 = 0.

Bài toán 6: Trong không uian với hộ toạ dộ Oxyz cho tứ diện ABCD với bốn 
dicm: A(6; -2; 3). B(0; ir6).  C(2; 0; -1). D(4; 1:0).
a) Vhcl phuxrim trinh mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. Xác định toạ độ tâm I 

và bán kính cùa mặt câu.
b) Viốl phương trình đường tròn qua ba đicm A, B, c. llãy tìm toạ độ tâm và 

bán kinh của nó.
Giải

a) Gọi (S) là mặt càu ngoại licp tứ diện ABCD. Phưcmg trình cùa (S) có dạng: 
X' i v“ < /■ * 2ax t 2bv + 2cx t d "" 0.

12a -  4b + 6c + d = -49 
2b + 12c + d = -37 
4a -  2c + d = -5 
8a + 2b + d = -17

\TỊ> phương trinh cua mặt cầu (S) là: X" t ŷ  + /-  - 4x -t 2y - 6/. - 3 = 0 

Có lâm 1(2; -1;,3). R = V2 ' +1' + 3 ' +3 = Ị v ì  .

b) AB (-6; 3; 3). Ả c -  (-4; 2; -4).

Mặt phăng (ABC) có pháp luyến lỉ  ̂ Ị AB. AC I = (-18; -36; 0) hay (1; 2; 0) 
và qua .-x ncn (ABC’); X + 2y - 2 = 0.

Phưcmg trình dường tròn qua ba diêm A. B, là; 

í X ’ + y ■’ + /’ -  4x + 2y -  6/. - 3  = 0 
[x + 2 y - 2  = 0

râm cua mặt cầu (S) có toạ dộ 1(2; -1; 3). Dường thắng A qua I và vuông góc
'x = 2 + t 
y = - l  + 2t.

(S) qua A. B. c\ D nôn la cỏ hộ; < <=> {

a = -2  

b = l 
c = -3  
d = -3

uVi mp(.'\BC’) có phương trình;
/. = 3

Tham sô t ímg với giao diốm 11 cua A và mp( ABC) là tâm dưcmg tròn giao tuyến:
2 (12 1 )

(2 ) t) + 2(-l ' 2i) -  0 t -  -- 11 - ;  3 .
5 ( 5 5  )

Dưòng tròn ((') có hán kính r - VR -  II1 ’ = .

251



Bài toán 7: Lập phương trình mặl cầu có tâm I thuộc đường thăng 

(A): x - 2  y -1  /,-1  , . , ,. . .----- = ----- = “ - và tiêp xúc với hai mặt phăng

(P): X + 2y - 2/. - 2 -  0. (Q): X + 2y - 2z + 4 0.
(ỉidi

'l a có (P). (Q) song song nôn tâm 1 của mặt cầu là trung diêm đoạn AB với A. 
B là giao diêm cua (A) và 2 mặt phăng dó (A) cắt (P) tại A(2; 1; 1). cát (Q) tại 
B{-4; 5; 5) nôn tâm 1( ’ ’’

Ta có R = d(l. (P))

3; 3)
1-1 + 2 .3-2 .3-21

Vĩ + 4 + 4
Vậy phương trình mặt cầu cần lìm là (x í 1V + (y - 3)' + (z - 3)' = 1.

Bài toán 8: Lập phưcmg trình mặt câu tâm A(-ỉ; 2; 3) và tiêp xúc với đưòrm 
X -  2 _ \ ' -1  _ /,

1 "  2 " " ĩ ’
(ìiâi

thăng d:

Bán kính R = d(A: d)

I'a có d qua B(2; 1; 0) và có V'LCP ũ (1; 2; 1) nên

d(A; d)
a b S i Vl65

Vậy phương trình mặt cầu: (x 4 1 (y-2p  ̂ (/. - 3)‘
55

Bài toán 9: Cho bốn diếm A( 1; 6; 2), B(4; 0; 6), C'(5; 0; 4). I)(5; 1; 3).
Viết phương trình mặt cầu tâm A tiếp xúc với mp(BCD). Tìm loạ dộ ticp diêm.

Giải

Ta có bT: = (1; 0; -2). BD = (1; 1; -3).

Mặt phăng (BCD) có V TP1' n = [ BC . 1 = (2; 1; 1).
Mặt phăng (BCD) di qua B(4; 0; 6) có phươim trinh:

2(x - 4) < 1 (y - 0) + 1 (/. - 6) = 0 hay 2x + y f z - 14 = 0.
Mặt cầu tâm A tiép xúc với mp(BCD) có bán kính

|2.1 + 1.6+1.2-14Ị _ 4 _ 2Vó

Vb 3
R = d(A; (BCD)) =

V2' +ĩ^ + L’
Vậy mặt câu có phương trình;

(X- 1)- + (y-6V-^ (/ .- 2 V -  I
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Vậv AI ỉ có phươnti trình:

với

Gọi 11 là tiếp điêm thì AH là đường thăng đi qua A, vuông góc với mp(BCD) 
nôn cỏ vcctơ chi phương là n = (2 ; 1 ; 1 ).

x = l + 2 t 
y = 6 + t .
/. = 2  + t

Kẻt hợp với phương trình của mp(BCD). ta suy ra toạ độ của tiếp điêm H ứng
 ̂ <1 20 8 ]

v 3 ’ 3 ■
Bài toán 10: 'hrong không gian Oxy/ cho hai đường thăng

y - 2  /. + 4 x + 8  ̂ z - 1 0dr. X = ----- = —-— và d2: — = y -  6 = --------
- 1 2  2  - 1

a) Viết phương trình đường thẳng d song song với trục Ox, cắt d| tại M, cat d2 
lại N. 'Rm toạ độ các diềm M, N.

a) Chứng minh hai đường thẳng di và d2 chéo nhau. Gọi AB là đường vuông 
góc chung của d| và d2 (A G di,

B e d:). I lãy viết phương trình mặt cầu đường kính AB.
Giải

a) Viết phương trinh đường thăng d|. di dưới dạng tham số. 
l'ìr dó: M  £ d| nên M(t; 2 - 1 ; -4 + 2t)

N £ d2 nên N (-8 + 2t'; 6 + t'; 10 - 1 ')

1=> MN = (-8 + 2t’ - 1 ; 4 + t' + t; 14 - 1 ' - 2t)
Dưìmg thăng MN sẽ là đưòng thăng d phải tìm khi MN // Ox hay hai vectơ 

MN vá i ( 1 ; 0 ; 0 ) cùng phương, nghĩa là 

ft'+t = -4  ít '=18
| t ’+2t = 14 [ t ' =-22

Vậy M( 18; -16; 32) và dường thẳng d phai tìm có phương trình tham sổ:

X = 18 + t 
d: < y = -16 . 

z = 32

b) Đưcmg thắng d] đi qua điểm Mi(0; 2; -4) và có vectơ chỉ phương U| = (1; -1; 2). 

DưtTng thẳna d2 đi qua diêm M2(-8 ; 6; 1 0 ) và có vectơ chỉ phương = (2 ; 1 ; - 1 ).

'l a có ị u , ; u, 1 (-1; 5; 3), M|M, = (-8 ; 4; 14)

=í> I u, . u, J.M,M, = 70 0 => di, d2 chéo nhau.
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A G d| =?> A(t; 2 - 1; -4 t 2t). B G ổ2 = >  B(-8 + 2t'; 6 +  t'; 10 - 1')

=í> Ãĩỉ (-8 f 2t' - 1; 4  ̂ t' t t; 14 - 1' - 2t)

AB 1  U| <=> 6t i 1' -  16 và Ali ±  iu <í> t t- 6l' = 26.

Í6l + l '=16 ít = 2 ÍA(2;0;0)
[t + 6t’=26 Ị t '=4  1B(0;10;6)

Suy ra mặt cầu ducmg kính AB có tâm là trung dicm cua AB là 1( 1; 5; 3). bán kính 
R iA S s .

Pluamg trình cùa ncS là: (x - 1)' + (y - s f  i (/. - 3)" - 35.
Bài toán 11: Trong không gian với hộ toạ dộ Oxy/.. cho mặt cầu

(S): x" + y‘ + / “ - 2x + 4y - 6 / - 11 ^ 0. mặt phăng (P); 2x + 2y - - 7 -  ơ. 
Chứng minh mặt cầu (S) cất mp(P) theo giao tuyến là một dường tròn (C).
Viết phương trình mặt cầu (S‘) di qua A(6; -1 ;4) và chứa dường tròn (C).

Giải
Mặt cầu (S) có tâm I( 1; -2; 3). bán kính R = 5 

 ̂ | 2 - 4 - 3 - 7 ị
Vì d(I. (P)) = 4 < R nên mặt cầu (S) cắt (P) theo giao tuyến là

r  ̂ ;
một dường tròn (C) có bán kính r = V5 - 4  =3

Tâm .1 của mặt cầu (S‘) nàm trên dường thăng A di qua 1 và vuông góc với (P).

Ta C(S: A: -  — = nen .1(1 + 2l; -2 + 2l; 3 - 1)
2 2 -1

M à R - - J A -  = d-(.I. (P)) t r’

. 2 . ("91-12 V
<t:> (-5 í 2 tr  + (-1 2 tr   ̂ (1 ■ t) -  - I  ̂ 9 <=> 2l = -2 <=> t -1.

l  5 J

Do dỏ tâm ,1(-1; -4; 4). bán kính R' = ,IA = ^[58 
Vậy (S'): (x + 1 )■ + (y t 4)“ + (z - 4)“ 58.

DẠNG TOÁN  
6. TOÁN TỐNG HỢP TƯỪNG GIAO

Vị trí íumtg đổi của ỉ duờitg thắng và ỉ  mặt phăng:

Dường íhăng d qua A vù có vecíơ chi phươmỉ lí và mặt phăng (P) qua Mo và 

có vectơ pháp tuyến n 
( 0 3 vị tri tương đổi:

1
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( ă! nhau: u . n 7̂  0

-  Sonịỉ SOIV̂ : u . n 0 và A 0  (P)

-  ì)uởng ihăng ihìiộc mặl phămi,: u . n 0 và A € (P) 
Vị trí tivơng dổi ciiơ 2 mặt pỉiắng:
(Pj;Ax ■ Hy ■ ■ D 0, A~ ■ p- ■ r  7^0 và

aJ):A 'x ■ B'y ■ C'z ~ D' 0, A -- ‘ / r '  • ( ’■- 7̂ 0.
( 'ó 3 vị trí tưong dôi:
- c á t  nhau: A: B: c  7̂ A': B': (■'

B c  D 
D'

-  Trùng nhau: — = —  =
A' B' r

A B c  D-S o n g  song: — = - =  ^ .
A' B' r  D'

Vị trí tương dối giữa mặt cần và mặt phẳng:
( 'ho mặt cầu S(I: R) và mp(P). Gọi III d là khoamỉ cách lừ tâm ỉ  đến tP) thì:
- Nêu d < R: mp(P) cát mặt cầu theo dưôniỉ tròn giao tuvén cỏ tâm / /  lù hỉnh 

chiếu cua tâm mặt cầu I lên mp(P). hân kính r s[r  ̂ - d ’ .
- Nêu d R: mặt phăng (P) tiếp xúc với mặt cầu.
- Ncu d > R: mp(P) không cỏ diêm chung với mặt cầu.
Vị trí tương dối giĩia mặt cầu và dường thẳng:
( 'ho mặt câu S(l: R) và dường thăng A  Gọi ỉ  ỉ  là hình chiêu cua lâm ỉ  trên ầ  

và d HI là khoaniỊ cách lừ 0  tới A.
- Nêu d < R: dường thăng A cát mặt cầu tại hai điếm A. B. Độ dài dây 

AB = 2^R~ -  d \

- Nêu d R: dườniỊ thăng A liếp xúc với mặt cầu.
- .\cu  d > R: dường thăng không cỏ diêm chung với mặt cầu.

Hài toán 1: I rong không gian toạ dộ Oxyz, cho đường thăng A có phương trinh: 
X -  1 _ y + 1 _ z

2 “  - T  "  3 ■
a) Chứng minh mặt phắng X + 5y r z + 4 = 0 chứa dường thăng A.
b) Vict phương trình dường thăng song song với Oz, cắt cả A và A'.

Giải

a) Mặt phang (a) dã cho có vcctơ pháp tuyến n = (1; 5; 1)
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Dưòng thămi A có vectơ chỉ phương u = (2: -1; 3)

l'a có n . Li == 0 nên A song song hoặc năin trên mặt phăng (a).
Vi điểm M(1; -1; 0) của A thuộc (a) nên A nàm trên (a).
b) Trong mặt phăng toạ dộ Oxv. hình chiếu di của dường thẳng A có phương 

trình: X + 2y + 1 " 0 và hình chiếu d'i cua A' có phương trình X - ỵ - 0.

Cìiao diếm của hai đường thăng d| và d'i là ~ ; 0)

Khi dó dường thăng đi qua 1, song song với Oz sẽ cẳt cá hai đường thăng A và A'.

, <
Phương trình dường thăng dó là: T = - - -

z = (

Bài toán 2: Cho dưcVng thăng d và mp(P) có phương trinh:

d;

X = -  + /
3

V = - - -  + / . ( P): X - 3y + z - 1 = 0. 
3

z = /

a) Viết phương trinh dường thẳng d' là hình chiếu vuông góc của d trên mp(P).
b) Viết phương trình đường thăng di là hình chiếu song song cùa d trên mp(P) 

theo phuơng Oz.
Giải

a) Đưcmg thăng d di qua điềm A
3 3

và có vectơ chỉ phương u = (1; 1; 1).
V J J y

Gọi (Q) là mặt phảng di qua d và vuông góc với mp(P) thì giao tuyến d = (P) n  (Q) 
tà hình chicu vuông góc của d trôn (P).

Mặt phăng (P) có vcctơ pháp tuvến 1 1 |, = (ỉ; -3; 1). Mặt phẳng (Q) có vectơ 

pháp tuvến Iiy = [ ĩ i , n |, ] = (4; 0; -4) hay (1; 0; -1).
Vì (Q) chứa đường thẳng d nên cũng di qua đicm A. do đó (Q) có phương trình

X - — - z = 0 hay 3x - 3z - 2 = 0.

Ta có (P): x - 3y + z - 1 =0.
2 1 2

Dặt 7. = t thì X = ^  + t, y = - ý + — t.
3 ■ 9 3
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Vậy d':

2
.V = — + /

3
1 2

y  — --------1—  t
9 3

2 = /

h) Gọi (R) là mặl phẳng chứa d và song song hoặc chứa Oz thì di là giao tuyến 
cùa mp(R) và mp(P).

í  2 11 3
Măt phàng (R) đi qua A —;-----;0 và có vcctơ pháp tuyên là

v3 1> )

//,;^‘ ]= (1 ;-1 ;0 ) .

Mặt phăng (R) có phương trình là 3x - 3y - 13 = 0. Ta có (P): X - 3y + z - 1 = 0.
, , ,  _ ..... 13 _ 10Dặt y = t thì X = - -  + 1 ỵ = _2_1 + 2t

3 3

Vậv d| có phương trình tham số là:

X = —- + t
3

y = t
.

z —------ h 2t
3

Bài toán 3: Viết phương trình đường thẳng (A) đi qua A(-l; 2; -3), vuông góc với

(a): 6 x - 2y - 3z + 8 = 0 và cắt đường thẳng d: ^ - .
2 - 3  6

Giải
(A) nàm trong mặt phẳng (P) đi qua A, có vectơ pháp tuyến 

ri = (6 ; -2: -3).
(P );6 (x+ l ) - 2 ( y - 2 ) - 3 ( x  + 3) = 0 « 6 x - 2 y - 3 z +  1 = 0. 
Giao điổm của (d) với (P) là B(l; -1; 3).
Do dó đường thăng (A) là đường thẳng qua A và B có phương trình chính tắc:

X +1 _ ỵ  -  2 _ z + 3 
2 ^ - 3  "  6 ■

Bài toán 4: Viết phương trình đường thăng song song với đường thẳng di và cắt 
ca hai đường thăng d2 và di. biết phương trình của d|, d2 và di là:

íx = -4  + 5t'
d,

X =
X -  1 y + 2 z -  ■?

y = -2  + 4t ; d , ; - - -  = TV “ = ; d, :
1 4 3

/, = 1 - 1
y = -7  + 9t' 
z = t’
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Giãi

Dưòng thăng di có veclơ chỉ phương u I = (0; 4; -1), các phương trình cùa d2 
và d3 dưới dạng tham số:

Íx = - í  + 5t'

d, : ị
X = l + t
y = -2  + 4t 
z = 2 + 3t

d, : y = -7  + 9t' 

z = t'

Trên dường thẳng d2 lấy điểm M2Í 1 + t; -2 + 4t; 2 + 3í) và trên đường thăng d.A 
lấy điểm M3(-4 + 5t'; -7 + 9t'; t').

Ta có = (-5 + 5t' - 1 ; -5 + 9t' - 4t; -2 + t' ~ 3t)

Hai vectơ M^M, và u 1 cùng phưcmg khi và chỉ khi: 

í - 5  + 5 t'-t = 0 .
- 5  + 9t'-4t _ - 2  + t’-3t t' =

Do đó M2 (1; -2; 2) và M^M, = (0; 4; -1)

Vậy đường thang A đi qua M2 và M3 có phương trinh:
X = 1

y = -2  + 4 t . 
z = 2 - t

Vì M2 Ể d| nên A đúng là đường thăng cần tìm.
Cách khác: Viết phương trình mặt phăng (a) đi qua d2 và song song với d|. 

phương trình mặt phăng (p) đi qua d3 và song song với d|. Hai mặt phẳng đó cắt 
nhau theo giao tuyến A là đường thẳng cần lim. nêu A không trùng với di- 
Bài toán 5: Cho bốn đường thẳng;

(d,): =  ̂ (d.); ^  =

2 1 1 (d4);

2 4
X -  2 _ y _ z ■

2 2 - 1
Chứng minh tồn tại một đường thăng (d) cắt cả bốn dường thẳng đó. Viết 

phương trình chính tắc của (d).
Giải

(d|) qua A(l; 2; 0), A Ể (d2), (d|) và (d2) cùng có vectơ chi phương u (1; 2; -2) 
nên (d|) // (d.), (d2) qua B(2; 2; 0), ÃB = (1; 0; 0)

Gọi (P) là mặt phăng qua (d|), (d2) là: F ĩ  của (P) là y + z - 2 = 0

(d3) n  (P) l ( l ;  vàl 2 2 )
và (d4) n  (P) -  F(4; 2; 0)
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Dường thăng (d) qua lỉ. F là

1 „ 1y -  z -  
2 2-  có vectơ chỉ phương

2 1 -1
V =  (2; 1; -1) không cùng phương với u . 

Vậv (d) cắt cá bốn dường thẳng đã cho.

lìài toán 6: Cho mặt cầu x‘ + - X + 3y + z - — =0.

a) Lập phương trinh đường kính AB của mặt cầu song song với đường thẳng d
x = 2 t - l

có phương trình: < y = -3 t + 5 
z = 4t + 7

b) Lập phương trình mặt phăng (P) xác định bởi 2 đường thẳng song song AB 
và d nói trên.

Giải
1 3 1Idrương trình mặt cầu viết dưới dạng: (x - -  + (y  4 4  ( z  4  —)‘ = 2 .̂

1 3 1
I a có toạ dộ tâm cua mặt câu I( -  ; - — ; - — )

2 2 2
a) Dường kính AB cùa mặt cầu di qua tâm I và song song với d có VTCP:

II "" (2; -3; 4) nên có phương trình là:

X =  -  + 2t' 
2

>' =

z =  - ~ -  4  4t'

b) Dường thăng d di qua điểm M(-l; 5; 7) có v rcp ĩi = (2; -3; 4)

Ta có IM
í 1 a 1 5 3

V

j  I n

2  '  2  '  T nên (P) có V'PPT n = I u , 2 IM ] = (97; 47; -17)

Vậy phương trình (P): 97x 4 42y - 17z 4 6 = 0.
Bài toán 7: 'Prong không gian với hộ trục toạ độ Oxyz. cho hai đường thẳng

X = 3 4  t

d • ^  1  ỉ i  ^  ■ d,- y = 7 - 2 t .  

z = 1 -  t
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Viết phương trình đường thẳng A đi qua điểm M(3; 10; 1) và cắt đồng thời hai 
đường thăng đó.

G iải

Giả sử đường thẳng A cắt hai đường thẳng di và d2 lần lượt tại hai điểm 
A(2+3a; -1+a; -3+2a) và B(3+b; 7-2b; 1-b)

Ta có M e A nên:

MA = kMB <=> <
3a -1  = kb 3a -  kb = 1

< a - l l = - 2 k b - 3 k « - a + 3k + 2kb = 11< »-

-  4 + 2a = -kb 2a 4- kb = 4

MA = {2;-\0--2) Vậy A :

a = 1 
k = 2 
h = \

X =  3 + 2/

;; = 10-10/ 

z = 1 -  2/

Bài toán 8: Trong không gian với hệ trục toạ độ C)xyz, cho mặt phang
(P): X + y - 2z + 4 = 0 và mặt cầu (S); x" + y“ + z  ̂ - 2x + 4y + 2z - 3 = 0. 

Viết phương trình đường thẳng d liếp xúc với mặt cầu (S) tại A(3; -1; 1) và 
song song với mặt phăng (P).

G iải

Mặt phẳng (P) có VTP'I' là ttp =( 1; 1 ;-2),

Mặt cầu (S) có tâm I(l;-2;-l). 'I'a có ỈÃ = [(2;1;2)];

VTCP của đường thăng d là; n,, = 

Vậy phương trinh đường thăng A:

= (-4;6; 1)

x - 3  _ y+ J _ 7 . - ]

-4 6 1
Bài toán 9: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, chứng minh hai đường thăng

x -1  _ y -1  _ z
1

;d':
X y + 1  z - 3  ;  ,
— = ---- = -------căt nhau tại 1.

- 2
Viết phương trình dường thẳng A đi qua M(0; -1; 2) cắt hai đường thẳng d. d' 

lần lượt tại A và B sao cho tam giác lAB cân tại A.

Ta có hệ

X - 1  _  - 1  _  z  -

1 "" 2  "  2

X _  >' +  1 _  z  -  3 

-2  "  2

G iải

X =  1

y = 1
z = 1

nên 2 đưòng thăng d và d' cẳt nhau tại I( 1; 1; 1).
Chọn B'(0, -1; 3), ta tìm A' sao cho tam giác 1A'B' cân lại A'.
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'Ta có A'(l+a; l+2a; 1+2a) e d.

Vi A'B' song song AB nên A'B' là VTCP của đường thẳng A.
Ta có: A'l = A'B' «> a‘ + (2a)^ + (2a)^ = (a + 1)̂  + (2a + 1)^+ (2a - l f

9
» 2 a  + 9 = 0cí>a = -

Khi đó A'B' =
Ả -  .

. Chọn VTCP(7;14;22) 

y - 1 _ z + 2Vậy đường thẳng d; — = .
7 14 22

Bài toán 10: Cho mặt cầu (x + 2)^ + (y - 1 )̂  + (z + 5)  ̂= 49 và đường thẳng
X = 3t - 5  

d: ■ y = 5 t - l l  . 

z = -4 t + 9

Lập phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại các giao điểm của d với 
mặt cầu.

Giải
Mặt cầu (S) có tâm I(-2; 1;-5), R = 7.
The toạ độ x, y, z. vào phương trình mặt cầu:

(3t - 3)- + (5t - 12)  ̂+ (14 - 4t)^ = 4 9 o r - 5 t  + 6 = 0 = > t = 3 hoặc t = 2.
Do dó dường thăng cắt mặt cầu tại hai dicm A(4; 4; -3), B(l; -1; 1)
- Mặt phảng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A có VTPT

\.\ = (6; 3; 2) nên có phương trình: 6x + 3y + 2z - 30 = 0.
- Mại phăng tiếp xúc với mặt cầu tại điem B có VTPT

IB = (3; -2; 6) nên có phương trình: 3x - 2y + 6z - 11 = 0.
Bài toán 11: Lập phương trình của mặt phẳng (P) đi qua đường thẳng

x - 1 3  y  +  l z  . i  , i
d: ^ "  = -  và tiêp xúc VỚI mặt câu

-1  1 4
(S): x‘ + y  ̂ - - 2x - 4y - 6z - 67 = 0.

Giải

Lâm của (S) là 1(1; 2; 3), bán kính R = +2^ +3" +67 =9
Dường thẳng d di qua M(13; -1; 0) và N(12; 0; 4).
Phương trình mặt phẳng (P);

Ax T By + Cz + D = 0, A  ̂+ B  ̂+ C  ̂> 0.
[13A -B  + D = 0 ÍA = B + 4C 

(P) qua M, N nên: ( =>1
^  12A + 4C + D = 0 D = -1 2 B -5 2 C
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Do đó (P): (B + 4C)x + By + Cz - 12B - 52C = 0 (*)
Diều kiện (P) tiếp xúc (S):

ỈB + 4C + 2B + 3C -12B -52C I 
d(I. (P)) = R i = 9

^ + 4 C ) 2 + B - ’ +C^

«  I B + 5C I = y í ĩ ũ '  +  SBC +17C^
c:> B  ̂ - 2BC - 8C^ = 0 «  B = 4C hoặc B = -2C.

Thế vào (*) và rút gọn c  0, ta được 2 mặt phang:
2x - 2y + z - 28 = 0. 8x + 4y 4 z - 100 = 0.

Bài toán 12: Cho mặt cầu (S) có phưong trình: x‘ + y  ̂+ z‘ - 2x - 4y - 6z. = 0.
a) Tuỳ theo giá trị của k, hãy xét vị trí tương đối của mặt cầu (S) và mp(P) với 

(P): X + y - z 4 k = 0.
b) Mặt cầu cắt ba trục Ox, Oy, Oz lần lưọt tại ba điếm A. B, c ,  khác với uóc 

toạ độ o. Viết phương trình mp(ABC).
c) Viết phương trình mặt phang tiếp xúc với mặt cầu (S) tại điểm B.

Giải

a) Mặt cầu có tâm 1(1; 2; 3) và có bán kính R = Vl" 4- 2" + 3 ’ =^h4

|l + 2 - 3  + kị IkỊ
Gọi d là khoảng cách từ tâm I của mặt câu tới mp(P) thì d =

Vl^+1-+1^ V3
Do đỏ:

Nếu -Ụ  < 4 hay I k I < yfỹl thì (P) cắt mặt cầu theo một đường tròn.
V3

Nếu I k I = V4 2  thì (P) tiếp xúc với mặt cầu;

Nếu |k | > V4 2  thì (P) không cắt mặt cầu.
b) Trong phương trinh ưiặt cầu (S):

Cho y = z = 0= > x  = 0 hoặc X = 2 => A(2; 0; 0)
Cho z = x = 0=í>y = 0 hoặc y = 4 B(0; 4; 0)
Cho x = y = 0 = > z  = 0 hoặc z = 6 C(0; 0; 6)

X y  z
Vậy phương trình mp(ABC): — 4- — 4- — = 1.

c) Mặt phẳng (a) tiếp xúc với mặt cầu tại điểm B(0; 4; 0) phải đi qua B và có 

vecíơ pháp tuyên là IB = (-1; 2; -3).
Vậy (a) có phương trình:

-(x - 0) 4- 2(y - 4) - 3(z - 0) = 0 hay X - 2y 4- 3z 4- 8 = 0.
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íììii toán 13: Trong không gian với hộ loạ độ Oxyz. cho ba mặt phăng
(P): 2x - y 4  2z - 1 = 0 ,  (Q): 2x - y 4- z - 7 = 0, (R): X + y - 2z + 7 = 0.

Vicl phương trình mặt cầu (S) có bán kính bàng 3 và tiếp xúc với Ợ’), đồng 
thời căí hai mặt phăng (Q) và (R) theo hai đường tròn có bán kính lớn nhâí.

Giăi
Gọi l(a;b;c) là tâm của mặt cầu (S). Vì mặt cầu (S) cắt hai mặt phẳng (Q) và (R) 

theo hai đuờng tròn cỏ bán kính lớn nhất nên tâm 1 nằm trên hai mặt phang này "
Í2 ư -/)  + c - 7  = 0

2a -  h + 2c -  \0 = 0 
2 a - h  + 2c + 8 = 0

\2 a - h  + c - 7  
1 ừ dó ta có: {

\a  + h - 2 c  + 7 = 0

Mật khác d(I, (P)) = 3 1 2a - b 4- 2c - 1 Ị = 9  Ci>

ị2 a - h  + c - 7  = 0
Giai hộ < í/ + /) -  2c 4- 7 = 0 ta được 1(1 ;-2;3)

2 ư - /)  + 2c'-10 = 0

'2 a - h  + c - 7  = 0
Giải hệ 'a  + h - 2 c  + 7 = 0 ta dược I(-5;-32;-15)

[2a -  /) + 2c + 8 = 0

Vậy có hai mặt cầu thỏa mãn bài toán 
(S ):(x - l ) ' + (y + 2 ) ' f  ( z - 3 ) ' = 9 
(S'): (X 4 5Ý + (y + 32)' + (z 4 15)' -= 9.

Bài toiín 14: 'Trong không gian với hệ trục Oxyz, cho mặt phăng

(P): 2x 4  y 4  2z 4  4 = 0, đường thẳng d:
■ 2 _ y 41 _ z -1̂  và đường thẳng A

2 -1
là giao tuyến hai mặt phang: X 4  1 =0, y 4 z  -  ^ =0.

Viết phương trình mặt cầu có tâm thuộc d. đồng thời tiếp xúc với A và (P) biêt 
rằna tâm cúa mặt cầu có tọa độ nguyên.

Giải
Mặt cầu có tâm I(2t 4  2; -t - 1; -t 4  T) G d, t nguyên.

Ịt4 9Í
Khi đó R = d(I. (P)) = i— i

A CÓV TCP lĨ^= (0 ; 1;-1) và chọn M(1; 1;3) g A.

Khi đó MÌ = (2t 4  1; -t - 2; -t - 2)

Vl2/^ 424 /418
d(l; A) =
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Ta có:d(I, (P)) = d(I; A) = R 

|t + 9|
<=> = + 12t + 9 53t^ + 90t = 0 o

t = 0

t = —
%
53

Chọn t = 0 thì 1(2; -1; 1) có tọa độ nguyên, R = 3.
Vậy phương trình mặt cầu là (x - l ỷ  + (y + 1 )̂  + (z - 1 )̂  -  9.

Bài toán 15: Trong không gian với hộ toạ độ Oxyz, cho diểm A (l; 0; 3), dường

thẳng d: = — và mặt phẳng (P); 3x - y + z - 3= 0. Tìm tọa dộ điểm B

thuộc mặt phang (P) sao cho đường thẳng AB vuông góc và cắt dưràg thẳng d.
Giải

Gọi M là giao điểm của d và AB thì M( 1 + 2m; 3 - m; 2m).

Ta có AM =(2m; 3 - m; 2m - 3)

Đường thẳng d có VTCP Uj =(2; -1; 2)

Vì AB vuông góc với đưÒTig thắng d nên

A M . Uj = 0 <=> 4m - 3 + m + 4m - 6 = 0 <=> m = 1.

Do đó A M =(2;2;-1)

Dường thăng AB di qua A và nhận AM làm VTCP nên

AB: = y l í- - J
2 2 - 1

Khi đó B(1 + 2b; 2b; 3 - b). Vì B thuộc (P) nên 
3(1 + 2b) - (2b) + (3 - b) - 0 = 0 o  b = -1 

Vậy B (-l;-2 ;4 ).

BẪI TẬP TỔNG HỢP
Bài tập 1: Trong không gian Oxyz.

a) Tìm hình chiếu H của A(0; 0; 1) lên đường thẳng BC với
B (-l;-2 ;0 )v àC (2 ; 1;-1).

b) Tìm điểm M' đối xứng của M( 1; 3; 5) qua đường thẳng (A);
>’ + 3

1 -1

í r 5 14
a) Kết quả H — ; -  — ;

l l9  19 19

ỈỈD-ĐS

b) Kết quả A /'(-5; -1 ; 3)
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Bài tập 2: '1 ìm toạ độ diốm đối xứng cùa điểm:
a ) M( 1; 1; -1) qua mặt phăng (P): 3x - y f 2z - 1 = 0.
b) A(5; 1:3) qua mặt phang (BCD) với điểm

B{-5; 1; -1), C(l; -3; 0) và D(3; -6; 2). 
tíD  DS

O o 6 5^a) Kct qua M' b) Kốtquá A '(l;-7 ;-5 )

Bài tập 3: Xét vị trí tương dối của mặt cầu:
(S): x  ̂+ y" + z“ -6x + 2y + 4z + 5 = 0 với (P): x + 2y + z + 9 = 0

lỉD-ĐS
Kốt quả không có diêm chung

Bài tập 4: '1’rong không gian Oxyz cho mặt phăng (P): 2x - y + 2 = 0 và đường 
thăng d là giao tuyến 2 mặt phảng (a):

(2m + 1 )x t- (1 - m)y + m - 1 = 0 và (P); mx + (2m + l)z + 4m + 2 = 0.
Xác dịnh m để d song song mặt phăng (P).

IID-ĐS

Kct qua m = - —

Bài tập 5: Ỉ4p phương trình mặt phăng qua giao tuyến của 2 mặt phang:
a) 19x - 6y - 4z + 2 = 0, 42x - 8y + 3z + 11 = 0 và qua H (3,4.1)
b) 2x - z = 0. x+ V- z +5 = 0 và vuông góc với mặt phẳng

(P ):7 x -y +  4 z - 1=0
tỉD-DS

a) Kốt quà 30x - 16y -21z -5 =0 b) K.ết quả 3x + 5y - 4z + 25=0 
Bài tập 6: Lập phương trình mặt cầu qua A(0,0,3) và qua đường tròn giao tuyến 

cua mặt phăng cx: 2x- 2y - z + 4 = 0 với mặt cầu 
(S): X" + y" + + 2x - 4y - 4z - 40 = 0.

lìD-DS
Kct quá x“ 4y^ +z’ +88x - 90y - 47z + 138 =0 

Bài tập 7: Cho A (2;l;l), B(-4;5;5). Lập phương trinh mặt cầu có tâm I thuộc 
đường thăng AB và liếp xúc 2 mặt phang;

X  ̂ 2y - 2z -2 =0: X + 2y - 2z + 4 = 0
lỉD-ĐS

Kcl quả ( X-M + ( y -3)^ + (z -3)^ =1.
Bài tập 8: Cho diềm I( 1 ;2; -2) và mặt phẳng (P): 2x + 2y + z + 5 = 0

a) Lập phương trình mặt cầu (S) tâm I sao cho giao của (S) và mặt phang (P) là 
đường tròn có chu vi băng 8ti.
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b) Chứng minh mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thắng (A): <

X = t

y = -5  + 2t 
z = -2  + 2l

UD-DS
a) Kốt quả (S): (x - 1 r + (y - 2 r  + (/■ + 2Ỹ = 25.

o  CHỦ ĐỂ XIV________________________________

GÓC Mè KHOANG CfìCH TỌfĩ ĐỘ
DẠNG TOÁN I 

1.
TÍNH GÓC VÀ KHOẢNG C Á C H

Ciik-ÍỊÌŨXỈ hai vectơ; u - (x.y,z) và V '  (x',y',z'):
-  x.x'+y.v'+z.z'

cos(n.v) = - p - ' ------ —--------
* y ’-

(j(')c cua lam giác ABC: cosA -  cos(AB,yíC).

Góc íỉiừa 2 điamg thăng: d cỏ VTCP u và d' có VTCP V ihì 

cos(d. d') I cos( ?/, V ) I

(ìóc giữa 2 mặt phăng: mặt phăng (P) cỏ vectơ pháp luyến n và mặt phăng (Q) 

cỏ vectơ pháp luyến n ' thì

aAv((P), (Q)) = I cos( n , « ')  I .
Góc giữa đường thủng và mặt phăng:

d Có VTCP u và (P) có VTPT n thì 

sin(d, (P)) = I cosị u , n )\
Khoảng cách giữa hai diêm A(xi, yi, Zi) và B(X2, y 2, 22):

AB = Ậ x ,  - x , ) “ +(>^, - y X  + (z , -Z |) -  

Khoang cách từ Mo(xo. yo, zo) .đên mặt phăng:
-  (Oxy) là  I Zfl 1 ; (Oyz) là I I ; (Ozx) la \yo\.
-  (P): Ax + By • Cz ^ D = 0 là:

/ÍXo +/Ị>’o + C zq +  D I
d(Mo, P) =

d̂'

^JA ^+ B-+ C -
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K h o a n n  c á c h  l ừ  m ộ t  d i ê m  đ ê n  I  đ ư ừ n y ,  t h ă n g :  

c  ' h o  M o ( x o .  y o ,  Zfì) v à  d ư ờ n g  t h ă n g  d  q u a  A  v à  c ỏ  V T C P  u  A B

Mo
d ( M , - d )  =

ì A M , ',u

K h o a n g  c á c h  g i ữ a  h a i  đ ư ờ n q  i h ă n i Ị  c h é o  n h a u :  

D i r ờ n q  t h ă n g  d/ q u a  M i  v à  c ó  V T C P  u  I 

D ư ờ n g  t h ă n g  í/t q u a  M 2  v à  c ó  ỉ  T C P  u  2

c/( t/|, ) =
uyu.

iq.itl

Chú ỷ:
1 )  G ó c  g i ữ a  2  v c c t ơ ,  g ó c  c ủ a  t a m  y i á c  t ừ  ( f  đ e n  1 8 0 “ v à  c á c  g ó c  v ề  đ ư ờ n g  

t h ă n g  m ặ t  p h ủ n y  d ể u  t ừ  0 “ đ ế n  9 0 ”.

2 )  K h o a n g  c á c h  g i ữ a  c á c  y ế u  t ố  s o n g  s o n g  l à  k h o a n g  c á c h  l ừ  I  d i ê m  c h ọ n  t r ê n  

v ế u  t o  n à y  d é n  y é u  t o  k i a .

3) Khoang cách giữa 2 đường chén nhau là khoáng cách từ dường này ãên mặt 
phăng chứa dưtrng kia và song song với nó.
ĩìài toán í: rìin khoang cách từ:

a) t)ièm A(-2; -4; 3) dến mặt phăng 2x - y + 2z - 3 = 0 ’ 
h) Đicm B(2; -1; -1) đến mặt phẳng 16x - 12y - 15z - 4 = 0.

Giải
|Ax +By +Cz, , + DỊ 1-4 + 4 + 6-31 ■ 3

a) d(A; (P)) = i ' = -  = ]
/ a '+ B + C -  V4  + I + 4  3

132 + 12 + 15-41 55 11
b) d(B; (P)) =

7256+144+225 25 5
Bài toán 2: Tính khoảng cách từ M(-8; 7; 6) đến;

a) Các mặt phăng toạ dộ.
b) Các mặt phẳng (P); x = 2. (Q); y = -1. (R): z = 4.

Giải
a) d(M, (Oxy)) = I Z.M I = 6  

d(M. (Oyz)) = I xm I ^  8 
d(M, (Ozx)) = 1 >’M I'= 7.

b) (P): X - 2 = 0 nên d(M, (P)) = I X m  - 2 I = 10
(Q) : y + 1 = 0 nôn d(M, (Q)) = I yM + 1 i = 8
(R) : z - 4 = 0 nên d(M. (R)) = I zm - 4 I = 2.
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Bài toán 3: Tìm khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song:
a) (P); 4x - V + 3z - 9 = 0, (Q); 4x - y + 3z t 1 0.
b) (P); Ax + By -i Cz + D = 0 và Ax + By + Cz + D' = 0. D D'.

Giai
a) Lấy diổm A trên (P): 4x - y 3y - 9  ̂ 0 

Cho X = 0, V - 0 thì z = 3 nên A(0; 0; 3)

|9 + lỊ 10 5a/26
Do đó d((P), (Q)) = d(A; (Ọ)) -

V16 + 1 + 9 v26 13
h) Lấy đicm M(Xo; y'o; Zo) nàm trcn mặt phăng (P) tức là 

Axo + B ỵo + Cz.o + D = 0 hay Axo + Byo + Czo = -D thì
|Ax,+Bv+Cz^+d iD -d

d((P)), (Q)) -  d(M. (Q)) -  -  -  r r r - : : ^ -
ylA^+ÌÝ+ơ VA-+B-+C'

Bài toán 4; I rong không gian Oxvz cho ba điểm A(l; -2; 2), B(-3; 1; 0). C(2; 0; -1). 
rinh khoảng cách từ gốc o  dến mp(ABC).

Giãi

Mặt phăng (ABC) có V'PPT ri I A B , AC I = (-5; -14; -11) nôn có phưcmg trình: 
-5 { x -1)- 14(y 1 2 )-  l l ( z - 2 )  = 0 

Vậy phương trinh của mặt phăng (ABC) là: 5x + 14y + 1 lz + 1  ̂0.

N  1 ỉI a có d(0; (ABC)) —p===J=====n- = -ị== = — .
V25 + 196 + 121 V342 3V38

Bài toán 5: Tính chiều dài đircmg cao hạ từ đỉnh D(4; -1; 0) của tứ diện ABCD 
biết A( 1; 1; 1). B(-2; 0; 2), C(0; 1; -3).

Giải
Chiều dài đường cao DH của tử diện ABCD là khoảng cách từ D đến mặt 

phăng (ABC). 4'a cỏ:

AB (-3; -1; 1) và AC = (-1 ;0; -4) nên n = I AB, AC ] là VT'P4' của (ABC) 
Mặt phăng (ABC) có phương trình: 4x - 13y - z + 10 = 0 

_ |4 .4 -1 3 .( - l) -0  + 10| _ 39

V ĩ ^ + Ĩ ^ T  "  VĨ86 '
Bài toán 6: 'Pính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng A:

DIi = d(D;(ABC))

a) M (2;3; 1), A:
X +  2 _  y - 1  _  z  +1

- 2
b) M (2 ;3 ;-l), A:

X =  - - - - - A i  
2

y  = 2t

“ 4 ^

2 6 8



Giải

Vậy khoang cách: d(M, A)

a) ỉ)ư('yng thăng A di qua diêm Mo(-2; 1; -1) có vcctơ chi phưtmg u = (1; 2; -2). 

Ta có M ,>i (4; 2; 2). I l i , M^M I = (8; -10; -6).

_ >/8- +10' + 6- _ loV^

1
b) l'a có A di qua diêm Mo(- -' ; 0; - —) và có vectơ chỉ phương u = (-4; 2; -1)

....... /'5 1 ^
nên M„M -  3;- --

‘ V 2 4

I ủ .v r v i  I -I o I

Vậy khoáng cách d(M. A)
Ìk M„M ^2870

14

Bài toán 7: rim khoáng cách từ điổm A(2; 3; -1) đến dường thẳng d là giao tuyến 
của 2 mặt phăim (P); X -t y - 2z - 1 0, (Q): X + 3y + 2/. i- 2 0.

Giải
(P): X t V - 2z - 1 0. (Q): X + 3y + 2z + 2 = 0.

5

Cho /  0 thì
[ X + y -1  = 0 
lx + 3y + 2 = o'

X =

y =

5 3
Do đ('i giao tuyến d đi qua Mo( -  ; - " ; 0) và có V rcp

u I n,’ . n7̂  ị (8; -4; 2) hay (4; -2; l).

r

Do dó d(A. d)
Ị205

14

Bài toán 8: ỉ im khoang cách giữa cặp đường thăng sau đây:

d: ■- I  3 3_ Ọ

Gidi

d qua N4(0; 4; - I ) co VTCP ĩi -- (-1; I ; -2)
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d' qua M'((); 2; 0) có VTCP u ' = (-1; 3; 3) 

l'a có I ủ . u 'I = (9; 5; -2). MNÍ' = (0; -2; 1)

Nên I u . u ']. ĨVIM ' = = 0 - 1 0 - 2  =  - 12 íí 0 nên 2 đường thăng chéo nhau.

Do dỏ d(d. d')
ìl.u ' M X Ì ' - 1 0 - 2  12

iuìí' V 8U 25 + 4 xAlO

liài toán 9: Tìm khoảng cách giữa hai dường thăng sau:

a) d: •

X = 1 4- t 

y = -1 - 1, d'; ■

x = 2 - 3 t ’ 

y = -2  + 3t’ b) d: -

X = 1 + t 

y = -1 - 1, d': <

Z = 1 z = 3

Giải

z = ì

X = 2 - t '  

y = -2  -f t ' . 

z = t'

a) Dường thăng d di qua dicm M|( 1; -1 ; 1), có vcctơ chi phương U| = ( l ; - 1 ; 0 ) .  

Dường thăng d' di qua diêm M2(2; -2; 3) có vcctơ chỉ phươnu u^ = (-1; 1: 0).

Vì U| và u, cùng phương nhưng U |. u, không cùng phương với

M|M^ = (1; -1: 2) nèn hai dường thăng đó song song.

Vậyd(d. d’) d(M |.d ')
II,

=  2.

b) d qua A( 1; -1; 1) và có VTCP ĩi = (1: -1; 0)

d 'quaB (2 ;-2 ; 0) và có V TCP ủ ’ = (-l; 1; 1)

Ta có u và u ' không cùng phương và dặc biệt A thuộc d' nôn 2 dường thănc 
cắt nhau tại A.
lìài toán 10: Hãy xác dịnh góc (p tạo thành bởi các cặp mặt phăng sau:

a) X - ^/2 y  ̂ z - 4 0 và X t ^/2 y - z 4 5 = 0
b) 3v - z - 9 - 0 \ ’à 2y + z = 0.

Giải

a) 1 lai mặt phang có v r p  r lỉ = (1; - v̂ 2 : 1). ri' = (1; V2 ; -1)
2 - l | 1

^ ( p  = 60‘’.

a) 1 lai mặt phang có v r p  r n = (1; - v2 : 1). n
I -  -  I II-2 -II 1

COS(p = I COS{ n . n ) | = -
Vl +  2 +  l .Vl  +  2 + l  2

b) Hai mặt phăng có VTPT n (0; 3; -1). lĩ’ = (0; 2; 1)

C0S(p = 1 cos( l i . n'') I =
16-1

=-p- ^  ụ = 45".V^.V4^ / 2
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Bài toán 11: Cho mặl mặt pháng (P): 2x - y + z - 17 = 0 và mặt phẳng (Q) đi qua 
ha diêm B(l; -2: 1). C (l; 0; 0), D(0; 1; 0). 'ĩính góc tạo thành bởi hai mặt 
phănu đỏ.

Giải
Mặt phăng (P) có V TP T ri -  (2; -1; 1)

Mặt phăng (Q) có VTPT n 1 = [ BC . BD ] = (1; 1; 2)
Cjọi (p là góc giữa 2 mặt phăng thì:

I !2-l + ̂  1 o’co sọ  " Ị cos( n . n ') I =  = -  => (0 -  60  .
V47i + 1.VŨ1+4 2

Bài toán 12: Mặt phàng (p) nhận đicm P(2; -1; -2) là hình chiếu vuông góc của 
gốc loạ độ ứ trôn mặt phẩng đó. Mày tính góc giữa mặt phẳng (P) và mặt phăng 
(y) có phương trình X - y - 6 = 0.

Giải
Mặt phăng (P) di qua P(2; -1; -2) và nhận OP = (2; -1; -2) làm VTPT nên 

phương trình tông quát của (P) là; 2x - y - 2/. - 9 = 0.
!2->+i-iỊ 42

Cìọi (p là góc giữa (P) và (y), ta có: cosọ = . ^
■V 4+ 1+4.-V 1 +1 2

Bài toán 13: rinh góc tạo bời đường thẳng và mặt phăng;
X = 1 - t

a) d: < y = 2 . (I*); y - z = 0

/. = {

(p = 45"

b)d:
X + 2, _ y -1  _ ^  3

- 2
. (P); X + y - z + 2 = 0 

Giải
Gọi ẹ  là góc giữa d và (P) thì 0" < (p < 90" 

a) d có V l'CP u (-1; 0; 1). (P) có VTPT n = (0; 1; -1)

sinm  ̂ Ị cos( l i . 11) I =  “ 7=- 7= ^  ọ  30"
4 2 . 4 2

b) d có V TCP ũ - (4; 1; -2). (P) có VTPT n = (1; 1; -1)
Ị4 + I + 2Ị _ 7 

V Ĩ 6 + T + 4 ./3  ”  463 '
Bài toán 14: l ìm góc tạo bởi các cặp dường thẳng sau đây;

siiup - I cos( ũ . n ) I

X = l + 2t x - 2 - t ' X -  2 + t

a) d: ■y = -1 + t và d': ■y = - l+ 3 t ' b) d: <y = 1 + 1 và d'; <

z. = 3 + 4t z = 4 + 21' z = 6

x = 2 - 2 t '  

y = -5  .
z = 2 t’
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( ỉ ọ i  (p là  g ó c  g i ữ a  2  đ ư ờ n g  t h ả n g  th ì  0" <  ọ  <  90".

a)  d .  d ’ c ó  vrcp ủ  =  (2 ;  1; 4 ) ,  ũ ' =  ( -1 ;  3; 2 )

I -  -  I 1 - 2  + 3 +  8 ! 9
coscp =  I c o s (  u , u ') i =  - - - - - - -  ̂ ... , =  =  - 7 = ^ =

V 4  +  I +  I 6 .V 1 +  9  +  4  V 2 9 4

b)  d. d ' c ó  VTCP ủ =  (1 ;  h  0 ) .  u ’ =  ( -2 ;  0; 2)

cos(p = I cos( u , u ') I = — =><p = 60'’.
^ 2 . - ^ 8  2

. , . _ , ,  x + 3 y -1  / - 2lìài toán 15: 1 ìm  g ó c  tạ o  b(Vi đ ư o n g  th ă n g  - - —  = - —  = --—

Giải
D ư ờ n g  th ă n ư  đ ã  c h o  c ó  v e c t ơ  c h i  p h ư ơ n g  u =  (2 ;  1; 1). c á c  t r ụ c  O x .  O y ,  O z  

làn  lư ợ t  c ó  v e c l ơ  ch i  p h ư ơ n n  là  1 =  (1 ;  0; 0 ) .  J =  (0 ;  1; 0 ) .  k =  (0 ;  0 ;  1).

l ừ  d ó  g ó c  l ạ o  b ơ i  d ư ờ n g  t h ẳ n g  d ã  c h o  v ớ i  c á c  t rụ c  O x .  O v .  O z  c ó  số  đ o  sao  
c h o  c o s in  c ủ a  n ỏ  lầ n  l ư m  b a n g :

I D' M  Ể  ^/6coscpi -  I COS( LI . 1 ) i
V 6 .VI

Giải

vcVi các trục toạ độ.

COSLpi = I COS( u . j ) i = 

C0S(P3 -  I cos( u . k ) I =

3

1̂1 • _ Võ 
'Vó.VĨ ~ 6

V6'
Võ.Vĩ 6

Bài toán 16: Cho tứ diện ABCD cỏ A(3; 2; 6). B(3: -1; 0), C(0; -7; 3) và D(-2; 1; -1).
a) Tíỉih góc giữa các cặp cạnh doi.
b) Tính góc giữa đirờng thăng AD với nip(ABC).

Giải

a) Ta có AÚ = (0; -3; 6). r a  = (-2; 8; -4)

ẢB . CD = 0 do đó g( AB, CD) 90".

rrrơng tự AC . BD =" 0. AD . BC ^ 0 nôn góc giữa các cặp đối dều bàng 90".

b) Dirờng thăng AD có V TCP ĩi = AD = (5; 1; 7)

Mp(ABC) có VTP I ri = Ị ẤB. Ấ c I = (5: -2; 1)

Gọi (p là góc giữa AD với mp(ABC) thì: sin(p= I cos( A D , lĩ ) I = - - - -  .
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Bài toán 17: Trong không gian Oxyz cho tứ diện ABCD có 
A(5; 1; 3), B(l; 6; 2), C(5; 0; 4), D(4; 0; 6)

a) rim cosin của góc tạo bới hai mặt (ABC) và (ABD).
b) 'ỉlm  khoảng cách từ điếm D đến mặt phẳng (ABC).

Giải

a) Tacó ÃB = (-4; 5 ;- l) , Ã c = (0 ;- l ;  1), Ã õ  = ( - l ; - l ;3 )

Mặt phăng (ABC) có VTPT n = [ ÃB, ÃC] = (4; 4; 4) hay (1; 1; 1). 

Mặt phăng (ABD) có VTPT n ’ = [ÃB. ÃD ] = (14; 13; 9)
I 11.14+1.13 + 1.^ 36

1 a có cosọ = cos( n , n ') I = I- . _  ,.:..:=A= = .
V3.7196+169+81 71338

b) Mặt phẳng (ABC) đi qua điểm A(5; 1; 3) và có VTPT n ' = (1; 1; 1). 
Phương trình tổng quát của mặt phang (ABC) là:

l(x - 5) +  l(y - 1) + l(z - 3) =  0 => X +  y +  z - 9 =  0.
'4 + 6 - 9 |_  1

73 “ 73 ■
1)0 dó; d(D; (ABC))

DẠNG TOÁN L Ậ P  PHƯdNG TRÌN H  L IÊ N  QUAN Đ Ế N  GÓC
2. VÀ KHOẢNG C Á C H

- Mọl phăng đi qua điêm Mo(xo,yn) và có vectơpháp luyến
( A . B . Q ,  V  v  ờ  l í Q

có phương'trình: A(x -Xo) t B(y -yo) - C(z - zq) ^  0 
vù hiến đói thành dạng phương trình tổng quát:

Ax • By . Cz + D -  0, A ' r b ' C’- ^0.
- Phươtuị trình mặt cầu (S) tâm l(a, h, c) hán kinh R:

(x - a í  V (y ^ (z -c)~ = R' hay:
Phương trình mặt cầu: + ỷ  + + 2Ax 2Bv + 2Cz + D

/T - B' i c~ - D  > 0 cỏ tâm I(-A, -B. -C) và bán kính
0,

R -  ^ f Ã ^ +  B -  +  C “ -  /.).

Đ ư ỏ n í ỉ  thẳng d đi qua M o ( X f l , y o , z o )  và có vecíơ chỉ phương 

u (a.h,c), a‘ t > 0.

Phương trình tham sổ: d:

X = Xg + aí 

y  = y^+ hl, í e R  
z — + cí
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Phương trình chinh tắc khi a, h, c ^  0:
X V-V,Xữ

a h c
Bài toán 1: Tìm lập hợp các điểm cách đều hai mặt phang

a) 2x - y + 4z + 5 = 0 và 3x + 5y - z - ] =0.
b) X + 2y + z - 1 = 0 và X + 2y + z + 5 = 0.

Giải
a) Điểm M(x; y; z) cách đều hai mặt phẳng đã cho khi và chỉ khi:

|2 x - y  + 4z + 5| |3x + 5 y - - z - l |

V4 + 1 + 16 "" V9 + 25 + 1

Cí> Vs I 2x - V + 4z + 5 I =  V3 I 3x + 5y - z - 1 I 

o V s  (2x - y + 4z + 5) = ± V3 (3x + 5y - z - 1)
Vậy tập hợp các điểm M là hai mặt phăng:

(2^5 -3V 3)x-(V 5 +-5V3)y + (4V5 + ^Ị3)z + 5^Ỉ5+^Í3 =0,

(2 /5  +3V 3)x-(V 5 -5^/3)y + (4^/5 -^Í3)z + 5^Í5 - Í̂3 =0.
b) Điểm M(x; y; z) cách đều hai mặt phẳng:

|x + 2y + z - l |  |x + 2y + z + 5|
• o  |x  + 2y + z -  l |  = |x  + 2y + z + 5

Vl + 4 +1 /  + 4 + 1

<=>
x + 2y + z -  l = x + 2y + z + 5 

X + 2y + z -  1 = -(x  + 2v + z + 5)

<=í> 2x + 4y -i- 2z + 4 = 0 <=> X + 2y + z + 2 = 0. 
Vậy tập họp các điểm M là một mặt phảng có phưong trình: X + 2y + z + 2 = 0. 

Bài toán 2: Trong không gian toạ độ Oxy cho hai điểm A (l; -1; 2), B(2; 0; 1).
a) Tìm quỹ tích các điểm M sao cho MA^ - MB^ = 2.
b) Tìm quỹ tích các điểm M cách đều hai mặt phẳng (OAB) và (Oxy).

Giải
a) Giả sử M(x; y; z). Ta có: MA^ - MB^ = 2.

« ( 1  -x)2 + (-l -y ) ' + ( 2 - z ) ' - ( 2 - x ) ' - y “ - ( l  - z ) ' = 2.
<=> 2x + 2y - 2z - 1 = 0.

Vậy quỹ tích các điểm M là mặt phang có phưcmg trình trên.
b) Mặt phẳng (OAB) đi qua o, có vectơ pháp tuyến

n = [ O A , OB ] = (-1; 3; 2) nên có phương trình: -X  + 3y + 2z = 0.
Điểm M(x; y; z) cách đều mp(OAB) và mp(Oxy) khi và chỉ khi:

X + 3y + 2z| I _  I ^  _|_ 3y _|_ 22 = + ̂ fĩÃz <=> -X  + 3y + (2 ± / 4  )z = 0= z
v'l + 9 + 4

Vậy quỹ tích là hai mặt phẳng có phương trình trên.
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Bài toán 3: Viét phương Irình của mặt phẳng qua điểm M(5; 4; 3) và cắt ba trục 
toạ dộ ở ba diêm cách đều gốc toạ độ.

Giải
X y z Ị I I I

N4ăt phăng cân tìm có dang đoan chăn: -  + — = 1, |a |  = |b |
a b c

ch^O .

• 5 4 3
Diêm M(5; 4; 3) thuôc măt phăng nên: -  + — =1(1)

a b c
5 4 3

Với b = a, c = a, (!)< »  — + — + —
a a a
5 4 3

Với b a, c = -a. ( 1) <=ỉ> — + — -  — = 1
a a a

Với b
, ,  5 4 3 _ ,

-a, c = a. (1) <» = 1
a a a

a = 12. 

■ a = 6.

> a = 4.

Với b = -a, c = -a (1) Cí> - - - - -  =1 a = -2.
a a a

Do đó bốn mặt phẳng cần tìm là:

- -  + ^  + ^  = l « x  + y + z -1 2  = 0. 
12 12 12

— + — -  -  = 1 <=>x + y - z - 6  = 0 
6 6 6

z— -  — + — =1 <=>x-y + z -  4 = 0. 
4 4 4

— = 1 <=>-x + y + z -  2 = 0. 
- 2  2 2

Bài toán 4: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho tứ diện ABCD có các đỉnh 
A(l; 2; 1), B(-2; 1; 3), C(2; -1; 1) và D(0; 3; 1). Viết phương trình mặt phẳng (P) 
đi qua A, B sao cho khoảng cách từ c  đến (P) bằng khoảng cách từ D đên (P).

Giải
Mặt phẳng (P) thoả mãn yêu cầu bài toán trong hai trường hợp sau:
Trường hợp I: (P) qua A, B và song song với CD.

Vectơ pháp tuyến của (P): n = [AB, CD]. Ta có;

ÃB = (-3; -1; 2), CD = (-2; 4; 0) ^  n = (-8; -4; -14).
Phưong trình (P): 4x + 2y + 7z - 15 = 0.
7'rường hợp 2: (P) qua A, B và cắt CD.
Suy ra (P) cắt CD tại trung điểm I của CD.

1(1; 1; 1) ^  AI = (0; -1; 0), vectơpháp tuyến của (P): n = [ AB, AI] = (2; 0; 3).

1
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Phương trình (P): 2x + 3z - 5 = 0.
Vậy (P): 4x + 2y + 7z - 15 = 0 hoặc (P): 2x + 3z - 5 = 0.

Bài toán 5: Cho tír diện ABCD với A(3; 5; -1), B(7; 5; 3), C(9; -1; 5), D(5; 3; -3). 
Viết phương trình mặt phẳng cách đều 4 đỉnh của tứ diện đó.

Giải
Một mặt phẳng cách đều hai điểm M, N thì hoặc nó đi qua trung điểm của MN 

hoặc nó song song với MN. Vì vậy, để mặt phẳng (P) cách đều bốn đỉnh A, B. c. 
D của hình tứ diện thì:

- Hoặc mặt phẳng (P) đi qua trung diểm của ba cạnh cùng xuất phát từ một 
đỉnh của tứ diện. Có bốn mặt phẳng như vậy đi qua trung diổm một cạnh và song 
song với một mặt.

- Hoặc mặt phảng (P) chứa hai đưòmg trung bình của tứ diện. Có ba mặt phăng 
như vậy đi qua trung điếm một cạnh và song song với 2  cạnh đối chung mút.

Từ đó tìm được bảy mặt phăng thoá mãn yêu cầu đầu bài là: 
x - z - 6  = 0;x + y - 10 = 0;x + 2 y -z -8  = 0 ;2x-+ v-z- 14 = 0 
X - y - z - 2 = 0; 2x + y + z - 16 = 0; 5x + y - 2z - 28 = 0.

Bài toán 6 : Trong hệ loạ độ Oxyz cho ba điểm M |(l; 0; 1), M2(2 ; -1; 0) và M3{0 ; 0; ỉ ). 
Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua M3 mà khoảng cách từ Mi và Mt đến (P)

đều bằng .

Giải
Mặt phẳng (P) đi qua M3(0; 0; 1) nên có phương trình 
A(x - 0) + B(y - 0) + C(z - 1) = 0 hay Ax + By + Cz. - c 0 (A^ + B  ̂+ C  ̂> 0).

Khoảng cách từ M |, Mi đến (P) bằng

|a  + c - c Ị

nên

2 A - B - C

2

__________ _______________

Va '  + b '  + c '  Va '  + b ' + c '  2
Do đó I A I = I 2A - B - c I hay ±A = 2A - B - c
Suy ra c = A - B hoặc c 
Với c = A - B thì từ

3A -B .

|A|

Va' + b '  +c' ta suy ra

2A^ = A  ̂+ B  ̂+ (A B r  «  2B(B - A) = 0.
Nếu B = 0 thi c = A, ta lấy A = 1 thì (P) có phương trình: X + z - 1 = 0 
Nếu A = B thì c = 0. Ta lấy A = 1 thì (P) có phương trình; X + y = 0.

Ia I V2
ta suy raVới c = 3A thì từ

Va '  + B ' + c' 2
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2A‘ = a " + B- + (3A - o  8A" - 6AB + 2B^ = 0.

=  03 7B'
«  4A' - 3AB + B  ̂= 0 <» (2A - -- B)^ +

4 16

Do dó 2A - — B = 0 và B = 0, tức là A = 0, B = 0 và do đó c  = 0: loai 
4

Bài toán 7; 1'rong không gian với hệ toạ độ Oxyz. cho hai đưÒTig thăng
X = 2 + t

„  , X -1  y -  2 z-
y = 2 + t . d :̂ ~ “
/. = 3 -  t

di;
2 1 5

soim và cách đều hai đường thăng dó.

. Viết phưcmg trình mặt phang song

Giải

Ta có V rC P củad i và d2 lần lượt là Iiị Ạ l;l;-1), u ,= (2 ;l;5 ) 

ncn V TP r của (a) là /?í = ỉ/,. »2 = (6; -7; -1)

Do dó: (a); 6x - ly  - /, + D " 0
Dường thăng d| và d: lần lưọl đi qua 2 điểm M(2;2;3), N(h;2;l)
Ta có: d(M, (a)) = d(N, (a)) o  I -5 D I =1-9 + D I <» D = 7;
Vậy mp(a): 6x - 7y - z + 7 0.

X y  z
Bài toán 8: I rong không gian với hệ toạ độ O x y z ,  cho đưòíng thăng A: — = “  = —

1

Vict phương trình mặt phẳng (P) di qua M(0; 3; -2)., song song với dường 
thăng A và cách đườnu thăng A một đoạn bang 3.

Giải
Gọi lĩ^ =(a; b; c) (a' + b  ̂+ ĉ  ^  0) là VTPT của (P).

Vì (P) di qua đicm M(0; 3; -2) nên (P): ax + b(y-3) + c(z+2) = 0 

l a có = (1; 1:4) là V TCP cúa dường thẳng A, A(0; 0; 1) e A.
Ta có hộ phương trình:

[n,.ỉ/7 = 0 ị c i  +  h  +  4 c  =  0  

[(/(/l.(P)) = 3 ||— h  +  c ị  =  +  b ~  +  c '

I hay a = -(b + 4c) vào phưong trình sau ta được:
(b - c)- = (b + 4c)' + b̂ - + ĉ  «  b  ̂+ lObc + 16c  ̂= 0 o  (b + 2c) (b + 8c) = 0. 

Với b ^2c = 0 =í> a = -2c ta chọn b = 2, c = -l =ì>a = 2 
(P): 2x 4 2y - z - 8 =  0

Với b i 8c = 0 => a 4c ta chọn b = 8. c = -l =i>a = -4 
Vậy mặt phăng (P): -4x 4- 8y - z - 26 = 0.
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Bài toán 9: Lập phương trìnli tổng quát của mặt phẳng (P) đi qua các điểm M(0; 0; 1),
- 7Ĩ

N(3; 0; 0) và tạo với mặt phăng Oxy góc --.

Giải
Gọi vectơ pháp tuyến của (P) là n = (1; a; b). Ta có MN = (3; 0; -1)

Vi n . MN = 3.1 I 0 - b = 0 nên b = 3. Do đó n = (1; a; 3).
Mặt phẳng Oxy có veclơ pháp tuyến k. = (0; 0; 1).

n.k 1 T
»  a = ±4ĨỐn

Ta có: cos— = 
3 . k ^ 2  V ? ^ 1 0

PT mặt phẳng (P) là:
1.(x - 0 ) ± a/ ^  (y -0 )  + 3.(z- 1) = 0<I>X± /2 6 .y  + 3 z -3  -  0.

Bài toán 10: Viết phương trình mặt phang (P) chứa trục Oz và tạo với mặt phang 
(a) có phưOTg trình: 2x + V - Vs z = 0 một góc 60".

Giái
Mặt phẳng (P) chứa Oz nên có dạng:

Ax + By--=0=> n'p = (A; B; 0). I^ = (2 ; L -V s ) .
Theo lỉiả thiết cúa bài toán

%  -  |2A + B| 1
cos(np,n,y) = — ....... =cos60 = —

Va ' + b '.V4 + i + 5 2

<=> 2 I 2A + B 1 = VĨÕ.Va ^ + B- «  6A^ + 16AB - 6B" = 0.

Lấy B = L tacó ;6A ^ 4 16A -6 = 0 A| = -' 3
Aỵ = -3

Vậy có hai mặt phẳng (P) phải tìm; “  X + y = 0; -3x + y = 0.

Bài toán 11: Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa giao tuyến d của 2 mặt phang: 
x + y + z -  3 = 0, 2x + y + z -  4 = 0và hợp với mp(Oxy) góc 60".

Giải
Giao tuyến d của mặt phăng; x + y + z - 3= 0 . 2x + y + z -4  = 0đi qua M( 1; 1; 1) và

CÓVTCP u = [n j ,  m l = (0; 1;-1)
(P): A(x - 1) + B(y - 1 ) 4  C(z - 1) = 0, A ' + B“ + ^ 0.

Ta có VTPT n = (A, B. C) vuông góc với u nên;
B - c = 0 =ì> c = B. Do đó (P): Ax + By f Bz - A - 2B = 0

Mặt phẳng (Oxy) có VTPT k = (0; 0; 1).
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n I ■-- -  I 1 B 1
1 a CÓ; cp = 60 <=> 1 cos( n . k ) I = — Cí> , =  = —

2 V A -+2B - 2

= 2B- «> A = ±B V2 .
Từ dó tìm được 2 mặt phăng (P);

V2  X + y - V2  '2==0, V 2 x - y - z - V 2  + 2 = 0.
Bài toán 12: Trong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, cho hai mặt phang 

(a); 2x - y + z - 2 = 0. (P); X + 2y + 2z - 4 = 0. Viết phưong trình đường thẳng 
d nằm trong (a). song song và cách (p) một đoạn bằng 1.

Giải
Cìọi (P) là mặt phăng song song với (P) và cách (P) một đoạn bằng 1 thì 

(IB: X + 2v + 2z + m = 0 (m + -4)
ịm + 4j

d ((P ).(a ))=  1 « = 1 <=>| m + 4 1= 3 <=>
m  =  - ì  

m  =  - l

=

V P + 2 ^ + 2 ^  '
Với m = -1, ta có (P); X + 2y + 2z - 1 = 0
Khi dó đường thămi d cần tìm chính là giao tuyến của (P) và (a)

l'a có V rPd' iip = (1 ;2;2), VTPT n^ = (2;-l ;1) thi đường thẳng d có VTCP là

(4; 3;-5)

Chọn M( 1 ;0;0) thuộc giao tuyến của (P) và (a)

, x - l  _ y z1 a có d; ----= -  = —
4 3 - 5

x + l _ y _ z - 4
Với m = -7. giải tương tư thì có d:

4 3 - 5
Bài toán 13: Viết phương trình đườiig thẳng đi qua M (l; -5; 3) và tạo với hai 

dường thăng ()x, Oy các góc bằng 60".
Giải

Gọi ù = (a; b; c). â  + b̂  t ĉ  + 0 là vectơ chi phương của đường thẳng cần tìm. 

Các dưÒTm thảng Ox, Oy có các veclơ chỉ phưcmg là i = (1; 0; 0), j = (0; 1; 0). 

Theo giả thiết của bài toán thì:

___ = cos60" = -  .
V ã"+ b"+ c" Va“ + b " + c “ 2

o  a^" b' = — (a“ + b" + ĉ ) <íí> 4â  = 4b̂  = a + b“ + ĉ .
4

<=> 2a“ = 2b" = c“. Chọn c = V2 thì a = ± 1. b = ± 1.
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V ậy có 4 Irường hợp xảy  ra:

Với u = (1; -1; V2  ) thì đường thẳng có phương trình:

x -1  'y + 5 z - 3
1 1 V^

x -1 y + 5 z - 3
1 -1

x -1 y + 5 z - 3
-1 1 V ỉ
x -1 y + 5_ z - 3

V U I  u  — \  )  L UI  U U U I I ^  l u a u ị ;  c u  u Ẳ U I I .  ------------— ---------------— r -  .
— 1 — 1 "V 2

Bài toán 14: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz. viết phương trình đường 
thẳng A nằm trong mặt phẳng (P): X + y - z + 1 = 0, cẳt các đường thăng 

X -1  _ y _ z - 2  ^  X - 3  _ y -1  _ Z-1
~ - 1  ~ ~ 1  ~ - 2

và tạo với đường thẳng d một góc 30“.
Giăi

Ta có đường thẳng d nằm trong (P) và đường thẳng d' cắt (P) tại điểm A(5;-l 5). 

Lấy B(l+t; t; 2+2t) e d => AB= (t-4; t+1; 2t-3) là VTCP của d.

Ta có cos(A; d) = 30^ <»

> A B = (t-4 ;t+ l;2 t-3 )làV T C P ( 

|6 t-9Ỉ

V 6 V Ỡ ^ 4 )'+ (t + l ) '+ ( 2 t - 3 ) '

/ 3 t = ~ l  

t = 4

Với t = -1 => AB = (-5;0;-5) => chọn VTCP
x = 5 + t

Vậy phương trình A: s y = -1
z = 5 + t

Với t = 4 ÃB= (0;5;5) => chọn VTCP(0;1 ;1)
X = 5

y = - l  + t .
z = 5 + t

Vậy phương trình A;

Bài toán 15: 'ITong không gian với hộ toạ độ Oxyz. cho mặt phăng 
(P): X - y + z - 6 = 0 và hai dường thẳng

d,:
x - 2  y - 3  z - 4  x - l  y4-2 z.------ = ------- _ -------  ̂CI2: ---------------- --  —

2 1 -2
Viết phương trình đường thẳng d song song với mp(P) đồng thời d cắt hai 

đường thẳng di, d2 lần lượt tại điểm A và B sao cho AB = 3Vó .
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Giải
Cìia sử A(2-t; 3 tli; 4+ti). B(l +2t2; -2 +I2; 2-2t2)

Mặt phảng (P) cỏ VTP 1' là Hp = (1

'l a có: d // (P) < 0  AB.Op = 0

<=> (-1 + 2í2 + ti) - (-5 + 12 - 1|) + (-2 -2t2 - ti) = 0 <=í> Í2 “  ti +2 

'l ừ dỏ suy ra AB = (3t| + 3; -3; -3t| - 6)

Theo giả thiết; AB = 3Vó <=> (3ti + 3)̂  + 9 + (3t| + 6)“ = 54

t ,= - 3
t, = 0

<=> + 3í, = 0 <»

Với ti ^ -3 => A (5:0;l) e (P) (loại)

Với t| -  0 --=> A(2;3;4). ÃB= (3;-3;-6)
x - 2  y - 3  z - 4

Vậy phương trình d: ----- = — — = ------- .

Bài toán 16: 1'rong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, cho đường thẳng

d: ^ ~ ; mặt phẳng (P): -X y + 2z + 5 = 0. Viết phương trinh
4 2 1

dườnu thăng A nàm trong (P), song song với đường thẳng d và cách đường 
ihănư d một đoạn hàng VĨ4 .

Giãi
'ha có dường thăng d nàm trong (P).
Lấy A(2; 3; -3) G d. Gọi d' là đường thẳng nàm trong (P), đi qua A và vuông 

ỈZÓC với dường thăng d.

l'a cỏ np "3-1; 1; 2) và U j = (4; 2; 1)

Dường thăng d' có VTCP Uj. [ n ; Uj I = (-3; 9; -6) hay (-1 ;3;-2).

Suy ra d': <

X = 2 - t
y = 3 + 3t . M e d' M(2 - 1; 3 + 3t: -3 - 2t) 

z = - 3 - 2 t

Ta có AM = VĨ4 <=> t“ (3t)“ (2t)" = Vl4 Cí> t -  ±1
X -  1 \  -  6 z +  5

Với t "" 1 => M( 1; 6; -5) ^  A: - = 2 _  T

Vớit -1 =^M (3:0;-l)zz^A :
X -  3 _  y  _  z  + 1

281



Bài toán 17: 1'rong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho mặt phăng (P): 2x + y - z = 0, 
X — 4 y 7 '

dường thăng d; - — - = — = Viêt phương trình đường thăng A đi qua 
1 1 - 3

M( 1; -1; 1), vuông góc với dường thẳng d và tạo với (P) một góc bằng 30“.
Giải

(lọi VTCP của dường thẳng A là u  ̂=(a; b; c), (a' + b  ̂+ c  ̂ 0).

Dường thẳng d có V3'CP là =(1; 1; -3).

Mặt phẳng (P) lần lượt có v  rp  1' là Up = (2; 1; -1).

Từ các giả thiết ta có hộ phương trình;
a + h -  3c = 0

\2a + h -c \  1

Thế b " 3c - a vào phương trình sau ta dược;
4(a 4 2c)“ = 6(a“ + (3c - ap 4 c‘) <=> 2a“ - 13ac 4 1 !c ' = 0

a = c => b = 2c

lsin(A,)(P)) = sin 30'’

c> (a - c)(2a - 11 c) = 0 <=>
2a = llc  =>b = - - cọ

Xót a c b ■■ 2c ta chọn a = c b = 2.

Phương trình A:
X - 1  y + 1 / . -

Xét 2a = 11 c => 2b -5 ta chọn a = 11, c = 2 => b = -5.

, , . . X -1  y 41 z - 1Phươnu trình A ;------= — = ------ .
11 - 5  2

Bài toán 18: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz. cho mặt phăng

í X = 2 4- t

(P); X - y 4 2z 4 6 0, A|; <y = -1 4 2 l ; A2: < 
z = -3

X = 5 + 9t' 

y = 10 + 2t'; 
z = l - t '

Viốl phương trinh dường thăng A song song với (P), cắt hai đường thang A|. At 

và khoảng cách từ A dến (P) bằng
Vó

Giải
Giả sử dường thăng A cắt A| tại A thì A(24 a; -142a; -3)
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l a cód(A, (P)) d(A; P ) - Te
2 + í/ + 1 -  2í/ -  6 + 6|

r 3 -  a 1= 3 <=>
a = 0
<3 = 6V ó  V ó

Vứi a = 0. ta có A(2; -1; -3).
Giá sứ A cắl At tại B thì B(5 + 9b; 10 + 2b; 1 - b) 

l'a có Ă \ T  0 (3 + 9b) - (11 + 2b) + 2(4 - b) = 0

c ^ b  = 0 :^ B (5 ; 10; 1)=^ ẢB=(3; 11; 4) 
x - 2 _ v + l _ z + 3  

3 ” "  ■
Phuơng trinh A:

1 1 4  
Với a = 6. ta cỏ A(8; 11; -3).
Gia sư A  cẳt A 2 tại B thì B(5 +  9b; 10 + 2b; 1 - b). 

l a có: AB.Hp - 0 «  (-3 + 9b) - (-1 + 2b) + 2(4 - b) = 0

_  u 6 _  -,v 69 17 26 ì
5  ̂ 5 5 5 j

Vậy pliươnu trình; A:
69 17 -2 6

Bài toán 19: Lập phương trình mặt cầu (S) có tâm 1(2; 3; -1), cắt đường thẳng 
'x = 2t

d: ^y = -  - -  + t tai 2 điểm A. B mà AB = 40.
2

z = - 1 4 - 2 t

Giải
Gọi II là trung dicm dây AB thì III vuông góc với AB. Mặt phăng (P) qua I, 

\ Liôim góc với d có phương trinh;

Ta có R- “ IA“ = AI 1̂  + 111- = 20“ 4 1 5 '  -  225. 
Vậy (S); (X - 2)- +■ (y - 3)- + (z + 1 -  225.

[m“ Ĩ-u
c ách khác: IIỉ d(l. d) = -

Bài toán 20: Cho (P); 5x - 4y + z - 6 = 0, (Q); 2x - y + z + 7 = 0 và d là giao tuyến 
cua 2 mặt phăng; X - y + 2z - 3 " 0, X - 3y - z = 0. Lập phương trình mặt cầu
(S) làm 1 là giao dicm cùa d vcVi (P). cắt (Q) theo đường tròn có chu vi 4ti Vs .
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Ciái
Tâm l(x; y; /)  có toạ dộ là nghiệm của hộ:

5 x - 4 y  +  / - 6  =  0 

< X -  V + 2/. -  3 = 0 Cí>- 

X -3 v  - z  = 0

X = 1

y = 0 nèn 1(1:0; 1) 
/. = 1

Ị2.1 -0  + 1 + 71 10
1 a có d d(l. (Q)) =

V4 +1 +1 V6

Dườne tròn giao luyến có chu vi 4ti Vs = 2nr nên cỏ bán kính X ^ 2 Vs , do đó

R- = d- + r- =
10

Vậy phương trình (S): (x - 1 +  y " -t ( z  - 1) “
110

Bài toán 21: Trong kh(3ng ízian với hệ trục toạ dộ ()xyz. cho mặt phăng

(P); 2x - y - 2z ■-= 0 và dường thảng d:
X _  V +  1 _  z  -  2

Viết phưcrng trình mặt cầu (S) có tâm thuộc dường tháng (d), cách mặt phăng 
(P) một doạn bànt> 3 và cẳt mặt phăng (P) theo giao tưyến là dường tròn có bán 
kính băng 4.

Giải
Gọi 1 là lâm của mặt cầu (S).

Vì 1 thuộc dường thăng d nôn I(-t; -1 +2l; 2 11)

/  =  1+ 3
1 a cỏ d(l, (P)) - 3 <=> = 3

/ =

Nên l(-l;l;3 )hay  I(2;-5;0)

Vi mặt phănu (P) cắt mặt cầu (S) theo dường tròn có bán kính bàng 4 nên mặt 

cầu (S) có bán kính R =■-= + 4' = 5 .

Vậy phương trình mặt cầu (S) cần tìm là:
(x t- 1 )‘ + (y - 1 Ỹ + (/• - 3 ) “ 2 5 ;  (x - 2 f  ^ (y + 5)^ + z" =  25.
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DẠNG TOÁN
3.

X Á C  ĐỊNH D IỂM

Diêm \ í  ihiiộc trục ()x: M(x:0:0).
Diêm M ihuộc trục Ov M(():y;0).
Diêm Xí thuộc trục Oz: M(0:0:z).
Diêm M thuộc mặt Oxy: M(x:y:0).
Diêm i\f thuộc mặt ()yz: M(();y;z).
Diêm M thuộc mặt ()zx: Mix:0;z).
Diêm i\ í ( x o : y o : z /) ) thuộc mặt phăng (P): Ax By  ̂ Cz ~ D 0

khi và chì khi Axn " Byo ^ Czo + D =0.

ì)iêm M thuộc dường thăng d:

XKxn ' ut:yo " ht:z()  ̂ci).

Diêm Kí thuộc dườmĩ tháng d:

X  = a'q + a t

y  = y^-vhl, t e R khi và chi khi.

-  “ 0 +

X  -

a h c
khi và chi khi K 'Í ( X ( )  at:yo +ht;zo ' ct).

lìài toán 1: rim diếm M trên trục Oz trong mỗi trường hợp sau:
a) M cách dồu diêm A(2; 3; 4) và mặt phẳng 2x + 3y + z - 17 = 0
b)  M cách đều hai mặt phảnu X +  y - z +  1 =  0 và X - y +  z +  5 =  0.

Giải
1 a có M e Oz nôn M(0; 0; c)

|c-17l
a) MA = d(M; ( P ) ) o  ^ 4  + 9 + (4 ~ c ý

/ 4  + 9-

13 + (4 - c)- = « 1 8 2 + 1 4 ( 4 -  c)  ̂= (c - 17Ý
14

Tù đó giải ra c = 3. Vậy M(0; 0; 3)
Ị—c+lj jc+^

h) Diêm M cách dcu hai mặt phăng đã cho nên =—p.-
Í3 Ì3

«  I -c 1 I = I c + 5 I
<=> -c + 1 = c + 5 hoặc -c + 1 = -c - 5 <=> c = -2.
Vậy M(0; 0; -2).
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Bài toán 2: Tìm loạ độ điểm
a) c nằm trên mp(P); 3x - 8y + 7/. - 1 = 0 sao cho ABC là lam giác đều với hai 

điếm A((); 0; -3), B(2; 0; -1).
b) c thuộc Oz đổ mặt phẳng (ABC) hcrp với mặt phăng ((X): 2x - 2y -- /. +5 =  0 một 

góc bàng 60** với A( 1; 0; 0), B(0; 1; 2).
Giải

a) Gọi điểm C(x; y; z) thuộc mp(P).

Ta có ABC là lam giác đều cạnh AB - 2 ^ 2  nên;

x '+ r + ( z  + 3)' =8

X + 2 + 1 = 0
3x-8> ’ + 7 z - l  = 0

2 _ 2  _ p  
3 '~ 3 '  3 /

b) Gọi C(0; 0; m) e Oz. Tacó: AB = ( - l ; l ;2 ) ,  /1C = (-l;0 ;m )
=> u =

'CA = 2 V2 X- + y ' + (z  + 3)' =8

CB = 2 V2 <=> ■( x - 2 ) ’ + y- + (z  + l)- =8

C e (P ) 3 x -8 y  + 7 z - l  = 0

(}iái ra có hai điểm: C(2; -2; -3), c

4B/AC  = (m; m-2; 1) là vectơ pháp luyến của mặt phảng (ABC). 

Mặt phang (a) có vectơ pháp tuyến n = (2; -2; -1).
Mp(ABC) và (a) hợp nhau góc 60 nên:

Ì2m + 4 - 2 m - ỉ Ị
COSÔO

■ -  \2m + 4 -2 m - \ \  1
cosịu.n) = .------ ------ _L,. = —

3^jnr-ị-\+{m-2f  2
= — <=> =

2±V 2

2 + V2 2 - / 2
Vậy có hai điểm C(0; 0; ), C'(0; 0; —— - ) .

Bài toán 3: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz. cho đièm A(5; 5; 0) và dường 

thẳng d: ^ ^  ̂ = ^cztl = c „ z  '['ìm toạ độ các điểm B, c  thuộc d sao cho tam

giác ABC vuông tại c và BC = V2 9  .
Giải

Vì c thuộc d và AC T d nên c là hình chiếu của A lên d.
Dường thẳng d có vectơ chỉ phưcmg u = (2; 3; -4). Mặt phang (P) đi qua A

vuông góc với d nhận u làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình:
2(x - 5) + 3(y - 5) - 4(z - 0) = 0 «  2x + 3y - 4z - 25 = 0.
Do đó c  là giao điểm của d và (P) nên có toạ độ xác định bởi hệ:

X + 1 y + 1 z - 7 X = 3
A

ị 2 ~ 3 ~ - 4  <r>ị y = 5 . V ậy C (3 ;5 ;-l).
2x + 3 y - 4 z - 2 5  = 0 z = -1 □__
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Ta có B e d nên B(-l + 2t; -1 + 3t; 7 - 4t)

BC /2 9  «  (2t - 4)^ 4 (3t - 6)  ̂+ (8 - 4iÝ = 29 
<=>t^-4t + 3 = 0<=>t=l hoặc t = 3.

Vậy B(l; 2; 3) hoặc B(5; 8; -5).
Bài toán 4: Cho lam giác ABC có C(3; 2; 3), đường cao AH nàm trên đưòng

x - 2  _ _ z - 3
thăng (di);

trên dưÒTig thăng (d2):

. đường phân giác trong BM của góc B năm

y -  4 7.-3
"  - 2  "  1 

Giải

. Tìm đỉnh A và B.

c

Dường thẳng (A) đi qua KB là:

1) Mặt phảng (P) qua c . _L (d|) là: 
l .(x -3 )  + l . ( y - 2 ) - 2 .( z - 3 )  = 0 

<=> X + y - 2z + 1 =0.
(P ) n (d2) = B (l;4 ;3 )

Mặt phẳng (Q) qua c . T (d2) là:
1 .(x - 3) - 2.(y - 2) + 1 ,(z - 3) = 0 X - 2y + z - 2 = 0
(Q ) n (d2) = I(2 ;2 ;4)

K đối xứng với c  qua (d2) thì K nằm trên đường thẳng chứa cạnh AB. Vì I là 
trung dicm của CK nên K(1; 2; 5).

'x = l 

y = 2 + 2t 
z = 5 - 2 t

Do đó: (A) cất (di) tại A(1; 2; 5)
Bài toán 5: 'Prong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho tam giác ABC vuông cân 

lại B. Biết rằng A(5; 3; -1), C(2; 3; -4). Tìm tọa độ đỉnh B biết đỉnh B thuộc 
(P): X + y - z - 6 = 0 và có X|ị > Xe-

Giải
Gọi B(a; b; c). Vì B e (P) nên a + b - c - 6 = 0 
Ta có: BA = BC «  (a- 5)  ̂+ (b - 3)  ̂+ (c + 1

-  (a - 2)^ + (b - 3)^ + (c + 4)^ «  c = 1 - a 
Do đó b = c + 6 - a = 7 - 2a nên B(a; 7 - 2a; 1 - a).

Mà ÃB.CB = 0  ^ { a -  5)(a - 2) + (4 - 2a)(4 - 2a) + (2 - a)(5 - a) = 0
a -  2

o a  -5 a  + 6 = 0 o
a -  3

Do dó B(2; 3; -1), B(3; 1; -2). Theo đề bài thì chọn B(3; 1; -2).
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Bài toán 6: I rong khôn g gian vớ i hộ toạ độ ( )x y z . ch o  hình bình hành A B C D  có

A(l; 0; 0). C(2; 2; 2) và Đ thuộc trên đường thẳng d;
x + 2 _ y - 3 _ z -

i - 2  - 2
rim tọa dộ đỉnh B biết diện tích của hình bình hành ABCD bàng 3^f ỉ  .

Giải
Vi D thuộc đường thảng d nên D(-2 + t; 3 - 2t; 1 2t).

Ta có: Ã C=(1;2;2X  Ãĩ5 =(t - 3 ; -2t + 3 ; -2t + 1)

=i> [ Ả c \ ẢD ] = (-4; 4t - 7; -4t t 9)

Ta có Sabco = 3yỈ2 <=> s  jị[)

1 3 / 2

3 V2

« - V 3 2 t '  -128 t + 146 = ™ c ^ 3 2 t ^ -  128t+ 128 = 0 « t  = 2.
2 2

S u y raD (0 ;-l;-3 )

Vì ABCD là hình bình hành nên AB = DC => B(3; 3; 5)
Bài toán 7: '1’rong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho mặt phăng 

(P): X - 2y f 2/. - 1 = 0 và hai dường thẳng 
^  X +1 _ y _ z + 9 ^  . X -1  _ y -  3 _ z +1

' ■ r  " ]  ’ ~2~ ”  1 ~ “  ■
Xác định toạ dộ điềm M thuộc đưÒTig thẳng Ai sao cho khoảng cách từ M dến 

đirừng thăng A2 và khoảng cách từ M dến mặt phang (P) bàna nhau.
Giải

A2 qua A(1; 3; -1) và có vectơ chỉ phương u = (2; 1; -2)
M e A, =>M (-M  t ; t ; - 9  + 6t)

MẤ = (2-t; 3-t: 8-6t), l , u 1 = (8t - 14; 20-14; t-4)

l l ^ ,  uỊ I = 3x/29t-- 8 8 1  + 68

Khoáng cach từ A đến A2:
[ h ú ,11

u
= x /2 9 r-8 8 / + 68

, 1-1 + / - 2 / + 1 2 / - 1 8 - 1 I Ị I I / - 2 0 I
Khoảng cách từ M đến (P): d(M, (P)) = -------!— . ^ J-----------

V l ' + ( - 2 ) ' + 2 '  3

|l l t - 2 0 |
3

Ta có d(M, A2) = d(M, (P)) »  V 29t--88t + 68 =

«> 35t^ - 88t + 53 = 0 <=> t = 1 hoặc t = —
55
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Vứì ị - \ = ^  M(0; 1; -3), l = —  =^M
35

í l ỉ  i _
3 5 ’ 35 ’ 35

^ 1 - . i  , X y -1  Z - 1  ,, x - 1  y -1  zBài toán 8: Cho 2 đường thăng: d: — = ---- = ------ , d : ^ ----- = —
1 - 1  1 - 1  1 1

Tìm A thuộc d, A' thuộc d' sao cho AA' vuông góc d, d'.
Giải

Diểm A thuộc d nên A(t; 1-t; 1 +t) và A' thuộc d' nên A '(l-t'; 1 + t'; t'). 

Dường thăng d. d 'có  VTCP u = (1;-1; 1), ũ '=  (-l; 1; 1)

ÍA A 'ld  ÍAA'.ĩi = 0 í - 3 t - t '= 0
lacó-^ __  <=>< <»<i

A A '±d’ AẤ'.u'=0 Ịl + 3 t'=2

Vậv hai diêm A

. • A
4

( 1 5 3> f 1 7 3^-- • —  • — và A' —  • —  • _
1 4 ’4 ’ 4y U ’ 4 ’ 4 j

Bài toán 9: Cho điểm A(2; 1; 4), tìm điểm M thuộc đường thẳng A:
X = l  + t

y = 2 + t đê AM bé nhất.
z = l + 2 t

Giải
Vì M thuộc A nên AM bé nhất khi M là hình chiếu của A lên A. Đường thẳng A 

có V TCP li = (1; 1; 2), M( 1 +t; 2+t; 1 +2t).

Ta có ẢM . u -  0 <» t = 1. Vậy M(2; 3; 3).
Bải toán 10: Cho hai điểm A(3; 1; 1); B(7; 3; 9) và mp(a); x + y + z + 3 = 0.

rim điểm M trên (a) để 1 MA + MB I đạt giá trị nhỏ nhất.
Giải

Gọi I là trung diểm của đoạn AB => 1(5; 2; 5) 

l a có MA + ÌvĨB = 2  MĨ I MA + MB 1 = 2MI.

Vậy I MẤ f Mli I nhò nhất <» MI nhỏ nhất <=> M là hình chiếu vuông góc 
của I trên mp(a).

'l oạ độ của M(x; y; z) là nghiệm của hệ:
X = 5 + t 
y = 2 + t

=ỉ> t = -5 => M(0; -3; 0).
/. = 5 + t
x + y + z + 3 = 0  <
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[’oạ độ điểm M(x; y; z) thoả mãn hộ: =>t=  1 =^M(7; 2;-13).

Bài toán 11: Cho hai điểm A(3; 1; 0). B(-9; 4; 9) và mp(a): 2x - y + z + 1 = 0.
Tìm toạ độ điểm M trên (tt) sao cho: I MA - MB I đạt giá trị lớn nhất.

Giải
Dặt f(x; y; z) = 2x - y + z + 1, thi f(XA; yA. z.A).f(xB; yn, z.[ị) < 0 nên hai điểm A, B ở 

khác phía đối với mặt phang (a).
Gọi A' là điểm đối xứng của điểm A qua mặt phẳng (a),
Ta có: I MA - MB I = I MA' - MB I ^ A'B (Không đổi).
A'H: X = 3 -I- 2t. y = 1 - 1, z == t nên H(3 + 2t; 1 -t; t) thuộc (a) suy ra t = 2 
^ H ( l ;2 ; - 1 ) .  D o đ ó A '(-l;3 ;-2 ).

X - - l  + 8t

Đường thẳng A'B có phương trình y = 3 - 1
z - 2 - l l t

X = - l  + 8t

y = 3 - t  
z = - 2 - l l t  
2x -  y + z + 1 = 0

Bài toán 12: Cho hai điếm A (l; 2; -1), B(7; -2; 3) và đường ihăng d có phương

trình: -̂----= - — ^ = ——-  . Tìm dièm I thuộc d sao cho tông lA + IB nhỏ nhât.
3 - 2  2

Giải

d có VTCP u = (3; -2; 2) và đi qua M (-l; 2; 2).

'l'a có AB = (6; -4; 4) = 2u và M không thuộc d nên đường thẳng AB song 
song với d.

b) Phương trình mặt phẳng (P) đi qua A và vuông góc với d;
(P): 3(x - 1) - 2(y - 2) + 2(z + ĩ) = 0 <=> 3x - 2y + 2z + 3 = 0.
Điểm H thuộc d nôn Il(-l+3t; 2-2t; 2+2t) và thuộc (P) 

nênt - 0 ^ H (M ;2 ;2 ) .
Do dó điểm đối xứng A qua d là A'(-3; 2; 5).
'l a có lA + IB = lA' + IB > A'B; không đối.
Do đó lA + IB bé nhất khi 1 = A'B n  d mà AB song song d nên I chính là trung 

điểm A'B. Vậy 1(2; 0; 4).
Bài toán 13: Cho ba điểm A(2; 0; 1). B(2; -1; 0). C (l; 0; 1).

X = t

y = 2t diểm s  sao chơ SA 4-SB-i-ScỊ đạt giá trị 

z = 3t
'1 im trên đường thăng (d):

nhỏ nhất. 
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l am giác ABC có trọng tâm G(

Giải
r .  5 . 1 . 2; —). Ta có: 

3 3

isẤ + SB + sc 3SG 3SG. Do đó T bé nhất khi s là hình chiếu vuông

góc cua Cj lên d.
Vlặt phăng (P) qua G. vuông góc d; X + 2y + 3z - 3 = 0.

S(t. 2t, 2t) thuộc (P) nên t = Vậy s  — .
14 [ \4  1

Bài toán 14: Cho A(l; 4; 5). B(0; 3; 1); C(2; -1; 0) và mặt phẳng
(P): 3 x - 3 y - 2 z - 15 = 0.

Tìm diểm M thuộc (P) để MA" + MB^ + MC^ bé nhất.
Giải

Tam giác ABĈ  có trọng tâm G(l; 2; 2). Ta có:

T MA^+MB-+MC^ =(M G +Õ A )^ + ( K ^  + GB)^ + ( f ^ + G C ) ^
= 3MG“ + GA" + g B" f GC^ ^ GA^ + GB^ + GC^

Do dó r bé nhất khi M là hình chiếu cùa G lên mp(P).
Dường thăng d qua G, vuông góc (P) có phương trình: 

x = l + 3t
y = 2 - 3 l  . Thế X. y, z vào (P) thì t = 1. Vậy M(4; -1; 0) 

z -  2 -  2t

Bài toán 15: 'ITong không gian với hộ toạ độ Oxyz cho đường thẳng di đi qua các

dicm A(5; 4; 3). B(6; 7; 2) và đườnu thẳng di: ——  = -— -  = ^  . Tìm điểm c

thuộc d: sao cho tam giác ABC có diện tích nhó nhất. Tìm giá trị nhỏ nhất đó.
Giải

Dường thăng di qua A và có v r c p  AB = (1; 3; -1)

Dườne thăng d2 qua M( 1; 2; 3) và có VTCP u = (2; 3; 1)
1 1

Sabc = -  AB.CH = ■- VŨ ,d(AB. d).
2 2

Gợi 1.1 là đoạn vuông góc chung của d| va di (I e da. J e d|).
Ta có: I( 1 + 2t; 2 f 3t; 34t). J(5 4 s; 4+3s; 3-s).

l.I = (4 - 2t 4 s; 2 - 3t 4' 3s; -t - s)
U là doạn vuông góc chung cùa d| và ảj nên:

[lj.ủ = 0 Í2(4-2t + s) + 3(2-3t + 3s) + ( - t - s )  = 0 Jt = l

IJ..AB=0 |(4 -2 t4 -s> f3 (2 -3 t4 -3 s)-(-t-s)^ 0  js = 0
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S a b c  >  -  AB.U = -  V Ĩ Ĩ . V ó  = — -  . Dấu = khi c = 1(3; 5; 4).

Bài toán 16: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm A(-2;l;0), đường 
, X — 2 y ~ l  7 — 1thăng d: ------ = --^— . Gọi B là điêm đôi xứng của A qua d. Tìm tọa dộ

điểm c trong mặt phẳng (P): 3x + 2y - 3z - 2 = 0 sao cho đoạn thẳng BC có độ 
dài nhỏ nhất.

Giải
Gọi H là hình chiếu của A lên đường thảng d thi H(2+l; 1-t; l+2t).

Đường thẳng d có VTCP uJ = (1;-1 ;2)

Khi đó Ã H .ũ^ = 0 » ( 4 f t ) - ( - t )  + 2(l +2t) = 0 = ^ t = -l =>H(1;2-1)
Vì H là trung điểm AB nên B(4;3;-2)
Với c e (P), để BC nhỏ nhất thì c là hình chiếu của B lên (P).

Khi đó đường thăng BC di qua B(4;3;-2) và nhận Up (3;2;-3) làm VTCP.

Do đó C(4+3c; 3 t-2c; -2-3c)
Mà c G (P) «  3(4 + 3c) + 2(3 + 2c) - 3(-2 - 3c) - 2 = 0 o  c = -1 
Vậy điểm C (l;l;l) .

Do đó 1(3; 5; 4), J = A(5; 4; 3); u = +(-!)' +(-!)' =Vó

DẠNG TOÁN
4.

TO Á N  TỔNG HỢP

Góc giữa hai vectơ u = (x,y,z) và V (x',y',z'):
-  - x.x'+y.y'+z.z'

cos(w, v) = .
^Jx -^y + y  +z

Góc giữa đường thang d có VTCP u và mặt phăng (P) cỏ VTPT n : 

sin{d, (P)) = I C05( u , n )\
Khoảng cách từ Mn(xo, yo. ^o) đến(P): Ax í By t Cz ~ D 0 lù: 

ylA- +B-+C--
Khoáng cách từ diêm Mn(xn, yo, Zù) đến đường thủng d qua A vù cỏ VTCP

—r [ Ả M 'ữ \ u

u = AB : d[M^\d)  = ----- :rz—=
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Uị y ĩ4-ị .m ] m .

Khoáng cách giữu hai đường thẳng chéo nhau: dì qua M ị  và có VTCP u ó d2 
qua M2 và có VTCP u 2-'

Diện lích lam giác ABC: Ŝ’ = — I [ AB , AC ] 1

Thê lích lứ diện ABCD: v  = — \ [ A B , A C  ].AD 1
6

Bài toán 1: Cho hai điểm A( 1; -1; -2), B(3; 1; 1) và mặt phẳng (P): X - 2y + 3z - 5 = 0.
a) Tìm toạ độ điếm A' đối xứng với điểm A qua mp(P).
b) Viết phưong trình mặt phẳng (Q) đi qua A, B và vuông góc với mp(P).
c) Viết phương trình đường thẳng A nằm trong (P), đi qua giao điểm I của 

dưcmg thang AB với mp(P) và vuông góc với AB.
Giải

' ( X +1 y —1 z —2 '̂
a) Gọi A'(X(,; V(,; Zo) thì trung điêm của AA' là: I -̂----

V 2 2 2  _

. ÍAA’1 ( P ) _ ^  
la có  <=><!

l€ (P )

1 -2  3

2
Y o-l \ í ^  “ 2^+ 3

) l  2 J
■5 = 0

15 23 10
l ừ đó ta tìm dược toạ độ của A' _ , _ , _

 ̂ 7 7 7 ,

b) Mặt phăng(Q) có veclơ pháp tuyên là n = [ A B , ttp  ] = (12; -3; -6) hay (4; -1; -2)

Vậy phương trình của mp(Q) là:
4(x - 1) - (y + T) - 2(z + 2) = 0 hay 4x - y - 2z - 9 = 0.

c) I thuộc AB nên 1(1+2t; -l+2t; -2-+3t)
8 ’ r 23 9 10^

Thế vào (P) thì t = “  nên giao điểm I ;4 ;  _
7  ̂ 7 7 7 j

Dường thẳng A chính là giao tuyển của mp(P) và mp(R), trong đó (R) đi qua I 
và vuông góc với AB.

Vì AB = (2; 2; 3) nên phương trình của mp(R) là:

= 0 hay 14x + 14y + 21z - 94 = 0í  23̂ f 9̂ J  10^1 X - — + 2 y
l 7 j V 7j \  7 j
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Suy ra A có phương trình tham sô là:

_ 23 ,
7

9
y = ^ - t  ,

z = t ^ - 2 ,
7

Bài toán 2: Cho M (l; 0; 2), N (l; 1; 0), P(0; 1; 2). Gọi A, B, c  lần lưcTt là giao
điểm mp(MNP) với Ox, Oy, Oz.
a) Chứng minh ba đường thẳng AP, BM, CN đồng qui tại (}.

b) Gọi (pi, Ọ 2 , 93  là các góc tạo bởi ÕG với OA , Õ B , o c  .
Chứng minh COŜ ỌI + cos^Ọ2 + cos^(p3 = 1.

G iải

a) = (0; l;-2 ), w  = ( - l ;0 ;2 )
nên tìm được mặt phang <MNP): 2x + 2y z - 4 = 0.

Cho y = z = 0= > x  = 2=> A(2; 0; 0) 
z = x = 0:=^y = 2=> B(0; 2; 0) 
x = y = 0 = ^ z  = 4=í> C(0; 0; 4)

Ta có NA = NB. PỈ3 -= PC, MA = MC nên trong tam giác ABC thì 3 trung
2 2 4

tuyên AP, BM, CN đông qui tại trọng tâm G( -  ; ; — ).

b) Ta có OG = ( — ; — ; — ), O A ' = (2; 0; 0) nên COSỌI = cos( OG , OA ) = .
3 3 3 J 6

1

V6

Tương tự COSỌ2 =  , C0 S(P3 = ^  đpcm.
v6  Vó

Bài toán 3: Cho hai mặt phẳng (P) và (Q) lần lưcrt có phương trinh:
(P): 2x - y + z + 2 = 0 và (Q): X + y + 2z - ỉ = 0.

a) Chứng minh rằng (P) và (Q) cắt nhau. Tìm góc giữa hai mặt phẳng đó.
b) Viết phương trình dường thẳng d đi qua A(1; 2; -3) và song song với cả (P) 

và(Q).
c) Viết phương trình mp(R) đi qua B(-l; 3; 4) vuông góc với cả (P) và (Q).

G iải

a) Hai mặt phẳng (P) và (Q) lần lượt có các vectơ pháp tuyến là t t p  = (2; -1; 1) 

và nQ = (l; 1;2).

Vì hai vectơ đó không cùng phương nên (P) và (Q) cắt nhau.
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Cìọi ọ là góc giữa hai mặt phăng dó là: 

' ' |2 -1 + 2 | 1 

Vó.Vó
COSỌ) = 9 60".

ị n , , . n ọ  V D . V O  ^

b) Dường thẳng d song song với cà (P) và (Q) nên có vectơ chi phưcmg

(-3; -3; 3) hay (1; 1; -1), vì A không thuộc 2 mặt phẳng (P),

(Q) nên đường thăng d cần tìm có phương trinh
■1 _ y - 2  _ z + 3

c) Mp(R) đi qua B (-l; 3; 4) và vuông góc với d nên có vectơ pháp tuyên u nên 
(R) cỏ phưtmg trình;

X t- 1 4- V - 3 - - 4) =  0 hay x + y -  z + 2 =  0.
lìài toán 4 I rong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, cho bốn điểm A(3; 1; 2),

B (-l;-3; 0). C(4; 0;-3) và D(2; 2 ; '- l).
a) rim hình chiếu 11 của A lèn mặt phảng (BCD).
b) Vict phưcmg trình mặt pháng (P) di qua B và vuông góc với đường thẳng CD.
c) rim toạ dộ của K là trực tâm của tam giác BCD.

Giải
a) Ta có = (5; 3; -3). ĩw  = (3; 5; -1).

Mp(BCD) có V TPT: n = Ị ỈK ', BĨ5 1 -  (12; -4; 16) hay (3; -1; 4)
Phương trình mp(BCD): 3x - y I- 4z = 0 nên;
Dưtmg thăng AIl đi qua A(3; 1; 2) vuông góc với mp(BCD) nên có vectơ chỉ 

phương là (3; -1; 4) nên phương trình tham số cùa AH là:
'x  = 3 + 3t

y = l - t  => H(3+3t; 1-t; 2+4t). 
z = 2 + 4t

I hế vào mp(BCD) thì t = - — nên H
'15 21 
v l3 ’ Ì 3 ’ 13,

b) Mặt phắng (P) đi qua B(-l; -3; 0) và vuông góc với CD nên có vectơ pháp
tuyén là CD = (-2; 2; 2) nên phương trình mp(P) là:

-2(x + 1) + 2(y + 3) + 2z = 0 hay X - y - z - 2 = 0.
c) 'ITực tâm K của tam giác BCD là giao điểm của các đường cao của tam giác 

BCD nên cũng chính là giao điếm của ba mặt phẳng: mp(BCD), mp(P), mp(Q) 
với (Q) là mặt phẳng đi qua c vuông góc với BD. Mp(Q); 3x + 5y - z - 15 = 0.

Giái hệ ba phương trinh mặt phẳng (BCD), (P), (Q) ta được trực tâm:
,/1 1 3  75 -3 3  

V 52 52 26 ,
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Bài toán 5: Cho đường thẳng A và mặt phẳng (a) lẩn lượt có phương trinh:

A: x -1 2  _ y - 9  _ Z - 1
(a); 3x t 5y - z - 2 = 0.

4 3 1
a) Chứng minh ràng đường thẳng A cất mặt phẳng (a) và hãy tìm toạ độ giao 

điểm của chúng.
b) Viết phương trình hình chiếu của A trên mặt phảng ((x).
c) Tìm toạ độ điểm A' đối xứng của điểm A(l; 0; -1) qua mặt phẳng (a).

Giải
a) Đường thẳng A qua điểm Mo(l 2; 9; 1) có vectư chi phương

u=(4; 3; 1). Mặt phẳng (a) có veclơpháp tuyến n = (3; 5; -1).

Ta có: u .ri = 4.3 + 3.5 + 1(-1) = 26 - 0. Vậy A cắt (a).
Toạ độ giao điểm của A và (a) là 1(0; 0; -2)
b) Phương trình mặt phẳng (P) chứa A và vuông góc với (a) là:

8 x -7 y -  l l z - 2 2  = 0.
Do đó hình chiếu A' là giao tuyến của 2 mặt phang 

3x + 5y - z - 2 = 0 và 8x - 7y - 1 lz - 22 = 0.
Suy ra phương trình hình chiếu vuông góc của A trên (a):

124 62

Dặt z = t thi

124 62
X = — t

61 61
50 25

y = — t
61 61

nên -

. -Ị--------ị
61 61
50 25

y = t.
61 61

z = t

c) Phương trình đưòng thẳng AA' là;
x = ]+ 3 t 
y = 5t 
z = -1 - t

Tham số t ứng với giao điểm H của AA' và (a) là nghiệm của phương trình: 
3(1 + 3t) + 5(5t) - (-1 - 1) - 2 = 0 35t = -2.

í 29 2 33^2
t=

35
H

35 ’ 7 ’ 35

H là trung điểm của AA' nên A’
23 3 0_ 4

y35 ■ r  35,
Bài toán 6: Cho đường thăng d và mặt phẳng (a) có phương trình: 

^ x - 2 _ y  + l _ z - l
, (a): 2x + y + z - 8 = 0.
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a) Tìm liỏc giữa d và (a).
b) Um toạ độ giao diêm A cùa d và (a)
c) Viết phương trình hình chiếu vuông góc của d trên (a).

Giải

a) ỉ)ường thăng d có vectơ chỉ phương u = (2; 3; 5), mặt phăng (a) có vectơ 
pháp tuvốn n (2; 1; 1). Gọi (p là góc giữa d và (rx) thì 0“ < ọ  < 90‘' và

I”* ■u .ns incp = c o s ( u , n ) - uỊ. n
Ị4 + 3 + 5Ị _ 6

V 4  +  9  +  2 5 . / 4 + Ĩ + T  ~  V 5 7

b) Giao diêm A thuộc d nên A(2 + 2l; -1 +- 3t; 1 + 5t).
The X. y, z vào phương trình của (a), la dược:

2(2 + 2l) f (-1 + 3t) + (1 + 5t) - 8 = 0. suy ra

và được giao diêm là A
v3 3

c) Hỉnh chiêu d' của d lèn (a) đi qua giao điểm A.
Gọi (P) là mặt phàng chứa d và vuông góc với (a) thi (P) có VTPT 

np = [ ĩi. n ] = (-2; 8; -4) hay (1; -4; 2).

1 lình chiếu d' là giao tuyến của (a) với (P) nên có V TCP: 

ủ ' = I n . lĩp I = (6; -3; -9) hay (2; -1; -3).

Vậy đường thắng d' có phương trình tham số:

X = -  + 2l 
3

y = -t
z = - - 3 t  

3
lìài toán 7: Trong khônti gian với hệ toạ độ Oxyz, cho hai dường thảng:

X — 1 y — 1 z — 2
di: ------= - —  = -------  và d2 là giao tuyên của hai mặt phăng có phưong trình:

5x - 6y - 6z M3 =  0, X - 6y + 6z - 7 =  0.
a) Chứng minh rằng di và d2 cẳt nhau tại điềm I.
b) Tìm toạ dộ các điếm A, B lần lượt thuộc d |, d2 sao cho tam giác lAB cân tại

1 và có diện lích bằng .
42

Giải
a) Toạ độ giao diêm 1 của d| và d2 thoả mãn hệ:
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.V — j  y — j  - — J 
T ~ 2 1

5x -  6>’ -  6z +13 = 0 c=> 
[ a- - 6 j  +  6 z - 7  =  0

x  = 1

>’ = 1 . Vậy 1(1; 1;2)

h) Vcctơ chỉ phương của d| là u 1 = (2; 2; 1)

Vcclơ chi phương của ổ2 là ũ 2 = [ n , n '] = (-72; -18; -12) hay (6; 3; 2).

Gọi ({) là góc giữa d| và d2 la có; cosọ ^
l-ll u.
—>
U| '̂ 2

20 ,„„V4Ĩ= - -  =^sin(p- - -
21 21

Ta cỏ s lAIỈ 1 , . 2 • _  '  T A — I I I  — 1-- lA sinọ = - - - -  lA = - - - -  nên lA = IB = 1.
2 42 . 42

Vì A thuộc di nôn loạ độ của A(1 + 2t; 1 + 2t; 2 + t)
5 5 7')

Do dó lA = 3 11
1 „ ,  ̂

<=> t = ± -  . Suy ra A
V3 3

Vì B thuộc d2 nên toạ dộ cúa B(1 + 6k; 1 + 3k; 2 + 2k).

Do dó IB = 7 I k I = 1 <=> k -  ± —
7

hoặc A
k3 3 3

'13 10 r i 4 12'
hoăc B

y 7 ) .7 r l \
Suy ra B

Vậy có bốn cặp đicm A, B nêu trên thoả mãn yêu cầu bài toán.

X = 1 -t-1
X y -1  7 ,-6_ — J1__  —___ \/'Bài toán 8: Cho hai đường thăng: d: -- = --—  ̂= ——  và d’: <y = -2  -!-1 

7 = 3 -  t

a) Chứng minh hai đường thẳng dó chéo nhau. Tính khoảng cách giữa d và d'
b) Viết phương trình đường vuông góc chung của d và d'.
c) Viết phương trình đường thẳng song song với Oz, cắt cả d và d'.

Giải

d đi qua Mo(0; 1; 6) và có vectơ chi phương u = (1; 2; 3) 

d' di qua M'o(l; -2; 3) và có vectơ chì phương u'=  (1; 1; -1). 

a) 'la  có = (1; -3; -3), [u , u '| = (-5; 4; -1) do dó

|u ,  Ũ'1. m J ^  = -1 4 ^ 0 ..

Vậy hai đường thẳng d và d' chéo nhau.
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u.u'Ịm „m ; 14 V42

[u,u'Ị V25 + 16 + 1 3
Klioang cách giữa d và d' là: d(d. d')

h) Dường vuông góc chung A cùa d và d' có vectơ chỉ phưcmg 

ĩi^ = [ ủ , ii'| = (-5; 4; -1).

Ta vict phương trình của mp(A, d) và nip(A, d'), giao cúa hai mặt phẳng đó 
chính là A.

VccUr pháp tuyến của mp(A. d) là [ ũ ^. u I = (14; 14; -14) hay (1; 1; -1). Do đó 
phưoTie trinh cùa mp(A. d) qua M„(0; 1; 6):

(x  - 0) t (y - 1) - (z - 6) =  0 hay X ^ y - z + 5 =  0,

Vcctơpháp tuyến của mp(A, d') là I ĩi^ , ĩi'] = (-3; -6; -9) hay (1; 2; 3).

Do dó phương trinh cùa mp(A, d’) qua Mo'(l; -2; 3):
X - 1 f  2(y 2 )  +  3(z - 3) =  0 hay X +  2y +  3z - 6  =  0

Suy ra phương trình tham số cùa dường vuông góc chung:

X = -16-h5t 
y = 11 -  4t . 
z = t

c) Gia sử dường thăng A song song với Oz, cắt d và d' lần lượt tại A và B.
Ta có A(t; n  2t; 6 f3l), B(l+t'; -2+t’; 3-1')

Nôn Alĩ -  (1 f  t' - 1; -3 + t' - 2t; -3 - 1' - 3t).

Vì Aĩi cùng phưtmg với k = (0; 0; 1) nên 1 + t' - 1 = -3 + t' - 2t = 0,
suy ra t = -4 và t' = -5.

x = -4
Vậy A(-4; -7; -6) và AB = (0; 0; 14) nên A:

x = - 1 6 f 5 l
Dặt z l thi < nên

[y = l l - 4 t

y = -7  ,
z = -6  -I-1

lìài toán 9: Cho hai dường thẳng: dg
X =  8 + 1

y = 5-i-2t vàd 2:
3 - x _ y - l _ Z '

z = 8 -1

a) Viết phương trình mặt phẳng (P) di qua gốc toạ độ o song song với cả d| và d2.
b) Tính khoảng cách giữa hai đường thăng di và d2.
c) Viết phương trình Sường vuông góc chung.

Giải

d| di qua diếm Mi(8; 5; 8) và có VTCP U| = (1; 2; -1)
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di đi qua diêm M2(3; 1; 1) và có VTCP u, = (-7; 2; 3).

a) Vcctơ pháp tuyên cùa mặt phăng (P) là: n = I U | , u, I = (8; 4; 6) hay (2; 1; 4).
Mp(P) qua o có phương trình là 2x t y + 4z = 0. 'ĩa  có M |, M2 không thuộc 

mặt phăng này. vậy nó chính là mặt phăng cân tìm.

b) 'Pa có M.MÌ " (5; 4; 7), [ĩq , U;, ] = (8; 4; 16), do đó:

ỊĨq , |.Mị|MỈ = 168^0 .
Vậy hai dường thăng d| và d2 chéo nhau nên khoảng cách giữa hai đưcTiig thẳng 

d| và d2 là:

ị U | , U ,  M,M*
d(d,.d2)= J -----

[u,.u,J

c) Giả sử PQ là đường vuông góc chung của d| và di với
p e di; Q € d2: P(8+t; 5+2t; 8-t), Q(3-7t'; l+2t'; 1 + 3t’)

Ta có PQ = (-5 - 7t' - 1; -4 + 2t' - 2t; -7 + 3t' + t) nên;

PQ.u’ = 0 í -6 t '- 6 t  = 6 ít '= 0

PQ.U, = 0 Ì62t'+6t = -6  [t = -1

Do đóPf7; 3:9). Q(3; 1; 1).
Vậy đường vuông góc chung của d| và di có phương trình;

x - 3  _ y - 1 _ Z - 1
_ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ . .

Bài toán 10: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz. cho điểm A(l; 0; -1). B(2; 3; -1). 
C(1; 3; 1) và đường thảng d là giao tuyến của hai mặt phẳng có phương trình: 
x - y + 1  = 0 , X-+ y + z -  4 = 0. Tìm toạ độ diểm D thuộc đưcmg thăng d sao cho 
thế lích của khối tứ diện ABCD bàng 1.

Giải

Ta có Ãĩì = (1; 3; 0), Ã c = (0; 3; 2) nên d có VTCP ủ = f Ã ĩì, Ã c ] = (6; -2; 3).

X =  t

Phương trình của dường thắng d là: y = 1 + 1 

z = 3 - 2 t

Vì D e d nên D(l; l+t; 3-2t) => AD = (t-1; t+2;-2t+4)*

Vabcd = 7  11 AB , ÃC ]. ẢD I = i  I 6(t - 1) - 2(t ^  1) + 3(-2t + 4 ) 1=  M  
6 6 3
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D o dó V AIỈC o <=>
Ị 2 - t |

<=> t =  -1 hoặc t =  5.

Vậy có hai đicm D ihoả mãn bài toán là D(-l; 0; 5) và D(5; 6; -7)
Bài toán 11: '1'rong không gian toạ dộ Oxyz. cho các diểm A (l; 5; 3), B(4; 2; -5), 

C (5 ;5 ;- l)  v à ỉ) ( l;2 ;4 ) .
a) Chứng lo ràng bốn diểm A, B. c . D không đồng phẳng. Lập phương trình 

mặt cầu (S) di qua bôn diêm đó.
h) Vicl phương trinh mặt phang vuông góc với CD và tiếp .xúc với mặt cầu (S). 
Tìm bán kính các đường tròn giao tuyên của mặt càu (S) và mặt phăng (Oyz).

Cỉiải
a) 'i a có 7\ĩi = (3: -3; -8). Ã c = (4; 0; -4). ÃD = (0; -3; 1)

\ÃÚ.  Ã C | = (12;-20; 12)nên[Ã B . Ã c |. Ãĩ5 = 72 0.
Suv ra bon diêm A, B. c . D không dồng phăng.
Gia sư mặt cầu (S) có phương trinh; x“ + y“ + z" 2ax + 2by + 2cz + d = 0.
Vi mặt cầu đi qua bôn diêm A, B, c , D nôn la có: 

t 25 f 9  + 2a + 10/7 + 6c + íỉ = 0 

16 + 4  + 25 + 8ư + 4 / 7  -  I Oc + ci = 0 
25 + 25 + 1 + 1 Ou + 10/7 -  2c + c/ = 0 
1 + 4  +  16 +  2 ù  +  4 /7  + 8c' +  í /  =  0 

Vậy phương trình mặt cầu (S) là: x  ̂+ y" + z" - 2x - 4y + 2z - 19 = 0.

Mặt cầu (S) có tâm 1( 1; 2; -1 ■) và bán kính R = -/1 + 4 + 1 + 1 9  = 5

b) mp( ABC) cỏ vectơ pháp luyến: ri = Ị A B. AC ] = (12; -20; 12) hay (3; -5; 3) 
và di qua diêm .V) 1; 5; 3) nên có phương trình;

3(x - 1) - 5(y - 5) r 3(z - 3) -  0 hay 3x - 5y + 3z + 13 = 0.
5.2 + 3.4 + 131 18

<=> {

a  =  - \

/7 = -2  

0 =  1 

t/ = -19

iTỊioang cách tìr I) dén mặt phăng (ABC); h =
l3.

V3-+5-+3- VĨ3

Khoaim cách từ 1 tới mp(Oyz) là d: = 1 nên (S) cắt mp(Oyz) theo đưòng tròn 

có bán kính ụ = ^j\V -  á] = ^Í25 -  1 = 2-/6

Bài toán 12: Cho mặt cầu (S): x‘  ̂ v̂  t / ‘ - 2x - 4y - 6z = 0
a) !'im m dè (P); X - 2v + 2z - m = 0 có diồm chung CA với (S).
b) Tim loạ dộ giao diem của (S) với dường thăng đi qua hai dièm M (l; 1; 1; ) 

và N(2; - 1: 5) '.'à viết phương trinh các mặt phăng tiếp xúc của mặt cầu (S) tại các 
giao dièm dỏ.

c) Tìm các bán kính cua các dường tròn giao tuyến của mặt cầu (S) và các mặt 
phăng loạ dộ Oxy. Oy/.. Ozx.
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Giải

a) (S) có tâm 1( 1; 2; 3). R == VĨ4 
Diêu kiện (P) có diêm chung với (S)

d(ỉ. ( P ) ) < R «
■4 + 6 - m

^ \ 4
v r+ 4 + 4

«  I 3 - m Ị < 3 VĨ4 «  3 - 3 VĨ4'< m < 3 + 3 7 l4  .
X =  1 + t

b) Phưcmg trình của đường thăng MN là: < y = 1 -  2t
/. = 1 + 4tk

Tham sổ t ứng với giao đicm của đường thẳng MN với (S) là nghiệm của 
phương trình;

(1 +t)- + (l -2t)^ + (l +4t)‘ -2(l + t)-4 (l -2 t)-6 (l + 4 t ) - 0

o  2 l r  - 12t - 9 -  0 o  t = 1 hoặc l - .
7

Với t 1 ta có giao diềm thứ nhất ỉà: Mi(2; -1; 5)

3 . M  13 5^
Với t la có giao diêm thứ hai là: Mt .

7 u  7 7)

---- • r 3 1 26^Tacó IM - ( l ; - 3 ;2 ) .  IM, = .
’  ̂ 7 7 7 j

Mặt phăng tièp xúc của (S) tại M|(2; -1; 5) có phương trình 
] ( x -2 ) -3 ( y +  l) + 2 ( z - 5 ) - 0 ọ x - 3 y  + 2z - 15 = 0.

.Mặt phăng tiếp xúc của (S) tại M2 f4_13. 5^có phương trình:

—3 r 4^ 1  ̂ 13^ 26í 5^X---- — y— : —

7 l V 7l 1} 7 l 1 )

l 7 'T '  7)

= 0 « 2 1 x  + 7y+ 182/,+ 105 = 0.

c) Gọi ri, r2. r3 là bán kính đường tròn giáo tuyền cùa mặt cầu (S) và các mặt 
phăng toạ độ thì;

r, = -  /.; = V Ĩ4- 9  = ^5 , T2 = VÕ . t-3 = Vĩõ .

lìài toán 13: Trong không gian với hệ toạ độ Oxy/. cho mặt phăng

(a): 2x - y + 2z + 1 = 0 và đường thăng d:

a) 'Tìm toạ độ giao đicm của d với (a).
b) Tính cosin cúa góc hợp bởi d và (a).

X - 1  y - 1

1 " ~ 2'
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c) Vict phiRTng Irình mặt cầu có tâm thuộc d, tiếp xúc với hai mặt phẳng (a) và (Oxy).
Giải

a) Cìọi M là giao diốm của d với (a).
Toạ dộ của M là nuhiộm của hệ phương trình:

2 x - y  + 2 / + l = 0

X -  1 _ y -  1 _ /
1 "  2 ^  -  2

/ 'ì
M 4 ; 2 ; - ]

v2

h) Vcctơ pháp tuvcn của (a) là n = (2; -1; 2). vectơ chi phương của d là 

u (1:2;-2).

Gọi (p là góc giữa d và (ơ) thì: sincp =
n.u

111.

|2 -  2 -  4| _ 4 
Ĩ 3  "  9

'l a cỏ sin"q) + cơs^cp = 1 => cos(p =

c) Gọi ỉ( 1 11; 1 t 2t; -2t) e d là tâm của mặt cầu (S) cần tìm.
Do (S) liếp xúc với (a) và mặt phăng (Oxy) ncn:

ị2(l + t) - ( l  + 2 t)-4 l + lỉ , , 
d(I. (a)) -  d(I. Oxy)) o  ... ...........  ̂= |2tỉ

ví> |2t - 1| = |3t! cg> t = -1 hoặc t = -

Với 1^ -1 thì (S) có làm 1(0; 1; 2) và bán kính R = 2 nên (S) có phương trình
X" t (v + 1)“ (/. - 2Ý = 4.

1 , ( 6 7 ' ^ ' ]V(TÌ l thì(S)cótâm  ’ •
5 5 '5 ’ 5

và bán kính R = ~ nên (S) có phương trinh

6
X -  7

V 5
f  7^ 

y “  7
V J

0 3
+ z + -

^  ■
5 J  '2 5 '

Bài toán 14: Cho dường thăng d là giao tuyèn của 2 mặt phăng 
(P); X - /,. sina I cosa = 0. (Ọ); y - X.cosa - sina = 0.

Chứng minh dường thăng d lạo với trục Oz một góc không đối.
Giải

(P) có V'PP r n (1; 0; -sina)

(Q) có V'PP T ni (0; 1; -cosa)

Do dó d có VTCP u [ n . m I = (sina; coa; 1)
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'I rục ()z có VTCP k = (0; 0; ]) 

'ĩa  có cos(d; Oz) = I cos( LI, k ) =

Vậv đưòng thẳng d họp Ox góc 45” không dối. 

Bài toán 15: Cho đường thẳng A có phương trinh:

X = 1 + at

y = 1 + bt trong đó a. b, c thay 
z = 5 + ct

dồi sao cho c  ̂ = â  + b’ > 0. Chứng minh đường thẳng A đi qua một điếm cố 
định, góc ưiừa A và Oz là không đổi.

Giải
Dường thăng A di qua điểm cố định A( 1; 1; 5). 

l a có: u == (a; b; c) là một vectơ chỉ phương của A.
Gọi ọ là góc giữa đirờng thẳng A và trục Oz.

72, s ậ i . k ) : c c

Va" +b" +c" cV2
coscp |cos 

Vậv co 45”; không đổi.
Bài toán 16: Trong không gian toạ độ Oxyz, xét đưèmg thăng Ani là giao tuyến 

cua hai mặt phăng (a): mx + y - mz - 1 = 0 và (a'): X - my + z - m = 0. 
a) Chứng minh góc giữa Am và trục Oz không đổi. 
h) Chứng minh khoảng cách giữa Am và Oz không đôi.

Giải
a) Am là giao tuyến của hai mặt phẳng với các vectơ pháp luyến là

n, = (m; 1; -m) và n, = (1; -m; 1).

Do đó Am có vcclơ chi phương là: u,„ = [ ( n , . n, 1 = (1 - m"; -2m; -1 - m^)

'I rục Oz cc> vectơ chi phirong k = (0; 0; 1).

Nếu gọi <pm là góc giữa hai đirờng thảng Am và Oz thì;

iu.„.k  ̂ 1 + m’ _ 1

t/ ( 1 -  m 7 ‘ + 4m“ + (1 + m7^ ^

Suv ra (pm "= 45”: không đổi.
b) Dicm M(x; y; z) thuộc Am khi toạ độ của M là nghiệm của hệ:

[mx + y -  mz - 1 = 0  
[ X -  my + z -  m = 0

C0S(P,„ =
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Khử /. từ hộ phương trình, ta được phương trình:
2mx + (1 - m“)y - 1 - = 0.

Dây là phương trinh của mặt phẳng (am) chứa Am và song song với trục Oz.
Do dỏ. khoáng cách giữa Am và Oz bàng khoảng cách từ gốc 0(0; 0; 0) thuộc 

Oz tới mp(arn).
Vậy khoảng cách đó bàng:

l - l - n r |  1 + m-

-J4m“ +(1 -m ^ ) '

^ Lập phuxmg trình mặt phang (P) c

= 1: không đổi.

Bài toán 17: Lập phuxmg trình mặt phẳng (P) chứa đường thẳng
'x = - t
y = -1 + 2t và hợp với mặt phẳng (Q): 2x - y - 2z - 2 = 0 một góc bé nhất.

z = 2 + t

Giải
Gọi (P): Ax -t- By + Cz 4 D = 0, A" 4- B ' + c '  0.
Vi (P) chứa d nên đi qua M(0; -1; 2), N(-l; 1; 3):

| - B  + 2C + D = 0 ÍA = 2B + C 
| - A  + B4 3C + D = 0 ^ | d  = B -2 C  

Do đó (P): (2B 4 C)x + By + Cz 4- B - 2C 0.

Mp(Q) có VTPT 1Ỉ ’ = (2; -1; -2).

Gọi (p là góc giữa 2 mặt phẳng thì: coscp = I cos( n , ĩ ỉ ') 1 =
B

VsB- +4BC4-2C^

Xét B = 0 thì (p = 90".

Xét B 4 0. đặt m
c
B

thì: coscp: i \  \  ■
^J2ĩn~ +4m + 5 ^J2(m + \Ý  4-3 v/3

li đó (0 < 90" là góc cần tìm.Dấu "=" khi m = -1 nên B = -C, khi đó (p < 90" là góc cần tìm.
Vậy (P): X + y - z 4 3 = 0.

Bài toán 18: Prong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho mặt phăng 
(P): X - 2y 4- 2z - 5 = 0 và hai điểm A(-3; 0; 1), B(l; -1; 3).

Trong các đưcmg thẳng đi qua A và song song với (P), hãy viết phương trình 
đưtmg thẳng mà khoảng cách từ B đến đường thẳng đó là nhỏ nhất.

Giải
Gọi A là đường thẳng cần tìm; A nằm trong mặt phang 

(Q) qua A và song song với (P).
Phương trình (Q); X - 2y 4 2z 4- 1 = 0.



K, II là hình chiếu của B trên A, (Q).
Ta có BK ^ BH nên AỈI là đường thăng cần tìm.

Toạ độ H(x; y; z) thoá mãn: 

^26 11 2
AH =

x-1 y-1 z-3  . .
, /  1 117^

1 -2 2
o 1_A I  9  9  9 j  x-2y+2z+l=0

Ị. Vậy phương trình A; — = x  = ^
9 9 9 ;  26 11 - 2

Bài toán 19: Trong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, cho ba đường thẳng
, x -1  y Z-1 , x - 2  y Z+1 , ,  x+1 v - 2  z + 3

di; - —  = — = ----- ,d2: ------ = T  = - ^ v à d 3 :  — = T .
1 - 2 1 - 1 3 - 2  2  1 1

Viết phương trình đường thẳng d vuông góc với đường thăng d3 đồng thời cẳt
hai đường thẳng di. d2 lần lượt tại A, B sao cho độ dài đoạn thẳng AB đạt giá trị
nhỏ nhất.

Giải
Vì A, B lần lượt thuộc hai đường thẳng di, d2 nên 

A(l+a; -2a; 1 + a), B(2-b; 3b; - l-2b)

Khi đó AB=(1 - b - a; 3b + 2a; -2 - 2b - a)

Đường thăng d3 có VTCP là 1I3 =(2; 1; 1). Ta có;

Ã B . U3 = 0 <=> 2(1 - b - a) + (3b + 2a) + (-2 - 2b - a) = 0 

=> b = -a. Khi đó AB =(1; -a; -2 + a)

Ta có AB = ựl + ư- + ( a - 2 ) “ = ự2(ư -1)- + 3 > V3

Dấu "=" xảy ra khi và chi khi a = 1 nên A(2; -2; 2), AB (1; -1; -1).
x - 2  y  +  2  z - 2

Vậy d: ------ = — = ------ .

BÀI TẬP TỔNG HỢP
Bài tập 1:

a) Tính khoảng cách từ diêm: A(1; 2; 1)
X y ~ 1đên đường thăng (d): — = ------= z + 3 .

1 X i l i  J x + 1 y + 2 z - 4b) Tính góc giữa đường thăng d;  ̂= — — = -------

mặt phăng (P): x + y + z -  3 = 0.
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a) Kct quả d(A; (d))
347
26

lĩD-DS

b) Ket quả sina =
3^Í3

Bài tập 2: '['inh khoảng cách giữa hai đường thẳng:
x y + 4 z + 18a)(di) = và(d 2): ^  = =

3 -1  4 3 - 1  4

X  V — 4 /  +1
b)d: ■— = ^ — = — ,d': 

-1 1 -2

X =  - t '

y = 2 + 3t' 
z = -4  + 3t'

HD-ĐS
a) Kct quả hai đường thẳng song song; d((dị); (d2)) = 25

b) Kct quá d(d. d') = .

Bài tập 3: 'ĩìm  điểm c trên
a) đường thăng d qua A và vuông góc với mặt phẳng (P): 8x + 1 ly  + 2z - 3 = 0 

mà tam giác ABC vuông tại B với các điểm A(4; -6; 3), B(5; -7; 3).
b) trên mặt phảng (P): 3x - 8y + 7z - 1 = 0 sao cho tam giác ABC là tam giác 

đều với các điểm A(0; 0; -3), B(2; 0; -1).
IID-DS

a) Kết quá c 40 5
b) Kết quả c (2; -2;-3), C ( - | ; - | ; - ^ )

, 3 ’ 3 ’ 3,
Bài tập 4: 'Hm toạ dộ của điểm M thuộc:

a) mặt phẳng 2x+2y+z-3 = 0 sao cho MA = MB = MC với ba điểm A(0; 1; 2), 
B(2;-2; 1). C(-2; 0; 1).

’ X — l v  + 3 z  — 3
b) dường thăng d: ------= -̂----- = ------- sao cho khoảng cách từ M đên mặt

phăng (P) 2x + y - 2z + 9 = 0 bằng 2.
HD-ĐS

a) Kết quả M(2; 3; -7) b) Kết quả M(-3; 5; 7), M(3; -7; 1)
Bài tập 5: Tìm điểm M trên

a) trục Ox cách đều điểm A( 4; 2; 3), và mặt phẳng (P) có phưcmg trình:
x - y - 3 z -  17 = 0.

b) mặt cầu (S): x‘ + y  ̂ + 7? - 2x + 4y + 2z - 3 = 0 sao cho khoảng cách từ M 
dến mặt phang (P): 2x - y + 2z - 14 = 0 lớn nhất.

HD-DS J
a) Kết quả M (-l; 0; 0), M'(7; 0; 0) b) Kết quả M (-1; -1; -3)
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Bài tập 6: Tìm quỹ tích các điểm M mà có tổng bình phương khoảng cách đến 3 
mặt phẳng: x - y  + 4 = 0, x + y - 2  = 0, Z + 1 = 0  bằng 20.

HD-DS
Kết quả mặt cầu ( X + 1)̂  + ( y -3)^ + (z +1)^ = 20 

Bài tập 7: Tìm điểm M thuộc mặt phẳng:
a) a: X - 2y + 2z - 9 = 0 sao cho MA + MB nhỏ nhất với A (1, 3, -2), B (13. 7. -4).

nhỏ nhất với ba điểm:b) (a): x + y + z -  4 = 0 sao cho MA +MB + MC

A(3; 0; 0), B(0; -6; 0), C(0; 0; 6).
HD-DS

a) Kết quả AB song song a , M(9; 1; 1).
b) Kết quả M (2 ;-l;3 )

Bài tập 8: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm A(2; 5; 3) và đưòmg 
1 2

thẳng d: ——  = — = ^---- . Viết phương trình mặt phẳng (a) chứa d sao cho

khoảng cách từ A đến (o) lớn nhất.
HD-ĐS

KÌt quả: X - 4y + z - 3 = 0.

o  CHỦ ĐỂ XV___________________________________

cá c  HÌNH KHỐI ỨNG DỤNG T06 ĐỘ
DẠNG TOÁN . ..

- C Á C  HỈNH KHỐI T Ọ A  ĐỘ
1. ■ ■

Thê tích tứ diên ABC D: v  = — \ [AB,AC  ].AD
6

Thể tích hình hộp ABCD.A 7? 'C 'Z) K = IỊ , Ã õ  ]. I

Thể tích hình lăng trụ ABC.A 'B'C': V = — \ [AB , AC ].AA' I

Góc giữa 2 đường thẳng: d  có VTCP u và d' có VTCP V thì
r \ x.x'+y.y'+z.z' 

cos(a;a ) =1 cos(//,v) 1= , ■■ ■. -----

Góc giữa 2 mặt phăng: mặt phang (P) cỏ vectơ pháp tuyến n và mặt phăng (Q) 

có vectơpháp tuyển n 'thì cos((P), (Q)) = 1 cos( n , n ' )\
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G(')C iỊÌữa chtờng íhăng d  có V1'CP u và mặt phang (P) có VTPT n :

sin{d. {PỴ) = I cos{ u . 7i ) I
Khoang cách giữa hai diêm A(xi. >•/. zị)  và B(X2, }>2, Z2):

AB = -X ,)- +(>^2 + (z , - z , ) -

Khoang cách từ Mo(xo, yo, Z()) đến(P): Ax ' By * Cz + D = 0 là:

ja i„ . I>) - Mfo
Ì Ặ -  + I V + C '

Khoang cách lừ diêm Mo(X(ị Vo, zo) đến đường thăng d qua A và có VTCP u = AB :

\AMf^-,ii 
d{M„:d) = -~

Khoang cách giữa hai dườníỊ thăng chéo nhau: dị qua Mì vù có VTCP u i; d:

qua A 'Í2 và cỏ VTCP II2 -' d{dị , í / ,) =
.M,M,

W|,

Bài toán 1: Trong không gian Oxyz cho tứ diện ABCD có bốn điểm A(2; 4; -1), 
C (2;4;3). D (2 ;2 ;-Ì).

a) Chímg minh diàmg thăng AB và AC. AB và AD. AD và AC vuông góc nhau.
b) Lập phưcmg trình đường vuông góc chung d của zAB và CD.
c) '1'ính góc hợp bởi d và mp(ABD).

Giải

a) 'l a có Ă ú  -  (-1; 0; 0). Ã c = (0; 0; 4). ÃD = (0; -2; 0)

ncn AB . Ã c -  0. Ãĩỉ . ÃD = 0, ÃD . Ã c = 0.
Vậy AB 1  AC. AB 1  AD, AD 1  AC.
b) 'l a có AB 1  AC, AD AB 1  (ACD).
DưíTnu thăng CD nằm trên mặt phăng (ACD) mà mặt phẳng (ACD) vuông góc 

với AB nên dường vuông góc chung d của AD và CD là đường thẳng qua A và 
vuỏim góc với CD.

Vậv dường thẳng d có vcctơ chi phương; 

li - I AIÌ, CĨ5 Ị = (0; -4; 2) hay (0; -2; 1)
x = 2

y = 4 - 2 t .
/  = - l  + t

v à phương trình tham số là:
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c) Mặt phăng (ABD) có VTPT: n = [ A B. AD I = (0; 0; 2). 
Vậy góc nhọn (p giữa A và mặt phang (ABD) xác định bởi:

s
5

n.u
s in ọ :

2 V5

Bài toán 2: Trong không gian Oxyz cho tứ diện OM 1M2M3 vói ba điềm M|(2; ]; 1); 
M2O; 1;2),M3(0;-1;-4).
a) Tính diện tích tam giác M 1M2M3 và thổ tích tứ diện OM 1M2M3.
b) Viết phương trìnli mặt phắng (a) đi qua ba diếm MI; M2; M3.
c) Viết phương trình mặt phẳng (y) đi qua hai điểm M|, M2 và song song với 

đường thẳng OM3.
Giãi

a)T acó  M,M, ={1; 0; 1), M |M, = ( - 2 ; - 2 ; - 5 )

s =  -
2

/ 0 1 1 1 1 0 '

V- 2  - 5 ’ -5 -2 ’-2 -2^
Ta có

Vậy s =  Ì V 4  + 9 + 4  = - ^
2 2

(2;3;-2)

Thế tích tứ diện OM 1M2M3 là: V = ^  rOMp ƠA/, 17XĨ/■

=  ; [ õ M p O M ^ ị õ H  = 0  +  l + 4  =  5Ta có OM|,OM,

Vậy V = -  .
6

b) Vectơ n = [ ,  A/| híl  = (2; 3; -2) là vcctơ pháp tuyến của mặt phẳng (a).

Vậy (a) có phương trìnli: 2(x - 2) + 3(y - 1) - 2(z - 1) = 0 hay 2x + 3y - 2z - 5 = 0.

c) Ta có MịM^ = (1; 0; 1) và OM3 = (0; -1; -4) nên mặt phăng (y) có vectơ 
pháp tuyến.

n = = (1 ;4 ; - 1 ).

Vậy (y) có phương trình: 1 .(x - 2) + 4(y - 1) - 1 ,(z - 1) = 0 hay X + 4y - z - 5 = 0. 
Bài toán 3: Trong không gian toạ độ Oxyz, cho các diểm A{4; -1; 2). B(l; 2; 2) 

v à C ( l;- l ;5 ) .
a) Chứng minh rằng ABC là tam giác đều.
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b) Viêt phưcmg trình mp(ABC). 'lình thể tích khối tứ diện giói hạn bởi mp(ABC) 
và các mặt phang toạ độ.

c) 'rim toạ độ đicm D sao cho ABCD là tứ diện đều.
Giải

a) 'l a có AB = Vo -  4)' + (2 +1)- + (2 -  2)- = 3 / 2  

Tương tự BC = C'A = 3 V2  .
Suy ra AB = BC " CA và do đó, ABC là tam giác đều.

b) 'Ta có AB = (-3; 3; 0), Ã c = (-3; 0; 3), [Ã B , Ấ c ] = (9,9,9)

Mp(ABC) có vcctơ pháp tuyến n = (1; 1; 1) và đi qua điểm A(4; -1; 2) nên có 
phưưnu trình: x - 4 t  v + 1 + z - 2  = 0 hay x + y + z -  5 = 0.

Mặt phăng ABC) cắt trục toạ độ tại các điổm M(5; 0; 0), N(0; 5; 0) và P(0; 0; 5). 
Vậ\ mặt phăng dó và các mặt phang toạ độ tạo thành tứ diện OMNP có thể tích là:

1 ,, 5 5 5 125V OM.ON.OP = -  — = ™  .
6 6 6

c) ABCD là tứ diện đều khi và chỉ khi D nam trên trục của đường tròn ngoại 
liốp tam giác ABC và DA = AB = 3 ^Í2 .

Tâm dưcmg tròn ngoại tiếp tam giác đều ABC là trọng tâm của tam giác G(2; 0; 3). 
'Triic của đưcmg tròn ngoại tiếp tam giác ABC là đường thăng đi qua G, có vectơ 
chi phương

, , 1 , ~ , , , X -  2 y z -  3n " (1; c  1) nen có phương trình: ------= — = -------.
1 1 1

Do đó D(2+t; t; 3 K) và d a '  = 18
«  (2 + t - 4)' -f (t -f- 1 )̂  + (3 + t - 2)^ = 18 <=> t = ±2.

Vậy có 2 diêm D|(4; 2; 5) và D2(0; -2; 1).
Bài toán 4: Trong không gian Oxyz, cho hình hộp chữ nhật ABCD.A’B'C'D' có A 

trùng với gốc 0 . B(a; 0; 0), D(0; a; 0), A'(0; 0; b), (a > 0, b > 0). Gọi M là trung 
diêm cạnh c c .
a) Tính thố tích khối tứ diện BDA'M.

b) Xác đinh tý số ^ dổ măt phang (,A'BD) J_ (MBD)
b

Giải
b

a) Từ giá thiốt ta có: C(a: a; 0). C'(a; a; b) => N'1(a; a; —)

Nôn BD -  (-a; a; 0). BM = (0; a: ~ ), ĨĨX’ = (-a; 0; b)
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b d , b m
ab ab

Do đó; VBDA'M b d . b m ]b Ấ’| = - ^

b) Mặt phẳng (BDM) có veclơ pháp tuyến là:
. '__________ _ ' ab ab T ^

n, = BD,BM — ;  T -  ; - a
l 2  2 )

mặt phẳng (A'BD) có vectơ pháp tuyến; = Bỏ,  /?M J = Ịív/); ab\ a )

Do đó (BDM) 1  (A’BD) o  n,.n, — = 0 « a  = b « -  = l.

Bài toán 5: Trong không gian Oxyz cho hình hộp chữ nhật ABCD.A|BiC|Di với 
A|(0; 0; 0), B i(l; 0; 0), D|(0; 2; 0), A((); 0; 3). Gọi M. N, p. Q lần lưọl là trung 
điểm các cạnh AB, B |C |. CiD), D|D:
a) Chứng minh ràng các diểm M, N. p, Q cùng thuộc một mặt phang. Viết 

phưong trình mặt phăng (a) chứa chúng.
b) Xác định thiết diện cùa hình hộp khi cắt bởi mặt phăng (a). Tính thê tích của 

khối chóp có đỉnh c và đáy là thiết diện dó.
c) rim toạ độ điếm I đối xứng với điểm A| qua đường thẳng MP. Hòi diêm 1 

nằm trong hay ngoài hình hộp?.

a) Ta có M( —; 0; 3). 

N (l; 1;0), 

P ( ^ ;2 ;0 ) ,

Q(0; 2 ; ^ ) .

Phưong trinh mặt phẳng (MNP) là:
6x + 3y + 2z - 9 = 0.

Thay toạ độ của đicm Q vào 
phương trình trên, la thấy nó thoả mãn.

Vậy bốn điểm M. N, p, Q đồng phăng, và phương trinh của mặt phẳng (a). là: 
,6x + 3y + 2z. - 9 = 0.

b) Thiết diện là lục giác MHNPQP có các đinh là trung diổm của các cạnh của 
hình hộp chữ nhật ta có C(1; 2; 3)
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(iọi li là chiều cao của hình chóp C.MMNí^QP thì: 
|6.1 + 3.2 + 2 .3 -9 | 9

Vó^+3^+2^ 7 ’
h d(C. (a))

(jọi M'. F  là hình chiếu của M và F lên mp(A|BiC|Di) thì lục giác M'B]NPD|F' là 
hình chiếu của lục giác MF]NPQF lôn mp(AiB|C|Di).

(}ọi cp là góc giữa mp(a) và dáy cúa hình hộp thì:

coscp

s

cos(n„,k
A  0

7

vriỉ.NPD,! • = “  và s^..M 'B,NP»,F :S MIÍNPQI .coscp

s v ii:N p g i'
21

Vậy Vc'.MIiNPQI-
1  21  9  _  9

cosọ 4 ...........3 4 7 4

c) Mặt phăng qua A| và vuông góc với MP có phưcmg trinh: 2y - 3z = 0.
/ ị  ị  ^  Ị 9

(}ọi 11 là giao đicm cua đirờng thăng MP và mặt phăna trên, t a  có :  H 1 “  • „

Từ đó ta lìm được toạ độ điểm 1 là: 36 24" 
, ' 13 ■T3y

Dicm r(.x; y; z) nàm trong hình hộp <=>0<x< 1 , 0 < V< 2 .  ( ) s ỉ z<3.

Nhưng tung độ cua diêm I là y 36
13

> 2 .

Vậy diêm I nàm ngoài hình hộp.
Bài toán 6: 4'rong không gian Oxyz. cho hình lăng trụ đứng ABC.AiBiCi.

Biết A(a; 0; 0). B(-a; 0; 0), C(0; 1; 0). B,(-a; 0; b). a > 0 , b > 0 .
a) 'l ính khoảng cách giữa hai đường thẳng B|C và ACT theo a, b.
b) Cho a. b thay dổi mà a + b = 4. rim a, b đế khoảng cách giữa hai đường 

thăng B|C và ACI lớn nhất.
Giải

a) Ta có: AÃ^ = BĨỈ  ̂= c c j  = (0: 0: b)

nên c ,(0 ; 1; b). B|C - (a ;  1; -b).ÃC^ = ( -a ;  1; b), Ãìĩ, -  ( -2 a ;  0; b) 

và I B^C. A c ’ I - (2b; 0; 2 a )

ỉ l ( \ AC,  .AB,
d(B|C. AC,)

ah

ỈIC. AC \[a~ +/)"
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b) Áp dụng bấl đăng thức Côsi. ta có:
ab , ab

Dấu "="" xảv ra khi và chi khi a b = 2. Vậy khoáng cách giữa B|C và AC| lơn 
nhất bàng \Ỉ2 khi a " b = 2.
lìài toán 7: Trong không gian Oxy/., cho hình lăng trụ đứng ABC.A|BiC| với 

A (0;-3; 0), B(4; 0; 0). C(0; 3; 0), B,(4; 0; 4)
a) Tìm toạ dộ dinh A|. C|. Viết phương trình mặt cầu tâm A và tiếp xúc với 

inp(BCCiBi).
b) Cìọi M là Imim diem cùa AiB|. Viết phương trình mặt phăng (P) di qua A. M và 

song song với BC|. Mặt phăng (P) cất dưtmg thăng A|C| tại N. 1'ính độ dài MN.
Giải

a) Ta có; ẤẤ| = ÌĨB, = ^  = (0; 0; 4) nên A|(0; -3; 4). C|(0; 3; 4) và

BC = (-4 ;3 ;0 )n c n |Ĩ3 C , BB j  - (12; 16;0)là VTPT cúa (BCC,B|) 

(BCCiB,): 12(x - 4) 4  16y - 0 »  3x 4 4y - 12 = 0
24

Bán kính R = d(A; (BCC ịB i)) = —  ncn phương trình mặt câu:

576
~25

7 V ■>
X 4- ( y  4 3 ) 4  /

b) Ta có: M(2; - ; 4). ÃM = (2; -  ; 4), ĩìC^ = (-4; 3; 4)

(P) có V rp  1' li Ị ẤM , B c ’ ] - (-6; -24; 12)
Slu' ra (P): X 4 4v - 2 /  4 12 - 0

'x = 0

A |(’, = (0; 6; 0) nên A|C| :< y = -3  + t
/, = 4

N' thuộc AiC| ncn N(0; -3 4 t; 4) và N thuộc (P) nên t = 2. do đó N((); -1; 4).

Vậy M5s
717

Bài toán 8: Cho hai diêm S(0; 0; 1). A(l ;  1; 0). hai diôm thay dôi M(m; 0; 0). 
N((); n; 0) sao cho m 4 n = 1. m > 0, n > 0.
a) Chímg minh thè lích V cùa hình chóp S.OMAN không phụ thuộc vào m và n.
b) l ính khoáng cách từ A dến mặt phăng (SMN). 'Pừ dó suv ra mặt phăng 

(SMN) tiếp xúc với một mặt cầu cố dịnh.
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Giải
a) Hình chóp S.OMAN có chiều cao s o  = 1 không đổi, tứ giác đáy nằm trong 

mặt phăng Oxy cỏ diện tích:
 ̂ SaON

OM.All t -ON.AK 
2 2

(m + n) ; không dồi.

b) Phương trình mặt phắng (SMN) là 
X y /
-  + + =  1 <=> n x  + m y  +  m n z  - m n  =  0.
m n 1

Vì m t n 1 nên ta có;

d(A. (SMN))
n.] + m. 1 + 0 - m n

= 1 ; không đôi.
x/n' + m" + niAir 

Vậy (SMN) tiếp xúc với mặt cầu tâm A, bán kính R = 1.
Bài toán 9: 'I rong không gian Oxvz. cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là

hình thoi. AC cắt BD tại gốc o . Biết A(2; 0; 0), B(0; 1; 0). S(0; 0; 2 V2  ). Gọi 
M là trung diêm cua cạnh s c .
a) l ính góc và khoảng cách giữa hai đường thăng SA, BM.
b) Giá sử mặt phăng (ABM) cắt dường thẳng SD tại điểm N. Tính thể tích khối 

chóp S.ABMN.
Giải

a) C(-2; 0; 0), D(0; -1; 0). M (-l; 0; V2 )

Ŝ A - (2; 0; -2 / 2  ). Ĩ3M -  (-1; -1; / 2  )

V3
9

coss(SA.BM)= cos(SA.BM (SA.BM) = 30*’

a co; (-2 V2 ;(); 

r .S H , BAỈ

-2).

.AB

ẢB=(-2; 1; 0)

2 V6

-s:i 3
nèn d(SA. BM)

b) VIN // AB. CI) n c n  N trung điềm s o ,  N(0; - -- ; V2 )

Sm’ - ( - 1 : 0 ; -  V2 ), -  (0; 1: -2 V2 ). SN -  (0; V2  )
2

và Ị SẢ.  sv i Ị -  (0; 4 / 2  ; 0). 1'acó:
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1 r—  — 1 —  1 2 V2 1
SA.SM SB = - - -  ,Vs am\  = -

r 1
SA,SM . SN

6 ^ 1 3  6 L JV S.MỈM

Vậy: Ss.abmn Vs.abm + VsAMN^ v̂ 2

V ĩ
3

DẠNG TOÁN
2. ỨNG DỤNG VÀO  KHỐI TỨ D IỆ N  V À  KH Ố I CH Ó P

Dưa tọa dụ khônỉĩ ^ian vào dê giai hài toán hình học không gian ihiián túy: 
lính toán, chứng minh, tìm quan hệ, ...hăng cách chọn một hệ trục ()xyz thuận lợi 
gồm 3 lia dôi một vuông góc nhau.

Diện lích tam giác ABC: s  " - 11 AB . / Í C  1 1

Thê lích lử diện ABC D: r= — \ \ A B , A C  |.AD I
6

Khoang cách lừ M()(xo, Ví). zo) đén(P): Ax -ị By ' Cz  ̂ D () là:

díMo. P)

Khoang cc'ich lừ diêm Mo(xo, yo. :o) dén dưòng ihăny d qua A và có VTCP 

II A B : d[My,d)  = -
1/ÍÃ/J 'At

u

Khoang cách giữa hai đường thănv, chéo nhau: dị qua Mi và có I TCP u /: dj 

qua /VẠ và có VTCP u j:

.A/,/V/;i
d(d^,d,) =

//,, ly

Bài toán 1: Gọi (} là trọng lâm của tứ diện ABCD. Chứng minh rằng đường thănư 
đi qua G và một đinh cua tứ diện cĩiim đi qua trọng tâm của mặt dối diện với 
dinh dó. Gọi A’ là trọng làm lam giác B(’D.

GA
Chứng minh ràn'

GA'
Á.

Giải
l'a giải hàng phương pháp toạ dộ. 1'rong không gian toạ dộ Ox>'/.. gia sử 

A(xi; yi; /i). B(X2; yy; /.2). C(xy  >-3. / 3). I)(X4; V4; / 4)
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I'hi irọníi tâm A’ của tam giác BCD, trọng tâm tứ diện G;
 ̂,f X, + X, + X, _ y, + y, + y, _ /., + / 3  + z ^

...^  — T-----[ 3  3 3

X, + X, + X, + X., . y, + y. + y, + y., . z, + z, + z, + z..

Oo dó:

GA =

GA'=

3x, -  X, -  X, -  X, _ 3 y , - y . - y ^ - y ,  _ 3z, - z ,
V.

í - 3 \3X| + X, + X, + X4 _ -3y ,  + y, + y, + y,, _ -3Z| + z, + z, + z.,

12 12 12

Suy ra: GA = -3 G A ' => (}, A, A' thẳng hàng và
GA
GA'

3.

Bài toán 2: Cho hình chóp S.ABC có dường cao SA = h, dáy là tam giác ABC 
Miông tại c , AC = b, BC = a. Gọi M là trung diêm của AC và N là diêm sao

cho SN = -S B  .

a) Tính độ dài đoạn thăng MN.
b) Ilm sự liên hệ giữa a, b, h đê MN vuông góc với SB. Vị

Giải
Ta chọn hệ trục toạ độ Oxyz có gốc o  trùng với 

A. tia Ox trùng với tia AC. tia Oz trùng với tia AS 
sao cho dicm B nằm trong góc xOy.

Khi dỏ:

A(0; 0; 0), C(b; 0; 0), B(b; a; 0). S(0; 0; h), M ( - ; 0; 0)

SB = (b; a; -h)

Gọi N’(x; y; z) thì SN = (x; y; z - h)

rừ diều kiện SN = Ậ SB nên:
3

^b a ^ ^  
3 ’ 3 ’ 3 "

b a 1 “  h 2hX = , y = -- và z - h = ----
3 3 3 3

rb  b a 2h)  ̂ b a 2h^
a) I a có MN =

u  2 ’ 3 ‘ 3 ;  ̂ 6 ’ 3'  3 ;

Nên MN
h- , a- 
'36 ^ 9

+ ^  = - V b ^ 7 4 Ẽ r 7 ĩ ^

3 1 7



^.SB = 0 »  ̂  ~  +  = 0 «4h' = 2â  - bl
6 3 3

Bài toán 3: Cho tứ diện SABC có sc = CA = AB = a \ ^  , sc ±  (ABC), tam giác 
ABC vuông tại A. Các điểm M e SA, N e BC sao cho: AM CN t (0 < t < 2a).
a) Tính độ dài đoạn MN. 'kìm giá trị t dề MN ngắn nhất.
b) Khi đoạn MN ngấn nhất, chứng minh MN là dường vuông góc chung cua 

BC và SA.

b) M N  vu ôn g  g ó c  vớ i SB  khi và  chi khi:

Giải
a) Ta chọn hệ trục Oxyz sao cho gốc toạ độ o  = A. Trục Ox chứa AC, trục Ov 

chứa AB và trục Oz T (ABC).
Khi đó cạnh sc song song với trục Oz và ta có:

A(0; 0; 0). B(0; aV2 ; 0), C(aV2 ; 0; 0), S(aV2 ; 0; 3^2  )

M

N

2 - 2

2 2

. v . ; _  / r ,

2 2V ^ ^ )

^  MN = J2(a-~2!,t + ừ) + — + — = ^ h i - - 4 a í  + 2a-

\ "ỉ "i ^

Vậy MN ngắn nhất bằng khi t = — .

aV2 a^/2
5^9 Ib) Khi MN ngẳn nhất thì: M

V
và

N 2a/2 ';aV 2 ;0

Ta có

3 ’ 3

Ĩ ^ .S Ã  = 0

MN = a^/2 aV2 a^/2
^  ^ «1 7

MN.BC = 0

3 3 ' 3\ /

MN là đường vuông góc chung của SA và BC.
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Bài toán 4: Cho tứ diện nội tiếp trong rnặt cầu tâm o và có AB = AC = AD.
Gợi Cì là trọng tàm tam giác ACD, F', 1' là trung điểm BG, AE.
Chứng minh: OI' 1  BG Cí> OD 1  AC.

Giải
AB = AC -  AD và OB = oc = OD
:::í> OA 1  (BCD) tại chân đường cao H với HB = HC = HD.
Chọn H làm gốc toạ độ. với hệ trục Hx. Hy. Hz sao cho HA là trạic Hz, HB là 

trục Hy, HD là trục Hx.
Ấ(0; 0; a). B(0; b; 0); C(ci; C2 ; 0), D(di; di; 0) và 0(0; 0; z)

Suy ra

Ấ c = (C i;  C2 ; - a ) ,  OD = ( d i ;  d 2 ; - z )

I heo giả thiết OA = OB = oc = OD «  OA‘ = OB^ = oĉ  = OD^
<=> ( a  - y . ỷ  =  b "  +  z ‘ =  C| +  c ,  +  Z “ =  d;  ̂ +  d j  +  Z “

<=> a  ̂- 2az -= = c  ̂ + c, = dĵ  + d^ ( 1)

Ta có: OF.BG = 0 » (C| + d|)^ + (C2 + d2)̂  - 9b  ̂+ 7â  -12az = 0 (2)
Khai triển (2) và thay thế (1) ta được:

(2) <IÍ> a2 + C|d| + C2d2 = 0 <=> OD . AC = 0: đpcm.
Bài toán 5: Cho tứ diện OABC có các tam giác OAB, OBC, OCA là những tam 

giác vuông đỉnh o. Gọi a , p, y lần lượt là góc giữa mặt phẳng (ABC) và các 
mặt phẳng (OBC), (OCA), (OAB). Chứng minh:
a) l am giác ABC có ba góc nhọn.
b) cos^a + cos^p + cos^Ỵ = 1.

Giải
Chọn hệ trục toạ dộ Oxyz với các tia Ox, Oy, Oz lần lượt là các tia OA, OB, OC. 

Khi đó ta có A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c) với a > 0, b > 0, c > 0.

a) Ta có AB = (-a; b; 0), AC = (-a; 0; c) AB . AC = a  ̂> 0. Vậy góc A của 
tam giác ABC là góc nhọn.

Chímg minh tUOTig tự, ta có các góc B và C của tam giác đó cũng nhọn.
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X y  X
b) Màt phăng (ABC) có phương trinh ^  = 1

a b c

....... ... X r  f  ̂ 1nen có vcctơ pháp tuyên là n = — ; —
(a  b c

Mặt phảng (OBC) có vectơ pháp tuyến i = (1; 0; 0).

'la  có: cos a

' rl ^n.i

Vi

u2 2b c

Tương tự: cos’ p = —̂<1 “ K “

C O S " y  -

1 1 1 a ' b ' + b - c ' + c - a -
, 7 ' 7a b c

7 7c a
' 1 ' 1 _ 2 . 7  7a b + b c + c a

_ 2u?a b
7,7 , 7 7  7 7a b + b c +c a

đpcm.

=  0— a' â  a V l
'Ta có SA 1  sc <=> sASC = 0 <=> + — tan’ a  = 0 <=> — -  tan’ a  -1

2 4 2 U

<=> tan’ a  = 2 <=> tana = ^Í2

Vậy nếu tana = V2  thì hai cạnh bên đối diện cùa hình chóp vuông góc với nhau.
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Bái toán 7: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng 
h. Gọi 1 là trung diêm C í m h  bèn sc. 'ĩính khoảng cách từ s đến mặt phang (ABI).

Giải
i a chọn hộ trục toạ độ Oxyz sao cho gổc toạ độ là tâm o  của đáy, trục Ox chứa 

OA. trục Oy chứa OB, trục Oz chứa so.

Mặt phăng đi qua A, B. MI cũng chính là mặt phẳng (ABM) nên có phưcmg

trình là; 7- H-----pr + — = 1.
aV2 aV2 h

2 2 2
Do đó. khoáng cách từ s tới mặt phẳng (ABM) là:

z Ẩ. -
ó. khoáng cách từ s tới mặt phẳng ( 
q = 2 _ 2ah

/2  2 ^4h^+9a'-
\'a^ a  ̂ h^

__ o  . /"'I__1_  ̂ _ _J ị  - - oBài toán 8: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và chiều cao 
băng h. Gọi I là trung điểm của cạnh bên sc. Tính khoảng cách từ s đến mặt 
phăng (ABI).



Ta có giao điểm M của so và AI chính là trọng tâm tam giác SAC nôn M(0; 0; - )

Mặt phẳng (ABI) cũng chính là mặt phẳng (ABM).
X y  z

Vây mp(ABI) có phương trình !à — ị = - + ...- ị ^ - + = 1
av2  av2 h

Do dó, khoảng cách từ s lới mặt phẳng (ABI) là: d(S; (ABI))
2ah

v4h- + 9 a '

Bài toán 9: Cho hình chóp S.ABCD có đáy lả hình chữ nhật AB = a. AD == a V2  . 
SA = a, SA vuông góc (ABCD). Gọi M, N là trung đicm AD, sc, gọi I là giao 
điểm BM và AC.
Chứng minh (SAC) 1  (SMB) và tính thề tích khối ANIB.

Giải
Chọn hệ trục toạ độ như hình vẽ.

S(0; 0; a), A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; a / 2  ; 0) thì:

D (0 ;aV 2 ;0 ), M(0; ; 0),

LA _ IM 1̂
S c  ~ IB ~ BC ~ 2

lA = -A C  
3

,a a 
3 ’ 3

^ ; 0), BM (-a; ^ ý -  ;0), BS (-a; 0; a)

Mặt phẳng (SBM) có vectơ pháp tuvến: n I = BM  , BS
( _ 1a V2  2 a '^ /2  

— - ;a  
2 2

Mặt phẳng (SBM) có vectơ pháp tuyến: n , = AS.ẨC' = (-a‘ V2  ; a ;̂ 0) 

Vì n, . 112 = 0 nèn 2 mặt phẳng (SAC). (SMB) vuông góc.

Ta có:
J—  __ __, — a a

AN AN — V -L 3v^ 6 ;

VANIB À ĩ .  AN .AB

, AB = (a; 0; 0)

a'' . /̂2 
36
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Bài toán 10: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh 
bcn SA vuông góc với mặt phăng (ABCD) và SA = 2a. Gọi M, N lần lượt là 
trung dicm cúa các cạnh SA, SD.
a) 'l ính khoảng cách từ A đến mp(BCM); khoảng cách giữa hai đường SB và CN.
b) 'l ính cosin cứa góc hợp bởi 2 mặt phang (SCD), (SBC).
c) Tính ti số thể tích của hai phần hinh chóp được chia bởi mặt phảng (BCM).

Giải
Chọn hộ trục Oxy sao cho gốc o  là điếm A, tia Ox chứa AB, tia Oy chứa AD 

và tia O/, chứa SA.
Khi dỏ A(0: 0; 0).

B(a; 0; 0).
C(a; a; 0).
I)(0; a; 0).
S(0; 0; 2a),

M(0; 0; a). N(0; -  ; a)
2

a) BC = (0; a; 0). BM = (-a; 0; a)

IĨÌC . lỉM I = (a^ 0; a )̂
Do dó. mặt phăng (BCM) có một vectơ pháp tuyến là (1; 0; 1), suy ra phưong 

trinh mặt phăng (BCM) là: 1 (x - a) + 1 (z - 0) 0 <=> X + z  - a = 0.

Vậy khoảng cách từ A đến mp(BCM) là; d(A. (BCM))
- a

Vi^ + 1'

a
V ĩ

Ta có; BS = (-a; 0; 2a). CN = (-a; - — ; a), s c  = (a; a; -2a)

r 2 \ ___ _
Suy ra 1 BS. CN I -  a '; - a ';™  [ BS, CN |. s c  = a  ̂ - a  ̂ - a  ̂= -a^

V “
Vậy khoáim cách giữa hai dường thăng SB và CN là:

d(SB, CN) =
BS.CN ,SC

2 a

BS.CN

b) Vi Ị se . SD I (0; 2a^; a“) nen mp(SCD) có vectơ pháp tuyến ĩỉ = (0; 2; 1).

Vì I s r i . se I = (2a“; 0; a^) nôn mp(SBC) có vcctơ pháp tuyến n ' = (2; 0; 1). 
Gọi ọ là góc giữa hai mặt phẳng (SCD) và (SBC)

'ba có: cosq)
n.n

—
n .n' V5.^/5
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1 2 _  2 3c) Vs.abcd -  a . 2a -  — a .

Vì M là trung điểm của SA, suy ra d(S, (BCM)) = d(A, (BCM)) = “  .

Hình chóp S.ABCD bị mp(BCM) chia thành hai phần, trong đó có một phần là 
hình chóp S.BCNM.

Hình chóp này có đường cao bằng d(S; (BCM)) = ~  và đáy là hình thang
V 2

1 a r~ 3-j2a~
BCNM cỏ diện tích bằng 2 (a + — )a v2  = —

2 2 4
„ , .  _ 1 sV2a a a
Suy ra: Vs.iỉCNM ~ —̂ •“ /= -  " 7

3 4 V2 4
V BCMN

V 8' 'SABCD ”

, , . 3
Vậy ti sô thê tích giữa hai phân của hình chóp S.ABCD chia bởi mp(BCM) là -

DẠNG TOÁN
3.

ỨNG DỤNG VÀO  KHÔI HỘ P VÀ LĂ N G  TR Ụ

Dưa tọa độ không gian vào đê giai hài toán hình học không gian thuần tủy: 
tỉnh toán, chímg minh, tìm quan hệ, ...hang cách chọn một hệ trục Oxyz thuận lợi 
gồm 3 lia đôi một vuông góc nhau.

Thê tích hình hộp ABCD.A 'B'C'D': V = \\'ÃB \

Thể tích hình lúng trụ ABC.A 'B'C': F = — I [ AB , AC ]. AA' I
Góc giữa 2 đườnọ, thăn^: d  cỏ VTCP u và d' cỏ ITCP  V thì

r \x..x'+y.y+z.z'\
cos(d:d ) = cos(«,v) = r .........../ ■> ■* / »2 ,2 ,2 yjx- +>'■ + z - .y x ’-+y'

Góc giữa 2 mặt phăng: mặt pháníỊ (P) cỏ vecíơ pháp tuyên n và mặt phăng 
(Q) có vectơpháp tuyến n ' thì cos((P), (())) " I cos( /7, 77') I

Góc giữa đường thăng d cỏ VTCP u vù mặt phăng (P) cỏ VTPT n : 
sin{d, (P)) = i co.S’( 7/, 77 )  I

Khoảng cách giữa hai đường thăng chéo nhau: di qua M ị và có VTCP u ị: d: 

qua M2 và có VTCP u 2 '-
\ 77|,77, . M ị M j \

d{dị, d j)
»1, 77,
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Bài toán 1: Chơ hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a chứng minh: 
a) Hai mặt phăng (AB'D') và (BCD) song song với nhau, 
h) Đường chéo A'C vuông góc với hai mặt phẳng nói trên.

Giải
Chọn A' làm gốc toạ độ và 

B '(a;0;0), .
D'(0; a; 0),
A(0; 0; a).

Ta tính được toạ độ các đỉnh còn lại của 
hình lập phương.

a) Mặt phẩng (AB'D') có phương trình:
X + y 4 z - 1 = 0 

\4ặt phẳng (BCD) có phương trình: x + y + z -  2 = 0.

, ,  : . X UẪ .. .: 1 1 1Hai mặt phăng này song song với nhau vì -  = -  = -  5Ế —-

b) Tacó Ấ c =(1; 1; 1).
Vectơ này cũng là VTPT của hai mặt phắng song song nói trên nên đường chéo 

AC' vuông góc vm 2 mp(AB’D'), (BCD).
Bài toán 2: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng a. Gọi I, J lần 

lưcTt là trung điêm của A'D' và B'B. 
a) C'hứng minh rằng u  1  AC. Tính độ dài đoạn thẳng 1.1.

A C ' = (a - 0; a - 0; a - 0) = (a; a; a)

nèn LI. Ã c ' = - — .a + a.a - “  .a = -a" + a  ̂= 0. 
2 2
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Vậy u 1  AC. Đoạn LI í

7
■) ' a ^

. 2 ,
+ a +

 ̂ 2y Ị

b) Để chứng minh D'B 1  mp(A'C'D, ta chứng minh

ữ ĩ ỉ  1 ÃTC', 043  1  ÃT5 «  Õ ^ .Ã Ã :'  = 0, ữ B . Ã ^  -  0

Ta có D'B = (-a; a; -a). A'C' = (a; a; 0); A'D = (a; 0; -a)

Do đó ẼỹBÃT' = 0, D ^ .Ă ^  = 0.

Tương tự, ta cũng chímg minh được D'B -L mp(ACB’)

c) A'D = (a; 0; -a). Gọi (p là góc giữa hai đường thăng u và A'D thì:

ĨJ,Ãt5
coscp cos(IJ, A'D)

IJ.A’D

-  ^ .a + a.o -  ^ (-a ) 
2 2

aVó
,aV2

=  0

Vậy (p = 90".
Bài toán 3: Cho hình lập phương ABCD.AiB ịC iD i cạnh a, trên BCi lấy điểm M 

sao cho D,M, DA,, AB| đông phăng. Tính diện tích s của tam giác MAB|.

Giải
Chọn hệ Oxyz sao cho B = o , B|(a; 0; 0), C|(a; a; 0),

C(0; a; 0), A(0; 0; a), A|(a; 0; a), Di(a; a; a), D(0; a; a). 
Vì M G BC| nôn gọi M(x; x; 0)

Ta có D|M = (x - a; X - a; -a)

DA, = (-a; a; 0)

AB, = (a; 0; -a)

Vì D |M ,DA|, AB, đồng phẳng ncn

D,M ,DA^]a B, = 0 = > jc = 3a

Do đó M
(2a  3a J /

nên MA =
l  2 a j V

MB,

3a

l T

V 2- 2 ' j

Vậy: s = -  
2

MA,MB i 'V Ĩ9
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Hài toán 4: Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'D' cạnh bằng a. Trên các cạnh BB', 
CD, AD' lần lượt lấy các điểm M, N, p sao cho B'M = CN = DP = ka (0 < k < 1).
a) Tính diện tích tam giác MNP theo k và a.
b) Xác định vị trí M trôn BB' đề diện tích tam giác MNP có giá trị bé nhất.

Giải:
Chọn hệ trục toạ dộ Axyz như hình vẽ 

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0)
C(a; a; 0), D(0; a; 0)
A'(0; 0; a), B'(a; 0; a)
C'(a; a; a), I)’(0; a; a)

a) B'M = k ĩỹ ĩ ì  => M(a; 0; a - ka)

CN = kCD ^  N(a - ka; a; 0) 

ỉỹ p  = kD'X' ^  P(0; a - ka; a)

MN = (-ka; a; -a + ka), MP = (-a; a - ka; ka) nên:

[ MN. I = (k-a  ̂ - ka' ( a^ k'a- - kâ  + a^ k̂ â  - kâ  + â )
, _  __, 1 p;

S mm> = -  11 MN , MP 11 = (k‘- - k + 1) với k G (0; 1)

b) 'ha có: k ' - k (- 1 = (k - - - )■ + —> —
2 4 4

Dấu khi k = — G (0; 1) nên Smnp bé nhất khi M là trung điểm BB'.

Hài toán 5: Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Các điểm M thuộc AD' 
và N thuộc DB sao cho AM = DN = k (0 < k < a^/2 ).
a) Chứng minh rằng MN luôn song song với mặt phang (A'D'BC).
b) rim k để đoạn thảng MN ngắn nhất.
c) K.hi đoạn thăng MN ngấn nhất, chứng minh ràng MN là đường vuông góc 

chung của AD' và DB; MN song song với A'C.
Giải

Chọn hệ toạ độ Oxyz như hình vẽ. 
l a có:

AM = k ^  MA = -------M
k -a V 2

0; ì

DN = k ^  ND = ~ - ~ - ^ N B ': ^  N 
k -a V 2

k aV2 -- k

l 7 2 '" ” V T
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,a) Mặt phảng (A'D'BC) có phương trình: X + z - a = 0 nên có vectơ pháp tuyên
n =(1;0; 1).

Tacó: MT^h=-F^.l + iV2-2k
4~2

.0 +
' T i .

1=0 vàM Ể (A'D'B'C)

nên đưòmg thẳng MN song song với mặt phẳng (A'D'BC).

b) Ta có: MN^
V r .V T - k  h V  ^

+
72 72

+

= 3 k ^ -2 a 7 2 k   ̂ a  ̂= 3 

Vậy đoạn MN bé nhất khi k =

72

V 
—  \  2

0 —
72

2 2 a" a
H-----^ ----

3 3

a72

a72  , — fa  a a^c) Khi MN ngắn nhất thì k = -  —- nên MN =

MN.AD = —.0 + —.a -  —.a = 0 
3 3 3

MN.DB = - .0  + - . ( - a )  + 
3 3

‘ a^

V

-5 ’,3 3 3, 

:í> M N lA D

.0 = 0 MN 1  DB.

Suy ra đường thẳng MN là đường vuông góc chung của AD' và DB.

Ta có A'C = (a; a; -a) = 3 MN và A' không thuộc đường thăng MN suy ra 
đường thẳng MN song song với đường thẳng A'C.
Bài toán 6: Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh bàng 1.

a) Tính góc tạo bởi các đưòng thẳng AC' và A'B.
b) Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của các cạnh A'B', BC, DD’. Chứng minh 

AC' vuông góc với mặt pháng (MNP).
c) Tính thể tích tứ diện AMNP.

Giải
a) Ta chọn hệ tục Oxyz sao cho gốc o  là đỉnh 

A' của hình lập phương, tia Ox chứa A'B', tia Oy 
chứa A'D' và tia Oz chứa A'A.

Khi đó A '(0;0; 0), B'(1;0; 0).
D’(0; 1; 0), A(0; 0; 1),
C(l; 1; 1), B (];0 ; 1),
D(0; 1; 1),C'(1; 1;0)
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l)odỏ;A C ' - ( 1 ;  = (1 ;0 ; 1)=> ÃC’.Ã 'B  = 0 A C '1  A'B

lA Ta có M( -  ; 0; 0). N( 1; -  ; 1), P(0; 1; -  

1
MN 1) MN . AC' = 0 ^  MN 1  AC .

2 2

: 1; -  ) ^  . ÃC' = 0 MP -L AC.
2 2

Vậy AC' 1  mp(MNP)

c) Tacó: MẤ = ( - - - ;0 ;  1); [M N , ĨVĨP I

Vam\ p = -  11 MN, MP]. MA I = -  
6 6

4 ' 4 '4

ì \ - Ả  
81 16 ■

Bài toán 7: Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng 1. Gọi M, N, p 
lần lượt là trung điểm cùa các cạnh B'B, CD và A'D'
a) Tính khoảng cách giữa cặp đưèmg thẳng A'B, B'D và cặp đường thẳng PI, 

AC’ với 1 là tâm của đáy ABCD.
b) '1'ính góc giữa hai đường thẳng MP và C'N, góc giữa hai mặt phang (PAI) và 

(DCC’Ĩ)’).
Giải

a) 'la  chọn hộ tục Oxy/. sao cho gốc toạ độ là A, tia Ox chứa AB, tia Ov chứa 
AD và tia O / chứa AA'.

Khi đó: A(0; 0; 0). B(l; 0; 0),
D(0; 1;0). A '(0;0; 1),
C (l; 1;0), D'(0; 1; 1).
B'( 1; 0; 1), C'( 1: 1: 1).

Suy ra A'B =(1; 0; -] ■);

B~^ =(-1; 1;-1), Ã 'B ’ = (1;0; 0)

I A 'B , ĨTD] (1:2; l)nên:

d(A' B, B'D)
.A Ẻ'

A 'B ,B 'D V6

racó :P (0 ; ^ ; 0). 1 (^ ; IP = ( - ^ ; 0 ;  1)

AC’- ( 1 ;1 ;1 ) ,  A P = ( 0 ; i ; l )
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Suy ra d(PỈ, AC)
1P,Ac ỊảpỊ

1P,AC' 28

b )T a c ó M (l;0 ; ^  X N(^ ; 1; 0) ^  MP =(-l;  1 ;  1 )

NC' = ( - ;  0; ]) =^M P.NC' = 0 =^MP 1  NC'
2

1 nn = A / \A / =
l  2 2 ’ 4 )

Mặt phẳng (PAI) có vectơ pháp tuyến: n = AP, AI 

Mặt phẳng (DCCD') có vcctơ pháp tuyển là AD = (0; 1; 0) 

Gọi (p là góc giữa hai mặt phang trên thi: cosọ =
n.AD

n|. .AD

Bài toán 8:Lăng trụ tứ giác đều ABCD.AiB|C|D| có chiều cao hằng nửa cạnh 
đáy. Diểm M thay đồi trên cạnh AB.

rim giá trị lớn nhât của góc A|MC|

(?họn hệ trục như hình vẽ (A|xyz) 
Dặt AM = X, 0 < X < 2.
Ta có: M(x; 0; 1); Ai(0; 0; 0);

Ci(2: 2; 2)

G iải

nên MA' = (-x; 0; -1);

MC, = (2 -x ;2 ;- l)

Dặt a  = A|MC| thì;

.rv T  TTTT  ̂ x ^ -2 x  + l (x-1)"cosa = cos( M Ai, MC| ) = --p===2=—==== = = =  = ■ - -  > 0
V x -+ l.V (2 -x )'+ 5  V x -+ l.V (2 -x )‘ +5

Do đó a  < 90°. Vậy góc a  = A|MC| lớn nhất khi X = 1 tức M là tnưig điểm AB.
Bài toán 9: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D'. Gọi M, N, p lần lượt là các 

điếm chia các doạn thắng AB, D'D và B'C' theo cùng tỉ số k 0, 1. Chứng 
minh ràng mp(MNP) luôn luôn song song với mp(AB'D').

G iải
Dặt A'B' = a, A'D' = b, A'A' = c. Ta dùng phưong pháp toạ độ bằng cách chọn 

hệ trục toạ độ với gốc là: A'(0; 0; 0) sao cho Lí'(a; 0; 0), D'(0; b; 0) và A(0; 0; c) 
Khi đó ta có C'(a; b; 0), B(a; 0; c), D(0; b; c) và C(a; b; c).
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Các diem M. N. p lần lưcn chia các đoạn Ihẳng AB, D'D', IVC' theo cùng tý số 
k nèn:

MỊ

Do dó \ĨN  = 

['a co;

ka ^ , -k c ^ f -k b  ^- ;0 ;c . N 0 ;b; — , p a -  - -~;0
1 -k  J l 1 - k ; l  1 -k  J

ka , 1 , í -1 , kc-~ - ;b - ~ c , NP = a;— ^-b
[ ] - k - k  j 1 1 -k  l - k j

- í - k  + k - l , k '+ k - l  - k '+ k - l  1MNNP T -—  ̂- -bc
1 (1-ky (1-k)- (1-k)- )

nên mp(MNP) có vcctơ pháp tuyến là n = (bc; ca; ab)
X y  7

Mát phăng (AB'I)') có phương trình - + - + — = 1 có vectơ pháp tuyên là
a b c

1-
a b c y

Vì = Y  -• abc và M, N. p Ể (AB'D') do k 0 nên mp(MNP) // mp(AB'D'). 

a b c
Bài toán 10: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C’D' với AB = a, BC = b, CC' = c. 

a) l ính khoang cách từ diểm y\ tới mp(A'BD).

d(A', C'D)
A'C',C’D

| c ^

V aV + b V _ + c^a^

V a '  + C '
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c) Ta có  BC' -  (0 . b, c ). C D ’ =  (-a; 0; c). 'b C =  (0; b; 0)

d(BC’. CD') =
Ị[b c . c it ] b c | _ ________________

j|ỉC',CÌ5jỊ -Ja-b’ + h‘c- +c-a'

Bài toán 11: Cho lăng trụ dứng ABC.A'B'C' có đáy ABC là lam giác vuông. 
AB = BC a cạnh bên AA' = aV2 . Gọi M là trung diêm cua BC. rinh theo a 
thể tích của khối lăng trụ ABC.A'B'C' và khoáng cách giũa AM, B'C.

Giải
Chọn hệ trục tOcỊ độ Bxy/. như hình vẽ 

AABC vuông cân tại B => AC = a V2 
=> AA'C'C là hình vuông cạnh ữ. 4 2  .

B(0; 0; 0), A(a; 0; 0). C(0; a; 0).

B’(0; 0\a^Í2 ). A'(a; 0 ;a V 2 )

C'(0; a; aV2 )

Ta có: BA = (a; 0; 0), l ĩc  = (0; a; 0).

BB' = (0 ;0 ;a V 2 )

=> 1 BẨ , 1 - {0; 0; a )̂

1 ik r- : r - l  V2  ,
----0VA1K'.A'BC' BẨ .Bc] BB a (đvtt)

Ta có; M(0; -  ; 0). AM = (-a; -  ; 0)

ITC = (0; a; -a-sỉĩ); Ãĩì' = ( -a; 0; a V2 )
___ ^ _ Ị

= > [A M ,B 'C Ị=  - a -  ; - a - V 2 ; - a -
2

Nên d(AM, BC) =-
I a m , b 'c ~.Ăẻ'

i

A M j r c

a -0 ^ 4 2  9 u 4 ĩ

ịa + 2a'’ + a

Bài toán 12: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bàng 1. Trên các lia 
AA', AB, AD, lần lượt lấy các điểm M, N, p thay dổi, khác A sao cho 
mp(MNP) luôn đi qua c .  hãy tim thể tích bé nhất của tứ diện AMNP.

Giãi
Dặt AM = m, AN = n và AP = p.
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l a chọn hộ liạic toạ dộ Oxv/. sao cho o Irùng
A. các tia Ox, ()y và ()z lần lượt chứa các điềm
B. I) và A'.

Khi đó ta có: A(0; 0; 0). B(l; 0; 0),
D(0; 1:0). A '(0;0; 1).
C' (l; 1; 1). M(0; 0; m),
N(n; 0; 0), P(0; p; 0).

Mặt phăng (MNP) cỏ phương trình theo
' X V /doạn chăn -H + = 1.

n p m

Mặt phănu (MNIB di qua đinh c khi và chi khi: -  + = 1.
n p m

1 hố tích tứ dicn AMNP là V " - AM.AN.AP = — mnp.
6 6

Ap tlụng hất dăng thức Côsi cho ba số dương, ta có:

n p m \  mnp mnp
— ^ V =ì> mnp ^ 27 
mnp 3

1 1[)áu " " xàv ra khi và chi khi -  zz — = , tức là m = n = p = 3.
n p m 3

27Vậy giá trị nho nhài của thê tích V là —- , khi dó A.MNP là hình chóp đêu.

ÍBẨI TẬP TONG HỢP
lìài tập 1: Trong không gian Oxyz. cho hình lộp phương ABCD. A'B'C'D'. Biết 

A((); 0; 0). B(2; 0; 0). D(0; 2; 0) và A'(0; 0; 2). Gọi M, N lần lượt là trung điểm 
cua các cạnh /\B  \ à BC.
a) Vicl phương trinh mặt phăng (P) qua MN và song sonti với BA'.
b) 'Tính góc giữa hai đường thắng MN và BA'.

lỉD-ĐS
a) Kct qua (P): X - \  + 7, - 1 = 0 b) Kết quả góc 60'’.

lìài tập 2: Trong không gian Oxy/.. cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' với 
A((); 0; 0). B( 1; 0; 0). D(0; 1; 0),
V'(0; 0; 1). Gọi M. N là trung dicm của AB. CD. 
a) Tính khoang cách giữa 2 đườnu thăng A'C và MN.

b) Vicl phưcmg trình mặt phăng (P) chứa A'C và tạo với Oxy góc a  mà cosa ■
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lỉD-DS

a) Kcl quả d(A'C. MN) =
2 / 2

b) Kết quá (P): 2x - y + z - 1 0. X - 2 y  - /, + 1 = 0
Bài tập 3:. Cho lứ diện SABC  ̂ với các đỉnh S(-2; 2; 4), A(-2; 2: 0). B(-5; 2; 0), 

('(-2; 1; 1). l ính khoảng cách giữa hai cạnh dối SA và BC.
ỈID-DS

3.vrõ
10

Bài tập 4: 1 rong không gian Oxyz cho hình chóp tứ ítiác đều S.ABCD. l iết 
S(3; 2; 4). B(l; 2; 3). D(3; 0; 3). Viết phương trình đường vuông góc chung

Kết quá d

của hai đường thănn AC và SD.

■ X -  2 y -1  z -  3Kct qua ------ = - —- = — —
5 -1  2

IID-DS

Bài tập 5: Cho hình vuông ABCD và tam giác đều SAB cạnh a nàm tronu hai mặt 
phăng vuông góc với nhau. Ciọi IC F là trung diêm của AB. AD. 'l ính diện tích 
tam giác SCI- và khoáng cách từ !• đến (SCI')-

líD-DS
3 [ ị

Chọn hộ trục Hxyz. Kct quà d(H.(SCF)) = — ̂  -
5

Bài tập 6: Cho hình lập phương ABC'D.AiBiCiD|. Gọi M là trung dicm của AD. N 
là tâm hình vuông CCiD|D. 'l ìm hán kính mặt càu di qua các dicm B, C|. M, N.

HD-DS

Chọn hộ trục Axvz. Kct quả R

Bài tập 7: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có các kích thước AB = 3. AD 4, 
AA' 3. 'l'rên các cạnh lỉB'. CD, A'D' lần lưcTt lấy các diểm M. N. p sao cho 
B'M = CN = 1. D'P ^ 2. '1'ính khoang cách từ A dốn các mặt phảng (B'D'C) và (VTNP).

lỉD-DS
44

Chọn hệ trục Axyz. Kổt qua d(A; (MNP)) =
V 2 T 3

liài tập 8: Cho hình chóp S.ABCD có dáy hình chữ nhật AB a. AD = 2a. SA = 3a 
vuông góc dãy. Gọi 1 là trung dicm cùa CD. tính d(SB, AI)

HD-DS
12

Chọn hệ tiạic Axvz. Kêt quá d(SỈ3; AI) = ~~ a .
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PHỤ LỤC

[c á c  đ ề  thi t Ổng  h ợ p

ĐỀ LUYỆN THI TỔNG Hộp số  1
1. Phan chung cho tất cả thí sinh: (7,0 điếm)
Câu 1. C'ho hàm số y x'̂  - 3mx^ + 3(m^ - 1 )x - nr̂  + m ( 1)

1) Khao sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1
2) 1'ỉm m dè hàm sô (1) có hai cực trị đông thời khoảng cách từ diêm cực dại

cùa dồ thị hàm số (1) dến gốc toạ độ o  bàng ^J2 lần khoảng cách từ diểm cực 
liêu cua dồ thị hàm so (1) dến gốc loạ dộ o .

_ 3
Câu 2. Giải phương trinh: cosx(l t- 2\^3 sin2x) = cos3x - 4cos( — - 2x).

Câu 3. Giai phưtmg trinh: 21og5(3x - 1)= log.,^(2x + l)(x e R).

Câu 4. 'l ính tích phân 1 = f - 2 * 1 .
•Ị(x-t-i)-

Câu 5. Cho hình clióp S.ABCD có dáy ABCD là hình thang vuông tại A và D. 
Bict rang AB 2a. AD a, DC = a (a > 0) và SA vuông góc với mặt phăng 
(ABCD). góc tạo bởi mặt phăng (SBC) với dáy bằng 45". Tính thể tích khối 
chcSp S.ABCl) và khoảng cách lừ B tới mặt phẳng (SCD) theo a.

Câu 6. Cho (x. y) là nghiệm không âm cúa hộ phương trình;
|.v + >- = m

[.r’ + >■" = m' -  4m + 6
1 lãy tim giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức:

I' (X  ̂ y)-"* t 6xy(x + y) + 39m + 2 với 0 ^ m < 2.
H. Phần riêng: (3,0 điểm).

Thí sinh chi duợc làm một trong hai phần: A hoặc B 
A. Theo chưong trình chuan

7 7X y“
Câu 7a. 1'rong mặt phăng với hộ trục toạ độ Oxy, cho elip (E): “  + “ - = 1 và

diêm M(2; 1). Dường thcăng (d) di qua diểm M và cắt clip (E) tại hai diểm A. B 
sao cho M là trung diêm cua đoạn AB. rim A. B và phương trình (d).

Câu 8a. Trong không gian với hộ trục loạ dộ Oxyz, viết phương trình mặt cầu có

tâm thuộc d:
x -1  y -1  z .X ,

- = — - = —-  , ticp xúc \'ới hai mặt phăng (a); 2x - y + 2z +

\ à (Oxy).
Càu 9a. 'Tìm so phức z đè cho: z. z. -í 3(z -  z ) = 4 -  3i
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B. Theo chưung trình nâng cao
Câu 7b. Trong mặt phẩng với hộ trục toạ độ Oxy, cho điểm A (l; 3) và đưcmg 

thẳng (d): 2x + y - 1 = 0. Lập phưong trình các cạnh hình vuông nhận diêm A 
làm dmh và dường thẳng (d) làm đường chéo.

Câu 8b. 'Trong không gian với hệ trục loạ độ Oxyz, chứng tở ràng hai dường 
X = 1 -  2t

x + 1  _ y _ Z-1
thăng d; y = 3 t và A : c h é o  nhau. Lập phương trình 2 mặt 

4 1 - 2
z = -2  -  t

phăng lần lượt chứa một đường thảng d hoặc A và chứa đường vuông góc 
chung cùa chúng.

Câu 9b. Xác định tập hợp các điểm M trong mặt phăng phức hiểu diễn các số 
phức z thoả mãn; I z - i I = I (1 i i)z. |.

Lời Giải
Cáu 1.1) Khi m = 1 thì y = x‘̂ - 3x^

• 'Tập xác dinh: R
. Sự biến thiên: lim>' = -cc; lim>’ = +CO

.Y->-co .V—̂+cr:

y' = 3x^ - 6x, y' = 0 <=> X = 0 hoặc X = 2. .

Báng hiến thiên:

y' = 0 <=> X = m ± 1
Vậy vói mọi m thì hàm số luôn có cực trị
Toạ độ diêm cực dại và cực tiều lần lượt là A(m-1; 2-2m) và B(m+1; -2m-2) 

'Theo đồ; OA = ^/2 OB «  5(m - 1 )̂  = 2.5(m + 1Ý

«> m  ̂+ 6m +1=0<=> m = -3 ± 2  ^J2 .
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Câu 2. Biên dôi phương trình đã cho như sau: 

cosx -I- 2 V3 sin2xcosx = cos3x + 4sin2x 

<::> (cos3x - cosx) + 4sin2x - 2 V3 sin2xcosx = 0 

o  2sin2x(2 - sinx - V3 cosx) = 0

<=>
"sin 2x = 0

r-~
sin X 4- V3 cosx -  2

sin2x = 0
7T ^

sin(x + --) = !
3

X =
kn

n
, (k G Z)

X =  —- +  k l T ĩ  
6

Câu 3. DK; X > -  . Biến đổi phương trình

log5Ì5.(3x - 1 )̂ 1 = log5(2x + 1)-' Cí> 5.(3x - 1 )̂  = (2x + 1)̂

<=> 8x^ -  33x" + 36x -  4 = 0 <» ( x -  2)( 8x^ -17x +2) = 0 <=> x = 2 hoặc x = -
8

So sánh điều kiện, chọn nghiệm của phương trình X = 2.
3 3fCâu 4 .1 = -  í (3 + In x)d

•Ị(x + 1)̂  ị
í ì 3 + lnx

U+iJ x + 1
dx

I I

3 + ln3 3 f l3 f 1 . r _+ — + -  dx -  ——  =2 -Ị X -Ị x + 1

x(x +1)

27^ 
3 + ln-— 

16V4  2 -Ị X -Ị x  +  1 4

Câu 5. Gọi M là trung điểm AB => ADCM là hình vuông 
=--> MA = MC ^ MB = a. ỉ
Do đó tam giác ABC vuông tại c

CB 1  (SAC) SCA = 45".

A C ^S A  = aV2 và

c _ 1 ^  ̂_ 3a'a(a + 2a) -

—  ̂ c A c _ ^
V S.ABCD “  -  o A . ă A i í C D -------r "

3 V2
Gọi 11 là hình chiếu của A lên SD =í> AH 1  (SCD) => d(A, (SCD)) = AH 

1 1 3  ^
Ta cỏ:

1 1

AH" ~ 2a- ■ ^"2 ,22a^
AH = ư.

Vì AB // (SCD) d(A. (SCD)) = d(B, (SCD)) = AH = a,
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Câu 6. Từ hệ phương trình đã cho, ta có:

Với 0 < m < 2, hệ có nghiệm X, y ^ 0 khi:

[s = X + y = m 
[p = xy = 2m -  3

- 4 P ^ 0
s > 0
p > 0

<» — < m < 2 
2

Khi đó T = + 12m^ + 2 i m + 2 = f(m).
. , 3

Khảo sát hàm sô f(m) với m e  [ — ; 2]

511 3
Ta được minT = khi m = ^  và maxT = 100 khi m = 2. 

8 2
Câu 7a. Gọi A(a, b) thì B(4-a; 2-b). Vì A, B e (E) nên;

' — + — = 1 
9 4
(4 -a )^   ̂ (2 -b )^  ^

Cí>

_ _  3 V ĨĨ  . _ , ^ 4 v na = 2  ;b = 1 +
10

3VĨĨ .a = 2+ ; b = 1 -

Vậy A
r _ 3 v n  4 v n ì

và B
10 15 ; V

2 +

10

3Vn
10

15
4VŨ

15

và phương trình (d): 8x + 9y - 25 = 0 
Câu 8a. Gọi 1(1+t; l+2t; -2t) e d là tâm của mặt cầu (S) cần tìm. 

Do (S) tiếp xúc với (a) và mặt phăng (Oxy) nên:
|2(l + t ) - ( l  + 2 t)-4 t + l|

d(I, (a)) = d(I, Oxy)) « ■ = |2t|

<=> |2t - 1| = |3t|<=í> t = -1 hoặc t = —

Với t = -1 thì (S) có tâm 1(0; 1; 2) và bán kính R = 2 nên (S) có phương trình
x  ̂+ (y+  l)^ + (z-2)^  = 4.

Vớit
1 % 7 2 '

= thì (S) có tâm I _ 'i5 (5 5 5 J

í  6 V 7) 2
í  2Ỹ

y - — +
l  5) \ 5) l  5 j

và bán kính R = — nên (S) có phương trình

/5
Câu 9a, Đặt z = x + iy, ( X, y e R)

Ta có: z .z  + 3(z -  z ) = x  ̂+ y  ̂+ 3.2iy = x  ̂+ y  ̂+ 6yi 

Do đó: z. z + 3(z -  z ) = 4 -  3i
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Vậy z =

Câu 7b. Nhận xét A Ể d. Gọi I(x, y) là tâm hình vuông ABCD. VTCP của d là: 
u = ( - l ;2 ) .

Fa có í e d và AI ±  u nên tim được I 3 n '
5 ’ 5 ,

Gọi B(a; b). Vì IB = lA và B e d
ì / d

nên tìm được B

B

1 .1
5 '5

/
và D

7 19 
5 ’ 5

;D

7 19 
V 5 ’ 5y

 ̂1 1 ^
5 ’5

và ngược lại

V- V
Do đó phưong trình các cạnh hình vuông ABCD là:

(AB): 3x - y = 0; (AD): X + 3y - 10 = 0;
(BC): X + 3y - 2 = 0; (CD): 3x - y + 8 -  0

hoặc (AB): X + 3y - 10 = 0; (AD): 3x - y = 0;
(BC): 3x - y +  8 -  0; (DC): X + 3y - 2 =  0

Câu 8b.

dđi q u a A (l;0 ;-2 )  và có VTCP ũ = ( -2 ;3 ;- l)

Ađi qua B(-1;0; l)v à c ó  VTCP rĩ = (4; ];-2 )

Ta có [ u . V ]. AB 0 nên d và A chéo nhau.

Đường vuông góc chung u có VTCP: a = [ u , V ] = (-5; -8; -14)
Mặt phẳng (P) chứa d và u có VTPT

np = [ u , a ] = (-50; -23; 31) và đi qua A (l; 0; -2) nên có phưonng trình:
-50(x- l ) - 2 3 (y -0 )  + 31(z + 2) = 0 hay 50x + 23y - 31z - 112 = 0.

Mặt phẳng (Q) chứa A nên u có VTPT

ng = [ V , a ] = (-30; 66; -27) và đi qua B(-l; 0; 1) nên có phưoTig trình:

-10(x + 1) + 22(y - 0) - 9(z - 1) = 0 hay lOx - 22y + 9z + 1 = 0.
Câu 9b. Đặt: z = X + yi, X, y e R và M(x;y) là điểm biểu diễn số phức z trên mặt 

phăng phức.
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-dx

Ta có | z - i |  = |( l+ i ) z | <» I x + ( y-l)i I = I (x-y)+(x+y)iỊ 
<=> x^+ ( y - l f  = (x-y)^ +(x +y)^ <» x  ̂+ ŷ  + 2y -  1= 0 

Vậy tập điếm biểu diễn là đường tròn x  ̂+ ŷ  + 2y -  1= 0.

ĐỀ LUYỆN THI TỔNG Hộp số 2

I. Phần chung cho tất cả thí sinh: (7,0 điểm)

Câu 1. Cho hàm số y =  —  ̂ ~  ̂ g ộ
X -  2

1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho khi m = !.
2) Gọi A là điểm cố định của đồ thị (C„i)- 'I'ìm m để khoảng cách từ gốc tọa độ 

o đến tiếp tuyến của (Cni) tại điểm A đạt giá trị lớn nhất.
fCâu 2. Giải phương trình (1 - C0t2xtanx)sin X -  — = 2cosx.
V 6 j

Câu 3. Giải bất phương trình x  ̂+ 6x + 11 > 3(x+l) -v/2x + 5 .

Câu 4. Tính tích phân I = [—■Ị x(e’‘ + Inx)
Câu 5. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành với BA = a, BC = a V2  . 

BD = a Vs . Hình chiếu vuông góc của đỉnh s lên mặt đáy là trọng tâm G của

tam giác ABC và khoảng cách từ G đến mặt phẳng (SAB) bằng . Tính thể
VI0

tích khối chóp S.ABCD theo a.
Câu 6. Với a. b, c thay đổi thỏa mãn a > 4, b > 5, c > 6 và a  ̂+ b  ̂+ c  ̂= 90.

Chứng minh a + b + c > 16.
II, Phần riêng: (3,0 điểm).

Thí sinh chỉ được làm một trong hai phần: A hoặc B 
A. Theo chưoTig trình chuẩn

Câu 7,a. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(-4; 2), đường 
phân giác trong góc B có phương trình X + y - 2 = 0, đinh C thuộc đường thăng 
X + 2y - 10 = 0, BC = 2AB. Tìm tọa độ các đỉnh A, B và c.

Câu 8,a. Trong không gian tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (P): X + y - z - 1 = 0 và

đường thẳng A: — = . Viết phương trình mặt cầu có tâm nằm trên A, đi

qua gốc tọa độ o và tiếp xúc với mặt phang (P).
Câu 9.a. Cho số phức z = X + yi (x, y e R) với -2 < X < 3; 1 < y < 3.

Chứng minh 2 < I z + i I <5.
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iì. Theo chuông trình nâng cao
('âu  7.b. 'ĩrong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): (x - 2Ỹ  + “  20.

Viêt phương trình đường thăng qua gốc tọa độ o và cắt (C) tại hai điểm phân 
biẹt ./V, B sao cho OA ^  2(3B ^  ^

Câu 8.b. Trong không gian tọa độ Oxyz, cho điểm A(1 ;-l ;1). Gọi M, N lần lượt là 
qiao điêm cua đường thăng đi qua A với hai đường thăng

d i: ~ = “  = - ...  ̂ và d2: — = ^ ~ . Tìm toa đô các điểm M, N.
2 1 - 1  1 - 2 1

Câu 9.b. Cho số phức z = (-/2 + Ụ ĩ  -  Vó )i .Tính z^, từ đó viết z dưới dạng 
lượng giác.

Lời Giải
Câu 1.

• Tập xác định: D = R \ {2}
• Sự biến thiên:
Giới hạn và tiệm cận: lim y =

X - >

là tiệm cận ngang.

Báng biến thiên: y' = -------' —V < 0. Vx ÍỂ 2
( X - 2 T

lim T = - 00 , lim y = +CC r.=> X =■- 2 là tiệm cận đứng.
■V-̂ 2 \->2‘

3

X -0 0  2 + 0 0

y’ - -

y 1

-00

foo

1

1 làm số nghịch biến trên mồi khoảng 
(-oc; 2) và (2; +QC)

• Dồ thị cắt Ox tại (-1; 0) và Oy tại (0; -0,5)
2) (C,ii) qua A(x: y) cổ dịnh 

mx + 2 -  m , .,
y = — -̂------^  nghiêm đúng Vm, x ÍẾ 2

X -  2
<=> (x - 1 )m  ̂xy - 2y - 2 nghiệm dứng Vm, x t-2  

jx  = l
<=>

ly  = ->_
Vậy dicm cố dịnh là A (l; -2).
Phương trinh tiếp tuyến A tại A; y = -(m+2) X + m <=> (m+2)x + y -  m =0

341



Khi m = 2 thì d(0,A) = 0. 

Khi m 0 thì: d(0,A) = iH 1 1

m  n i \  m  5 5

1 2 5
Dâu băng khi: — = -  — m = - — 

m ĩ  2

Vậv giá trị cần tìm là m = -  — .

Câu 2.

ĐK sin2x 0 <=> X k —.
2

Với DK này, PT o  ^ s i n ^
sin 2xcosx

7Ĩ
X -  — 

6
= 2cosx

1 ( S , ,  I  - “ -sin X -  -  cosx 
2 2

= 2cosx <=> (1 + tan^ x)(V3 tan X-1) = 8
2cos X 

Đặt t = lanx ta có

V3/' + V 3 /-9  = 0 o ( t - V 3 ) (V 3 t-  + 2t + 3V3) = 0 « t  = V3

Kết họp nghiệm, nghiệm phưong trinh là: X = — + kn (k G Z).

Câu 3.

ĐK: X > , BPT đã cho trở thành:
2

(x + 1)̂  -3 (x  + l)v^x + 5 + 2 (V ^  + 5)- >0 (1)

5 5 VKhi X = - — thì (1) <=> -  — + 1 > 0: đúng.
2 V 2 y

Do đó X = - — là nghiệm bất phương trình.

Khi X thì (1) o  + 2 ^ 0
2 ^J2x + 5 ^J2x + 5

Do đó:: —̂ ^ Ằ =  < 1 <=> X + 1 < J 2 x  +5 <=> 
V2x + 5

- - < X < - 1  5
2 <=> — < X < 2

- 1 < X < 2 2
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1 ỉoặc ^ 2 <=> X +  1 ^  J2x+ 5  <z> 
V 2 ^  5 ^

X ^  - 1

X < -2  <=> 2 < X 

2 ^ X

Vậy nghiệm BPT; X ^  .

Câu 4. ỉ)ặt t = e'' -f Inx ^ ả l =  ị e’' + ~  dx = - -~ -~ d x
V X j  X

í)ối cận: X=1 =>t = e ;x  = e= > t = c‘̂ + l

I  _ f 1 + xe'‘ . '^|-'dt , , , c IN ,Suy ra: I = - ---—-2:------dx = ~ = Inl = ln(e + 1 ) - 1
•Ị x(c ' + Inx) ;Ị t 

Vậy: I = ln(c" 1 ) -  1.
Câu 5. Áp dụng dịnh lý đường trung tuyến tam giác, ta có:

()a " = A B '+A D - BD- a
4

AC ■ a BC^ -  AB‘ + A c ' AB 1  AC 
Suy ra S a b c d  2SAAIỈC' =

Vc GI 1 // OA (II £ AB), hạ GK 1 SI I 
'I'a C(S AB 1  GI ỉ. AB 1  SG => AB 1  GK.

2
-oG K  l(S A B ) ->G K QU= ^ ()A  = '-Ị~. Vậy V s.abcd = V  

Vĩõ 3 3 3
Câu 6. Dặt a = X t- 4, b = y + 5, c = z + 6 (x, y, z ^ 0)

Do d ỏ :  (X +  4 f  +  (y 5 ) '  4 (z + 6 ) “ =  90 
Cí> X' + ŷ  + z,̂  + 12(x + y + z) - 4x - 2y = 13 

Gia sư X i y + z, < 1 => x. y. z £ [0; 1). Suy ra x“ < x; y‘ < y; < z 
ncn: X' t V' + z“ + 12(x + y + z) - 4x - 2y < 13(x + y + z) < 13 (vô lý)
Do dó: X •- V t z > 1. Vậy: a t  b -r c = X t  y 4- z»-+ 15 > 16. 

í 'âu  7.a. 1 lạ All vuông góc với d' là dường phân giác trong góc B, ta có lỉ(h; 2-h)

Suv ra: AI i = (h + 4; -h) ±  ũj. = (-1; 1) là VTCP của d', nên h = -2. Vậy H(-2; 4) 

Gọi A' dôi xímg A qua n, nôn A' £ BC và 11 là tmng điềm AA'. Do đó A'(0; 6). 
ỉ'a có B £ d' «  B(b; 2-b), c £ d »  C(10-2c; c)
Mà BC = 2BA, nôn A' trung đicm BC

[b + 1 0 -2 c  = 0
<=> < _ <=> 

[ 2 - b  + c = 12

Vậy B(-10: 12). C(I0; 0).

[b -2 c  = -10  Jb = -10 
| - b  + c = 10 ^  |c = 0
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Câu 8.a. Gọi I là tâm mặt cầu, la có I e A o  I(t; -t; t)
It + ll

Do đó: 01 = d(I. (P)) Cí> 3|t| = |t + 1|. Suy ra: t = -  -  và t

Khi t = -  “  thì I 
4

Vậy mặt cầu:

Khi t = -  thì I
2

Vậy mặt cầu:

4 ^ ’ 4
ì  'R  = 2(3 và R = —
J 4

í  n
7

í
)

(  n
X + - y  _ _ +

l  4 ; l  4 ; l  4 j 16

1  _ 1  ỉ
2 ’ 2M

và R = 9

(
1

 ̂ n
7

n
+ y + i + 7.

V 2 ; l  2y \ ■ 2y

3
4

Câu 9.a. Ta có: z + i = X (y + 1 )i I z + i I = ^Ịx^ + (y + 1)"

Mà - 2 < x < 3 = > x " < 9  (1)
Và 1 < y < 3 « 2 < y +  ĩ < 4 = í > 4 < ( y +  1)"< 16 (2)
Cộng (1) và (2), suy ra: 4 < x  ̂+ (v + 1)^< 25. Vậy 2 ^ I z + i I <5.

Câu 7,b. (C) có tâm 1(2; 0), bán kính R = 2 v ^  và 01 -  2 < R, nên o ử trong 
đường tròn.

— . —  Í̂ A = “2x
G oiB (x ;y ),tacó ;O A  = 20Bcí>OA = -2 0 B c^ ^  '' . Do đó A(-2x;-2y).

lyA =-2y

[x^+y‘ -4 x -1 6 = 0  [x“+y“-4 x -1 6 = 0
Mà A ,B G (C)C9>^

[4x-44y-+8x-16=0 [x = 2

Khi X = -2 => y = ±2. Do đó B(-2; ±2)
Vậy phưong trình đường thẳng cần tìm là X + y = 0 hoặc X - y = 0.

Câu 8.b. Ta có: M e di <=> M( 1 +2m; m; 1 -m), N e d2 <=> N(n; -1 -2n; 2+n)

Suy ra AM = (2m; m+1; -m) và AN = (n-1; -2n; 1+n)

Mà AM cùngphưcmg AN <=> AM , AN  =Õ 

o  (m + n + 1 - mn; -m - 3mn; m - n+1 - 5mn) = (0; 0; 0)

m + n +1 = mn m = 0

C9> <ni +3mn = 0 <=>■ n = -l(V N ) hoặc ■

m -  n +1 = 5mn n = l

n = —  
3

m = —
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Vậ> : M

Câu 9.b.

Ta có: /

( 13^ ( 1 1 5̂0;- ;̂ . N - -l 2 2; l 3 "3' + .

ựi  ̂s )  - Ụ ĩ -J 6 ] y  2 (/ í ^ ị i ĩ  - 4ỉ>)i

Vậy: -  8 V3" -  8i
Ị

Suy ra: = 16rv3' iV
= 16

/  ̂ 71̂ / 71̂  ^
_ _  ------------ Ị cos + i sin —

1V 2 y 1 . 6 ) V 6"jy

Do dó; z = 4 í 71^1cos — + isin — —

V V \2 ) V 1 2 j J (chọn)

= - 4
/ f 71̂
cos — + isin — —

l 12; 12j j
(loại).

Vậy z = 4 71 ^ í 71 ^
cos — + i sin — —

V ) 12y V 12j

ĐỀ LUYỆN THI TÕNG HỢP s ố  3

l. Phần chung cho tất cả thí sinh: (7,0 đicm)
C'âu 1. Cho hàm số y  ̂x'̂  - 2(m" + 1 )x" + 3(1)

1) Khào sát sự biốn thiên và vẽ dồ thị (1) của hàm số với m = 1.
2) Clìírng minh ràng dồ thị hàm số (I) luôn có ba điểm cực trị A, B. c với m()i

m. rim m dê dường tròn nội tiếp lam giác ABC có bán kính bàng 1.
Câu 2. rim nghiệm X e |0; 7t| của phirơng trình:

2cos4x - ( Vả - 2)cos2x = sin2x f V3 .

Câu 3. Giái hệ p 1':
x(x’ +4y- )  = 8 y ' ( y ' + l )

VVx+~6 + /2 y - + 7 = 7
(x. y G R)

Câu 4. rim nguyên hàm cua hàm số: r(x) = c'“̂ .cos(2x + ” ).
4

Câu 5. Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn tàm o , O' và có chiều cao h = a.
Gọi A, B là hai dicm thuộc đường tròn dáy tâm o  sao cho AOB = 60". Vẽ 
dirờim sinh AA'. Biốl uóc giữa dường thănu A '0 và mặt phắng (AA'B) bàng 
30". 1’ính theo a khoang cách giữa hai dường thẳng 0 0 ' và A'B.
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A  ̂ ! 1 , 3  b c ^ a + b b + c ,Câu 6. Cho a. b, c > 0. Chứng minh răng: — H---- h — > -—— + - - - - - -t-1.
b c a b + c  a + b

11. Phần riêng: (3,0 điểm).
Thí sinh chỉ dược làm một trong hai phần: A hoặc B

A. Theo chưong trình chuẩn
Câu 7a. Trong mặt phăng với hệ trục toạ độ Oxy, cho đưởng tròn

(C): + y ' - 2x + 2y - 23 = 0.
Lập phưorng trình đường thẳng (A) di qua điếm P(2; 5) và cẳt (C) tại hai diêm 

phân biệt ỉl, K sao cho tiếp tuyốn cùa (C) tại hai điểm II và K vuông góc nhau.
Câu 8a. 1 'rong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho các diếm A(l; 0; 0). B(0; 1; 0). 

C(0; 3; 2) và mặt phẳng (a): X + 2y + 2 = 0. 'Um tọa độ diếm M có các tọa độ 
nguyên biết rằng M cách dều các điểm A, B. c và mặt phảng (a).

Câu 9a. ĩ  ìm hệ số của x  ̂ trong khai triền thành đa thức của biểu thức;
P(x) = (x‘ + X - iy \

B. Theo chuông trình nâng cao
•)

Câu 7b. Trong mặt phăng với hệ trục loạ độ Oxy, cho elip (L.): --- + y‘ = 1 và

đicm C(2; 0). Tim toạ độ các diêm A. B nằm trên elip (L) sao cho tam giác 
ABC dèu.

Câu 8b. Trong không gian với hệ trục toạ dộ Oxy/., cho hai đưòng thẳng

d; — _ -  = -— ^ , d’; — = - — -  = -  và mặt phẳng (a): X - y + z - 6 =  0.
2 1 -2 -1 1 1

l'im dicMn M nằm trên đường thẳng d' sao cho dường thảng đi qua M và song
song với dường thăng d cất mặt phăng (a) tại điốm N sao cho MN = 3.

Câu9b.  Giai PT; ^Í2.(Ý -4 ^  +V 4 .2 4 '  - ĩ  16' = 2 .3 '.  (x G R)

Lới Giải
Câu 1.

1) Khi m = 1 y =--x̂  - 4x" + 3 
. 'Tập xác dịnh D R. Hàm sổ chẵn.
• Sự biên thiên: lim y = t-oo.

\  > • JO

v' ■- 4x'̂  - 8x = 4x(x“ - 2). y' = 0 <» X = 0 hoặc x = ± V2  .

Bang biến thiên: X
- V 2 0 h  + x

y' - 0 + 0 - 0  +

y + x

-1
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I làm số đồng biến Irên các khoáng 
( -V2;  0) và (^[2: foo). nghịch biến 
trên các khoảng (-0 0 ; - V2  ) và (0; V2  ).

IIàm sổdạtC D (0;3).
dạ t CT( -V2; - l ) .  ( V2; - l ) .

. Dồ thị: dối xứng nhau qua Oy 
Cho X -  0 y = 3.
Cho V =  0 = >  X =  ± 1 hoặc x = ±^Í3  .
2) 'l'a có v’ = 4x'̂  - 4(m" + l)x

y' ^ 0 <íí> X = 0 hoặc X = ± Vm’ + 1 
Vậv với mọi m thì hàm số luôn có ba cực trị:

A(0; 3). B(x/m’ + l A - m " * - 2 m “), c [-  Vm" + 1 ;2 -  m^ -  2m“ j 
Tam giác ABC cân tại A và có:

Diện tích; s (m ’ 4 \ 4 1 ;

Nửa chu vi là: p = yfnr 4 1 Ịl 4 - ^  4 (n r  +1)^ j 
rhco giả thiết:

s
p

Dặt t “= m '  ̂ 1 thì {1) thành; c  = 1 4 Vl 4 t ’’
Giai phương trình trên ta chọn t = 2 (do t > 0). Vậy m = ±1.

Câu 2. Biên dôi phương trình lượng giác đã cho
2(cos4x  ̂ cos2x) - /̂3 (I cos2x) - sin2x 0

cosx = 0

2 cos 3x = V3 cos X + sin X

T  1 \  _____________________________

r  =  l c : > -------=  i < ^ { n r + \ Ý  = \ + Ạ  + ( m - + \ f  (1 )
1 4  -^14 ( m '  4 1 ý

<=> 2cosx(2cos3x - V3 cosx - sinx) = 0 <=>

<=i>
c o s  X =  0 

-  -  rc o s3 .v  =  c o s ( x ------)
6

X =  4 Ả-/T1

x = - ^  + kn ( k e n )  
12

n kn
X =

0 4  4

Chọn các nghiệm X e |(). 7t| của p4' là;
2 12 ’ 2 4 ’ 24

Câu ĩ .  DK X ^  —  .
5

l ừ pt thứ nhát; (x - 2vẢ(x" + 2y"x 4 4y‘* 4 4y‘) = 0
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Với X = 2y", thay vào phương trinh thứ hai;

+ 6 + /2 y ' + 7 = 7 (4 -  V lõ r  + 6) + (3 -  V2P  + 7) = 0

<=>

Do
5 1

4 + y Ị Ĩ O y  -  +6  3 + / l ỹ  + 7

( 4 - ^ 1  Uy +6)  + ( 3 - ^ 2 y -  + /) = u

2 ( y ^ - l )  ------■■ + ---------------- /...v ~ ....
 ̂ [4 + yj\0y-+ 6 ĩ  + s]2y- + 7

. n .2 _ 1 ____ ^  T>  0  n ê n  y  =1<=Ĩ>V =  ± 1 = > X  =  2.

Với x  ̂ t 2y'x -t- 4y'* + 4y' = 0 o  (x + y“)̂  + 3y"' + 4y" = 0
<=> X = V = 0 (không Ihoả hệ).

Vậy hộ có nghiệm; (2; 1);(2;-1).

Câu 4. f ( x )  = c '^cos(2x + — )=  ■' (cos2x -  sin 2x) = —“ (c sin 2x)'
V2

Vậy nguvôn hàm của f(x) là l-’(x) = ■*'

2V2

Câu 5. l'a có 0 0 ’ // (AA'B) d (0 0 ', A’B) = d(0. (A'AB)) 
Gọi 11 là hình chiếu của o  lên AB thì

AI 11  (ABA') d(0. (A'AB)) = 011 và OẢ’ 11 = 30'’.

Dặt OH = X ^  OA' = 2x và 0 ’A' = OA
2j<

2 x  V  ,  •. a V 3= 4x => X =
V3 2^Í2

'l am giác 0 0 'A ' vuông tại O' nôn a" +

í i
Vây d (0 0 ’. A'B) = -  ^

2V2
Câu 6. I a có — + -  + -  > . 2 + AAA _|_ ] 4- + (Ị.) + c) + (a r b)(b r c)

b c a b + c a + b
a(a + b)(b + c) b(a + b)(b + c) c(a + b)(b + c)

^ ------------------------------- 1 I - —

b c a
<» (a + b)" + (b + c)  ̂ + (a  ̂ b)(b + c)

a^c 2 . b'(a+b) , 2  , 2 , cb(b + c)
b c a

Vi; (a  ̂ b)“ + (b + c)' + (a + b)(b + c) = â  + ac t c“ + 3b^ + 3ab t 3bc
. . . .  X , . . , a"c b"(a+b) cb(b + c) ,Do dó la cần chứng minh: “A 4 .MAr... ' 4 .. A ^ 2b + 2bc + ab

b c a
. .. a‘c bẢa+b) cb(b + c)

b c a
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a c b I / ’ a c c b 1 íb'^
2ic b + b ^ '- - -(■ -- + — --------- 1--------- + — — H---- -

l h c 2 9 l c V

c a

b'*c
> ab + ( Vac  ̂  ̂ ^ (đpcm)

Dấu ""=" xảy ra khi a = b = c.
( àu 7a. (C) có tâm 1( 1; -1) và bán kính R = 5. Gọi M là trung điểm HK, tam giác 

IIỈK vuông cân ư I nên IM ± HK và d(I, A) = .
V 2 ^12

Gọi (A): ax f by + c = 0 (a  ̂+ b“ ^ 0).
Ta có P(2; 5) e A =:> 2a + 5b + c = 0 (1)

Vàd( l ; A) = - ị .  <» 2(a - b + c)  ̂= 25(a^ + b^) (2)
V2

rừ (1) và (2): 2(a + 6b)^ = 25(a' + b^) (3) 

Cho b = 1, và giải (3) ta được a = -1 hoặc a =
4J
23

Với a ^ -1 :=> c = -3 => (A): X - y + 3 = 0 
47 209

Với a -  -  ^  c = -  — ' => (A): 47x + 23y - 209 = 0.
23 23

C"âu 8a. Gợi M(a; b; c). Vì M cách dều ba điểm A, B, c nên 

j MA -  MB j(a  - 1 ) ’ + b- + c ' = a ' 4<b -1 )“ + c’

[MA = M C ^  |{a -1)- + b ' + c- = a- + (b -  3)' 4<c -  2)“ 

í a - b  = 0 [b = a
[ a - 3 h - 2 c  = -6  [c = 3 - a  

Do dó M(a; a; 3 - a).
Vi M cách dều dicm A và mp(a) nên MA = d(M, (a))

(a - 1 + a  ̂+ (3 - a)' = «  6a^ - 52a + 40 = 0 »

Chọn dicm M tọa độ nguyên là M(l ;  1; 2).

Câu9a. P ( x ) =  ( x '  + X - D '  = ị c 5 ( x ' ) ' " ( x - 1 ) '
k-0

= ỵ c ỵ x ’-Ý  4 x c ; 'x ' - " ( - i ) " ì  = t t c ị c r ( - i ) ” x
k=0 Vm = 0 /  k=0m=0

a = 1

a =
23

Ị 0 - k - m
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Chọn k, m sao cho

10 -  k -  m = 3
0 < m ^ k < 5 , ta được các cặp (k, m) là (4; 3) và (5; 2) 
k,m e N

Vậy hệ sổ của là: -  C5C4 + C^Cj = - 1 0 .
Câu 7b. Tam giác ABC đều có đỉnh c thuộc Ox nên A, B đối xứng nhau qua Ox.

2

Gọi A(xo; yo) và B(xo; -yo) thuộc (E): —-  + y  ̂= 1 thì AC = AB = 2 I yo I nên ta có;

Tồ + ( 2 - ^ 0 )- = A y ị  

.2 <=í>
7  + 3^0=!

■ 0̂ 2; Vq 0

_ 2  _^4V 3
^ o = - ; T o = ± - ỳ -

o

y

c

' 2 , 4 / 3 ' Í 2  4V3Ì hoăc A
'2_4n/3^ ' 2  4V3^

7 , ư  7 J 7 , 7 ’ 7V '  J

Với Xo = 2; yo = 0 khi đó c = A hoặc c = B (loại). 
Vậy hai điêm A. B là:

A

Câu 8b. Vì M nằm. trên đường thẳng d nên M(2 - m; 3 + m; 4 + m)
Đưòng thăng A đi qua M và song song với đường thẳng d có phương trình

. x - 2 + m  y - 3 - m  z - 4 - m
A: ------------ = ------------= ----- ——

2 1 - 2
Vì N nằm trên đường thẳng A nên: N(2 - m + 2 n ; 3 + m t - n ; 4  + m -  2n)
Và N nằm trên (a) nên: (2 - m + 2n) - (3 + m + n) + (4 + m - 2n) - 6 = 0<íí>n = -3-m.  
Suy ra N(-3m - 4; 0; 3m + 10)
Ta có MN = 3 «  (6 + 2m)^ + (3 + m)^ + (2m + 6)^ = 9

<=> m^ + 6m +8 = 0 o  

SuyraM (4; 1;2), M (6 ;-l;0 ).

m = -2  
m = -4

Câu 9b. ĐK; X > log, “  . Chia hai vê của phương trình cho 3 ' và đặt t = i —
J

Suy ra 0 < t < —
3

Phương trình: V 2 v - ^  + ịl4í^ -3f* = 2

Vì 0 < t < -  nên: 1 - (2t - 1̂ ) = (t - 1)̂  > 0 2t - 1̂  < 1;

1 - (4t^ - 3t^) = (t - ĩ)^(3t^ + 2t + 1) ^ 0 =» 4t^ - 3t^ < 1

Do đó V2 t - t ^  + ịj4t^ -3 1 “̂ < 2 . Nên dấu bằng xảy ra: t = 1 <=> X  = 0 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X  == 0.
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