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Nhằm mục đích ạiúp các bạn học sinh lớp 12 chuẩn bị thật tốt cho KỲ THI 
TRUNG HỌC PHÔ THÔNG QUỐC GIA đạt điểm khá, điểm cao để tốt nghiêp và 
trúng tuyển vào các trường Cao đắng, Đại học mà mình đã xác định nghề nghiệp cho 
tương lai.

BỘ ĐỀ TOÁN LUYỆN THI TIỈPT QUỐC GIA gôm 60 đề tống hợp luyên thị. 
Mỗi đề cố 10 câu theo cấu trúc mới nhất bao gồm đầy đủ nội dung Toán 12 và Toán lớp 
10, 11 với các chủ điểm KHẢO SÁT HÀM số, số PHỨC, PHƯƠNG TRÌNH 
HỆ PHƯƠNG TRÌNH MŨ , LOGARRIT, NGƯYÊN HÀM VẢ TÍCH PHÁN, 
HÌNH HỌC KHÔNG GIAN, TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN, LƯỢNG GIÁC, Tổ HỢP 
VẨ NHỊ THỨC NEWTON, PHỮƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI số, 
TỌA ĐỘ PHẲNG, BẤT ĐẲNG t h ứ c  v à  GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, NHỎ NHẤT.

BỘ ĐỀ TOÁN LUYỆN THI THPT QUỐC GIA dùng các kiến thức và phương 
pháp giải Toán lớp 12, kêl hợp ôn tập Toán lóp 10 và 11, chú trọng luyện tập Toán căn 
bản và nâng cao, Toán khó và Toán tông hợp, giúp các bạn rèn luyện kỹ năng làm bài 
và từng bước giải đúng, giải gọn các bài tập, các bài toán trong kiểm tra, thi cử. Phần 
đâu là 2 phụ lục về các công thức Toán về Đại sô'và Giải tích, Lượng giác và Hình học 
đểhọc sinh ôn tập và vãn dụng.

Các đề toán trong bộ sách này được biên soạn sát với cấu trúc mới nhất của bộ CD- 
ĐT, đây đù các mức độ nhận bỉêi, thực hành, vận dụng, vận dụng cao.

Dù đã cô'gắng kiểm tra trong quá trình biên tập song cũng không tránh khỏi những 
sai sót mà tác giả chưa thấy hêì, mong đón nhận các góp ý của quý bạn đọc, học sinh để 
lân in sau hoàn thiện hơn.

Mọi ý kiến đóng góp xin liên hệ:
- Trung tâm sách giáo dục Alpha
- Công ty TNHH Alpha VN
Địa chi: 50 Nguyễn Văn Săng, quận Tân Phú, tp.HCM.
Điện thoại: 08̂ ^62676463, 38547464
Email: alphabookcenter@yahoo.com
Xin chân thành cảm ơn!

Tác giả
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CÔNG THỨC ĐẠI s ỏ  VÁ GIẢI TÍCH

1.1. TÂP HƠP
N: Tập hợp các sô tự nhiên, N*: Tập hợp các sô nguyên dương.
Z: Tập hợp các số nguyên, Q: Tập hợp các số hữu tỉ.
R: Tập hợp các số thực, R*; Tập họrp các số thực khác 0.

Các phép toán
Phép họp: A u B  = { x | x e A v à x e B } .
Phép giao: A n B  = { x | x e A  hoặc X e  B}.
Phép hiệu: A \ B = {x I X e A và X Ể B}.
Phần bù cùa A trong E (A c  E ): CeA =  {x  I X e E và X ể A}.

Đoạn, khoảng và nửa khoảng 
Tập R = ( - 0 0 ;  + 00)

Khoảng (a; b) = {x e R I a < X < b}.
Đoạn [a; b] = {x e R I a < X < b}.
Nừa khoảng [a; b) = {x e R I a < X < b}.
Nửa khoảng (a; b] = {x e R I a < X < b}. ,
Khoảng (a ;+00) = {x e R |x  > a}.
Khoảng (-co; b) = { x e R | x < b } .
Nửa khoảng [a; + 00) = {x e R I X > a}.
Nửa khoảng (-co; bỊ = {x £ R IX < b}.______________________________

1.2. HÀM SÓ VẢ TỈNH CHÁT________________________________
Cho hàm sô f  xác định trên K (khoảng, nửa khoảng, đoạn).
-  Hàm số f  gọi là dồng biến (tăng) trên K nếu:
VX|, X2 e K: X| < X2 =ì> f(xi) < f(x2)
-  Hàm số f  gọi là nghịch biến (giảm) trên K nếu:
VX|, X2 e K: Xi < X2 => f(xi) > f(x2).
-  Hàm số y = f(x) với tập xác định D gọi là hàm số chẵn nếu:
Vx e  D thì - X  e p  và f(-x) = f(x).
Đồ thị của hàm số chẵn nhận trục tung làm trục đối xứng
-  Hàm số y = f(x) với tập xác định D gọi là hàm số lẻ nếu 
Vx e  D thì -X  e p  và f(-x) = -f(x).
Đồ thị của hàm số lẻ nhận gốc toạ độ là tâm đổi xứng._________________

1.3. HÀM SÓ BẬC NHÁT______________________________________
Hàm số bậc nhất y = ax + b, (a ĩt 0). Tập xác định D = R, có hệ số góc 
a = tan(Ox, d).
-  Quan hệ 2 đường thẳng (d): y = ax + b, (d'): y = a'x + b'
(d) song song (d') c» a = a' và b b', (d) cất (d') <=> a a'_______________

-BĐT- 5



(d) trùng với (d') <:» a = a' vả b = b', (d) vuông góc (d') <=> a.a' = -1.______

1.4. HÀM SÓ BẠC HAÍ________________________________________
Hàm số bậc hai y = ax  ̂+ bx + c (a 0) có tập xác định D = R

Đồ thi là môt đường parabol có đỉnh là điểm I(—^ ; — — ) có truc đối
2a 4a

xứng là đưòmg thẳng X = — có hướng bề lõm lên trên nếu a > 0, xuống
2a

dưới nếu a < 0.

X b-00 2a +00

V +00 +00

* 4a

X -00 +00 2a

y
A

- 0 0 ^  ^  -co

1.5. PHƯƠNG TRINH Bậ c  n h á t

Giải và biện luận phương trình: ax + b = 0 
D = R, ax + b = 0 <=> ax = -b

Neu a 0 thì phương trình có nghiệm duy nhất: x = -

Neu a = 0 thì phương trình trở thành; Ox = -b  
Khi b = 0: Phương trình có nghiệm với mọi X 
Khi b 0: Phương trình vô nghiệm._______________

1.6. PHƯƠNG TRỈNH BẬC HAI
Phương trình bậc hai: ax^ + bx + c = 0, a 0 

Lập A = b  ̂-  4ac 
A < 0: Phưcmg trình vô nghiệm

A = 0: Phương trình có nghiệm kép X] = X2 =  -
2a

6 -BĐT-



A > 0; Phương trình có 2 nghiệm X| 2 = —b ± VÃ
2a

Định lí Viet: Nếu phương trình bậc hai ax^ + bx + c = 0 có 2 nghiệm X i ,

X2 thì: X| +  X2 = -  — và X|X2 = — .
a a

Đảo lại nếu hai số Xi, X2 có tổng Xi + X2 = s và tích X]X2 = p thì chúng là 
nghiệm của phương trình -  sx + p = 0. Phương trình này có nghiệm 
khi -  4P > 0.
-  Phân tích nhân từ: f(x) = ax^ + bx + c = a (x -  X i )  (x -  X2)

-  Xét dấu các nghiệm của phương trình bậc hai;
Phương trình có hai nghiệm trái dấu <=> p < 0
Phương trình có hai nghiệm dương <=>A>0, P > 0 v à S > 0
Phương trình có hai nghiệm ám < ^ A > 0 ,  P > 0 v à S < 0 _______________

1.7. PHƯƠNG TRINH Bậ c  b a _________________________________
Phương trình bậc ba: ax^ + bx^ + cx + d = 0, a^tO
-  Biến đổi vế trái thành tích số

đa thức Víĩ ữái ch 
a

0  (x -  Xo) hoặc c 
b

ùng sơ đồ Hooc -  
c

ne
d

X = Xo a b ' = aXo + b c' = b'Xo + c d' = c'Xo + d = 0
Do đó ax^ + bx^ + cx + d = (x -  Xọ) (ax^ + b'x + c')

1.8. PHƯƠNG TRÌNH BẬC CAO______ __________________
Đưa vê bậc nhât, bậc hai băng cách sau: quy đông, phân tích đa thức năm ở 

vế trái của phương trình thành tích hay đặt ẩn phụ để đưa phương trình 
bậc cao đã cho về phương trình bậc thấp theo ẩn phụ đó. Nếu tổng các hệ 
số a +  b +  c +... của phương trình bậc cao bàng 0  thì có nghiệm X =  1, 
còn tổng đan dấu các h ệ s ố a - b  + c -  d +.... bằng 0 thì có nghiệm X =  -  1.

-  Dạng ax + bx + X =  0, a 0. Đặt t =  X , t> 0 
Phương trình trở thành at  ̂+ bt + c = 0.
-  Dạng (ax^ + bx + c) (ax^ + bx + c') = d. Đặt t = x^ + bx 
Phương trình trở thành (t + c) (t + c') = d.
-  Dạng (x + a) (x + b) (x + c) (x + d) = m 
Nếu a + b = c + d thì đặt t = x  ̂+ (a +b )x
Phương trinh ừở thành (x  ̂+ (a + b)x + ab) (x̂  + (c + d)x + cd) = m 
hay (t + ab) (t + cd) = m.

-  Dạng (x + a)'̂  + (x + bV = c. Đặt X = t - a + b

Phương trình trở thành: (t + ^ ^ ^ )“* + (t -  -  = c

-BĐT-1



Khai triển thành phương trình trùng phương.
-  Phương trình quy hồi (đối xứng hệ số) bậc n:

 ̂ A x "^ B x "- ' + C x " -  + ...+ Cx^ + Bx + A = 0.
Neu n lẻ thì có nghiệm X = -  1,
Neu n chẵn, n = 2m thì chia 2 vế cho x"" ÍẾ 0 và đặt ẩn phụ 

t = x + i ,  | t |  >2.
____________ X________________________________________

1.9. HỆ PHƯƠNG TRINH BẬC NHÁT_______________
-  Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn

ja x  + by = c ^^2 u2
[a ' x  + b ' y  = c ’

a b
Lập các định thức: D =

b'

a' b 

cb' -  c'b; Dy

(a % b " ^ 0 v à  a' + b '"^ 0 ) 

= ab' -  a'b;

= ac' -  a'c

^  : D.. D„Khi D ?í: 0; Hệ có nghiệm duy nhất X = — y = —^

Khi D = 0, Dx 0 hoặc Dy 0: Hệ vô nghiệm
Khi D = Dx = Dy = 0: Hệ có vô số nghiệm (x; y) thoả ax + by = c.
-  Hệ phương trình bậc nhất nhiều ẩn: Khử dần các ẩn bằng phương pháp 

thế hay phương pháp cộng.____________________________________________

1.10. HỆ PHƯƠNG TRINH Bậ c  h a i, b ậ c  c a o __________________
Hệ phưong trình có phưong trình bậc nhất;

Dùng phương pháp thế từ phương trình bậc nhất của hệ.

Hệ đối xứng loại I: ] ” , trong đó F| và p2 là các biểu thức đối
ỊF2(x,y) = 0 ’

xứng đối với X và y. Đặt X + y = s và xy = p rồi biến đổi về hệ phương 
trình theo s và p. Giải hệ phương trình đó ta tim được các nghiệm (S; P). 
chọn các nghiệm thoả mãn điều kiện > 4P. Từ đó giải ra nghiệm (x; y).

Hệ đối xứng loại II: trong đó F là biểu thức đối với X và y .
lF(y,x) = 0 ^  ^

Thông thường ta giải hệ bằng cách giữ lại một phương trình và đem hai 
phương trình trong hệ “trừ cho nhau” để đưa về phương trình tích số 
(x -  ỵ)TA(x, y) = 0.
Hệ đẳng cấp (thuần nhắt)_________________________________________

8 -BĐĨ-



^  |ax^ + bxy+ cy^ (1)

■ Ị a ' x ^ + b ' x y  + c'y^ =0  (2)
Từ phương trình (2) ta có thể biến đổi thành tích số, hoặc lập biệt thức A để 

tính ẩn này theo ẩn kia. Thế vào (1) để giải tiếp.
^  íax^ + bxy + cy^ = d (1) X
Dạng Tạo hệ sô tự do ở vê phải băng 0,

Ịa 'x^ + b 'xy  + c'y^ = d ' (2) ’ ’
bằng cách nhân (1) với d', (2) với d rồi trừ nhau để đưa về dạng trên hay 
khử một ẩn bậc hai, chẳng hạn nhân (1) với a', (2) với a rồi trừ nhau, từ 
đó tính y theo X. Thế vào một phương trình để giải tiếp.
Tổng quát, hệ đẳng cấp (thuần nhất) bậc n: Xét X -  0, xét X 0, chia 2 vế 
cho x" hay đặt y = kx, đưa về giải theo ẩn k. Hoặc ngược lại, xét y = 0, 
xét y 0, và đặt X -  ky.___________________________________________

1.11. BÁT ĐẢNG THỨC

1.12. DÁU NHj THỨC BẠC NHÁT
Nhị thức bậc nhất f(x) = ax + b, a ìt 0:

Cho f(x) = ax + b <=> X =
a

Báng xét dấu:_____________
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X -00 -b /a  +00

___ f(^) trá i dấu a 0 cùng dấu a

1.13. DÁU TAM THỨC BẬC HAI
Tam thức bậc hai; f(x) = ax^ + bx + c (a 0)

A < 0 af(x) > 0, Vx e R

A = 0 af(x) > 0, Vx ^
2â

A > 0
Phương trình f(x) = 0 

có 2 nghiệm X| < X2
af(x) < 0, Vx € (xi, X2)
af(x) > 0, Vx e (-00, X|) u  (X2, +co)

Vx e R, f(x) > 0 < = > | ^ ^ ^ , V x € R ,  f(x) > 0 <=>

ía < 0
AắO
a<0

Vx € R, f(x) < 0 <=> <̂ , Vx e R, f(x) < 0Ị a <0 V ; '

1.14. PHƯƠNG TRÌNH CHỨA DẦU GIÁ TRỊ TUYỆT ĐÓI
Khử dâu giá trị tuyệt đôi: dùng định nghĩa, chia miên xét dâu, đặt điêu kiện 

rồi bình phưomg, dấu bằng của bất đàng thức,...
[A k h i A > 0 _ ^ ^ l ^ l

A =
[-A  khi A < 0 

| b | = B « > B > 0 ,  | b |

D ạ n g | A | = B « Ị ® f ^ j ^ o <  ,

- B  <=>B < 0  
ÍB>0

B"*
-  Dạng I A I = I B I <» A = ±B A^ = B^
-  Dạng | a  + b | = | a | + 1b 1<=> AB > 0
-  Dạng | A - B |  = | a | + | b |<:í> AB < 0

I I r g(x) < 0
-  Dạng |f(x)| > g(x) ■ ■

<=>
[A>0,  A = B 
[A<0,  - A - B

<=>

<=>

g(x) > 0, f(x) < -g(x) hay f(x) > g(x) 
g(x) ^ 0
g(x)>0,f^(x)>g^(x)

Ir/ Jg(x)>0
Dạng |f(x)i.  g( x) « .

1.15. PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CẢN THỪC

lO-SĐT-



Khừ căn thức: đặt điêu kiện rôi bình phưomg, chuyên vê bình phuơng, đặt ân phụ 
kèm điều kiện, đặt ẩn phụ chuyển về hệ phưoug ừình, nhân luomg liên hiệp, 
thêm bớt đạị lượng, biến đổi tích số, dùng hằng đẳng thức, đánh giá, dùng tính 
chất hàm tăng giảm, bất đẳng thức,...

-  Dạng \ỈẢ = y/Ẽ ^
A = B

r -  [B>Dạng VA = B <=> ■ị
B > 0  

B="

f(x)>0
-  Dạng: yfĩõÕ < g(x) <=> g(x) > 0uạng: yjt{x) < g(,x) <=> g(x) > u

f(x)<g^(x)

Dạng: Vf(x) > g ( x ) c ^ r ỵ '  “ hoặc r
[g(x)<0 [ f (x)>g' (X )

1.16. HAI QUY TÁC ĐÊM
Quy tắc cộng:

Giả sừ một công việc có thể được tiến hành theo một trong 2 phưomg án 
A hoặc B. Phưong án A có thể thực hiện theo n cách, phương án B có thể 
thực hiện theo m cách. Khi đó công việc có thể thực hiện theo n + m cách. 
Tổng quát, giả sừ một công việc có thể được tiến hành theo một trong k 
phương án Ai, A2,...., Aị(. Phương án A| có thể thực hiện theo ni cách, 
phương án A2 có thể thực hiện theo n2 cách..., phương án Ak có thể thực 
hiện theo nk cách. Khi đó công việc có thể thực hiện theo tổng ni + n2 +... 
+ nic cách.
Quy tắc nhân:
Giả sử một công việc nào đó bao gồm 2 công đoạn A và B. Công đoạn A 
có thể thực hiện theo n cách, công đoạn B có thể thực hiện theo m cách. 
Khi đó công việc có thể thực hiện theo n. m cách.
Tổng quát, giả sừ một công việc nào đó bao gồm k công đoạn Ai, A2,..., 
Ai(. Công đoạn A| có thể thực hiện theo ni cách, công đoạn A2 có thể 
thực hiện theo n2 cách,..., công đoạn A|C có thể thực hiện theo nk cách. 
Khi đỏ công việc cỏ thể thực hiện theo tích nin2...nk cách.______________

1.17, HOÁN VỊ - CHỈNH HỢP- TÒ HỢP__________________________
Giai thừa:

1! = 1, 2! = 1.2, 3! = 1.2.3, n! = 1.2.3...(n -l)n  
Quy ước 0! = 1.
Hoán vị:
Cho tập hợp A có n phần tử, n >1. Một hoán vị của n phần tử của A là 
một bộ sấp thử tự n phần tử này, mỗi phần từ có mặt đủng 1 lần._______
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Sô hoán vị n phân từ: Pn = n !
Chỉnh họp:
Cho tập hợp A có n phần từ, n > 1 và số nguyên dưong k, 1 < k < n. Một 
chỉnh hợp n chập k phần từ của tập A là một bộ sắp thứ tự k phần tử từ n 
phần tử của A.

' k ^Sô chỉnh hợp n chập k; A„
( n - k ) !

= n(n -  l)(n -  2)...(n -  k + 1)

Khi k = n thì AJỈ = Pn = n!.
Tổ họp:
Cho tập hợp A có n phần từ, n >1 và số nguyên k: 0 < k < n. Một tổ hợp 
n chập k phần tử của tập A là một tập hợp con cùa A có k phần tử.

Số tổ hợp n chập k: c„ = l)...(n k + 1)
k ! ( n - k ) ! k!

1.18. NHj THỨC NEVVTON
Các hằng đẳng thức

(a + b)“ = 1
(a + b)' = a + b

2̂ _ 2
(a + b)'  = a + b
(a + b)^ = a  ̂+ 2ab + b^
(a + bý  =a^ + 3a^b + 3ab^ + b̂

1 -----4 . /I„3i , 2 , 4(a + b)" = a'* + 4a"b + 6a"b" + 4ab^ + b  ̂
(a + b)^ - a" + Sâ b̂ + lOa^b" + lO aV  + 5ab^ + b ^ ..

Tam giác Pascal
Ta có thể sắp xếp các hệ số của khai triển trên thành bảng dạng tam giác, 
gọi là tam giác Pascal tương ứng với mũ n của (a + b):

n = 0 1
n =  1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3
n = 4 1 4 6
n = 5 1 5 10

1
4
10

1
5

Quy tắc đóng khung chính là tính chất c„ + = CỊ t̂ỉ •
Nhị thức Newton

(a + h)" = Ỳ  Cna'” ''b‘' = + c;,a"-*b + ... + c;;-'ab"-i + c^b" .
k=0

-  SỐ số hạng là n + 1
-  Tổng số mũ của a và b là (n -  k) + k = n, quy ước số mũ của a giảm
dần còn b tăng dần.__________________________________ _____________
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-  Các cặp hệ số cách đều biên bằng nhau; c[; = C"“‘‘
-  Sổ hạng tổng quát thứ k + 1 là; Tk-+1

1.19. XÁC SUÁT

ũ\

Xác suât;
-  Mồi phép thử ngẫu nhiên T có không gian mẫu Q các biến cố sơ cấp. 
Tuỳ theo yêu cầu cùa phép thử để tìm không gian mẫu các biến cố sơ cấp.
-  Một biến cố A liên quan tới phép thừ T được mô tả bời một tập con Qa 
nào đó của không gian mẫu. Biến cố A xảy ra khi và chỉ khi kết quả của T 
thuộc tập Qa- Một phần tử cùa Qa được gọi là một kết quả thuận lợi cho A. 
Giả sử phép thừ ngẫu nhiên T có không gian mẫu là Q và các kết quà của 
T là đồng khả năng.

Neu A là một biến cố và Qa ci Q là tập hợp mô tả A thì xác suất của A là tỉ 

số phần từ của Q a và của Q: P(A) =

Quy tắc cộng các biến cá xung khắc
-  Biến cố hợp của 2 biến cố A và B là biến cố “ A hoặc B xảy ra”, ký
hiệu A u  B. Tập mô tả của biến cố hợp A u  B là u  Q g . Mờ rộng
cho hợp nhiều biến cố.
-  Hai biến cố A và B được gọi là xung khắc nếu biến cố này xảy ra thì 
biến cố kia không xảy ra.
Tập mô tả của 2 biến cố A và B xung khắc; n  = 0
-  Quy tắc cộng: Neu A và B là hai biến cố xung khắc thì:
P(A u  B) = P(A) + P(B)
Tổng quát, nếu A ị, Ai ,..., Ak là các biến cổ đôi một xung khắc thì;
P(A| u  Ai u ... u  Ak) = P(A|) + P(A2) +... + P(Ak)
Biến cố đổi
Biến cổ đối của biến cố A là biến cố “ không xảy ra A ký hiệu A . Ta
có P ( ^ ) =  l - P ( A ) .
Quy tắc nhân các biến cố độc lập
-  Biến cố giao của 2 biến cố A và B là biến cố “ A và B cùng xảy ra”, ký 
hiệu AB. Tập mô tả của biến cố giao AB là n  . Mở rộng cho giao 
nhiều biến cố.
-  Hai biến cố A và B được gọi là độc lập nếu việc xảy ra hay không xảy 
ra của biến cố này không làm ảnh hường tới việc xảy ra hay không xảy ra 
của biến cố kia.
Khi 2 biến cố A và B độc lập thì không lập được tập mô tả tương đương.
-  Quy tắc nhân: Nếu A và B là hai biến cố độc lập thì: P(AB) = P(A)P(B)
Tồng quát, nếu Ai, A2,...,A|C là các biến cố độc lập thì;_________________
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P(A|A2-A|c) = P(A i)P(A2)-P(A|c).

1.20. BIÉN NGẦU NHiẺN RỜI RẠC________________^ _________
Biến ngẫu nhiên rời rạc X là đại lượng nhận các giá trị bằng số thuộc một 
tập hữu hạn nào đó và giá trị ấy là ngẫu nhiên, không dự đoán được, X 
= {xi, X2,..., Xn}.
Bảng phân bổ xác suất;
Mô tả tập giá trị {X|, X2,..., Xn} của biến ngẫu nhiên rời rạc X và xác suất 
P(X = Xj) = Pi (i = 1, 2,..., n). Thông thường các giá trị của X trên bảng 
phân bố xác suất được viết theo thứ tự tăng dần từ trái qua phải.
Kỳ vọng:
Đặc trưng cho giá trị trung bình của X.
Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị là {X|, X2,..., Xn}. Kì vọng

của X: E(X) = X|P| + X2P2 +... + XnPn = Ỳ , ^iPi
i=l

Phưong sai;
Phương sai của X là một số không âm được tính theo công thức;

V(X) = (Xi-ịl)^pi +(X2- p )^2 +... +(X2-p )V 2 = Ỳ ( ^ i  -p)^Pi
i = l

với Pi = P(X = Xi), kỳ vọng ụ = E(X), 

hoặc:V (X )= Ệ x f p , - p l

Độ lệch chuẩn:
Căn bậc hai cùa phương sai của X được gọi là độ lệch chuẩn của X: 

q (X) =ỰVÕÕ.______________________ _________________________

1.21 . THÔNG KẺ ________________________ ______________
-  Thông kê là khoa học vê các phương pháp thu thập, tô chức, trình bày, 

phân lích và xừ lí dữ liệu.
-  Một tập con hữu hạn các đơn vị điều tra được gọi là một mẫu, số phần 
tử cùa một mẫu được gọi là kích thước mẫu N:{xi, X2,..., xn}.
-  Các giá trị của dấu hiệu thu được trên mẫu được gọi là một mẫu số liệu 
{xi, X2,..., Xn}. ^
-  Tần Số là số lần xuất hiện nj của mỗi giá trị Xi trong mẫu số liệu.

Rị
N

-  Tần suất fi của giá trị Xj: fj =

Số trung bình, trung vị và mốt
-  Sổ trung bình: X .Giả sử ta có mẫu số liệu kích thước N:

{X|, X2,..., )^}.
SÔ trung bình X của mẫu sô liệu này được tính bởi công thức:
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— _  X, +  X , +  .. .  +  X 1 N
y  X.

N è  'N _ N U  
Nếu giá trị Xj có tần số nj với i = 1, 2,..., m thì;

-  HịX, + n^x, +... + n^x^
N

I 9 ^ 9** •? •
1 m

i = l i = l
Nếu cho bời các lớp thì đại diện Xi là trung điểm, ta có công thức gần

__ 2 m
đúng: X •

- số trung vị: Me- Giả sử ta có một mẫu số liệu gồm N số liệu được sắp
xếp theo thứ tự không giảm. Nếu N là một số lẻ thì số liệu đứng thứ
N + 1 , X r  . í z X— —̂ được gọi là sô trung vị. Nêu N là một sô chăn thì sô trung bình 

2
' N Ncộng của hai sô liệu đứng thứ — và — + 1 được gọi là sô trung vị, kí

2 2
hiệu Me.
-  Mốt: Mq. Giá trị có tần số lớn nhất của một mẫu số liệu được pọi là mốt 
của mẫu số liệu và kí hiệu là Mo. Neu trong bảng phân bố tần số có nhiều 
giá trị có tần số bằng nhau và lớn hon tần số của các giá trị khác thì các 
giá trị đó là mốt.
Phưong sai và độ lệch chuẩn;
Phưong sai của mẫu số liệu, kí hiệu là s ,̂ được tính bởi công thức sau:

1 N _ ’ _  ’
trong đó X là số trung bình của mẫu số liệu: {xi, X2,...,

N i=i
Xn }.

1 N 1 x' N
H o ă c : s ^ = — -----ĩ

N U \ N ^ [ ừ ' )
Neu cho bởi bàng tần số hoặc ghép lớp thì:

_ / _ \2 _ /  ^  \21 ni -Ị ( m \ 1  m 1 / m '

iM i=i iM y iN i=i iN
Căn bậc hai sổ học của phưong sai được gọi là độ lệch chuẩn, kí hiệu là

s : s =
1 J1
- Y ( X i - x ) ^  .
N t í  '

1.22. CHỨNG MINH QUY NẠP________________________________
Đê chứng minh mệnh đê chứa biên A(n) là mệnh đê đúng với mọi giá trị 

nguyên dương của n, ta thực hiện hai bước sau:
Bước 1; Chứng minh A(n) là một mệiửi đề đúng khi n = 1.
Bước 2: Với k là một sổ nguyên dương tuỷ ý, từ giả thiết A(n) là một
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mệnh đê đúng khi n = k, chứng minh A(n) cũng là một mệnh đê đúng khi 
n = k +  1.______________________________________ __________________

1.23. DÃYSÓ__________________________________ ______________
Một hàm sô u xác định trên tập hợp các sô nguyên dương N được gọi là một 

dãy số vô hạn hay dãy số. Kí hiệu dãy số u = u(n) bởi (Un), và gọi là Un là 
số hạng tổng quát của dãy số đó.
Dãy số (Un) viết dưới dạng khai triển: Ui, U2,..., Un,...

Ba cách cho một dãy sổ
-  Cho dãy sổ bởi công thức của số hạng tổng quát Un.
-  Cho dãy số bởi hệ thức truy hồi hay bằng quy nạp Ui và Un +| theo u„; 
U|, U2 và Un+2 theo Un, Un+i;...
-  Diễn đạt bằng lời cách xác định mỗi số hạng của dãy số.

Tính tăng, ^iảm của dãy số
-  Dãy số (Un) được gọi là dãy số tăng nếu với mọi n ta có Un < Un +1.
-  Dãy số (Un) được gọi là dãy số giảm nếu với mọi n ta có Un > Un +|.

Tính bị chặn của dãy số
-  Dãy số (Un) được gọi là dãy số bị chặn trên nếu tồn tại một số M sao 
cho; Vn € N , Un < M.
-  Dãy số (Un) được gọi là dãy số bị chặn dưới nếu tồn tại một số m sao 
cho: Vn € N , Un > m.
-  Dãy số (Un) được gọi là dãy số bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên, vừa bị
chặn dưới; nghĩa là, tồn tại một số M và một số m sao cho: Vn e N*, m < 
Un M.________________________________________

1.24. CẦP SÓ CỘNG _____________________________
-  Câp sô cộng là một dãy sô hữu hạn hay vô hạn mà trong đó, kê từ sô hạng 

thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tổng của số hạng đứng ngay trước nó và 
một số d không đổi, nghĩa là:
(Un) là cấp số cộng o  Vn > 2, Un = Un-1 + d.
Số d được gọi là công sai của cấp số cộng.
-  Nếu (u„) là một cấp số cộng thì kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng (trừ 
số hạng cuối đối với cấp sọ cộng hữu hạn) đều là trung bình cộng của hai

số hạng đứng kề nó trong dãy, tức là: Uic =
2

-  Neu một cấp số cộng có số hạng đầu U| và công sai d thì số hạng tổng 
quát Un = U| + (n -  1 )d.
-  Tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số cộng.
Đặt Sn = Ul + U2+... + Un thì

s . = í v ^ h o ặ c  s . =
2 “ . 2
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1.25. CÁP SÓ NHÂN _______________________________
-  Câp sô nhân là một dãy sô (hữu hạn hay vô hạn) mà trong đó, kê từ sô 

hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tích của số hạng đứng ngay trước nó 
và một số q không đổi, nghĩa là:
(Un) là cấp số nhân <=> Vn > 1, Un = U n - |.q  

Số q được gọi là công bội của cấp số nhân.
-  Neu (Un) là một cấp số nhân thì kể từ số hạng thứ hai, bình phương của 
mỗi số hạng (trừ số hạng cuối đối với cấp số nhân hữu hạn) bằng tích của 
hai số hạng đứng kề nó trong dãy, tức là: u^ = Uk-|. Uk +1.
-  Neu một cấp sổ nhân có số hạng đầu U| và công bội q 0 thì số hạng 
tổng quát Un của nó được xác định bời công thức: Un = U|.q"-'.
-  Tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số nhân

Đăt Sn = U| + U2 +... + Un thì Sn = , q 1 •
____________________________________ _________________________________

1.26. GIỚI HẠN CỦA DÃY SÓ__________________________________
Dãy có giói hạn là 0
Dãy số (Un) có giới hạn 0 nếu với mỗi số dương nhỏ tuỳ ý cho trước, mọi 
số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó trờ đi, đều có giá trị tuyệt 
đối nhỏ hơn số dương đó: lim(Un) = 0 hoặc limUn = 0 hoặc Un —> 0 
limUn = 0 <=> Ve > 0, 3no € N*: n > no => I Un I < e

-  Kết quả: l im— = 0, l i m - ^  = 0, l i m ^  = 0
n

lim = 0, l i m - ^  = 0.

-  Địnih lí: Nếu I q I < 1 thì limq" = 0.
-  Định lí: Cho hai dãy số (Un) và (Vn)
Nếu I U,1 1 < Vn với mọi n và limvri = 0 thì limUn = 0.
Dãy có giói hạn là sé thực
Dãy số (Un) có giới hạn là số thực L nếu lim(Un -  L) = 0; 

lim(Un) = L hoặc lim Un = L hoặc Un -> L.
-  Định lí: Nếu limUn = L thì lim I Un I = I L I và lim ị Ịũ^ = Vl

Và nếu Un > 0 với mọi n thì L > 0 và lim .yũ7 = Vl

-  Định lí: Giả sử limUn = A, limVn = B và k là một hằng số. 
Khi đó: lim(Un + Vn) =F A + B; lim(Un -  Vn) = A -  B

lim(Un.Vn) = AB; lim(k.Un) = kA; lim —  = — (nểu B ^  0).
B

lim(Un.Vn) = AB; lim(k.Un) = kA; lim —  = — (n
. . B

-  Tồng của cấp số nhân lùi vô hạn: công bội q với ql <1.
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s  = Ui + Uiq + Uiq  ̂+... = —̂  .
1 -q

Dãy có giói hạn là vô cực
Dãy số (Un) có giới hạn là +0O nếu với mỗi số dương tuỳ ý cho trước, mọi 
sô hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó trở, đều lớn hơn sổ dương 
đó: lim(Un) = +00 hoặc lim Un = +00 hoặc Un -> +00.

Nếu lim I u„ I = +00 thì —  = 0.
________________________ ^ __________________________________________

1.27. GĨỚĨ HẠN HÀM sỏ_____________________________
Giói hạn của hàm so

-  Giả sử (a; b) là một khoảng chứa điểm Xo và f  là một hàm số xác định 
trên tập hợp (a; b) \ {Xo}. Hàm số f  có giới hạn là số thực L khi X dần đến 
Xo nếu với mọi dãy số (X n), Xn e (a; b) và Xn ^  Xo với mọi n và lim X n  = Xo, 
ta đều có lim f(X n ) = L:

lim f(x) = L hoặc f(x) -> L khi X ^  Xo.
X->X q

Neu cỏ 2 dãy Xn, x'n cùng tiến đến Xo mà limf(xn) ^  limf(x'n) thì không 
tồn tại lim f(x ) .

Định lí về giói hạn hữu hạn
Giả sử lim f(x) = A và lim f(x) = B (A, B e R).

X -> X q X -> X q

Khi đó: lim [f(x) + g(x)] = A + B; lim [f(x) -  g(x)] = A -  B
x->x„ x->x„

lim [f(x).g(x)] = AB; Nếu B ^  0 thì lim Ì M  = A  .
x->x„ g ( x )  B

Đặc biệt, nếu c là một hàng số thì lim [cf(x)] = cA.

Định lí vẫn đúng khi thay X -> Xo bởi X —> +00 hoặc X -> - 00.

Địnhlí: l i m ^ i í ^ ^ l .
________________>̂->0 X______________________________________________________________________

1.28. HÀM SÓ LIÊN TỤC______________________________________
-  Hàm số f  xác định trên khoảng (a; b) và Xo e (a; b). Hàm số f  được gọi 
là liên tục tại diêm Xo nếu: lim f(x) = f(X o). Hàm số không liên tục tại

điểm Xo được gọi là gián đoạn tại điểm Xo-

-  Hàm số f  liên tục trên khoảng K nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc tập 
hợp đó.
-  Hàm số f  xác định trên đoạn [a; b] được gọi là liên tục trên đoạn [a; b]
nêu nó liên tục trên khoảng (a; b) và,_________________________________
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lim f(x) = f(a), lim f(x) = f(b).
x-vâ

Các định lí
-  Tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm số liên tục tại một điểm là những 
hàm số liên tục tại điểm đó (trong trường hợp thương, giá trị của mẫu tại 
điểm đó phải khác 0).
-  Hàm đa thức và hàm phân thức hữu tỉ liên tục ừên tập xác định của chúng.
-  Các hàm số lượng giác y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx liên tục 
trên tập xác định của chúng.
Định lí về giá trị trung gian của hàm số liên tục:
Giả sử hàm số f  liên tục trên đoạn [a; b]. Nếu f(a) *  f(b) thì với mỗi số 
thực M nằm giữa f(a) và f(b), tồn tại ít nhất một điểm c G (a; b) sao cho 
f(c) = M. ' ^
-  Hệ quả: Nếu hàm số f  liên tục frên đoạn [a; b] và f(a) f(b) < 0 tồn tại ít
nhất một điểm c e  (a; b) sao cho f(c) = 0, tức là phương trình f(x) = 0 có ít 
nhắt một nghiệm X  = c thuộc khoáng (a; b).____________________________

1.29. ĐẠO HÀM_________________ ____________________________
Đạo hàm của các hàm sổ tại một điểm
Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (a; b) và điểm Xo thuộc khoảng 

đó. Giới hạn hữu hạn (nêu có) của ti sô -------- ^  khi X dân đên Xo
X -  Xo

được gọi là đạo hàm của hàm số đã cho tại điểm Xo, kí hiệu f  ' ( x o )  hoặc
f(x)-f(Xo)y'(xo), nghĩa là: f'(xo) = lim

X -> X q X-Xn
Đặt Ax = X -  Xo là số gia của biến số và

Ay = f(xo + Ax) -  f(xo) là số gia của hàm số thì ta có:

f ’(xo) = lim
f(xo + Ax)-f(Xo)

Ax-̂ 0 Ax = Ịim ^Ax->0 Ax
-  Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm tại điểm Xo thì nó liên tục tại điểm Xo- 

Ý nghĩa hình học của đạo hàm yẶ
Đạo hàm của hàm số y =  f(x) tại điểm Xo y  

là hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị 
hàm số tại điểm Mo(xo; f(xo)).
Neu hàm số y = f(x) có đạo hàm tại 
điểm Xo thì tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
tại điểm Mo(xo; f(xo)) có phương trình là:  ̂
y = f'(xo)(x -  Xo) + f(xo).
Ý nghĩa CO' học của đạo hàm
Vận tốc tức thời v(to) tại thời điểm to (hay vận tôc tại to 
dộng có phương trình s = s(t) bằng đạo hàm của hàm sổ

(C)L /

1(x m ) .mỊ /
Ạ

f(xo )
/  1

/  ' /  1

1
- '- - 1

1
1
1
1

"  0 /  Xo Xm X
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s = s(t) tại điêm to, tức là: v(to) = s'(to).
Đạo hàm của một sổ hàm sổ thưòng gặp

Hàm số hằng y = c có đạo hàm trên R và y' = 0.
Hàm số y = X có đạo hàm trên R và y' = 1.
Hàm số y = x" (ne N, n > 2) có đạo hàm trên R và y' = nx"-'

Hàm số y = ^fx có đạo hàm trên khoảng (0; +Q0) và y' =
2vx

Các quy tắc tính đạo hàm
Tổng hai hàm số: (u + v)' = u' + v'
Hiệu hai hàm số: (u -  v)' = u' -  v'
Tích hai hàm số: (u. v)' = u'.v + u.v'

Thưomg hai hàm số:
V V y

u .V -u .v

Hàm số hợp: f'x = f'u- u'x 
Công thức đạo hàm lưoiig giác

(sinx)' = cosx; (sinu)' = u'.cosu 
(cosx)' = -sinx; (cosu)' = -u'.sinu

(tanx)'

(cotx)'

1
cos X 

- 1
s in ^  X

= 1 + tamx; (tanu)' u'
cos  ̂u

-(1 + corx); (cotu)' ^ -u
sin^ u

1.30. VI PHÂN VÀ ĐẠO HÀM CẤP CAO
Vi phân của hàm số y = f(x) tại điểm Xo ứng với số gia Ax được kí hiệu 
df(xo) là: df(xo) = f'(xo)Ax.
Vi phân của hàm số y = f(x) là dy = y'dx. 

ứng dụng của vi phân vào tính gần đúng: f(xo + Ax) w f(xo) + f'(xo)Ax 
Đạo hàm cấp hai

Cho hàm số f  có đạo hàm f N e u  f ' cũng có đạo hàm thì đạo hàm của nó 
được gọi là đạo hàm cấp hai của hàm f  và kí hiệu là f ", tức là: f " = (f 

Ý nghĩa CO' học của đạo hàm cấp hai
Gia tốc (tức thời) a(to) tại thời điểm to của một chất điểm chuyển động 
cho bởi phương trình s = s(t) bằng đạo hàm cấp hai của hàm số s = s(t) 
tại điểm to, tức là: a(to) = s"(to).

Đạo hàm cấp cao
Cho hàm số f  có đạo hàm cấp n -  1 (với n e N, n > 2) là 
Nếu là hàm số có đạo hàm thì đạo hàm của nó được gọi là đạo hàm 
cấp n của hàm số f  và kí hiệu là 

(n e N , n > 2 ) .
Đạo hàm cấp n của hàm số y = f(x) còn được kí hiệu là y ”̂ _̂____________
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Các công thức gốc:
_  1 rn) _ ( - l)" .n !  _ 1 ,a".n!

X ’ ax +  b  (ax +

y = sinx => y^"' = sin(x + n —)
2

y = sin(ax + b) => ŷ "̂  = a". sin(ax + b + n —)
2

y = cosx ^  y*"' = cos(x + n —).
2

y = cos(ax + b) => y*"̂  = a".cos(ax + b + n —).
2

1.31. DÙNG ĐẠO HÀM XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU

Điều kiện cần để hàm số đon điệu
Giả sừ hàm số có đạo hàm ừên khoảng (a; b) khi đó:
-  Nếu hàm số f  đồng biến ừên (a; b) thì f  '(x) > 0 với mọi X e  (a; b).
-  Nếu hàm số f  nghịch biến trên (a; b) thì f' (x) ^  0 với mọi X e (a; b).

Điều kiện đủ để hàm số đon điệu
Giả sử hàm sổ f  có đạo hàm trên khoảng (a; b) khi đó:
Nếu f'(x) > 0 với mọi X e  (a; b) thì hàm sổ f  đồng biến trên (a; b)
Nếu f'(x) < 0 với mọi X € (a; b) thì hàm số nghịch biến trên (a; b)
Khi f  '(x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm của (a; b) thì kêt quả trên vẫn 
đủng.
Nấu hàm số f  đồng biến frên (a; b) và liên tục ừên nửa khoảng [a;b); (a;b]; đoạn 
[a;b] thì đồng biến ừên nỉra khoảng [a;b); (a;b]; đoạn [a;b] tưong ứng.
Nếu hàm số f  nghịch biến trên (a; b) và liên tục hên nửa khoảng [a;b); (a;b]; đoạn 
[a;b] thì nghịch biến trên nửa khoảng [a;b); (a;b]; đoạn [a;bỊ tưcmg ứng.________

1.32. CỰC TRỊ
Cho hàm số f  xác định trên tập hợp D (D (Z R) và Xo e  D.
a) Xo được gọi là một điểm cực đại của hàm số f  nếu tồn tại một khoảng (a; b) 

chứa điểm Xo sao cho (a; b) cz D và f(x) < f(Xo) yới mọi X e (a; b) \ {Xo}. 

Khi đó f(Xo) được gọi là giá trị cực đại của hàm số f, kí hiệu ycĐ-
b) Xo được gọi là một điểm cực tiểu của hàm số f  nếu tồn tại một khoảng (a; b) 

chứa điểm Xo sao cho (a; b) c  D và f(x) > f(X o) với mọi X e (a; b) \ {Xo}. 

Khi đó f(Xo) được gọi là giá trị cực tiểu của hàm số f, kí hiệu ycr-
Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi chung là điêm cực trị.Giá trị cực 
đại và giá trị cực tiểu được gọi chung là cực trị, nếu Xo là một điêm cực 
trị của hàm số f  thì điểm (x o ; f (x o ) )  được gọi là điểm cực trị của đô thị 
hàm số f.
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Điều kiện cần để hàm số có cực trị:
Giả sử hàm số f  đạt cực trị tại điểm Xo. Khi đó, nếu f  có đạo hàm tại Xo 

t h ì f ' ( X o )  = 0.
Điều kiện đủ để hàm số có cực trị; có hai dấu hiệu;

-  Cho y = f(x) liên tục trên khoảng (a;b) chứa Xo, có đạo hàm trên các 
khoảng (a;xo) và (xo;b);
Nếu f  ’(x) đổi dấu từ âm sang dương thì f đạt cực tiểu tại Xo 

Neu f  ’(x) đổi dấu từ dương sang âm thì f  đạt cực đại tại Xo.

-  Cho y = f(x) có đạo hàm cấp hai trên khoảng (a;b) chứa xo;
Nếu f  '(xo) = 0 và f  "(xo) > 0 thì f  đạt cực tiểu tại Xo
Nẻu f  '(xọ) = 0 và f  "(xọ) < 0 thì f  dạt cực đại tại Xọ.____________________________

1.33. TIỆM CẬN_____________________________ __________ ________
-  Đường thăng X =  Xo được gọi là tiệm cận đứng của đô thị hàm sô y =  f(x) 

nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn:
lim f(x) = +oo; lim f(x) = +oo; lim f(x) -oo; lim f(x) = -00
x-^xỏ x^ x“ X-̂ Xq

-  Đường thẳng y = yo được gọi là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
y = f(x) nếu lim f(x) = yo hoặc lim f(x) = yo.

X->+co X->-oO

-  Đường thẳng y = ax + b, a 0 được gọi là tiệm cận xiên của đồ thị
' f (x)y = f(x) nêu a = lim - ^ , b  = lim(f(x)-ax) hoặc

X->+cO X X̂ HO

a = lim , b = lim(f(x)-ax).
X^“00 X X->-00

Neu đồ thị y = f(x) = ax + b + r(x) và lim r(x) = 0 thì tiệm cận ngang và
X-+±00

xiên: y -  ax + b.

1.34. KHÁO SÁT VÀ VẼ ĐÒ THỊ
Điểm uốn của đồ thị:

Cho y = f(x) có đạo hàm cấp 2 một khoảng (a;b) chứa điểm Xo. Neu f ' (xo) = 
0 và f'(x) đổi dấu khi X qua điểm Xo thì I(xo;f(xo)) là điểm uốn của đường 
corig (C); y = f(x).
Điểm uốn I(xo;f(xo)) của đường cong (C); y = f(x) thì một trong 2 khoảng 
(a.Xo), (xo,b), tiếp tuyến tại điểm I nằm phía trên đồ thị còn ở khoảng kia 
thì tiếp tuyến nằm phía dưới đồ thị.

Stf đồ chung về khảo sát và vẽ đồ thị:
Bưócl: Tập xác định
-  Tập xác định D = R
-  Xét tính chẵn, lẻ nếu có.
Bưóc 2: Chiều biến thiên
-  Tính các giới hạn, tim tiệm cận của hàm hữu tì.______________________
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-  Tính đạo hàm câp một, xét dâu
-  Lập bảng biến thiên rồi chỉ ra khoảng đồng biến, nghịch biến và cực 
đại, cực tiểu.
Bước 3: Vẽ đồ thị
-  Tính đạo hàm cấp hai, xét dấu để chỉ ra điểm uốn của hàm đa thức.
-  Cho vài giá trị đặc biệt, giao điểm với hai trục toạ độ.
-  Vẽ đúng đồ thị.

Các dang đồ thi hàm bâc 3: y = ax^ + bx^ + cx + d, a 05 đô thị hàm bậc 3: y = ax + b;

7̂  ' ^
Đồ thị hàm bậc ba có tâm đối xứng là điểm uốn.

Các dạng đồ thị hàm trùng phưoTig: y = ax'* + bx^ + c, a 0

Đồ thị hàm trùng phưong nhận trục tung là trục đối xứng.

Các dạng đồ thị hàm hữu tỉ 1/1: y = với c 0, ad -  bc 0
cx + d

7

i i.

r
Đồ thị hàm hữu tỉ có tâm đối xứng là giao điểm 2 tiệm cận đứng và tiệm 
cận ngang.____________________________________ __________________

1.35. BÀI TOÁN THƯỞNG GẶP VÈ ĐÒ THỊ
Sự tưong giao
Cho 2 đồ thị cùa hàm số: y = f(x), y = g(x). Phương trình hoành độ giao 
điểm: f(x) = g(x)<» f(x) -  g(x) = 0 là một phương trình đại số, tuỳ theo 
sô nghiệm mà có quan hệ tương giao: vô nghiệm: không có diêm chung, 
1 nghiệm (đơn): cắt nhau, 1 nghiệm kép: tiếp xúc, 2 nghiệm: 2 giao điểm,....
-  Phương trình bậc 3 là ax^ + bx^ + cx + d = 0, 3 5 ^0  luôn luôn có 
nghiệm. Nếu có nghiệm X = Xo thì ta phân tích thành tích số:
(x -  Xo) (Ax^ + Bx + C) = 0
-  Nếu đặt hàm số f(x) = ax^ + bx^ + cx + d thì điêu kiện:có 1 nghiệm: đô
thị không có cực trị hoặc ycĐ ycT > 0, có 2 nghiệm: ycĐ- ycT = 0, có 3 
nghiệm phân biệt: ycp. ycT^ Q- _____________________________
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-  Phưong trình bậc 3 có 3 nghiệm dương khi;
ycD-ycT ^
^CD’^CT ^ ^
a.f(0) < 0

-  Hai diêm trên 2 nhánh đô thi y = ■ ■ , ta thường lây hoành đô k -  a
x - k

và k + b với a, b > 0.
Góc và khoảng cách

-  Góc giữa 2 đường thẳng:

cosa - I cos(n ,n ') I = AA'+BB'| 

-(yr - y ^ Ý  .-  Đoạn AB = /̂(xB -  + (yp, -y ^ ) '

-  Từ Mo(xo, yo) đến (A); Ax + By + c = 0: d = •
7 a '̂  + B'̂

-  Phương trình trùng phương ax"* + bx^ + c = 0, a ? í : 0 c ó 4  nghiệm phân 
biệt lập cấp số cộng khi 0 < t| < Í2, Í2 = 9ti.

Tiếp tuyến và tiếp xúc
Cho đồ thị (C); y = f(x)
-  Tiếp tuyến tạî  điểm M(xo;yo): y -  yo 7  f  '(xo) (x -  Xo).
Phương trình tiếp tuyến này có 3 yếu tố: hoành độ tiếp điểm Xo, tung độ 
tiếp điểm yo và hệ số góc: f  '(xo) = k = tan(Ox,t)
-  Tiếp tuyến đi qua A(xa, yA): Lập phương trình tiếp tuyến tổng quát tại 
Xo với ẩn Xo rồi cho qua A thì tính được Xo.
Cách khác: lập phương trình đường thẳng qua A: y -  yA = k(x -  Xa )

<=> y = g(x).Tìm hệ số góc k bằng cách giải hệ phương trình cho tiếp điểm.
-  Điêu kiện 2 đô thị y = f(x) và y = g(x). tiêp xúc là hệ phương trình:
íf(x) = g(x) , '
< có nghiệm
[f'(x) = g-(x)

Với hai đường thẳng d: y = ax + b, d': y = a'x + b' thì có; 
d = d' khi a = a', b = b'; d // d' khi a = a', b b'; d X d' khi a. a' = -1 .
Điểm đặc biệt của họ đồ thị: (Cm): y = f(x,m)
-  Điểm A(xa, yA) e (Cm) <» yA = f(xA, m).
Neu ta coi f(xA, m) -  yA = 0 là phương trình theo ẩn m thì số giá trị tham 
số m là sổ đồ thị đi qua điểm A.
-  Điểm cố định của họ là điểm mà mọi đồ thị đều đi qua:
Mo(xo, yo) e (Cm), Vm <=> yo = f(xoj m), Vm
-  Điểm mà họ không đi qua là điểm mà không có đồ thị nào của họ đi
qua với mọi tham số: Mo(xo, yo) Ể (Cm), Vm <=> yo ít f(xo, m) Vm 
Nhỏm theo tham số và áp dụng các mệnh đề sau:______________________
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Am + B = 0, Vm <ĩí> A = 0, B = 0 
Am^ + Bm + c = 0, Vm <=> A = 0, B = 0, c = 0 
Am + B 0, Vm Cì> A = 0, B 5>í: 0 
Am^ + Bm + c 0, Vm • o A  = 0, B = 0, 

hoặc A 0, A = B  ̂-  4AC < 0.
Yêu tố đối xứng.

D và f(-x) = f(x)-  Hàm số ctiẵn: Vx G  D => -X e D và t(-x) = t()
Đồ thị hàm số chẵn đối xứng nhau qua trục tung.
-  Hàm số lẻ: Vx G D => -X G D và f(-x) = -  f(x)
Đồ thị hàm số lẻ đối xứng nhau qua gốc o.
-  Công thức chuyển hệ trục bằng phép tịnh tiến oi.

(Oxy) ^  (IXY) với I(xo, yo): K "  ^0
, , [y = Y + Yo

-  Điểm A đối xứng B qua I khi I là trung điểm đoạn AB.
-  Điểm A đối xứng B qua đường thẳng d khi d là trung trực của đoạn AB.
-  Điều kiện (C) nhận I(xo, yo) là tâm đối xứng.

_  f(x„ -  x) + f(x„ + x) ^  , , ỉ
yn = ---- -------- -̂---- -------, Vxn -  X, Xo + X G D, hoặc chuyên trục

2
bằng phép tịnh tiến đến gốc I nói trên là hàm số lẻ.
-  Điều kiện (C) nhận d: X = a làm trục đổi xứng;
f(a -  x) = f(a + x), Va-X, a + X G D,hoặc chuyến trục bằng phép tịnh tiến 
đến S(a,0) là hàm số chẵn.

Quỹ tích điếm
Tìm toạ độ X, y của M, khừ tham sổ giữa X và y. Giới hạn; chuyển điều 
kiện nếu có của tham số về điều kiện của X (hay y).
Đặc biệt; Neu M(x,y) G (V) thì chỉ cần tìm X rồi rút tham số để thế, khử 
tham số.

Biến đổi đồ thị
Cho các số dưcmg p, q và hàm số y = f(x) có đồ thị (G).
Tịnh tiến (G) lên trên q đon vị, ta được đồ thị hàm số y = f(x) + q; xuống 
dưới q đon vị, ta được đồ thị hàm số y = f(x) -  q.
Tịnh tiến (G) sang trái p đon vị, ta được đồ thị hàm số y = f(x + p); sang 
phải p đon vị, ta được đồ thị hàm sổ y = f(x -  p).
Neu lấy đối xứng qua trục Ox thì được y = -f(x)
Neu lấy đối xứng qua trục Oy thì được y = f(-x)
Nếu lẩy đối xứng qua gốc o  thì được y = -f(-x).

Đặc biệt đồ thị y = I f(x) I =  ~  °
^  ^  ì - f (x)khi  f(x) <0

: bàng cách giữ nguyên

phần đồ thị (G) phía trên trục hoành, còn phần phía dưới trục hoành thi
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lây đôi xứng qua trục hoành.
Đồ thị y = f( Ị XI): bằng cách giữ nguyên phần đồ thị (G) bên phải trục 
tung, và lấy đối xứng phần đó qua trục tung (do hàm số chẵn).
-  Công thức chuyển hệ trục Oxy thành IXY bằng phép tịnh tiến OI với

íx =  X +  Xn 
điểm I(xo, yo): i ^  ■

_________________ [y = Y + Yo__________________________________________

1.36. BIÉN ĐỒI LŨY THỪA VẢ MŨ_________________________________
-  Luỳ thừa với sô mũ nguyên dưong:

a" = a.a...a, n thừa số a (với mọi a và n e N )
-  Luỹ thừa với số mũ 0 và nguyên âm:

a** = 1 và a-" = (với a 5̂ 0 và n e N*)
a" '

-  Luỹ thừa với số mũ hũu tỉ;

â  = a " = a (với a > 0 v à r = — , n e Z ,  n e  N*)
n

-  Luỳ thừa với số mũ thực:
a“ = lim a*̂" (với a > 0, a  e R, r„ e Q và limrn = a).

-  Căn bậc n:
Khi n lẻ, b = \/ã  <=> b" = a (với mọi a) 

r- í b > 0
Khi n chăn, b = Va . (với a > 0).

Ị b " = a
-  Biến đổi luỹ thừa: Với các sổ a > 0, b > 0, a  và p tuỳ ý, ta có:

a“ aP = a“̂ P; a“: aP = a“-p (a“)P = a“p 
(a.b)“ = a".b“; (a: b)“ = a“: b“

-  Quan hệ so sánh;
Nếu a  > 1 thi: a™ > a*̂ a  > p
Nếu 0 < a < 1 thì; a" > a  ̂<» a  < p
Nếu 0 < a < b thì; a“ < b“ <=> a  > 0; a“ > b“ a  < 0.

-  Biến đổi căn bậc cao: Với hai số không âm a, b, hai sổ nguyên dưong 
m, n và hai số nguyên p, q tuỳ ý, ta có: sỊãb = s/ã.sỉh ;

an/ — =  -■
l/b

Nếu ^  = thì = (a>0) .  Đặc biệt .
n m

1.37. BIÉNĐỔI LÓGARIT
-  Lỏgarit cơ số a: ạ  = logạb <::> a“ = b (0 < a 1 vả b > 0)
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Lôgarit cơ sô 10; logiob = Igb hay logb
-  Lôgarit cơ số e: logeb = Inb (e w 2,7183)
-  Tính chất; logal = 0 và logaa'’ = b với a > 0, a 1.
, loga b b với a > 0, b > 0, a 1.

-  Biến đổi lôgarit trong điều kiện xác định:
loga(b.c) == logab + logaC

bloga- = logab -  logaC, loga T = -logaC 
c

logab“ = ơlogab (với mọi a), log., \íh =-log„ b (n e N*)
n

-  Đổi cơ số trong điều kiện xác định:

logbX = hay logab. logbX = logaX
loga b

logba = - - - - - -  hay logab.logba = 1; log b = — logab
log, b a

-  Quan hệ so sánh với a > 0, a 1, b > 0, c > 0.
Neu a > 1 thì; logab > logaC b < c.
Nếu 0 < a < 1 thì: logab > logaC <=> b < c.
Nếu a > 1 thì: logab > 0 Cí> b > 1.
Nếu 0 < a < 1 thì: logab > 0 <» b < 1.
logạb = logạC <=> b = c._____________ _______________

1.38. HÀM SÓ LUỸ THỪA, MŨ, LÒGARIT
Hàm số luỹ thừa y = x“;

Hàm số y = x“ đồng biến trên (0; +co) khi a  > 0; nghịch biến trên (0; -i-co)Hàm sô y = X đc 
khi a  < 0.

Hàm số mũ: y = a’‘; 
Tập xác định R, 1Tập xác định R, nhận mọi giá trị thuộc (0; -̂ -co). 

lim a*
-I- 00 khi a > 1  ̂ í 0 khi a > 1

; lim a = (
0 khi 0 < a < 1 -1-00 khi 0 < a < 1

Đồng biến trên R nếu a > 1, nghịch biến trên R nếu 0 < a < 1.
Đồ thị luôn cắt trục tung tại điểm (0; 1), nằm ở phía trên trục hoành và 
nhận trục hoành làm tiệm cận ngang.

Hàm số lôgarit y = logaX;
Liên tục trên tập xác định (0; -i-ũo), nhận mọi giá trị thuộc R.

, í-Kiokhia>l , í-ook h ia> l
hmlog„x = ( ; limlog., x = (

Ị—oo khi 0 < a < l ’ [-KO khi 0<a <1
Hàm số y = logaX đồng biến trên (0; -foo) nếu a < 1, nghịch biến trên (0; -i-oo) 
nếu 0 < a < 1.
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Đô thị luôn căt trục hoành tại điêm ( 1; 0), năm ở bên phải trục tung và 
nhận trục tung làm tiệm cận đứng.

e * - l ln(l + x)í  1V1 + — =e; ----  ̂= 1 ; lim-
l, X X X

x->0
l ^ ot 1

-1  .Giói hạn; lim
X -»4<»

Đạo hàm (x“)' = ax“- ‘, (u“)' = a u “-'u ';

( ^ )  = ...-r - ^  (x>0) ,  (^yũ) — ^ l = , v ớ i u > 0 .

(a")' = a"lna; (e")' = e"; (a“)' = a“u'lna; (e“)' = e“u'.

x ' C " H ) ' ' 7

(logaU)' = — ; (Inu)' = — ; (ln|u|) = — .
________________u I n a ________ u  ̂ u

1.39. PHƯƠNG TRINH m ũ  v à  LÔGARIT
Phuong pháp chung:

-  Đưa về cùng một cơ số
-  Đặt ẩn phụ
-  Lôgarit hoá
-  Sừ dụng tính chất của hàm số, đánh giá hai vế ,.. .

Phương trình
-  Phương trình mũ cơ bản: a’‘ = b (a > 0, a I )
Neu b < 0, phương trình vô nghiêm
Neu b > 0, phương trình có nghiệm duy nhất X = logab.

-  Phương trình mũ (a > 0) Cí>
[ạ  , f(x) = g(x)

-  Phương trình lôgarit cơ bản: logaX = b (a > 0, a 5̂  1) 
Phương trình lôgarit cơ bản luôn có nghiệm duy nhất X = a*’.
-  Phương trình lôgarit

logaf(x) = logag(x), (a>0, a^l ) C:> _ •
[f(x) = g(x)

Bất phưong trình
-  Bất phương trình mũ:

Nếu a > 1 : <=> f(x) < g(x)
Nếu 0 < a < 1: o  f(x) > g(x)

-  Bât phương trình:
a’' < m «  X < logam (với m > 0 và a > 1) 
a’' < m X > logam (với m > 0 v à 0 < a <  1)

Bất phương trình lỏgarit:
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Nếu a > 1: logaf(x) < logag(x) <=>

Nếu 0 < a < 1: logaf(x) < logag(x) <=>

'f(x) > 0
g(x) >0 0 < f(x) < g(x).
f(x)<g(x) 

f(x)>0
g(x)>0 f(x) > g(x) > 0. 
f(x)>g(x)

-  Bất phương trình:
logaX < m <=> 0 < X < a'" (với a > 1) 
logạX < m o  X > a”̂ (với 0 < a < 1 )■

1.40. NGUYÊN HÂM______________________________________
Cho K là một khoảng (a;b), nửa khoảng (a;b], [a,b) hay đoạn [a;b]. Hàm sô F(x)

gọi là một nguyên hàm của hàm sô f(x) ừên K nêu: F'(x) = f(x), Vx e K 
Neu F(x) là một nguyên hàm của f(x) thì họ các nguyên hàm của f(x) 
là: |f(x)dx = F(x) + c , c  là hằng số bất kì 

Bảng các nguyên hàm;
|d x  = X + C; Ịk.dx = kx + c  với k là hằng số

f —dx = l n | x |  + C; [ — dx = l n | u |  + c

V ớ i a í í - 1 :  í x " d x - ^ ^ + C ;  fu“ .u'dx + c .

J cosxdx = sinx + c  j  cosu.u'.dx = sinu + c

I  sinxdx = -cosx + c  

dxf dx

sin^ X
JeMx = e’'

| a ’‘dx =

tanx + c

= -  cotx + c

+ c

• + c
Ina

Tính chất CO' bản:
Neu f  và g là hai hàm số liên tục trên K thì: 

|(f(x ) + g(x))dx = Jf(x)dx + |g(x)dx

jk f(x )dx= k |f(x )dx  với mọi số k. 

Nguyên hàm đồi biến_____________________

Ị  sinu.u'.dx = -cosu + c  

f u '—-r— dx = tanu + c  
 ̂cos u
f ^  '—^ — dx = -cotu + c  
 ̂ sin u

Je“.u'dx = e“ + c

fa“.u'.dx= — + c (a>0, a;-̂  1) 
■' Ina
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Dạng 1: Nêu X = u(t) có đạo hàm liên tục trên K thì:

I f(x)dx = J f(u(t)).u '(t).dt 

Dạng 2: Nếu t = v(x) có đạo hàm liên tục trên K và có 

f(x)dx = g(t)dt thì: I f(x)dx = j  g(t )dt .

Nguyên hàm từng phần
Neu u(-x), v(x) có đạo hàm liên tục trên K thì

I  udv = uv -  j  vdu .

1.41. TÍCH PHÂN
Giả sử f(x) liên tục trên khoảng K và a, b 6 K và F(x) là 1 nguyên hàm của 

f(x) thì: f(x)dx = F(b) -  F(a) = F(x)|^ .

Tính chất:

J  f(x)dx = 0 , f(x)dx = - |*  f(x)dx

£ f(x)dx = JỊ^f(x)dx f(x)dx, | |  kf(x)dx = k I* f(x)dx \

£  (f(x) +g(x))dx = I  f(x)dx + £  g(x)dx,

Nếu f(x) > 0 trên [a.b] thì £  / ( x )  > 0 

Tích phân đổi bicn số:
Dạng 1: Nếu X = u(t) có đạo hàm liên tục trên [a, p] và u(a) = a, u(P) = b 

thì: £f(x)dx = £ f(u(t)).u '(t).dt.

Dạng 2; Nếu t = v(x) có đạo hàm liên tục và f(x)dx = g(t)dt thì;

£ f ( x )dx= £’̂ £g(t)dt 

Tích phân tìrng phần:
Neu u(x), v(x) có đạo hàm liên tục trên đoạn [a;b] thì 

£ u . d v = ( u . v ) [ -  £v .du .

1.42. DIỆN TÍCH VÀ THẺ TÍCH
Diện tích hình phẳng

-  Từ định nghĩa tích phân, với y = f(x) > 0 /
và liên tục trên đoạn [a,b] thì diện tích
hình thang cong giới hạn bởi đồ thị y = f(x).
truc hoành và 2 đường thẳng X = a, X = b là: ...... — >

0 - a - t X
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b

s  = Ịf(x)dx .
a

-  Mở rộng cho y -  f(x) bất kỳ liên tục trên đoạn [a,b] thì diện tích giới
b

hạn như trên là: s  = j|f(x)|dx .

-  Đối với 2 đồ thị y = f(x), y = g(x) liên tục trên đoạn [a,b] thì diện tích 
giới hạn bời 2 đồ thị đó và 2 đường thẳng X = a, X =b là:

b

s =  j|f(x )-g (x )|d x .
a

Neu trên đoạn 2 nghiệm X = m,x = n liên tiếp của f(x) = g(x) thì: 

J|f(x)-g(x)|dx  

Thể tích khối tròn xoay

|(f(x )-g (x ))dx
m

-  Thê tích vật thé tống quát
b

V = |s(x)dx
n

-  Thể tích khối tròn xoay:
Khi quay hình phẳng giới hạn bởi y = f(x), y = 0 (trục hoành) và X = a, X

b

= b quanh trục hoành V = 71 Jy^dx .
■á

Đặc biệt, nếu quay quanh trục Oy hình phẳng giới hạn bởi X = g(y), X = 0
d

và y = c, y = d thì có thể tích: V = 71 Ịx^dy.
c
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1.44, CÀN BẬC HAI VÀ PHƯƠNG TRỈNH NGHIỆM PHỨC
Căn bậc hai của sổ phúc

z là một căn bậc hai của số phức w = w.
Số phức w = 0 có đúng một căn bậc hai là z = 0 và số phức w 0 có 
đúng hai căn bậc hai là hai số đối nhau:
Hai căn bậc hai của số thực w = a > 0 là ±-s/ã .
Hai căn bậc hai của số thực w = a < 0 là ± i V ^  .

Phưong trình bậc hai nghiệm phức
k ĩ}  + Bz + c = 0 với A, B, c là các sổ phức, A 0
Lập biệt thức: A = B -  4AC

Neu A = 0 thì phưcmg trình có nghiệm kép z = - B
2A

Nếu A í-t 0, gọi các căn bậc hai của A là (D thì phương trình cỏ 2 nghiệm

phán biệt Z| 2 = ---------- .
2A

Đặc biệt: nếu A là số thực A < 0 thì nghiệm: Z|,2 = B ^
2 A

là số thực A > 0 thì nghiêm; Z| 2 = ^  ~ ^  .
2 A
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1.45. SỐ PHỨC LƯỢNG GIÁC

V

Ạ

Cho số phức:z = a + bi với a, b e R, z 0, ta có 
r(coscp + isirKp) với r > 0 là dạng lượng giác của z

với r = va  + b , coscp = — , sincp = — .
r  r

Gọi cp là một acgumen của z với số đo rađian.
Góc lượng giác (Ox, OM) = (p + k27ĩ với k 6 z.
tức là các acgumen sai khác k2Tr. _

Phép toán dạng lượng giác ()

M(z)

-  [cos(cp -  cp') + isin((p -  (p')J, z' ^  0

Nếu z = r (coscp + isincp), z' = r'(cos(p' + isincp') 
thì có; zz' = rr'[cos((p + cp') + isin((p + cp’)] 

z r 
z'

Đặc biệt; z  ̂= = (cos2cp + isin2(p)

z = r(coscp -  isincp) = r (cos(-cp) + isin(-(p))

— = i  (cos(-(p) + isin(-(p)) = -  (coscp -  isintp) 
z r  r

Công thức M oa-vrơ
Với n là số nguyên, n > 1 thì [r(coscp + isincp)]" = r"(cosn(p + isinncp). 
Dặc biệt: (coscp + isincp)” = cosncp + isinncp.______________________
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CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC VÀ HÌNH HỌC

2.1. ĐƠN VỊ VÀ Đ ộ DÀI CUNG_____________________ ____________
-  Hai đơn vị: cung tròn bán kính R, có độ dài /, có sô đo radian là 
a  (0 < a  < 2n), có số đo a° (0 < a < 360) thì:

a  _ a 
n 180

Tta a .l80a = —— , a = --------
180 n

 ̂180'
180

rad , 1 rad
71

o

Với n » 3,14 thì 1°» 0,0175 rad và ngược lại, 1 rad « 57‘’17'45" 
-  Độ dài cung / = ơR.

2.2. GIÁ TRỊ LƯỢNG G I Á C ____________________
Cho góc lượng giác a , xét điểm M(x; y) trên đường tròn lượng giác xác 

định bởi a:
cosa = X, sina = y,

tana = — (khi a  ^  90° + kl80°)
X

cota = — (khi a  ^  kl80°);
y

Hệ thức CO' bản:

1 + tan̂ a =
c o i  a

(khicosa ít 0); 1 + cot^a = (khi sina ít 0)
s irfa

sin^a + cos^a= 1; cota
1

tana
Các trục lượng giác:
Trục sin là trục tung Oy, trục cosin là trục hoành Ox.
Trục tang là At cùng hướng với trục tung, A(1; 0).
Trục cotang là Bs cùng hướng với trục hoành, B(0; 1).
-  Dấu các giá trị lượng giác khi điểm cuối M thuộc góc phần tư.

I 11 III IV
sin + + - -

cos + - - +
tan + - + -

cot + - + -
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2.3. GÓC CUNG LIÊN QUAN ĐẶC BIỆT
Đôi nhau: sin (-a) = -sina;

tan(-a) = -tana; 
Hơn kém 7ĩ : sin(7i + a )  = -sina;

tan(7i + a )  = tana; 
Bù nhau: sin(7i -  a )  = sinơ;

tan(Tĩ -  a )  = -tana;

Phụ nhau: sin

tanl - ^ - a  1= cota;u  J

Hơn kém ^ : sin -^ + ơ  = cosa;2  u  J
í  ^ \

( n  ^  ̂n—- a = cosa; cos — - a
u  ^ I 2 y

cos(-a) = -cosa; 
co t(-a) = -co ta; 
cos(tĩ + ơ ) = -cosơ; 

cot(7ĩ + a )  = cota; 
cos(h -  a )  = -cosơ; 
cot(7i -  a )  = -co ta ;

sina;

cot ti:
—- a  1= tana; 

v2

cos n
- r+  ơ  = -s ina ;
2 j

tan — + a
l 2

-cota; cot

V
7Ĩ
- + ot 
2

-tana.

2.4. CÓNG THỨC CỘNG
cos(a + P) = cosacosp -  sừiasmp; cos(a -  P) = cosacosp + sừiasừip

sin(a + P) = sừiacosp + cosasừiP; sm(a -  P) = sinacosp -  cosasmp.
, tana + tanP , ta n a - ta n p

tan(a + P) = — — -— — ; tan(a -  P) =
1 -tanatanp

Đăc biêt: sina ± cosa = \Ỉ2 sin(a ± —),
4

cosa ± sina = V2 cos(a + —).
4

1 + tanơtanp

2.5. CỒNG THỨC NHÂN
Công thức nhân hai:

2 2 2 2 cos2a = cos a  -  sin a  = 2cos a  -  1 = 1 -  2sin a

sin2a = 2sinacosa; tan2a = 2 ta n a  
1 - tan^ a

Công thức hạ bậc hai;

cos^a2 l  + cos2a . 2 _ l - c o s 2 a  ~ “ ---- --------, sin a  = -------------

hay: 1 + cos2ar = 2.cos^a ; 1 -  cos2or = 2.sin^or.
 ̂ 2 _  1 -  cos 2a 1 1 + cos 2atan a  = - — , cot a

1 + cos 2a 1 -  cos 2a
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Công thức nhân ba;
sin3a = 3sina -  4sin^a; cos3a = 4cos^a -  3cosa.

2.6. CỐNG THỨC BIÉN ĐỔI
Công thức biến đổi tổng thành tích;

, “  + p o t-pcosa + cosP = 2cos——̂ c o s—
2 2

cosa -  cosp = -2sin “  ^ ^ sin “
2 2

. . a + p  a - psina + siiip = 2sin——̂ c o s——
2 2

a  + p .  a - psina -  sinp = 2cos—^ s i n —
2 2

 ̂ * o -  sin(a + P) . . o _ sin(a  -  P)tana + tanp = ---------- — ; tana -  tanp =
cosa.cosp

cota + cotp = -  ; cota -  cotp =
sin a. sin p

Công thức biến đổi tích thành tổng;

sinasinp = [cos(a + P) -  cos(a -  P)]
2

cosacosp = — fcos(a + P) + cos(a -  P)]
2

sinacosp = — [sin(a + P) + sin(a -  P)]
2

cosasinp = — [sin(a + P) -  sin(a -  P)].

cosa.cosP
s in (P -a )
s in a .s in p

2.7. ỨNG DỤNG LƯỢNG GIÁC VÀO ĐẠI SÓ
I.ượng giác hoá: đưa hàm số lượng giác vào bài toán đại số.

-  Nêu 1x1 < 1 thì đặt X = sint hay X = cost
-  Nếu I X 1 < r, r > 0 thì đặt X = r.sint hay X = r.cost
-  Nếu x  ̂+ y  ̂= 1 thi đặt X = sint và y = cost
-  Nếu x  ̂+ y  ̂= thì đặt X = r.sint và y = r.cost

-  Nếu I X I > 1 thì đật X hay
sin t ' cos t

-  Neu X e  R thì đặt X = tanu hay X = cotu
-  Nếu có a + b + c = abc, ab + bc + ca = 1 thì đặt các đại lượng tang cùa 

các góc như các góc của tam giác,...
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2.8. PHƯƠNG TRÌNH LƯƠNG GIÁC c ơ  BÀN
-  Phưong trình sinx = m

Vì I sinx I <  1  với mọi X nên khi 1 m 1 >  1  thì 
phương trình vô nghiệm, còn khi I m I <  1  thì 
phương trình có nghiệm.

X =  a  +  k 27i
sinx = sina C5>

X =  71 -  a  +  'k 27i
,k e z

Đặc biệt: sinx = 1 X = + k27ĩ
2

sinx = -1 <=> X = + k27ĩ; sinx = 0 «  X = k7i
2

Với |m | < 1, phương trình sinx = m có đúng một nghiệm nằm trong

đoạn [ - — ; — ]. Ta kí hiệu nghiệm đó là arcsin m, khi đó:
2 2

s i n x  =  m ,  I m  I <  1  < = > X = arcsinm + k27i 
X = 7Ĩ -  arcsin m + k27ĩ

k e z.
Phưong trình cosx = m
Vì 1 cosx I < 1 với mọi X nên khi 1 m I > 1 thì phương trình vô nghiệm,

còn khi I m I <1 thì phương trình có nghiệm
X = a + k27ĩ 
X == - a  + k27ĩ

Đặc biệt: cosx = 1 X = k27T

cosx = cosa == m <=> , k G z.

cosx = -1 <=> X = 7Ĩ + k27i; cosx = 0 <=i> X = + ku.
2

Với I m| < 1 , phương trình cosx = m có đúng một nghiệm 
nằm trong đoạn [0; 7t], kí hiệu nghiệm đó là arccos m, khi đó:

X = arccosm + k27ĩ
cosx = m, I m I < 1 <=>

X = -arccosm + k2;i

-  Phưong trình tanx = m
Điều kiện xác định là cosx 0. Vì tanx nhận mọi 

giá trị từ - 0 0  đến +CO nên phương trình luôn có 
nghiệm với mọi m.

tanx = tana o  X = a  + kri, k e z.
Đặc biệt: tanx = 0 «> X = k7T.
Với mọi số m cho trước,

phương trình tanx = m có đúng một nghiệm nằm trong khoảng ( - —; —).
2 2

k e z.
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Ta kí hiệu nghiệm đó là arctan m, khi đó; 
tanx = m X = arctan m + k7ĩ, k € z.

-  Phương trình  cotx = m
Điều kiện xác định là sinx ^  0. Vì cotx nhận mọi giá trị từ 

-00 đến +00 nên phương trình luôn có nghiệm với mọi X. 

cotx = co t«  X = a  + krr, k e  z
7tĐặc biệt: cotx = 0 Cí> X =  -^  +  k n .
2

Với mọi số m cho trước, phương trình 
cotx = m có đúng một nghiệm nằm 
trong khoảng (0; 7i).
Ta kí hiệu nghiệm đó là arccotx, khi đó: 

cotx = m <íí> X = arccot m + kn, k e z.
2.9. PHƯƠNG TRÌNH THEO MỘT HÀM LƯỢNG GIÁC

Dạng: a.cosx + b = 0 
a.cotx + b = 0 
a.cos^x + b.cosx + c = 0
a.corx  + b.cotx + c = 0

a.sinx + b = 0; 
a.tanx + b = 0; 
a .sin^  + b.sinx + c = 0; 
a.tan^x + b.tanx + c = 0; 
a.sin^x + b .s in \  + c.sinx + d = 0,...

Chọn một hàm số lượng giác, biểu thức lượng giác thích họp để đưa 
phương trình cho theo hàm số lượng giác, biểu thức lượng giác đó hoặc tích 
các phương trình cơ bản.

2.10. PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẦT THEO SIN, c o s
Dạng: a.sinx + b.cosx = c với a hoặc b khác 0 
Ta có a  ̂+ b  ̂ 0 nên:

a.sinx + b.cosx = sja^ + b
 ̂ I ^a . bsin x + , cos X

Vì

'ía ĩ + b  ̂ Va^ +b'

Y r b Y, + , = 1 nên tồn tai sổ a  sao cho:Va^+b^ J U a ^ + b ^  J

y

cosa = và sina . Ta có:V77Ĩ7 Vâ + b̂
asinx + bcosx = Vâ  +b^ (cosơsinx + sinacosx) = sin(x + tt).

Do đó, việc giải phương trình asinx + bcosx = c được đưa về giải phương

trình lượng giác cơ bản sin(x + a)
Va^+b^ ■
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I . 1.  - ■ . . .  _  .  . -  .  —  A

Suy ra điêu kiện phương trình: a.sinx + b.cosx = c có nghiệm khi và chỉ

khi < 1 <=i> a  ̂+ > c^

Đăc biêt: sinx + cosx = n/2 sin(x + —) = \Í2 cos(x -  —)
4 4

sinx -  cosx = n/2 sin(x -  —) = ^/2 cos(x + —)
4 4

yỊs  sinx ± cosx =  2sin(x ±  — ) ;  sinx ±  cosx =  2sin(x ±  — ) .
6 3

2.11. PHƯƠNG TRÌNH ĐÁNG CÁP (THUẦN NHÁT) ĐÓÍ VỚI SIN, c o s
Dạng: a.sinx + b.cosx = 0,

a.sin^x + b.sinx.cosx + c .c o s \  = 0,
a.sin^x + b.sin^x.cosx + c.sinx.cos^x + d.cos^x = 0,...

Với bậc n = 1, 2, 3.... Xét cosx = 0, xét cosx 5* 0 và chia 2 vế cho cos"x 
thì phương trình thành phương trinh theo t = tanx.

Tăng giám bậc: sin2x = 2sinx.cosx, cos2x = cos^ X -  sin^x, 
c = c ( s in \  + cos^x) = c (sin^x + cos^x)^ = ...

2.12. VECTƠ VÀ PHÉP TOÁN__________________________________
-  Vectơ là một đoạn thăng có hướng
-  Vectơ AB : A là điểm đầu, B là điểm cuối.
-  Độ dài hay môđun của AB là đoạn AB: I AB I = AB.
-  Vectơ -  không là vectơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau: 0

-  Giá của vectơ AB là đường thẳng AB.
-  Hai vectơ cùng phương khi giá của chúng song song hoặc trùng nhau.

-  Hai vectơ cùng phương thì cùng hướng hoặc ngược hướng.
-  Hai vectơ bằng nhau nếu chúng cùng hướng và cùng độ dài:

a = b . Đe thuận lợi, ta kí hiệu một vectơ xác định nào đó bới một 

chữ in thường và có dấu vectơ trên đó: a,h,u,v,...
Tổng và hiệu của hai vecto’

-  Tống của hai vectơ a và b . Lấy điểm A bất kỳ trong mặt phang, vẽ 

AB = a và vẽ tiêp vectơ BC = b . Khi đó AC gọi là tông của a và b ,
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kí hiệu a + b = A C . Mở rộng tông của nhiêu vectơ.
-T ín h  chất; ®

a + b = b + a

( a + b ) + c = a + ( b + c )  a

a + 0 = a . A
-  Quy tấc ba điểm; Với ba điểm M, N, p tuỳ ý thì:

ỈVÍN + w  = ĨVĨP
-  Quy tắc hình bình hành: Với hình bình hành ABCD thì:

ÃB + ÃD = Ã c .

-  Vectơ đối của vectơ a là vectơ b khi a + b = 0 :

b = -  a : ngược hướng và cùng độ dài với a .

-  Hiệu của hai vectơ a v à b  : a  -  b = a + ( - b )

-  Quy tăc vê hiệu của hai vectơ: OM -  ON = NM .
Phép nhân của vectơ vói số thực

-  Tích (phép nhân) của vectơ a với số thực k là một vectơ: ka  , cùng 

hướng với a khi k > 0, ngược hướng với a khi k < 0 và có độ dài bàng

| k I . I a I .
-  Tính chất;

k.(l a ) = (kl). a , ( k  + l)a = k a  + l a

k(a + b )  = ka + k b ; k ( a  -  b )  = ka  - k b

k. a = 0<=>k = 0 hoặc a = 0 .

-  Vectơ b cùng phưong với vectơ a , a ÍẾ 0 khi và chỉ khi có số k sao 

cho b = k a

-  Điểm I là trung điểm đoạn AB <» lA + IB = 0 

«  MA + MB = 2 MI với M tuỳ ý

-  Điểm G là họng tâm tam giác ABC <=> GA + GB + GC = 0 

o  MA + MB + MC = 3 MG với M bất kỳ
-  Điểm M được gọi là điểm chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k 1 nếu: 

MA = k M B .
Trọng tâm của hệ điểm A|, A2,..., An khi:____________________________
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GA I + GA 2 +... + GA n ~ 0 ,
Tâm tỉ cự G của hệ điểm Ai, A2,..., An gắn với hệ số k |, 1C2,..., kn có tổng 

k| + k2 +... + kn ^  0: k| GA 1 + k2GA 2 + knGA n = 0

2.13, TÍNH TÍCH v ồ  HƯỞNG__________________________________

-  Cho hai vectơ a và b đều khác vectơ 0 . Từ một điểm o bất kì, vẽ OA 

= a và OB = b . Khi đó góc AÔB với số đo từ 0° đến 180“ được gọi là góc 

giữa hai vectơ a và b và kí hiệu là (a  , b ).

-  — — — o
-  Nêu a = 0 hay b = 0 thì ta xem góc giữa hai vectơ đó là tuỳ ý từ 0°

đến 180°. Nếu (a  , b ) = 90“ thì a và b vuông góc: a -L b .

-  Tích vô hướng của hai vectơ a và b là một số:

a . b = I a I .  I b I ,cos(a , b ).

-T ín h  chất: a .b = b .a

a . ( b  + c ) = a . b  + a . c  

(k a ). b = k( a . b ) với mọi k 6 R 

a ± b  < í > a . b  = 0

-  Bình phương vô hướng: a  ̂= I a I
-  Công thức chiếu:

ã . b  = ĂB.CD  = r . b  '

= A B.M N  = AB.MN 
Đặc biệt trong tam giác ABC thì:

B Ơ =  BC^ = (ÃC -  ÃB)^=> ÃB.ÃC =i(AB^ + A d - B C ^

-> — _  —  ^  ^
-  Góc giữa hai vectơ a và b : cos(a , b ) = _  —

a . b

-  Góc giữa hai vectơ: cos( A C , B D ) =

-  Góc của tam giác ABC: cos(AB, A C)

a

ÃC.BD
AC.BD

AB.AC
AB.AC
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 ̂ ■ ' n ' ■ ■
Đê tính độ dài AB, ta có thê dùng bình phương vô hướng;

AB^= AB'

2.14. HỆ TRỤC TỌA Đ ộ
Hệ trục Oxy hay (O, i , j ) với hai vectơ đơn vị i nên Ox và j trên Oy. 

-  Toạ độ vectơ a trên Oxy: a = (x; y) hay a (x; y) y

a = x . i  + y . j

r  = (1 ;0 )

ĩ  = (0 ;1 )

-  Hai vectơ băng nhau: a (x; y) = b (x'; y') <=>

o
-►  X

x = x

-  Cho a = (x; y), b = (x'; y')

Phép cộng: a + b = (x + x'; y + y')

Phép trừ: a -  b = (x -  x'; y -  y')

Phép nhân với số k: k a = (kx; ky) 

b cừig phương với a 0 khi có sô k e R: x' = kx, y' = ky.

-  Toạ độ điểm M: M(x; y) hay M = (x; y): OM = X. 1 + y. J

-  Toạ độ của vectơ MN = ( x n  -  x m ; yN -  Ym )

-  Toạ độ điểm I tủa  đoạn AB: X| =  ̂ ; yi Ya + yB

Toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC

yA + yn + ycX . +  Xn +  Xp 
XG =  ^ 3 3

-  Biểu diễn một vectơ theo 2 vectơ không cùng phương là giải hệ
phương trình để tìm 2 hệ số k, m: c = ka + m b .

-  Tích vô hướng hai vectơ a = (ai; 32) và b = (bi; b2):
a .b = aibi + 32b2

-  Độ dài vectơ u = (ui; U2). Ta có I u I = yjùị +ùị

-  Khoảng cách AB = I AB I = ^(Xj5 +(yjj -y ^ )^

-  Góc giữa hai vectơ a = ( a i ; a 2) v à b  = ( b i ; b 2)
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cos(a , b ) a ,b ajbj + 3.2̂ 2

Ậ l  + a l .Ậ l  +bị

2.15. HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC

-  Qua điểm M vẽ cát tuyến MAB với đường tròn (O; R) thì tích M A . MB 
gọi là phương tích của điểm M đối với đường tròn đó và kí hiệu là
M / ( 0 ) =  ^ . M B  = M 0 ^ - R I

Nếu M nằm ngoài (O; R) thì >/m/(0 ) > 0. Trong trường họp này nếu MT là 
tiếp tuyến của (O; R) thì -ÍÍ̂ M/ÍO) = MT^.

Nếu M nằm trên (O; R) thì >̂ M/(0) = 0.
Nếu M nằm trong (O; R) thì < 0.

o
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-  Cho tứ giác ABCD. Hai cạnh đôi AB và CD căt nhau tại M. Điêu kiện cân 
và đủ để tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn là:

MÃ. MB = MC.MD
-  Cho tam giác ABC. M là điểm thuộc đường thẳng AB và nằm ngoài 

đoạn thẳng AB. Điều kiện cần và đủ để MC tiếp xúc với đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC là MA . MB = MC^.

2.17. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẢNG
-  Vectơ pháp tuyến (VTPT) của một đường thẳng vectơ khác 0 và có 

giá vuông góc với đường thẳng.
-  Phưoug trình tổng quát của đường thẳng qua điểm I(Xo; Ỵo) và có 

VTPT n (a; b) là:
a(x -  Xo) + b(y -  y o ) = 0 =>  ax + by + c = 0, a  ̂+ b  ̂ 0.

y
o

\ B

__ o /  __o \ A  ^
/  , \  X

-  Phưong trình đường thẳng theo đoạn chắn: đi qua hai điểm A(a; 0),

B(0; b) với a, b9t01à — + — = 1.
a b

-  Phưcmg trình đường thẳng theo hệ số góc: đi qua I(Xo; yo) và có hệ số 
góc k = tan(Ox; A): y -  yo = k(x -  Xo) => y = kx + m.

d' // d: ax + by + c = 0 => d': ax + by + c' = 0, c' c 
d" 1  d: ax + by + c = 0 ^  d": bx -  ay + c" = 0.

-  Vectơ chỉ phương (VTCP) của đường thẳng: vectơ khác 0 và có giá 
song song hoặc trùng đường thẳng.

và có VTCP u (a; b)
X = x„ + a t

(a^ + h ^ ^ 0 )
[y = Yo 

-  Phương trình chính tắc:

i

y

'  Ỷ "0
---- ------------ ►

i i ^ = ỵ : : ^ , v ớ i a , b ^ o
a b

d qua A, B thì có VTCP u = AB = ( x b  -  Xa ; y s  -  yA ) 

d có hệ số góc k thì VTCP u = (1; k).

2.18. GÓC VÀ KHOẢNG CÁCH
-  Khoảng cách giữa 2 điểm: AB = ^(Xg -x ^)^  + (yịj + > \ )■
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-  Khoảng cách từ điểm M o(X o; Yo) đến đường thẳng A
|ax +by +c

ax + by + c = 0 được cho bởi công thức d(Mo; A) = -—- - - - - - —
Va  ̂+b^

Để tính khoảng cách từ một điểm M(x; y) đến đường thẳng thì đường 
thắng phải viết dạng phưong trình tong quát.

-  Vị trí cùa 2 điểm M(xm; yvi), N(xn, yN) đối với đường thẳng A:
ax + by + c = 0:

M, N cùng phía A (axM + byM + c)(axN + byn + c) > 0 
M, N khác phía A <» (axM + byM + c)(axN + byN + c) < 0.

-  Phưong trình hai phân giác của các góc tạo bởi 2 đường thẳng cắt nhau 
a|X + biy + C| = 0; a2X + b2y + C2 = 0 là;

a^x + bjy + Cị ^ a^x + b^y + Cạ ^

V ã T + ^  V ă i + ^

-  Góc giữa hai đưòmg thẳng Ai và A2 có vectơ pháp tuyến và n^ 
được tính bởi công thức:

Ịaja, + b^b l̂
cos( Aj, A2) = |cos(nj, n ,2)

-  Góc giữa 2 đường thẳng song song hoặc trùng nhau thì bằng 0“. Góc 
giữa 2 đường thẳng cắt nhau là góc nhỏ nhất cp trong bốn góc tạo thành. Gọi 
U j . U2 là các VTCP và n j , 1I2 là các VTPT thì:

c o s t p  =  I c o s (  U j , U .2 )  1 =  I c o s (  ,  U 2 )  I .
-  Góc A của tam giác ABC là góc giữa 2 vectơ A B , AC .

2.19. ĐƯỜNG TRÒN
-  Đường tròn tâm I (Xo; yo), bán kính R 
có phương trình:

(x -  Xo)̂  + (y -  yo)  ̂=

-  Phương trình: x^ + y  ̂ + 2ax + 2by + c = 0 với điều kiện 
a  ̂ + b  ̂ -  c > 0 là phương trình đưòng tròn tâm l(-a; -b), bán kính R =
Va^ + b ‘̂̂ - c  .

-  Tiếp tuyến với đường tròn 1 1 1 I
(C) tâm I tại điểm A: đường thẳng 
tiếp tuyến qua A, có VTPT n = A I .
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-  Tiêp tuyên với đưòng tròn (C) tâm I bán kính R đi qua điêm B: Lập
phương trình đưòmg thẳng qua B có VTPT n = (a; b), 0. Từ điều
kiện tiếp xúc để tìm a và b.

-  Tiếp tuyến chung với 2 đường ừòn (C) và đường tròn (C):
'd(I,A) = R

A: ax + hy + c = 0, a  ̂+ b  ̂ 0 và
d(I,A') = R'

2.20. ĐƯỜNG ELIP

Định nghĩa
Phép biến hình F gọi là phép dời hình nếu với hai điểm bất kì M, N và 

ảnh M', N' của chúng, ta có M'N' = MN, tức là phép dời hình là phép biến 
hình không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

MI-------- >M '
thì M'N' = MN.

N h - > N '
Định lí Ctf bản
Phép dời hình biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và 

không làm thay đồi thứ tự ba diếm dó, biến dường thẳng thành đường thẳng,
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biên tia thành tia, biên đoạn thăng đoạn thăng băng nó, biên tam giác thành 
tam giác bằng nó, biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính, biến 
góc thành góc bằng nó.

Các phép dòi hình đặc biệt
-  Phép đồng nhất, là phép biến mồi điểm M thành điểm M' trùng với M, 

tức là biến mọi điểm thành chính nó.
-  Phép tịnh tiến theo vectơ V cho trước, là phép biến mỗi điểm M thành 

điểm M' sao cho M M ' = V, kí hiệu T V.
-  Phép đối xứng qua đường thẳng d là phép biến mỗi điểm M của mặt 

phẳng thành điểm M' đối xứng với M qua d. Phép đối xứng đó gọi là phép 
đối xứng trục, kí hiệu là Đd.

-  Phép đối xứng qua điểm o là phép biến đổi mỗi điểm M thành điểm M'
đối xứng với M qua o. Phép đối xứng đó gọi là phép đối xứng tâm, kí hiệu 
là Đo. , , , ,

-  Phép quay tâm o góc quay (p, biến điểm o thành o và biến mỗi điểm 
M khác o thành M' sao cho OM' = OM, (OM, OM') = (p, kí hiệu Q(0 (p).

Các phép đồng nhất, phép tịnh tiến, phép đối xứng tâm, phép đổi xứng 
trục, phép quay đều là phép dời hình.

Hai hình bằng nhau
-  Hai hình gọi là bằng nhau nếu có phép dời hình biến hình này thành 

hình kia.
-  Nếu ABC và A'B'C' là hai tam giác bằng nhau thì có phép dời hình 

biến tam giác ABC thành tam giác A'B'C.
-  Nếu hình (H |) bằng hình (H2) và hình (H2) bằng hình (H3) thì hình (Hi) 

bằng hình (H3).

2.22. PHÉP VỊ T ự
-  Phép biến hình F gọi là phép đồng dạng tỉ số k (k > 0) nếu với hai đ’ểm 

bất kì M, N và ảnh M', N' của chúng, ta có M'N' = kMN, tức là phép đồng 
dạng là phép biến hình không làm thay đổi ti số khoảng cách giữa hai điểm 
bất kì.

-  Phép đồng dạng biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng (và 
không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó), biến đường thẳng thành đường thẳng, 
biến tia thành tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng mà độ dài được nhân lên 
với k (k là tỉ số của phép đồng dạng), biến tam giác thành tam giác đồng 
dạng với tỉ số k, biến đưòng tròn có bán kính R thành đường tròn có bán 
kính kR, biến góc thành góc bằng nó,...

Phép vị tự
-  Cho điểm o vả một sỗ k 7!: 0, Phép biến hình biến một điểm M Ịhành
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điếm M' sao cho O M ' = kOM được gọi là phép vị tự tâm o, tỉ số k. Kí hiệu
''̂ (O.k). -----  ̂ o

M

-  Neu M', N' theo thứ tự là ảnh của M, N qua phép vị tự tỉ số k thì M' N'
- k . ĩ ^ ; M ' N ’ = Ikl .MN.

-  Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ sổ |k|.
-  Mọi phép đồng dạng F tỉ số k đều là họp thành của một phép vị tự V ti 

số k và một phép dời hình D.
-  Phép biến hình D gọi là phép dời hình nếu với hai điểm bất kì M, N và 

ảnh M', N' của chúng, ta có M'N' = MN, tức là phép dời hình là phép biến 
hình không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm bất kì.

Hai hình gọi là đồng dạng với nhau nếu có phép đồng dạng biến hình này 
thành hình kia.

Mọi phép đồng dạng F tỉ số k đều là hợp thành của một phép vị tự V ti số 
k và một phép dời hình D.

2.23. CÁC YÉU TÓ cơ  BÁN HỈNH KHÔNG GIAN
Điểm, đưòng thẳng, mặt phang: X

E J

-  Điêm thường đặt tên A, B, c, D,...
-  Đường thẳng thường đặt tên a, b, c, d,..., A, A',...
-  Mặt phẳng thường đặt tên (a), (p), (y),..., (P), (Q),...
Quan hệ thuộc:
-  Điểm A thuộc đường thẳng a: A 6 a.
-  Điểm B không thuộc đường thẳng a: B Ể a
-  Điểm A thuộc mặt phẳng (P); A € (P), A e mp(P).
-  Điểm B không thuộc mặt phẳng (P): B Ể (P), B Ể mp(P).
-  Đường thẳng d nằm trên mặt phẳng (Q): d c  (Q), d e  mp(Q)
-  Đưòmg thẳng a không nam trên mặt phang (a): a ỢL (a ), a ỢL mp(a).

Hình biểu diễn:
Vẽ hình phẳng của các hình không gian với các quy tắc:
-  Đường thẳng được biểu diễn bởi đường thẳng. Đoạn thẳng được biểu 

diễn bởi đoạn thẳng.
-  Hai đường thẳng song song (hoặc cắt nhau) được biểu diễn bời hai 

đường thẳng song song (hoặc cắt nhau).
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-  Điêm A thuộc đường thẳng a được biêu diễn bởi một diêm A' thuộc 
đường thẳng a', trong đó a' biếu diễn cho đưòng thẳng a.

-  Dùng nét vẽ liền (— ) để biểu diễn cho những đường trông thấy và
dùng nét đứt đoạn (------ ) để biểu diễn cho những đường bị khuất.

Các tính chất thừa nhận của hình học không gian:
-  Tính chất 1: Có một và chỉ một đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt 

cho trước.
-  Tính chất 2: Có một và chỉ một mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng 

hàng cho trước.
-  Tính chất 3: Tồn tại bốn điểm không cùng nằm trên một mặt phẳng.
-  Tính chất 4: Neu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chủng 

có một đường thăng chung duy nhất chứa tất cả các điểm chung của hai mặt 
phẳng đó. Đường thẳng chung này gọi là giao điểm của 2 mặt phẳng cất 
nhau.

-  Tính chất 5: Trong mỗi mặt phang, các kết quả đã biết của hình học 
phăng đêu đúng.

Định lý: Neu một đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt của một mặt 
phang thì mọi điểm của đường thẳng đều nằm trong mặt phảng đó.

Cách xác định đưÒTig thẳng:
Một đường thẳng được xác định khi biết:
-  hai điểm phân biệt của nó,
-  hai mặt phăng phân biệt cùng chứa nó.

Cách xác định mặt phẳng:
Một mặt phang hoàn toàn được xác định khi biết;
-  Mặt phang đi qua ba điểm không thẳng hàng;
-  Mặt phẳng đi qua một điểm và chứa một đường thẳng không đi qua 

diêm đó.
-  Mặt phang chứa hai đường thẳng cắt nhau.
Neu có nhiều điểm thuộc một mặt phẳng thì ta nói rằng các điểm đó 

đồng phẳng, còn nếu không có mặt phang nào chứa các điểm đó thì ta nói 
rằng chúng không đồng phẳng.

Hình chóp và hình tử diện;
-  Hình chóp S.A |A2...An với đa giác A |A 2...An và một điểm s nằm ngoài 

mặt phang chứa đa giác đó. Neu đáy của hình chóp là một tam giác, tứ giác, 
ngũ giác,... thì hình chóp tương ứng gọi là hình chóp tam giác, hình chóp tứ 
giác, hình chóp ngũ giác...

-  Cho bốn điểm A, B, c, D không đồng phẳng. Hình gồm bốn tam giác 
ABC, ACD, ABD và BCD gọi là hình tử diện hay là tứ diện và kí hiệu là
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ABCD. Tứ diện ABCD có thê coi là hình chóp tam giác với 4 cách chọn 
đỉnh chóp.

2.24. HAI ĐƯỜNG THÁNG SONG SONG________________________
-  Hai đường thẳng gọi là đồng phang nêu chúng cùng năm trong một mặt 

phăng.
-  Hai đường thẳng gọi là chéo nhau nếu chúng không đồng phẳng.
-  Hai đường thẳng gọi là song song nếu chúng đồng phẳng và không có 

điêm chung.
-  Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng trong không gian: có 4 vị trí 

tương đôi là 2 đường thăng trùng nhau, song song, căt nhau và chéo nhau.
-  Trong không gian, qua một điểm nằm ngoài một đường thẳng có một 

và chỉ một đưòng thẳng song song với đường thẳng đó.
-  Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thứ ba 

thì song song với nhau.

Định ỉí về giao tuyến của ba m ặt phẳng
Nếu ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt thì ba 

giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.
-  Neu hai mặt phang cắt nhau lần lượt đi qua hai đường thẳng song song 

thì giao tuyến của chúng song song với hai đường thẳng đó hoặc trùng với 
một trong hai đường thẳng đó.

Trọng tâm của tứ  diện
Ba đoạn thẳng nối trung điểm các cạnh đổi diện của một tứ diện đồng 

quy tại trung điểm G của mỗi đoạn. Điểm G đó gọi là trọng tâm của tứ diện.

2.25. ĐƯỜNG THẢNG SONG SONG MẬT PHẢNG
-  Một đường thăng và một mặt phăng gọi là song song với nhau nêu chúng 
không có điểm chung.

-  Vị trí tương đối giữa đường thẳng và mặt phẳng; Có 3 vị trí tương đối 
là đường thẳng song song mặt phẳng, đường thẳng cắt mặt phẳng và đường 
thắng nằm trên mặt phang.

Các định lí CO' bản:
Neu đường thẳng a không nam trên mặt phẳng (P) và song song với một 

đường thẳng nào đó nam trên (P) thì a song song với (P).
-  Neu đường thẳng a song song với mặt phẳng (P) thì mọi mặt phẳng (Q) 

chứa a mà cẳt (P) thì cắt theo giao tuyến song song với a.
-  Neu một đường thẳng song song với một mặt phẳng thì nó song song 

với một đường thẳng nào đó trong mặt phẳng.
-  Neu hai mặt phang cắt nhau cùng song song với một đưòng thẳng thì

giao tuyến của chúng cũng song song với dưcmg thẳng đỏ._________________
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-  Nêu a và b là hai đường thăng chéo nhau thì có duy nhât một mặt
phẳng chứa a và song song với b. ___________________________________

2.26. HAI MẶT PHẢNG SONG SONG______ _____________________
-  Hai mặt phăng song song nêu chúng không có diêm chung.

-  Vị trí tưong đối của 2 mặt phẳng: Có 3 vị trí tưong đối là 2 mặt trùng 
nhau, 2 mặt căt nhau và 2 mặt song song.

Các định lý CO' bản:
-  Neu mặt phẳng (P) chứa hai đường thẳng a, b cắt nhau và cùng song 

song với mặt phẳng (Q) thì (P) song song với (Q).
-  Qua một điểm nằm ngoài một mặt phẳng, có một và chỉ một mặt phẳng 

song song với mặt phăng đó.
-  Nếu đường thẳng a song song với mặt phẳng (Q) thì có duy nhất một 

mặt phăng (P) chứa a và song song với (Q).
-  Hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với mặt phẳng thứ ba thì song 

song với nhau.
-  Nếu hai mặt phang (P) và (Q) song song thì mọi mặt phẳng (R) đã cắt 

(P) thì phải cắt (Q) và các giao tuyến của chúng song song.

Định lý Ta-Iét:
Ba mặt phang đôi một song song chắn ra trên hai cát tuyến bất kì các 

đoạn thẳng tưoTig ứng tỉ lệ.
Đảo lại,giả sử trên hai đưòfng thẳng a và a' lần lượt lấy các điểm A, B, c

, „  . AB _ BC _ CAvà A , B , c  sao cho: — „ = - r - —
A ’B ’ B'C'  C A '

Khi đó, ba đường thẳng AA', BB', CC' lần lượt nằm trên ba mặt phẳng 
song song, tức là chúng cùng song song với một mặt phẳng.

Hình lăng trụ và hình chóp cụt
-  Hình lăng trụ có 2 đáy là 2 mặt song song và bằng nhau, các cạnh bên 

song song và bằng nhau. Nếu đáy là hình lăng trụ là tam giác, tứ giác, ngũ 
giác,... thì lăng trụ tương ứng được gọi là lăng trụ tam giác, lăng trụ tứ giác, 
lăng trụ ngũ giác,...

-  Hình lăng trụ có đáy là hình bình hành được gọi là hình hộp. Trong 
hình hộp, bốn đường chéo cắt nhau tại trung điểm mỗi đường, điểm cắt nhau 
đó gọi là tâm hình hộp.

-  Hình chóp cụt tạo nên khi cắt hình chóp bời một mặt phẳng song song
với đáy. Tuỳ theo đáy là tam giác, tứ giác, ngũ giác,... ta có hình chóp cụt 
tam giác, hình chóp cụt tứ giác, hình chóp cụt ngũ giác,...__________________

2.27. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN
Định nghĩa vectơ và các phép toán, quy tắc trong không gian cũng giống như
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trong mặt phăng:
-  Tổng 2 vectơ: AB + BC = AC
-  Hiệu 2 vectơ: OA -  OB = BA

-  Nhân vectơ với 1 số; ka
-  Hai vectơ cùng phương; giá của chúng song song hoặc trùng nhau, b = 

ka
-  Tích vô hướng: a . b = I a 1. 1 b I ,cos(a, b )
-  Quy tắc trung điểm: I là trung điểm của AB thì:

lA + IB = 0 và với mọi điểm M thì: MA + MB = 2 MI
-  Quy tắc trọng tâm: G là trọng tâm của tam giác ABC thì:

GA + GB + GC = 0 , và với mọi điểm M thì:

ĨVĨẤ + = 3 Ĩ ^
-  Quy tác hình bình hành; Cho hình bình hành ABCD thì:

ÃB + ÃD = Ã C , Ã B - Ã D  = DB
-  Trọng tâm tứ diện: G là trọng tâm tứ diện ABCD thì

GA + GB + GC + GD = 0 , và với mọi điểm M thì:

MA + MB + MC + = 4 M D
-  Quy tắc hình hộp: ABCD.A'B'C'D' là hình hộp thì:

ÃB + ÃD + ÃA' = Ã c
-  Ba vectơ gọi là đồng phẳng khi các giá cùa chúng cùng song song với 

một mặt phang.
-  Nếu ba vectơ a , b , c không đồng phẳng thì mỗi vectơ d đều có thể

viết dưới dạng d = m a + n b + p c , với các sổ m, n, p duy nhất.___________

2.28. HAI ĐƯỜNG THẢNG VUÔNG GÓC
-  Góc giữa hai đường thăng Ai và A2 là góc giữa hai đường thăng A'i và A'2 
cùng đi qua một điểm và lần lượt song song (hoặc trùng) với Ai và A2.

-  Hai đường thẳng được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng 
bàng 90°. Kí hiệu a J- b.

-  Để chứng minh hai đường thẳng AB và CD vuông góc ta chứng minh 
AB . CD = 0 hay cos( A B , CD ) = 0.

-  Nếu u và V lần lượt là các vectơ chỉ phương của hai đường thẳng a và 
b thì a -L b <» u . V = 0 .

-  Nếu a // b và c vuông góc với một trong hai đường thẳng đó thì c
vuông góc với đường thẳng còn lại._____________________________________
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2.29. ĐƯỜNG THẢNG VUÔNG GÓC MẶT PHẢNG
-  Một đường thẳng gọi là vuông góc với một mặt phẳng nếu nó vuông góc 
với mọi đường thẳng nằm trong mặt phẳng đó.

-  Định lí: Neu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau a 
và b cùng nằm trong mặt phẳng (P) thì đường thảng d vuông góc với mặt 
phẳng (P).

-  Có duy nhất một mặt phẳng (P) đi qua một điểm o  cho trước và vuông 
góc với một đường thẳng a cho trước.

-  Có duy nhất một đường thẳng A đi qua một điểm o  cho trước và vuông 
góc với một mặt phang (P) cho trước.

-  Phép chiếu song song lên mặt phẳng (P) theo phương vuông góc với 
mặt phang (P) gọi là phép chiếu vuông góc lên mặt phẳng (P).

-  Định lí ba đường vuông góc: Cho đường thẳng a không vuông góc với 
mặt phẳng (P) và đường thẳng b nằm trong (P). Khi đó, điều kiện cần và đủ 
để b vuông góc với a là b vuông góc với hình chiếu a' của a trên (P).

-  Mặt phang trung trực của đoạn thẳng là mặt phang vuông góc với đoạn 
đó tại trung điểm.

Mặt phang trung trực của đoạn thẳng là tập họp các điểm cách đều hai 
đầu mút của đoạn thẳng đó.

-  Trục của một tam giác là đường thang vuông góc với mặt phẳmi tam 
giác tại tâm đường tròn ngoại tiếp.

Trục của tam giác là tập họp các điểm cách đều 3 đỉnh của tam giác.

Quan hệ song song và vuông góc
-  Mặt phang nào vuông góc với một trong hai đường thẳng song song thì 

cũng vuông góc với đường thẳng còn lại.
-  Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phang thì song 

song với nhau.
-  Đưòng thẳng nào vuông góc với một trong hai mặt phẳng song song thì 

cũng vuông góc với mặt phang còn lại.
-  Hai mặt phang phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì song 

song với nhau.
-  Cho đưòmg thẳng a và mặt phang (P) song song với nhau. Đường thẳng 

nào vuông góc với (P) thì cũng vuông góc với a.
-  Neu một đường thẳng và một mặt phẳng (không chứa đường thẳng đó) 

cùng vuông góc với một đường thẳng thì chúng song song với nhau.

Góc giữa đuò ng thang và mặt phẳng
-  Neu đường li ẳng a vuông góc với mặt phẳng ('P) lĩ ’ ta nói rằng góc 

giữa đưòng thẳng a và mặt phẳng (P) bằng 90“.
- Neu đường thẳng a không vuông góc với mặt phẳng (P) thì góc giữa a
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và hình chiêu a' của nó trên (P) gọi là góc giữa đường thăng a và mặt phăng
(P).

2.30. HAĨ MẶT PHẢNG VUÒNG GÓC
Góc giữa hai mặt phang

-  Góc giữa hai mặt phang là góc giữa hai đường thẳng lần lượt vuông 
góc với hai mặt phang đó. Neu hai mặt phang song song hoặc trùng nhau thì 
góc của chúng là 0°.

Khi hai mặt phẳng (P) và (Q) cắt nhau theo giao tuyến A nếu mặt phẳng 
(R) vuông góc với A, lần lượt cắt (P) và (Q) theo các giao tuyến p và q thì 
góc giữa (P) và (Q) bằng góc giữa hai đường thẳng p, q.

-  Diện tích hình chiếu:
Gọi s là diện tích của đa giác (H) trong mặt phẳng (P) và S' là diện tích 

hình chiếu (H') cùa (H) trên mặt phẳng (P') thì S' = S.coscp, trong đó (p là góc 
giữa hai mặt phang (P) và (P').

Hai mặt phang vuông góc
-  Hai mặt phang gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng bằng 90°.
-  Neu một mặt phang chứa một đường thẳng vuông góc với một mặt 

phang khác thì hai mặt phang đó vuông góc với nhau.
-  Neu hai mặt phang (P) và (Q) vuông góc với nhau thì bất cứ đưcmg 

thẳng a nào nằm trong (P), vuông góc với giao tuyến của (P) và (Q) đều 
vuông góc với mặt phẳng (Q).

-  Neu hai mặt phang (P) và (Q) vuông góc với nhau và A là một điểm 
nằm trong (P) thì đường thẳng a đi qua điểm A và vuông góc với (Q) sẽ nằm 
trong (P).

-  Neu hai mặt phang cắt nhau và cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba 
thì giao tuyến của chúng vuông góc với mặt phẳng thứ ba.

-  Qua đường thẳng a không vuông góc với mặt phẳng (P) có duy nhất 
một mặt phang (Q) vuông góc với mặt phẳng (P).

2.31. KHOÁNG CÁCH
-  Khoảng cách từ một diêm đên một đường thăng là khoảng cách từ diêm đó 
đến hình chiếu của nó trên đường thẳng.

-  Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phang là khoảng cách từ điểm 
đó đến hình chiếu của nó trên mặt phẳng.

-  Khoảng cách giữa đường thẳng và mặt phẳng song song là khoảng 
cách từ một điểm bất kì của đường thẳng đến mặt phẳng.

-  Khoảng cách giữa hai mặt phang song song là khoảng cách từ một 
điểm bất kì của mặt phang này đến mặt phang kia.

-  Đường thẳng vuông góc với 2 đường thẳng chéo tứiau gọi lả đường
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vuông góc chung của 2 đường thăng chéo nhau.
-  Neu đưÒTig vuông góc chung cắt hai đưòug thẳng chéo nhau tại I và J 

thì đoạn thẳng u  gọi là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo 
nhau.

-  Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau là độ dài đoạn vuông góc 
chung của hai đường thẳng đó.

2.32. KHÓI ĐA DIỆN VÀ PHÉP DỜI HỈNH_______________________

Hình đa diện và khối đa diện
-  Hình đa diện gồm một sổ hữu hạn đa giác phẳng thoả mãn hai điều 

kiện:
(1) Hai đa giác bất kì hoặc không có điểm chung, hoặc có một đỉnh 

chung, hoặc có một cạnh chung.
(2) Mỗi cạnh củarmột đa giác là cạnh chung của đúng hai đa giác.
-  Hình đa diện chia không gian làm hai phần; phần bên trong và phần 

bên ngoài. Hình đa diện cùng với phần bên trong của nó gọi là khối đa diện.
-  Mỗi khối đa diện có thể phân chia được thành những khối tứ diện.
Mỗi đa giác của hình H được gọi là một mặt của khối đa diện. Các đỉnh,

các cạnh của mỗi mặt còn gọi là đỉnh, cạnh của khối đa diện. Các điểm nằm 
trong hình H còn gọi là điểm trong của khối đa diện.

Phép dòi hình
-  Một phép biến hình F trong không gian được gọi là phép dời hình nếu 

nó bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kỳ: nếu F biến hai điểm bất kì M. 
N lần lượt thành hai điểm M', N' thì M'N' = MN.

Phép dời hình biến đường thẳng thành đường thẳng, mặt phang thành 
mặt phẳng...

Hợp thành của những phép dời hình là phép dời hình.

Các phép dòi hình đặc biệt
-  Phép đồng nhất: phép dời hình biến điểm M bất kì thành chính nó.

-  Phép tịnh tiến: Phép tịnh tiến theo vectơ V là  phép biến hình biến mỗi

điểm M thành điểm M' sao cho M M ' = V .
-  Phép đổi xứng qua đường thẳng (phép đối xứng trục); Cho đường 

thang d, phép đối xứng qua đường thẳng d là phép biến hình biến mỗi điểm 
thuộc d thành chính nó và biến mỗi điểm M không thuộc d thành điểm M' 
sao cho trong mặt phẳng (M, d), d là đường trung trực của đoạn thẳng MM'.

- Phép đối xứng qua một điểm (phép đối xứng tâm): Cho điểm o, phép 
đối xứng qua điểm o là phép biến hình biến mỗi điểm M thành điểm M' sao 
cho OM + OM ' = 0 , hay o là trung diểm của MM'.
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-  Phép đổi xứng qua mặt phẳng (P) là phép biến hình biến mỗi điểm 
thuộc (P) thành chính nó và biến mỗi điểm M không thuộc (P) thành điểm 
M' sao cho (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng MM'.

Hai hình bằng nhau
-  Hai hình đa diện gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình 

này thành hình kia.
Đối với các khối đa diện lồi: Nếu phép dời hình F biến tập các đỉnh của 

khôi đa diện lồi H thành tập các đỉnh của khối đa diện lồi H' thì F biến H 
thành H'.

Định lý: Hai hình tứ diện ABCD và A'B'C'D' bàng nhau nếu chúng có 
các cạnh tưong ứng băng nhau, nghĩa là AB = A'B', BC = B 'C, CD = C'D', 
DA = D'A', AC = A 'C, BD = B 'D '_____________________________________

2.33. KHÓI ĐA DIỆN ĐẺU VÀ PHÉP VỊ Tự______________________

Phép vị tự
Cho số k không đổi khác 0 và một điểm o cố định. Phép biến hình trong 

không gian biến mỗi điểm M thành điểm M' sao cho

O M ' = k OM gọi là phép vị tự.
Điểm o gọi là tâm vị tự, số k gọi là tỉ số vị tự.
Neu phép vị tự ti số k biến hai điểm M, N thành hai điểm M’, N' thì

M 'N' = kMN và do đó M'N' = I k I MN.
Phép vị tự biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng, bốn điểm 

đồng phang thành bốn điểm đồng phẳng.
-  Hình H được gọi là đồng dạng với hình H' nếu có một phép vị tự biến 

hình H thành hình H| mà hình Hi bằng hình H'.

Khối đa diện đều
-  Một khối đa diện được gọi là khối đa diện lồi nếu bất kì hai điểm A và 

B nào của nó thì mọi điểm của đoạn thẳng AB cũng thuộc khối đó.
-  Khối đa diện đều là khối đa diện lồi có hai tính chất sau đây:
(1) Các mặt là những đa giác đều và có cùng số cạnh;
(2) Mỗi đỉnh là đỉnh chung của cùng một số cạnh.
Khối đa diện đều mà mỗi mặt là đa giác đều n cạnh và mỗi đỉnh là đỉnh 

chung của p cạnh được gọi là khối đa diện đều loại {n, p}.
-  Có năm loại khối đa diện đều: khối tứ diện đều, khối lập phưomg, khối 

tám mặt đều, khối mười hai mặt đều, khối hai mươi mặt đều.
Khối tứ diện đều là loại {3; 3}; khối bát diện đều là loại {3; 4}; khối lập 

phương là loại {4; 3}; khối 20 mặt đều là loại {3; 5} và khối 12 mặt đều là 
loại {5; 3}.
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2.34. THẺ TÍCH KHÓI ĐA DIỆN________________________________
Thể tích của khối đa diện: mỗi khối đa diện có thể tích là một số dương, thoả 
mãn ba tính chất sau đây:

(1) Hai khối đa diện bằng nhau thì có thể tích bằng nhau.
(2) Neu một khối đa diện được phân chia thành nhiều khối đa diện nhỏ 

thì thể tích của nó bàng tổng thể tích của các khối đa diện nhỏ đó.
(3) Khối lập phương có cạnh bàng 1 thì có thể tích bằng 1.
-  Thể tích cùa khối lăng trụ bằng tích số của diện tích mặt đáy và chiều 

cao của khối lăng trụ đó. V = B. h.
-  Thể tích khối hộp chữ nhật có 3 kích thước a.b,c là: V = abc.
-Thể tích khối lập phưtmg cạnh a là: V = a .̂
-  Thế tích khối tứ diện bằng một phần ba tích số của diện tích mặt đáy và 

chiều cao của khối tứ diện tương ứng.
-  Thể tích của một khối chóp bằng một phần ba tích số của diện tích mặt

đáy và chiều cao của khối chóp dó: V = — B.h

-  Thể tích khối chóp cụt; V = -  (B + VẼB' + B')h.
3

2.35. MẶT CẦU, KHÓÍ CẢU___________ _________________________
-  Tập hợp các điểm trong không gian, cách điểm o cố định một khoảng R 
không đổi gọi là mặt cầu có tâm là o và bán kính bàng R. Kí hiệu là S(0; R). 

S(0; R )=  {M I OM = R} ^
-  Tập hợp các điểm thuộc mặt cầu S(0; R) cùng với các điểm nằm trong 

mặt cầu đó được gọi là khối cầu S(0; R) hoặc hình cầu S(0; R). Như vậy, 
khối cầu S(0; R) là tập hợp các điểm M sao cho OM < R.
Một mặt cầu được xác định khi biết tâm và bán kính R hoặc biết một đường 
kính AB cúa nó.

-  Diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu:
Mặt cầu bán kính R có diện tích là: s = 4tĩR^

4 3Khôi câu bán kính R có thê tích là: V = — uR .
3

Vị trí tu'0'ng đổi của m ặt cầu và m ặt phang;
Cho mặt cầu S(0; R) và mặt phảng (P), gọi d là khoảng cách từ o tới (P) 

và H là hình chiếu của o trên (P). Khi đó:
-  Nếu d < R thì mp(P) cắt mặt cầu theo giao tuyến là đường tròn có tâm

là H và bán kính r = \/R^ -d'^
-  Nếu d = R thì mp(P) tiếp xúc mặt cầu tại một điểm duy nhất H.
-  Nếu d > R thì mp(P) không cắt mặt cầu S(0; R ) ___________________
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Vị trí tưong đối của mặt cầu và đưÒTig thẳng:
Cho mặt cầu S(0; R) và đường thẳng A, gọi d là khoảng cách từ o tới A 

và H là hình chiếu của o trên A. Khi đó;
-  Neu d < R thì A cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt A, B và dây AB =

2v/R^-d^ .
-  Neu d = R thì A tiếp xúc mặt cầu tại một điểm duy nhất.
-  Nếu d > R thì A không cắt mặt cầu.

Tiếp tuyến xuất phát từ 1 điểm ngoài mặt cầu:
Qua một điếm A nằm ngoài mặt cầu cỏ vô số tiếp tuyến của mặt cầu đó. 

Độ dài các đoạn thẳng nối A với các tiếp điểm đều bàng nhau.

Mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện
Mặt cầu đi qua mọi đỉnh của hình đa diện gọi là mặt cầu ngoại tiếp hình 

đa diện và hình đa diện gọi là nội tiếp mặt cầu đó.
-  Điều kiện cần và đủ để một hình chóp có mặt cầu ngoại tiếp là đáy của 

hình chóp đó có đường tròn ngoại tiếp.
-  Điều kiện cần và đủ để một hình lăng trụ có mặt cầu ngoại tiếp là lăng 

trụ đứng và đáy của hình lăng trụ đó có đường tròn ngoại tiếp.
Xác định tâm o của mặt cầu ngoại tiếp
-  Hình chóp S.A]A2...An có đáy là đa giác nội tiếp đường tròn (C), gọi A 

là trục của đường tròn đó và gọi o là giao điểm của A với mặt phẳng trung 
trực của một cạnh bên, chẳng hạn cạnh SAi thì os = OA| = OA2 =... = OAn 
nên o là tâm mặt cầu ngoại tiếp.

-  Hình lăng trụ đứng có đáy là đa giác nội tiếp đường tròn. Gọi I, r  là hai 
tâm của đường tròn ngoại tiếp 2 đáy thì i r  là trục của 2 đường tròn. Gọi o là 
trung điểm của i r  thì o cách đều các đinh nên o là tâm mặt cầu ngoại tiếp.

Mặt cầu nội tiếp hình đa diện
Mặt cầu tiếp xúc với mọi mặt của hình đa diện gọi là mặt cầu nội tiếp 

hình đa diện và hình đa diện gọi là ngoại tiếp mặt cầu đó.
Xác định tâm I của mặt cầu nội tiếp:
Tìm điểm I các đều tất cả các mặt của khối đa diện. Với 2 mặt song song 

thì I thuộc mặt phang song song cách đều, với 2 mặt phang cắt nhau thì I 
thuộc mặt phân giác (chứa giao tuyến và qua một đường phân giác của góc 
tạo bời 2 đường thẳng lần lượt thuộc 2 mặt phẳng, vuông góc với giao 
tuyến).

2.36 MẶT TRỤ - HỈNH TRỤ_____________________________________

Mặt trụ tròn xoay: Mặt trụ tròn xoay sinh ra khi quay đưÒTig thẳng / song 
song đường thẳng A cố định và cách đường thẳng A một đoạn R không đồi.
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Mặt trụ (T) có trục A và bán kính R.
Neu M là một điểm bất kì nằm trên mặt trụ thì đường thẳng / đi qua M và 

song song với A cũng nằm trên mặt trụ đó.

Hình trụ, khối trụ
Phần mặt trụ nằm giữa hai mặt phẳng (P) và (P') vuônggóc với trục được 

gọi là hình trụ.
Hình trụ cùng với phần bên trong của nó được gọi là khối trụ.
-  Trục OO'
-  Đường sinh MM' = /
-  Bán kính đáy R và chiều cao h thì

h -  / = OO', R = OM
-  Diện tích xung quanh: Sxq = 2tĩR/
-  Thể tích khối trụ: V = rcR^h.

m

M’

2.37. MẶT NÓN - HÌNH NÓN

Mặt nón tròn xoay
Mặt nón tròn xoay sinh ra khi quay đưòng thẳng 1 cắt đường thẳng A cố 

định tại s và hợp với đường thẳng A một góc a  không đổi. Mặt nón (N) có 
trục A , đỉnh s và góc ở đỉnh là 2a.

Nếu M là một điểm tuỳ ý của mặt nón khác với điểm s  thì đưòng thẳng 
SM nằm hoàn toàn trên mặt nón đó.

Hình nón, khối nón
-  Phần của mặt nón giới hạn bởi mặt phang (P) vuông góc với trục được

gọi là hình nón. s
-  Hình nón cùng với phần bên trong của nó gọi là khối nón.
Trục SO
Đường sinh SM = /
Góc ở đỉnh là 2a.
Bán kính đáy R và chiều cao h thì;

h  ̂+ R^
Diện tích xung quanh: Sxq -  TĩRl

Thể tích khối nón; V = — TĩR^h
3

2.38. TOẠ Đ ộ  KHÔNG GIAN

Ba vectơ đorn vị i , j , k trên 3 trục Ox, Oy, Oz:

Ĩ = ( 1 ; 0 ; 0 ) ,  Ị  = (0; 1;0), k = ( 0 ; 0 ;  1)
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M(x,y,z) hay M = (x,y,z): OM = X. i + y. ] + z. k

a (x,y,z) hay a = (x,y,z): a = X. i + y. j + z .k  
Phép toán vectơ
Cho hai vectơ: ũ  = (x,y,z) và V = (x',y',z') thì:

u ± V = (x ± x'; y ± y'; z ± z'); k ũ = (kx; ky. kz)

ũ . V = xx' + yy' + zz'; I u I =  + y'̂  + .
.— , x.x '+v.y '+z.z 'cos(u, v) = —p = = = = ^ - = = =

+ z'^^/x'^+ y'^+ z'^ 
Cho hai điểm A(X|, yi, Z|) và B(X2, y2, 7.2) thì; 

AỄ = (x2 - x i ; y 2 - y i , Z 2 - z i )

AB = Ậ x . ^ - x ^ ý  + ( y ^ - y ^ ý  -  Zj f

M chia AB theo tỉ k 1: M X, -kx^  y, -k y ^  Zị -kz.^ "ị
1 - k  ’ 1 - k  ’ 1 - k

Tích có hưóng
Tích có hướng của hai vectơ a = (x,y,z) và b = (x',y',z') là một vectơ, kí

hiệu và có tọa độ:

[ ã ,  b ] = ' y z z X X y ^
, y ’ z'

ĩ z' x' ĩ
x' y \

: ( v z z y z x x z x y y x ').

Kct quả:

-  Vectơ { a , b]  vuông góc chung với a , h

-  Độ dài của vectơ [ a , f t ] : | [ a , Ẵ ] |  = | a | . | Ẵ |  .s in (a , ì)).

-  2 vectơ a , h cùng phương: { a , h ] = 0

-  3 vectơ a , h , c đông phăng: [ « , / ? ] .  c = 0

-  3 vectơ a , h  , c không đồng phẳng: [ a , Ẵ ]. c 0 

Diện tích và thể tích

Diện tích tam giác ABC: s = — I [ /íổ  , AC ] I

Thể tích tứ diên ABCD: V = — I [ AB  , AC ]. AD I
6

Thể tích hình hộp ABCD.A'B'C'D': V = I [Ã ữ , ÃD ]. Z ĩ '  I

Thể tích hình lăng trụ ABC.A'B'C': V = -  I [ ỹĨổ , ÃD ]. Ã ĩ ' 1.
2
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2.39. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẢU
Phương trình mặt câu (S) tâm I(a, b, c) bán kính R:

(X  -  + (y -  b)^ +  (z -  c)^ =  R \
Phương trình x  ̂+ + 2Ax + 2By + 2Cz + D = 0, với điều kiện +

B" + -  D > 0 là mặt cầu (S) có tâm I(-A, -B , -C ) và bán kính R =
Va " +B" + c"  -  D .

2.40. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẦNG
Vecto’ pháp tuyên

Vectơ pháp tuyến của mặt phang là vcctơ khác 0 và có giá vuông góc 
với mặt phăng.

Một mặt phang có vô số vectơ pháp tuyến cùng phương với nhau nên ta 
có thề chọn tọa độ tỉ lệ.

Phưoìig trình tổng quát của mặt phang 
Mặt phẳng đi qua điểm Mo(xo.yo) và có vectơ pháp tuyến 

n = (A,B,C), A^ + B^ + ít 0 có phương trình:
Ạ(x -  Xo) + B(y -  yo) + C(z -  zo) -  0 

và biến đổi thành dạng phương trình tổng quát:
Ax + By + Cz + D = 0, A  ̂+ B  ̂+ C“ ^ 0.

Phưong trình các mặt tọa độ:
(Oxy); z = 0, (Oyz): X = o', (Ozx); y = 0.

PhưoTig trình mặt phang theo đoạn chan
Mặt phắng cắt 3 trục Ox, Oy Oz tại 3 điểm khác gốc o  là A(a; 0; 0), B(0; 

b; 0), C(0; 0; c) có phương trình mặt phang theo đoạn chắn 
y+ ^  + -  = 1.
ba  b  c

Vị trí tưo’ng đối của 2 mặt phang
(P) : Ax + By + Cz + D = 0, A  ̂+ B  ̂+ c- ̂  0 và
(Q) : A'x + B'y + C'z + D' = 0, A’  ̂+ B’- + C’  ̂ 0.

Có 3 vị trí tương đối:
: A : B ; c   ̂A' ; B' : C'

A -
■ A’ ~ B' “ C’ “ D'

o A B c  D-  Song song : ^  ^ .

-  Căt nhau

-  Trùng nhau

Vị trí tưong đối giữa mặt cầu và mặt phang;
Cho mặt câu S(I; R) và mp(P). Gọi IM = d là khoảng cách từ tâm I đên

(P) thì:tni:
-  Nếu d < R: mp(P) cắt mặt cầu theo đường tròn giao tuyến. Đặc biệt, 

khi d = 0 thi mp(P) di qua tâm I của mặt cẩu, giao tuyến là đường tròn lớn
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của mặt câu có bán kính R.
-  Neu d = R: mặt phang (P) tiếp xúc với mặt cầu.
-  Neu d > R: mp(P) không có điểm chung với mặt cầu.

2.41. LẠP PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THÀNG____________________
Vectơ chỉ phưoìig

Vectơ chỉ phưcmg của đường thăng là vectơ khác 0 và có giá song song 
hoặc trùng với đường thẳng.

Một đường thẳng có vô số vectơ chỉ phưcmg cùng phương với nhau nên 
ta có thể chọn tọa độ tỉ lệ.

Phương trình của đưòng thẳng:
Đường thẳng d đi qua Mo(xo,yo,zo) và có vectơ chỉ phương 

u =(a,b,c), a  ̂+ +c^ > 0.

Phương trình tham số:
X =  X(, +  a t

y = Yo + bt, t e R 
z  =  Z q +  c t

-  Phương trình chính tắc khi a. b, c ^  0: ^  ^  =0 _  ̂ 0̂

Vị trí tương đối của 2 đưÒTig thẳng:
Đường thẳng d qua A(xA,yA,ZA) và có vectơ chỉ phương u =(a,b,c). 
Đường thẳng d' qua S(xB,yB,ZB) và có vectơ chỉ phương V = (a'.b',c').
Có 4 vị trí tương đối:
-  Chéo nhau: [ u , V ]. AB 0
-  Cắt nhau: [ u , V ]. AB = 0 và a; b: c a': b': c'
-  Trùng nhau: a : b : c = a ' ; b’ : c' =" ( x b  -  Xa ) : (ys -  yA>: ( z b  -- z a )

-  Song song: a : b ; c = a' : b' : c' ( x b  -  Xa ) : (yB -  yA) : ( z b  -  z a )
Vị trí tương đối của 1 đưòng thẳng và 1 mặt phẳng:
Đường thăng d qua A và có vectơ chỉ phương u .
Mặt phang (P) qua Mo và có vectơ pháp tuyến n .
Cỏ 3 vị trí tương đối:
-  Căt nhau: u . n 0
-  Song song: u . n = 0 và A Ể (P)
-  Đường thăng thuộc mặt phăng: u . n = 0 và A e (P).

Vị trí tương đối giữa mặt cầu và đưòng thẳng:
Cho mặt cầu S(I; R) và đường thang A. Gọi H là hình chiếu của tâm I 

trên A và d = IH là khoảng cách từ o tới A.
-  Neu d < R: đưỏrng thẳng A cắt mặt cầu tại hai điểm A, B. Độ dài dây
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AB = 2 V R ^ -d ' .
-  Neu d = R: đường thẳng A tiếp xúc với mặt cầu.
-  Neu d > R: đường thẳng không cỏ điểm chung với mặt cầu.

2.42. GÓC VÀ KHOÁNG CÁCH__________________________
-  Góc giữa hai vectơ: ũ =  (x,y,z) và V =  (x',y',z');

,---- , x.x '+y.y '+z.z 'cos(u,v) = -
. , 2/x' + y ' + z

-  Góc của tam giác ABC: cos A = cos(AB, AC).
-  Góc giữa 2 đường thẳng: d có VTCP ũ và d' có VTCP V thì

cos(d, d') = I cos(u , v ) I
-  Góc giữa 2 mặt phang; mặt phang (P) có vectơ pháp tuyến n và mặt 

phang (Q) có vectơ pháp tuyến n ' thì
cos((P), (Q)) = | cos (n ,  n ' ) | .

-  Góc giữa đường thăng và mặt phăng: d có VTCP u và (P) có VTPT n 
thì sin(d, (P)) = I cos( u , n ) I .

-  Khoảng cách giữa hai điểm A(xi, yi, Z|) và B(X2, y2, Z2):
AB = Ự(x2 - X j f  +(y2 -yi)^ + (Z2 -z^)^

-  Khoảng cách từ Mo(xo, yo, zo) đến mặt phẳng:
(Oxy) là I zo I ; (Oyz) là I Xo I ; (Ozx) là Ị yo I .

-  Khoảng cách từ M()(xo, yo, zo) đến mặt phang: (P): Ax + By + Cz + D =

0 là: d(Mo, P) = .
Va " + b " + c "

-  Khoảng cách từ một điểm đến 1 đưòng thẳng:
Điểm Mo(xo, yo, zo) và đường thẳng d qua A và có VTCP u = AB 

[AMo;ũ
. d(M„;d) = -

u

-  Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau: 
Đường thẳng d |  qua M) và có VTCP ũ I 

Đường thẳng d2 qua M2 và có VTCP U2 
Uj,U2 .MjM2 I

d(d„d2) =
I U , , U 2 I
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ĐE SO 1

Câu 1.(1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị cùa hàm số: y -  

Câu 2. (1 điểm) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: y =

2 x - l
x - 1

4 + x^

Câu 3. a) Tìm các căn bậc hai cùa số phức nĩ (3 + i)  ̂
1 + i

b) Tìm tất cả nghiệm thực dương của phương trình 
10-" + 250" = 40" + 6(25" -  4")^

1
Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = | -

0

+ x''̂  + 1
X® +1

<ỉx.

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho tam giác 
ABC có đỉnh A(2; -1; 3). B(4; 0; 1), C(-10; 5; 3). Tìm chân đường phân 
giác ngoài cứa góc B của tam giác ABC.

Câu 6. (1 điểm)
a) Giải phương trình: 4(cos'^x + sin^x) = cosx + 3sinx
b) Từ sáu chữ số 0; 1; 2; 3; 6; 9. Hỏi có thể lập được bao nhiêu số tự 

nhiên mà mỗi số có bốn chữ số khác nhau và sổ đó chia hết cho 3.
Câu 7. (1 diềm) Cho hình hộp đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy là hình thoi

cạnh a, góc ABC bang 60". góc giữa mặt phang (A'BD) và mặt phang đáy 
bang 60".Tính theo a thể tích hình hộp. Chímg minh CD song song với 
mặt phang (A'BD) và tính theo a khoảng cách giữa chúng.

Câu 8. (1 diốm) Trong mặt phăng loạ độ Oxy, hãy xác định điểm M(xo; yo) 
với các toạ độ (xo; yo) nguyên, sao cho khoảng cách từ M đến đường 
thẳng d: 30x -  70y + 21 = 0 là ngắn nhất.

Câu 9. (1 điểm) Giải phương trình: (x^ + x)^ + (x -  1)̂  = 6(x + 1)'.
Câu 10. (1 điếm) Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số:3. (1 diêm) Tìm giá trị nhỏ nhât của

y = 2\ỉx -  — + + - ^  với X > 0.
2x \  x"

LỜI GIẢI
Câu 1.

.Tập xác dịnh: D = R \ {!}.
. Sự biến thiên:
Ta có lim y = - 00, lim y = +00 nên tiệm cận đứng: X = 1.

x->r x-»r
Ta có lim y = 2 nên tiệm cận ngang: y = 2.

X-V±co
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-1
( x - ự  

Bảng biến thiên :

< 0, Vx ^  1. Hàm số không có cực trị.
X —00 + 0 0

y ' - -
y

^ —00

Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng 
( - 00; l)v à (l;+ ũ o ).

Đồ thị nhận giao điểm 1(1; 2) 
của hai đường tiệm cận làm tâm 
đối xứng.

Câu 2.
Tập xác định D = R.

4 - x "

y‘
1
2 '

7

J
ỉ

1 ^
c l\

2\
X

( 4 + ỵ 2 ) 2

Bảng biến thiên:

, y' = 0 <=> X = ±2.

X —00 - 2 2  +00

y ' + 0 - 0 +
y 0 \

1 ^
4 4  * 'o

Dưa vào bảng biến thiên, thì có: maxy = f(2) = — ; miny = f(-2)
4

Câu 3.
. 'T'' 1 __ . _ ' ___ (3 i)  ̂ n ■a) 1 inh gọn ta có: T3 = — - ^  = 7 -1 .

1
4

1 + i
Gọi z = X + iy (x, y € R) là căn bậc hai của số phức TO = 7

x“ - 'y * = 7
Ta CÓ = 7 -  i <=> (x +yi)^ = 7 -  i

-  i.

x  ̂-  y  ̂+ 2xyi = 7 -  i
2xy = -1

Từđó ta được hai căn bậc hai của TO là
Suy ra: 4x‘* -  28x^ - 1 = 0

5V2 + 7  J 5 ^ / 2 - 7  _ 5V2 + 7  , 5 y Í 2 -
Zi = \ ị  -------UI  ̂ , Z2 = J  ̂ + Ú2 V 2

b) Chia hai vế cho 2'*’', phương trình
10"’' + 250’“ = 40’' + 6(25’' -  4’')".

o  6
^2^

13 ' ễ Ỵ ' í ễ Ỵ 
^ 2 ^

+ 6 = 0
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r 5 V r 2 VĐặt t = — -  — thì phương trình thành
vhy

6 t ^ - t - l  = 0 < » t  = — hoăc t = .
2 3

Thay trở lại ta tìm được nghiệm dương của phương trình là;
_ , lW Ĩ7  x =

2

Câ„4. 1= = 'ị +
J X® + 1 0 -  X + 1) 0 ^ + 1  0 ^ + 1

Đăt X = tant (0 < t < —); dx = (1 + tan^t)dt 
4

Khi x = 0=?>t = 0 ; x = l = > t =  —
4

n n

J x  ̂+ 1 '  1 + tan^ t  ̂ 4
rAxt ,, — ,,3 ^  J . .  _  t „2  1,,

dx

Vậy I = Ii + 212 = —  .
12

Câu 5. Ta có BÃ = ( - 2 ; - l ; 2 ) ,  BC = (-1 4 ; 5; 2)
Gọi BE là đường phân giác ngoài của góc B, khi đó:

BA _ EA EA _ 3 _ 1
BC “ EC EC “ 15 “ 5

Vì 2 vectơ E A , EC cùng hướng nên E chia đoan AC theo tỉ k = —
5

^  điểm E(5; ; 3).
'  ’ 2

sinx = 0

sin X = — 
4

Câu 6.

a) Khi cosx = 0 => 4sin^x = 3sinx :

Khi cosx ^  0 chia hai vế cho cos^x:
4(cos^x + sin^x) = cosx + 3sinx.

<+> 4(1 + tan^x) = 1 + tan^x + 3tanx(l + tan^x)
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Đặt t = tanx =i> -  3t + 3 = 0 <» ( t -  l)(t^ -  3) = 0
Cí> t = 1; t = \/3 ; t =

Vậy các nghiệm; — + lcTx; ± —+ líTi, k G z.
b) Ta có: 0; 3; 6; 9 chia hết cho 3 và 1 + 2 chia hết cho 3, vì vậy 4 chữ số 

khác nhau có tổng chia hết cho 3 là bảy tập hợp X sau:
{0; 3; 6; 9}, {0; 1; 2; 3}, {0; 1; 2; 6}, {oĩ 1; 2; 9}, {1; 2; 3; 6},

 ̂ Ũ; 2; 3; 9}, {1; 2; 6; 9}
Neu X có chứa chữ số 0, thì mỗi tập sinh ra 3.3.2.1 = 18 số cần tìm và 
mỗi tập X không chứa chữ số 0 thì sinh ra 4.3.2.1= 24 số cần tìm.
Vậy số các số cần tìm là 18.4 + 24.3 = 144.

Câu 7. Gọi o là tâm hình thoi. Do ABCD là hình thoi nên AO -L BD, kết 
hợp với AA' ±  (ABCD) => A '0  1  BD => A 'O A là góc giữa mp(A'BD) 
và mặt đáy hình hộp => A 'OA = 60°.

Do ABC = 60° nên tam giác ABC đều ^  AO = —
2 „

Trong tam giác vuông A'AO ta có:

AA’ = AO.tan60°
2

Do đó thế tích của hình chóp:

—  c _ _  A A '  —   ̂ a\/3 3aV = Sarcd. AA' = — ------ ^  -  —'ABCD
C'

2 2 4
Theo chímg minh ừên ta có BD -L (A'AO) => (A'BD) -L (A'AO)
Trong tam giác vuông A'AO, dimg đường cao AH 
Ta có AH I  (A'BD) nên d(A, (A'BD)) = AH.
Do CD' // BA' nên CD' // (A'BD)
Suy ra d(CD', (A'BD)) = d(C, (A'BD)) = d(A, (A'BD)) (do AO = CO).

Câu 8. Ta có: d(M, d)

= AH = AO.sin60° = a — ,

30Xo-70yo+21 ỊSOxg-70yo+21

730^+70"= 10n/58
Do Xo, yo nguyên nên I 30xo -  70yo + 21 I là số nguyên không âm. Để 
tìm khoảng cách từ M đến đường thẳng d: 30x -  70y + 21 = 0 là ngắn 
nhất, ta xét các trường hợp sau:
-K h i: 30xo-7Ọyo + 21 = 0 «  10(3xo -  7yo) = -21 
Không tồn tại số nguyên Xo, yo thoả mãn
-  Khi: 30xo -  70yo + 21 = - 1  <=> 10(3xo -  7yo) = -22 
Không tồn tại sổ nguyên Xo, yo thoả mãn
-  Khi: 30xo -  70yo + 21 = 1 0  10(3xo -  7yo) = -20 o> 3xo -  7yo = -2.
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. [xq = 4 + 7t
Phương tìình này có tât cả các nghiêm nguyên Xo, yo là: < (t e Z)

[Yo = 2 + 3t

Khi đó d(M,(D))
loVSs

Vậy các điểm M(4 + 7t; 2 + 3t) với t e z  thoả mãn yêu cầu bài toán. 
Câu 9. Phương trình: (x^ + x)^ + (x -  1)  ̂= 6(x + 1) .̂

1 - x
x + ly

Khi X = -1 thì PT vô nghiệm.
Khi X  -1 ̂  chia 2 vế cho (x + 1 thì PT:

(x^ + x)^ + (x -  1)  ̂= 6(x + 1)  ̂ x" +

D ậ t y = ^ , h ì c ó h ệ | ; ; ; ; ^ 7 ; ^

Đặt thi hệ o Ị ^ y ^ h o ậ c  í ® '^
[p  = xy [ S '- 2 P  = 6 Ị p  = 5 Ị P - - 1

K h i ị ^ " ^  thì X , y là nghiệm PT: -  2X -  1 = 0 <» X = 1 ± V2

Khi thì X , y là nghiệm PT: x^ + 4X + 5 = 0 (VN)

Vậy nghiệm phương trình: x = l ±\Í2 
Cách khác: đặt t = X + 1 thì được phương trình 

t”* -  2t  ̂ -  4t^ -  4t +4 = 0 và chia 2 vế cho t̂ .

Câu 10. Với X > 0, ta có

Và ^  + 1 > -  
c' 2

/

.x “

■ + 1
/

: y X

nêny=  2yfx - Ạ - +
2x V x"

^ . 1
vx

> —  + — + 2^/x -  —  = — + 2y/x = — + Vx + Vx + —
2x 2 2x X z

Dấu bàng xảy ra khi X =  1 .

7Vậy giá trị nhỏ nhât của y là — khi X =  1.
2

> 3 + -1 7
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í----^ ^ -----1
ĐE SO 2

Câu 1. (1 điểm)
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = 2x^ -  6x + 1.

Câu 2. (1 điểm) Tìm m để đồ thị của hàm số: y = x"* -  2(m -  l)x^ -  2m + 1
cỏ ba điểm cực trị tạo thành tam giác có diện tích bằng 4 V2 .

Câu 3.(1 điểm)
a) Cho số phức z = 1 + i. Tính và tìm các số nguyên dưong n để số 

phức là số thực âm.

b) Giải bất phưong trình: 3 ' ^  >81 

Cầu 4. (1 điểm) Tưn hàm số í(x), biết rằng f  ’(x) = 8cos^ X + ■
12

và thỏa mãn

điều kiện ^0) = 2019.
Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho ba điểm 

A(4; -1 ; 2); B (l; 2; 2); C (l; -1; 5). Tìm tọa độ điểm s  sao cho hình chóp 
S.ABC là hình chóp tam giác đều và cạnh bên SA tạo với mặt phang 
(ABC) một góc bằng 30**, biết rằng tung độ của s  là số dưong.

Câu 6. (1 điểm)

a) Tính các giá trị lượng giác của góc a  biết: tana = —, -7Ĩ < a  < 0 .
2

b) Với n là số nguyên dưong, cho khai triển
(x  ̂+ X + 1)" = ao + ajX + agX̂  +... + a2nX̂ " 

thỏa mãn ã\ + 2a2 +... + 2na2n = 81. Tìm n.
Câu 7. (1 điểm) Cho tam giác đều ABC cạnh a. Trên đường thẳng d vuông 

góc với mặt phẳng (ABC) tại A lấy điểm M khác A. Gọi H là trực tâm 
của tam giác ABC và K là trực tâm của tam giác BCM. Chửng minh rằng 
HK vuông góc mp(BMC). Khi M thay đổi trên d, tìm giá trị lớn nhất của 
thể tích tứ diện KABC.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hai điểm A (l;l)  và
B(-3; 5). Viết phưorng trình đường thẳng A đi qua gốc toạ độ o  sao cho
khoảng cách từ điểm B đến đường thẳng A bằng 3 lần khoảng cách từ
điểm A đến đường thẳng A.

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phưong trình:
jxy  + 3 y '^ -x  + 4y = 7 
) 2 (x. y e R).
[2xy + -  2x - 2y + 1 = 0

Câu 10. (1 điểm) Với a, b, c thay đổi thỏa mãn a > 4, b > 5, c > 6 và 
a  ̂+ b  ̂+ = 90. Chứng minh a + b + c > 16.
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LỜI GIẢI
Câu 1.

• Tập xác định: D = R.
• Sự biến thiên; lim y = - 00, lim y = +00

X—>-00

-Đạo hàm: y' = 6x - 6 ,  y' = 0<=>x = - l  hoặc X = 1.
y' > 0 X e (-QO; -1) u  (1; +oo); y' < 0 X e (-1; 1) 

Bảng biến thiên:
X ~00 -1 1 +00

y ' + 0 - 0 +
y

—oo 5 " +00
Q

Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng (-oo; -1) và 
(1; +co), nghịch biến trên khoảng (-1; 1). Hàm 
số đạt cực đại tại X = -1 , ycĐ = 5 và đạt cực 
tiểu tại X = 1, ycT = -3.
. Đồ thị: y" = 12x, ỵ" = 0 <íí> X = 0 nên điểm 
uốn 1(1; 0) là tâm đối xứng. Đồ thị cắt trục Oy 
tại điểm (0; 1).

Câu 2. Tập xác định D = R.
y' = 4x(x^ -  m + 1), suy ra:

Hàm số có ba điểm cực trị <=> y' = 0 có ba nghiệm phân biệt (y' đổi dấu 
qua ba nghiệm)
<tí> x  ̂-  m + 1 = 0 có hai nghiệm phân biệt khác 0 

x  ̂= m -  1 có hai nghiệm phân biệt khác 0 
o m - l > 0 < = > m > l .
Hàm số có ba điểm cực trị là (0; l-2m ), (±\/m  -1  ; -m^)
Diện tích tam giác s = (m -  1)̂  Vm - 1 .
Do đó: s = 4yỈ2 <:í>m = 3.
Vậy giá trị cần tim là m = 3.

Câu 3.
a) Ta có; (1 + i)  ̂= 2i => = -4

Suy ra: (1 + i)^" = (21)" = 2" i"
Mà i" = r  = [(i)^]^^ = [(-l)^]’'.!̂  = r  với r = 0; 1; 2; 3 
Và i°=  l , i '  = 1, P = - l ; i^  = -i.
Vậy để có z^" là số thực âm thì n = 4k + 2, k e N.

b) Điều kiện X > -1 .

Bất phương trình 3 ' ^  >81 l ì  '
.9 .

70 -BĐT-



«  3 ' ^  >34 ‘ cí>Vx +  l > - - l o  4Vx + 1  > X -  4
4

Xét X < 4 thì thỏa mãn.
Xét X ^  4 thì BPT «  16(x+1) > ( x -4)^
Giải bất phương trình và kết hợp với điều kiện thì tập nghiệm của bất 
phương trình là; s = [-1; 24].

í   ̂ ^71X -1—- 1 1 + cos 2x + —dx = 4 1
l  12j L 1

ương trình và kêt hợp với điêu kiện thì tập ngl 
h là; s = [-1; 24].

Câu 4. Ta có: J f ’(x)dx = j8cos^ X-1- ^  dx = 4 j Ị l  + cosỊ^2x + - 

= 4 Ịdx + 4 Ị cosỊ̂ 2x + — dx=  4|dx + 2jcos|^2x + -  

|f '(x)dx = 4x + 2sin x + —j + c

dx

\ r i n ' )  
dx = 4 ịdx + 2 [cos 2x + - dx ^2x + í ì

J J J 1 6j e)

|f '(x )d x  = 4x + 2sin 

Nên hàm số cần tìm có dạng: f(x) = 4x + 2sin ^2x + T
6 /

+ c

Mà f(0) = 2019 nên f(0) = 2 s in -  + c = 2019 => c = 2018.
6

Vậy f(x) = 4x + 2sin
6

+ 2018.

Câu 5. Ta có AB = ( -3 ;3 ;0 ) ,  AC = (-3 ;0 ;3 ), B C = (0 ;-3 ;3 )
^  AB = BC = AC = 3-v/2 . Vậy tam giác ABC đều 
Trọng tâm tam giác ABC là G(2; 0; 3); [ AB , AC ] = (9; 9; 9) nên 

n = (1; 1; 1) là một VTPT của mp(ABC).
Vì SG là trục đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC 
nên S(2 + t; t; 3 + t) với t > 0.

SA.n
cos(SA;n) -

SA n

VẽThay tọa độ vào đẳng thức trên, giải đươc t =

Vậy điểm s J ẽ
3 3 3

Câu 6.

a) Ta có tana.cota = 1 => cota = 1
tana

2 .

Vì -7Ĩ < a  < cosa < 0.
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Ta có: 1 + tan a  = cosa -1 2V5
c o s  a Vĩ +  t a n  a

_  _  s m a  _  . _ ^  _ _Và tana = — — => sina = tana.cosa = —-— . 
cosa 5

b) Ta có (x^ + X + 1)" = ao + aix + a2X̂  +... + 32nX
T - r, í , 2 . . • , ^ n - l

2n

Lây đạo hàm 2 vê :n(x + X + !)"■ (2x + 1) = a i  + 2 a 2 X  + . . .  + 2 n a2n X
2 n - l

n.3" *. 3 — n3" — ai + 2a2 +... + 2na2nChọn X = 1 
Ta được n.3" = 81
Xét hàm số f(x) = X.3’' => f'(x) = 3’' + X.3’' ln3 > 0 
^  hàm số f  đồng biến trên (0; +00).
Mà f(3) = 81 nên X = 3 là nghiệm duy nhất.
Vậy: n = 3 là giá trị cần tìm.

Câu 7. - Chứng minh HK J- (BMC):

Ta có: \ ^  BH 1  (MAC) ^  BH 1  MC; B K 1  MC.
[B H IM A  ^

Suy ra MC 1  (BHK)
„  _  , ÍB C IA ITưcmg tự: ( __

^ [B C IM A
^  BC 1  (MAI) BC 1  HK 
Do MC 1  (BHK) ^  M C I  HK.
Nên có HK 1  (BMC).
-  Tìm giá trị lớn nhất của tứ diện KABC:
Trong tam giác MAI dựng KL ±  AI thì KL là đuờng cao của tứ diện KABC.

Thể tích của tứ diện KABC là: Vkabc = — KL.Sabc = — KL. ^ ^
3 3 4

Khi Vkabc c ó  giá trị lớn nhất thì KL phải có giá trị lớn nhất.
Ta có KL.HI = HK.KI (cùng bằng 2Shki)

H I' m  
2

_ HK.KI H K '+ K I ' KL = — <
2HIHI 2HI

1 Vã

2 2 12
Khi đó L là trung điểm của HI và thể tích lớn nhất của tứ diện KABC là

'V s
48 ■

___-- , _ 1 Ra/S 3.
maxVKABC=

Câu 8. Ta có A cắt AB tại M
d(B, (A)) = 3d(A, ( A ) ^ ____
<=> MB = 3MA <=> MB = ±3MẤ .
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Ta có hai trường hợp:
-  Xét MB = 3MĂ  <4 M(3; -1)
=> (A): X + 3y = 0.

-  Xét MB =  - 3 m c ^  M(0; - ) ^  (A): X =  0.
5 A

Vậy có 2 đường thẳng (A): X + 3y = 0, X = 0. 

Câu 9. Hệ:
[2xy + y^ -  2x -  2y +1 = 0

Biến đổi phưcmg trình ban đầu của hệ ta được: 
3y^ + (x + 4 ) y - x - 7  = 0 (1)

(1) là phưomg trình bậc hai theo y có:
A = x  ̂+ 8x + 16 -  12(-x -  7) = (x + 10)^

- X - 4 - X - 1 0  - x - 7
yi = —

Do đó: (1) o
- X - 4  + X + 10 ,

y2 = -------4 ---------= 1

Với y = 1. Thay vào thì hệ thoả với mọi X

Với y ^ - x - 7 Thay vào ta tìm được: -5x^ -  40x + 100 = 0 o
Xj = -10
X2 =2

Vậy hệ có nghiệm (2; -3), (x; 1) với mọi X.

Câu 10. Đặt a = X + 4, b = y + 5, c = z + 6 (x, y, z > 0)
Do đó: (x + 4)^ + (y + 5)^ + (z + ó ỷ  = 90 
<=> x  ̂+ y  ̂+ + 12(x + y + z) -  4x -  2y = 13
Giả sừ x  + y + z < l = > x ,  y, z e  [0; 1).
Suy ra x  ̂< x; y^ < y; z  ̂< z
nên: x^ + y^ + z  ̂+ 12(x + y + z) -  4x -  2y < 1 3(x + y + z) < 13 (vô lý) 
Do đó: X + y + z > 1.
Vậy; a + b + c.= x + y + z +  15> 16.

DE SOS

Câu 1. (1 điểm)
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = x"* -  8x^ + 7. 

Câu 2. (1 điểm)

Tìm trên đồ thị (C) của hàm số: y = ^
x - 1

, 23
nhau qua đường thang (d): y = -3x + — .

3

hai điểm phân biệt đối xứng
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Câu 3.
a) Tính môđun của số phức z + i, biết (z + i)( z + i) = 2iz.
b) Giải phưong trình log3 X̂  + 1 = (log^ X -  l ) x .

n
4

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = pr-
isÍ2

dx
+  s i n  X -  c o s  X

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz cho A(5; 5; 0) và

đưòmg thẳng d có phưong trình x + l _ y + l _ . Tìm toạ độ điểm B,
2 3 - 4

C thuộc d sao cho tam giác ABC vuông cân tại A và có cạnh BC = 2VĨ7 . 
Câu 6. (1 điểm)

a) Giải phưong trình: tan^x -  tan^xsin^x -  (1 -  cos^x) = 0.
b) Có hai đội thi học sinh giỏi Toán. Đội thứ nhất có 7 học sinh nam và 3

học sinh nữ. Đội thứ hai có 4 học sinh nam và 6 học sinh nữ. Chọn 
mỗi đội ngẫu nhiên một học sinh. Tính xác suất chọn được ít nhất 
một học sinh nữ.

Câu 7. (1 điểm) Cho khối lăng trụ ABC.A'B'C. Một mặt phẳng (a ) di động 
nhưng luôn đi qua điểm C’, song song với đường thẳng A'B' và chia khối 
lăng trụ đã cho thành hai phần. Hãy xác định vị trí của (a) để hai phần đó 
có thể tích bàng nhau.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hai điểm A(1 ;1) và 
B(-3; 5).Tìm toạ độ tâm I cùa đường tròn đi qua 2 diêm A, B và căt trục
tung tại hai điểm M và N sao cho MN = 2VĨ5 .

Câu 9. (1 điểm) Giải phưcmg trình: x  ̂-  6x = 2\j2x + 3 .
Câu 10. (1 điểm) Cho ba dưoug X, y, z thay đổi và thỏa điều kiện:

X + y + z = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: p -  x”* + y"̂  + 8z''.

LỜI GIẢI
Câu 1. • Tập xác định: D = R. Hàm số chằn.

• Sự biến thiên: lim y = +CO.

y' = 4x^ -  16x = 4x(x^ -  4), y' = 0 Cí> X = 0 hoặc X = ±2.
Bảng biến thiên:

X - 0 0 2̂ 0 2 +CO
y ' - 0 + 0 - 0 +
y + 00 s.

^  Q ^
r 1 "

Hàm số đồng biến trên các khoảng (-2; 0) và (2; +co), nghịch biến trên 
các khoảng ( -00; -2) và (0; 2).
Hàm số đạt CĐ(0; 7), đạt CT(-2; -9), (2; -9).
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.Đ ồ thị: y" = 12x^-16 ,y"  = 0 
2<» X = ± - ^  nên đồ thị có 

2
s

hai điểm uốn  ̂ 2 -17^
V s ’ 9

Cho X = 0 y = 7, cho y = 0 
=> X = ±1 hoặc X = ±y[7 .
Đồ thị nhận trục tung là trục đổi xứng.

Câu 2. Gọi A, B đối xứng qua d => AB _L d => AB: y = — + m
3

Hoành độ X|, X2 của A, B là nghiệm của phưorng trình

——— = — + m <=>x^- (7-  3m)x -  3m - 3  = 0 
X 1 3

Theo định lí Viet, từ (1) suy ra X| + X2 = 7 -  3m 

Toạ độ trung điểm I của AB

( 1 )

_  Xj + X2 _ 7 -3 m

y = —+ m ==■ 
3

2
7 + 3m

A, B đối xứng qua d nên I € d <=> 

Do đó (1) o  x  ̂-  4x -  6 = 0 o

7 + 3m n 7 - 3 m  23 . ___ ,— —— = - 3   — + —  < » m =  1.
6 2 3

Xj = 2 - V ĩõ

Xj = 2 + -v/ĩõ 
A í

Vậy hai điểm Cần tìm là; 2-VĨÕ; , 2 + 710;^^^^^
l  3 3 .

Câu 3.
a) Giả sử z = X + yi (x, y e R).

Từ giả thiết ta có: [x + (y + 1 )i] [x + (1 -  y)i] = -2y + 2xi
Do đó: (x^ + y^ -  1) + 2xi = -2y  + 2xi
Hay: x^ + y^ + 2y -  1 = 0 x  ̂+ (y + 1)  ̂= 2
Vậy: | z + i |  = | x  + (y + l ) i | = yjx^ +(y + 1)̂  = V2

b) Điều kiện: x > 0.
PT loggX̂  + 1 = (log^ X -  l)x

<=> 21og3X + 1 = 2xlog3X - x o  2(x -  l)log3X = X + 1

o  21og3X = x + 1 (với x = 1 => 0 = 2: VN)
X - 1

Hàm sổ y = f(x) = 21og3X đồng biến trên R
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'  X + 1 'Hàm sô y = g(x) = nghịch biên trên ( -00; 1), (1; +00)
x - 1

Khi X = —: 
3

f l ì— =  g — = - 2 : chọn

Khi X < — => f(x) < g(x): loại 
3

Khi X < 1 => f(x) > g(x): loại

Khi X = 3 => f(3) = g(3) = 2: chọn 
Khi 1 < X < 3 =ỉ> f(x) < g(x): loại 
Khi 3 < X => f(x) > g(x): loại.

Vậy nghiệm PT là X = —; X = 3.

— n

Câu 4. Ta có I = ----- — ---------  = ] —
Q V 2 + s i n x - c o s x

d x
f n

1 - c o s X + —

4 j j

rt

= J _ ‘f___ d x

( x Tí^ V 2 Ì  ■ 2 í x ̂ 0 s i n
1 2 8 j ^2 87

-1
c o t

'^x Tc''
2 8

= 1.

Câu 5. Vì tam giác ABC vuông cân tại A nên AB^ = — BC^ = 34
2

B € (d) => B (-l + 2t; -1 + 3t; 7 -  4t) => ÃB = (2t -  6; 3t -  6; 4t + 7) 
Ta có: AB^ = 34 =í> 29t^ -1 1 6 t + 87 = 0 o t  = 3 ; t = l  
Vậy B (l; 2; 3), C(5; 8; -5) hoặc B(5; 8; -5), C(l ;  2; 3)

Câu 6.
a) PT: tan^x -  tan^x.sin^x -  (1 -  cos^x) = 0 (1)

Điều kiện: cosx 0 <=> X — + kri (k e Z)
2

(1) <z> f H l ^ ( i - s i n ^  x) =  1-cos^ X 
cos X

o  sin^x (1 -  sin^x) = cos^x(l -  cos^x) 
o  (1 -  cosx)(l -  sinx)(sinx -  cosx)(sinx + cosx + sinx.cosx) = 0 

1 -  cos X = 0 
1 -  sin X = 0

<=>
sin X -  cos X = 0 
sin X + cos X + sin X. cos X = 0
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Ti _r> r X = k2n1 -  cos X = 0 cos X = 1
7tV 't  l - s i n x  = 0 o  sinx  = l o  x = -r + k27t Xét 2

s in x -c o s x  = 0 [ ta n x  = l
X = —+ k27iL  4

Xét sinx + cosx + sinx.cosx = 0

Đăt t = sừix + cosx = yỊ2 cos X -  — V (t e [ -V2  ; V2  ]) =>SŨTX.C0SX=
l  4 ;

Khi đó: t + ---- - = 0 <» t̂  + 2t -  1 = 0.
2

Chon t = V2  -  1 Cí> cos X -  — = /̂2 - 1
V 4̂

V2 -1

- 1

<íí> cos 71
X -  —

4
=  cos a  <»

X =  — +  a  + k7i
4

X =  — -  a  +  k7ĩ
4

( k € Z )

So sánh điều kiện, phương trình có các nghiệm là: X = k27ĩ,

X = — + k7ĩ, X = — + a  + k27T và X = — -  a  + k27ĩ (k e Z).
4 4 4

b) Gọi A là biến cố chọn được một học sinh nam ở đội I
1 ’ ’ 4=ỉ> P(A) = —  .Gọi B là biên cô chọn được một học sinh nam ở đội II => P(B) ;

Gọi c là biến cố chọn hai học sinh nam

= > P (C )-P (A .B ) = P ( A ) .P ( B ) = ^ .

Vậy xác suât chọn được ít nhât một học sinh nữ là: P(C) = 1 -  ■
25 25

Câu 7. Gọi V là thể tích của khối lăng trụ ^
ABC.A'B'C. Theo giả thiết, mặt phẳng 
(a ) chia khối lăng trụ đã cho thành hai 
phần.
Gọi V I là thể tích của phần chứa đỉnh c, c i 
V2 = V -  Vi là thể tích của phần còn lại.
Ta cần xác định vị trí của (a) để: 

w v ’ 1 V2 1 
V 2 V 2

Nếu (a) cắt căp canh AC, BC thì —  < == — < — : không thỏa.
v  v  3 2  ^
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Vậy (a) phải cắt cặp cạnh AA', BB'.
Gọi M và N tương ứng là giao điểm giữa (a) với các cạnh AA' và BB'.
Theo giả thiết thì MN // A'B'.

^  MA' _ N B '  ,,Đ ă tx =  — , xe (0; 1).
AA' BB'   ̂ ^

, V 2 _ 2la có: —̂  = —.----
V 3 V̂ ,

2 sMNB'A
3 ' s ,

2 _  _ 3
=  — .X = >  X =  — .

3 4’ ’ C'ABB'A' ‘̂ ABB'A' ^
Vậy vị trí cùa (a) để hai phần đó có thể tích bàng nhau khi 

MA' NB' 3
AA' BB' 4 '

Câu 8. Gọi d là trung trực của AB 
=> (d); X -  y + 4 = 0 
I e (d) nôn I(m; m + 4).
Hạ I H 1 0 y  =>IH^=m^
Và IA^ = (^m- l)^ + (m + 3)^
Do đó 2m + 4m + 10 = + 15
<=> + 4m -  5 = 0 = ỉ > m = l ; m

Câu 9. Phương trình; x  ̂-  6x == 2V 2X + 3 .

Đặt y -  3 = V2x + 3 <=> I
1

Ta có hệ phương trình:
’ „2

y >3

( y - 3 ) " = 2 x  + 3

Ix - 6x = 2y -6  Ix - 6x = 2y - 6  l x ^ - 6x = 2y -6  

|(y -3 )^ = 2 x  + 3 | y ^ - 6y = 2 x - 6  |(x -y ) (x  + y - 4 )  = 0

Khi X = y thì x  ̂-  8x + 6 = 0 <»x = 4 ± ^ /ĩõ  .
Chọn nghiệm PT là X = 4 + ^/ĨÕ .
Khi y = 4 -  X thì x  ̂-  4x -  2 = 0 o x  = 2 ±^/6 .
Chọn nghiệm PT là X = 2 -  Vẽ .Vậy nghiệm PT là X = 4 + V ĩõ ; 2 -  V6 . 

Câu 10. Theo giả thiết X, y, z dương v àx  + y + z = 3.
Ta có: x  ̂+ y^ > 2xy => 2(x^ + y^) > (x + y)^ 
và x‘’ + y“* > 2x^y^ => 2(x'* + y'*) > (x^ + y^)^

(3 -  zý  =  (x  +  y)'* <  [2(x^ +  y^)]2 =  4(x^ +  y^)^ <  8(x^ +  y^)

4 . 4 (3 — z)* „  * ' n _  4 . 4 , o 4 ^ ( 3  — z)'* + 64z'*=> X + y > -2---- — . Do đó p = X + y + 8z > -2------ ------------.

Xét f(z) = (3 -  z ý  + 64z'* với z e (0; 3)
= > f’(z) = 4.64z -4 (3  -z )^

Do đó f  '(z) > 0 64z^ > (3 -  z)^ o  4z > 3 -  z <=> z > —
5
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Lập BBT thì: f(z) nhỏ nhất khi z = —

_  n ^ f(z) _ f(z) 3^2  ̂ 648
8  0<z<3 8  5® 125

VU' =- -  6 _  3 , , Q _ 648 . . .  r ’TTvTXT ’ n i-  648Khi X = y = —; z = — thì p = — .Vậy; GTNN của p là —̂
5 5  125 125

DE SO 4

•» f \ f _ỵ  -ệ- 2
Câu 1. (1 điêm) Khảo sát sư biên thiên và vẽ đô thi của hàm sô: y = ——-— .

X +  2
Câu 2. (1 điểm) Chứng minh rằng đồ thị (Ck-) của hàm số y = + kx^ -  k -  1

luôn luôn đi qua hai điểm cố định A và B khi k thay đổi. Tìm k để cho 
các tiếp tuyến của (Ck) tại A và tại B vuông góc với nhau.

Câu 3. (1 điểm)
a) Giải phưomg trình nghiệm phức: z  ̂-  2z^ + 6z -  5 = 0.
b) Giải phưong trình: log^ v? + log() + 4) = log4(2 -  3*).

\  dxCâu 4. (1 điểm) Tính tích phân I -  [-----.

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho tứ diện ABCD 
với A(6; -2 ; 3), B(0; 1; 6), C(2; 0; -1), D(4; 1; 0). Viết phương trình mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD và tìm toạ độ tâm, bán kính đường tròn qua 
ba điểm A, B, c .

Câu 6. (1 điểm)

a) Cho sina = Ị , ^  < a  < 71.
3 2

Tính các giá trị lượng giác của góc 2ơ và —.

b) Trong khai triển nhị thức xvx + ■
15/y28 /X

, tìm số hạng không chứa X
V V A y

biết n là số nguyên dương thỏa mãn hệ điều kiện:
< ^ 5 C L ,
3Cn-1 . 1 8 C t , + 2 2 A ^ , = o '

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B, SA 
_L mp(ABC), AB = a, BC = ãy/ỉ và SA = a. Gọi (P) là mặt phẳng qua A 
vuông góc vói s c ,  cắt s c ,  SB lần lượt tại H và K. Trên rnặt phẳng (SBC), 
đường thẳng HK cất đường thẳng BC tại E. Tính thể tích khối tứ diện KAEC.
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Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, viết phưcmg trình các 
cạnh AB, AC của tam giác đều ABC biết A(2; 6), cạnh BC nằm trên 
đường thẳng có phưcmg trình: X -  y + 6 = 0.

[ y ' = x ' ( 9 - x - ' )
Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phưcmg trình:

Ix^y + y^ =6x

Câu 10. (1 điểm) Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: — + — + — > + 1
b c a b+ c  a + b

LỜI GIẢI
Câu 1 .. Tập xác địnti: D = R \ {-2}.

• Sự biến thiên:
Tiệm cận đứng X = -2  vi lim y = + 0O, lim y = - 00.

Tiệm cận ngang y = -1 vì lim y = -1.
X -> ±00

y' = -4
(x+2)^ 

Bảng biến thiên

< 0, Vx ^  -2.
X —00 - 2 +00

y' - -

y - 1 ^
“ -CO

+ 00 s.

-2Hàm số nghịch biến trên các 
khoảng (-oo; -2) và (-2; +oo).
• Đồ thị: Cho x = 0 = > y  = l ; y  = 0 = > x  = 2. 
Tâm đối xứng là giao điểm 2 tiệm cân I(-2 ;-l) . 

Câu 2.
Gọi M (X o ; y o )  là điểm cố định của

^  ĩ A
đô thị (Ck) của hàm sô: y =  X +  kx -  k -  1: yo = x  ̂ + kx^ -  k - 1 ,  Vk

X ^ 1  = 0
o

X o = - i  , y „ =0  

Xo=i  -yo=0
o y o = k ( x ^ - l )  + x ^ - 1 ,  Vk <=>

[yo = x ^ - i
Vậy đồ thị luôn luôn đi qua hai điểm cố định A(1; 0) và B (- l; 0). 
Ta có: y' = 4x^ + 2kx. Hệ số góc tiếp tuyến của (Ck) tại A là 

y '(l) = 4 + 2k, tại B ià y '(- l)  = -U -  2k 
Điều kiện tiếp tuyến này vuông góc với nhau: 

y '(l) .y '(-l)  = -1 <» (4 + 2k)(-4 -  2k) = -l

<I> 4k^ + 16k +15 = 0<=>ki = —  hoăc k2 = — .
2 2

' —3 -5Vậy giá trị cân tìm là ki = —  hoặc k2 = — .
2 2
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Câu 3.
a) Ta có PT -  2z^ + 6 z - 5  = 0<=>(z- l)(z^ -  z + 5) = 0 

o z - ì  = Ohay z ^ - z  + 5 = 0(A = -19=19i^)
Suy ra phương trình có 3 nghiệm phức:

Zi
1 + y J Ĩ 9 i ___ 1 -  n/Ĩ9 ì ____ ,9 2̂2 9 ̂ 3 1 •

b) Điều kiện: 2 -  3’' > 0
Tacó: PT: log2 + logo25(3*^^ + 4) = log4(2- 3 ’')

<s> log47 -  log4(3’‘̂ ' + 4) = log4(2 -  3") log4(3’‘̂ ' + 4)(2 -  3’') = log47
<=> -sTs^’' + 2.3’' + 8 = 7<^ 3.3^’' -  2.3’' - 1  = 0

< »  3’' =  1 hoặc 3’' =  - -  (VN) o  X =  0.

Vậy nghiệm phương trình là X =  0.

Câu 4. Đặt t = — => dt = . Khi x = l = > t = l ; x  = 2 = > t = i

í x “7 ĩ

X

dx

+ X 11/2

X

td t

n/Ĩ

<=> <

Đặt u = Vl + = >  = 1 + => 2udu = 2tdt
1 ỈK ^

Khi t = — ^  u = ——, t = 1 => u = 4 Ĩ  Do đó I = f du = V2 -
2 2 ị

2

Câu 5. Gọi (S) là mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. Phương trình của (S) có
dạng: x^ + y^ + z  ̂+ 2ax + 2by + 2cz + d = 0.

12a -  4b + 6c + d = -49
. r> ^  ' 1 - 2b + 12c + d = -37(S) qua A, B, C, D nên ta có hê: <

4a -  2c + d = -5  
8a + 2b + d = -17

Vậy phương trình của mặt cầu (S) là: x  ̂+ y^ + z  ̂ -  4x + 2y -  6z -  3 = 0 
có tâm 1(2; -1 ; 3), R = + 1̂  + 3  ̂+ 3 = VĨ7 .
Mặt phẳng (ABC) có pháp tuyến n = [ A B , AC ] = (-18; -36; 0) hay 
(1; 2; 0) và qua A nên (ABC): X + 2y -  2 = 0.
Tâm H của đường tròn qua A, B, C là hình chiếu tâm mặt cầu 1(2; -1 ; 3) 
lên (ABC). Đường thẳng A qua I và vuông góc với mp(ABC) có

X =  2  +  t  

y  =  -  1 +  2 t  • 

z  =  3

2

a = -2  
b - 1  
c = -3  
d = -3

phương trình: .
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Tham số t ứng với giao điểm H của A và mp(ABC) là tâm đường tròn 

giao tuyến: (2 + t) + 2 (-l f 2t) -2  = 0 => t =

Đường tròn (C) có bán kính r = -IH ^  =

2 _=>
5

V4Õ5

H
5 5

Câu 6.

a) Vì sina = — và — <a<7T nên cosa < 0. Do đó:cosa= -Vl-sứi^ 
3 2

a  = 2>/2

Ta có: sin2a 4^/2 „ _ . T . 2 _ 7— — ; cos2a = 1 -  2sin a  = — 
9 9

, _ _ 4V2 _ 7V2tan2a = ---- ^ ; C0t2a = — -—
7 8

Vi — <a<7i=í> — < — < — nên cos— và sin— đêu dưong
2 4 2 2 2 2

a  _ T + cosa cos— = p - - - ~2  V  2
3-2^/2 . a----- —-; sin —

í 6 2
1-cosa 

2 ~
Ị3 + 2 S

Từ đó tan— = 3 + 2 V2 ; cot— = 3 -  2 V2 . 
2 2

b) Điều kiện n nguyên dương, n > 2.
Ta có -18C n-: +22A = 0 <=>n̂

Giải 4Cf,> 5CLi được 4 < n < 15
So sánh kết quả trên thì chọn n =  12

/ 1 )12 12
Khai triển 1

= y c ; , x
k=0

240-48k 
lõ

số hạng không chứa X ứng với 240 -  48k = 0 <=> k = 5 là Cj2 • 
Câu 7.

Ta có: BC 1  (SAB) => BC 1  AK 
AK 1  (SBC) ^  AK 1  SB

^ d ( K ;  AEC)= - S A = i a

Ta có: sc 1  (AHE) ^  sc 1  AE 
=> AE 1  (SAC)
^  AE 1  AH, AE 1  AC

1 1 1 1____ Ị_

4a^

sc 1 (AHE) =:> sc 1  AK 
=> K là trung điểm SB

s

AE" AB" AC'
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Vậy Vk.abc -  ịd (K ; A E C )S ,,,, = i  | . i  

Câu 8. Ta có: d(A; (BC)) = V2 ^  AB -  2 ^  .

= Ì . ^ . Ì a e .AC= ^
3V3

Cạnh BC năm trên đường thăng có phương trình: X -  y + 6 = 0 nên gọi

B(a; a + 6) => a = 1 + hoăc a = 1 ---- ^
V3 ■ V3

Xét a = 1 + B  ̂ 1 1 ^

Vs V3
=> AB: (7 3  + 1)x + (73  -  l ) y - 8 7 3  + 4  = 0.
Do đó AC: (73  - 1 )x + (73 + l ) y - 8 7 3  -  4 = 0.^ 

1Xét a = 1 - B  ̂ 1 1  ̂1 — ^ - 7  — ị=
7 3 ’ 73

AB: ( 7 s  - 1 )x + (73  + l ) y - 8 7 3  -  4 = 0.
Do đó AC: (7Õ + 1 )x + (73  -  l ) y - 8 7 3  + 4 = 0.

í y " - x " ( 9 - x ^ )
Câu 9. Hệ phương trình:

y ' - 0

xV  + y - 6 x

Khi X = 0 thì < y  = O.Do đó nghiêm hê phương trình (0; 0)
[ y ' = 0

3
Khi X 0 thì x^ +  y  ̂= 9x̂ <=> x  ̂ + - ^  = 9 o

x^
x + ỵ -3 y x + ỵ |  = 9

và x^y + y^ = 6x Cí> y x + y

Do đó
/ \3

yx + —
V ■/

= 27=>x + ^  = 3.
X

Nê ny  = 2 v à x +  — = 3 <=> x ^ - 3 x + 1 2  = 0 <=> x = l ; x  = 2. 
x

Vậy nghiệm của hệ (1; 2), (2; 2), (0; 0). 
r-* -r . a b c ^ a  + b b + c , 

b c a b + c  a + b

b c a
«  (a + b)^ + (b + c)^ + (a + b)(b + c)
^ , 2 u b^(a+b) , , 2 , 2 _^u _l cb(b + c)< —- + a  + a b  + ac + -----—̂  + b + ab + c + bc+ —

b c a
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Vì: (a + b)^ + (b + c)^ + (a + b)(b + c) — a  ̂+ ac + + 3b^ + 3ab + 3bc

Do đó ta cần chứng minh: —  + ^ ^  c b ( ^ 4 ^  ^  21,2 _|_ 2 \)Q + ab
b c a

. â c tf(a+b) cb(b + c)Thât vây: — + — —  + -----------
b c a

ĐE SOS

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số: 
y = -  3x^ + 1. Chứng minh (C) có tâm đối xứng.

Câu 2. (1 điểm) Gọi A là điểm cố định của đồ thị (Cm) hàm số:
mx + 2 -  m . Tìm m để khoảng cách từ gốc tọa độ o đến tiếp tuyến

của (Cm) tại điểm A đạt giá trị lớn nhất.
Câu 3. (1 điểm)

a) Tìm số phức z thỏa mãn: z. z + 3(z -  z ) = 4 -  3i.

Í 22y-* + 2  ̂ = 2’''̂ *

log3 (x^+ y  + l ) - lo g 3 y = 2 y - x ^
64 rj------- —

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = í 1— + ^ = d x .
9 V X Vx

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho bốn đường 
thẳng lần lượt có phưong trình;

(di):

X = 1 + t 
y = 2 + 2 t; 
z = -2 t

( d 3 ) : ỉ  = í  =
z - 1

( d 2 ) :

( d 4 ) ;

X = 2 + 2t 
y = 2 + 4t 
z = - 4 t

x - 2 y z - l
2 1 1  ̂ 2 2 - 1  

Chứng minh di, Ở2 cùng nằm trên một mặt phẳnp. Viết phưoTig trình mặt 
phăng đó và chứng minh có một đường thăng căt 4 đường thăng đã cho. 
Viết phưong trình đường thẳng đó.

Câu 6. (1 điểm)
a) Giải phưcmg trình: cos2x + 5 = 2(2 -  cosx)(sinx -  cosx).
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b) Từ các chữ số 0 đến 9 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có 3 chữ 
số khác nhau. Tính tổng của các số có ba chữ số đó.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình lăng trụ đứng ABC.A|B |C | có đáy ABC là tam
giác vuông AB = AC = a, AA| = a^/2 . Gọi M, N lần lượt là trung điểm 
của AAi và CiB. Chứng minh MN là đường vuông góc chung của AAi 
và C|B. Tính thể tích khối chóp M.AiBCi.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng (Oxy), cho hai điểm A, B vóíi OA: 3x -  2y = 
0, OB: y = 0, AB: 3x + y -  18 = 0. Gọi MNPQ là hình vuông có M thuộc 
OA, N thuộc AB và p, Q ở trên trục hoành. Tìm tọa độ các đỉnh M, N, p, Q. 

Câu 9. (1 điểm) Tìm m để phưomg trình:
(m - 1 )x  ̂-  (m -  5)x + m -  l=  0cóhai nghiệm phân biệt đều thuộc đoạn [-2; 3] 

Câu 10. (1 điểm) Cho a, b, c là các số thực thay đổi và khác nhau đôi một 
trên đoạn [0; 2]. Tìm giá trị nhỏ nhất của biếu thức:

p _ 1 1 1
( a -b )^  (b-c)^ (c-a)^

LÒI GIẢI
Câu 1. Hàm số: y = x  ̂-  3x^ + 1.

. Tập xác định: D = R.
• Sự biến thiên lim y = -00 và lim y = +00

V __k— .-ri V __

biến thiên X —00 0 2 +00

y' + 0 - 0 +
y ^  1 ^^+00

—oo

Ư U  u u  u u  U I Ị  u u  U ỉ & l l l  U U i l  IV A > J.

Cho X = 0 => y = 1.

Chuyển hệ trục bàng phép tịnh tiến OI: c

'T U Ì  V  1 — í 'V  T / v

Hàm số đồng biến trên các khoảng 
(-oo; 0) và (2; +oo), hàm số nghịch biến 
trên khoảng (0; 2)
Hàm số đạt CĐ(0; 1), CT(2; -3).
. Đồ thị; y" = 6x -  6, y" = 0 »  X = 1 
Do đó đồ thị có điểm uốn 1(1; -1).
Cho X = 0 => y = 1.

[ x - X  + 1 
[y = Y - i

Thế vào (C) thành: Y -  1 = (X + 1)  ̂-  3(X + 1)  ̂+ 1 <=> Y = x^ -  6X
Ta có Y = F(X) = X^ -  6X là hàm số lẻ => đpcm.

Câu 2. (Cm) đi qua A(x; y) cố định
_  _  mx + 2 - m  _y = -------̂-------  nghiêm đúng Vm, x ^ 2

X -  2

-BĐT- 85



<=> (x -  1 )m = xy -  2y -  2 nghiệm đúng Vm, X 2 
Í x - 1  = 0 íx = l
[ x y - 2 y - 2  = 0 [y = -2 

Vậy điểm cố định là A(1; -2).
Phương trình tiếp tuyến A tại A;y = -(m+2) X + m <=> (m+2)x + y -  m =0 
Khi m = 0 thì d(0,A) = 0.

Khi m 0 thì d(0,A) = m

í m + 4m + 5 2+ +1 /̂5( +
5 4+ +1 .ỊO{

' m m V m 5 5
' ' 1 2  5 ' 5Dâu băng khi: m = - —.Vây giá tri cân tìm là m = .

m 5 2 ■ ■ 2
Câu 3.
a) Đặt z = X + iy, (x, y e  R)

Ta có:z.z + 3(z -  z ) = x  ̂+ y  ̂+ 3.2iy = x  ̂+ y^ + 6yi 
Do đó: z. z + 3(z -  z ) = 4 -  3i

VĨ5
_  x'̂  + y^ = 4 _  

<=>
x = ±-

2 1 , , „ _•Vậy z = — ---- — hoặc z = —
1 2 2 2 2

" - 2
[ 6y = -3

b) Điều kiện y > 0.

PT (1) «  2 '̂y-"' + 2^”' -  2 = 0 

Do đó X, y >0

2 ^ _ i

2"-" - 1  
25'-’' = -2  : VN

<=>x = y

Thề vào (2) cho; log3(x + X + 1) -  log3X = 2x -  X

<=> log3(x + — + ]) = 2x -  x^
X

TacóVP = 2 x - x ^ = l - ( x - l ) ^  < 1

Mà X + — + 1 > 3 => VT > 1 nên X = 1 là nghiệm.Vậy hệ phuơng trình có

laco v r  = z x - x  = I - t x - i t  s  

Mà X + — + 1 > 3 => VT > 1 nêi
X

nghiệm (1; 1).

Câu 5. T a c ó l =  1 | l  + -L d x  =
Vx J Vx

Đặt t = -\/l +V x => t̂  = 1 + Vx 2tdt = 

Đổi cận: x = 9^í>t = 2 ;x  = 64=>t  = 3

dx .

dx
2\/x
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Suy ra; I = Í4t^dt = —t' J u = ^
3 .

. Vậy tích phân: I = 76

3 2
Câu 5. VTCP của bốn đường thẳng đã cho lần lượt là:

Uị = (1; 2; -2), U2 = (2; 4; -4), U3 = (2; 1; 1), U4 = (2; 2; -1)

Vì u, , U2 cùng phương với nhau nên di và d2 cùng nằm trên một mặt phẳng. 
Ta có: d| qua M] ( l ; 2; 0) và d2 qua M2(2 ; 2;0)
MjM2 = ( l;0;0) => MiM2;u , = (0;2;2)Suy ra (P): y + z - 2  =0.

Gọi M3 = d3 n  (P) => M, I ; ị 4
V 2  2

>M4(4; 2; = 0.3.23^ 
^2  2

và M4 = d4 n  (P) 

vàu, không cừig phương nên đường thẳng (d)

qua M3, M4 nằm trong (P) và cắt 4 đường ứiẳng đã cho và (d): = —

Câu 6.
a) Biến đổi phương trình

cos2x + 5 = 2(2 -  cosx)(sinx -  cosx) 4(sinx -  cosx) -  sirứx - 4  = 0 

Đăt t =  sinx -  cosx =  \Í2sìn X - -  ( 111 <  \/2 ) = >  sin2x =  1 - 1̂

Khi đó phương trình trên thành: t̂  + 4 t - 5  = 0<=>t = 1 hoặc t = -5  (loại)

Nghiêm phương trình là: X = — + k27ĩ, x= 7Ĩ + k27T, k 6 z.
2

b) Gọi X là tập hợp các số có ba chữ số khác nhau có dạng a ja2ag với aj e
{0, 1 ,2 ,....9}. ___
Gọi Y là tập họp các số có dạng Oab (a 3É b; a, b e {1,2,..., 9)
Khi đó |x| = ; |Y| = A] => số các số cần tìm -  Aạ = 648 số.
Cứ một số trong X lại có một số khác cũng trong X sao cho tổng của

chúng là 999, nên tổng các số trong X là —.A^o-999
2

Cứ một số trong Y lại có một số khác cũng trong Y sao cho tồng cùa

chúng là 110, nên tổng các số trong Y là —. Ag. 110
2

Vậy tổng cần tìm là —.A^Q.999 -  —.Ag.no = 355 680.
2 2

Câu 7. Ta có MB = MCi = a ^ — => tam giác MBCi cân tại M=> MN ±  BC|. 

Gọi K là trung điểm của B |C |. Suy ra MN // AiK nên MN ±  AAi.
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Ta có BA ±  (A |M C|) và BA = a. Diệntích = â /̂2 ^^2
4 mbcịAị 22

Câu 8. Hình vuông MNPQ có M ửiuộc OA, N ửiuộc AB và p, Q ở ữên tìục hoành. 
M e  OA <=í> M(2m; 3m), suy ra MQ = I 3m I 
Yn = Ym = 3m nên N € AB <=> N(6 -  m; 3m) 
và MN = (6 -  3m; 0) => MN = 1 6 -  3m I 
Do đó MN = MQ <» | 6 - 3 m l  = | 3m|  <=>m=l 
Vậy hình vuông MNPQ có M(2; 3), N(5; 3), P(5; 0), Q(2; 0).

Câu 9, Ta có phưcmg trình (m -  1 )x^ -  (m -  5)x + m -  1 = 0
^  / 1  , , s___ 2 c  , 1 ^  -  5 x  +1o ( x  - x + l ) m  = x - 5 x + l < = > m  = ——------

X -  X + 1

Xét hàm số f(x) = ^ —5xjị4  ̂^ ^ |-_2 .
X -  X +  1

f'(X) = ~ f '(x) = 0 «  X = ±1
(x  ̂ -  X + 1)̂

Bảng biến thiên: X -2 -1 1 3

y' + 0 -  0 +

y 15 _  7 .. _-5
7 ' 3 7

, 15 7 1 ( 5
Dựa vào bảng biên thiên, thì m e 4ì-;-r u  -3 :—̂

[ 7 3 j  1, 7
Câu 10. Không mất títứi tổng quát, giả sử: a > b > c 

=>2 > a - c > a - b > 0.
Đặt t = b -  c = í > 0 < t < 2 v à a - b  = ( a - c ) - t < 2 - t  

1

là giá trị cần tìm

nên p > _  J_ i
(2 - 1 )^ ^ ^ 4

Xét f(t) -  ̂ + l  + l , t e ( 0; 2)
(2 - t )^  4

2 _ 2[t  ̂ ~ (2 - t f ]
(2 -  t ý  t" 3 .3(2 - t f t

,f (t) > 0 < = > t > 2 - t < í = > t > l

Lâp BBT thì đươc; minP = min f(t) = f(l) = —.
4

Dấu đẳng thức xảy ra khi (a, b, c) là các hoán vị của (2; 1; 0). 
Cách khác: Dùng bất đẳng thức Côsi

1 J_ 2 8 ^
(2 - 1 )̂  ^ “ t (2 - 1 ) “ (t + 2 - 1 )̂  ~ ■
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DE SO 6

Câu 1.(1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = 2x'* -  4x .̂ 
Câu 2. (1 điểm) Tìm k để đường thẳng d; y = kx + 3 cắt đồ thị (C) của hàm

' 2x ’sô y = tại hai điêm M, N thuộc hai nhánh cùa (C) sao cho diện
x - 1

tích tam giác HMN bàng 2 với H(0; 1).
Câu 3.(1 điểm)

a) Xác định tập hợp các điểm trong mặt phang phức biểu diễn sổ phức z

3.thoả mãn:
z - 1

b) Giải phưcmg trình:
(3 + Vã)"" + (3-V 8)""+ 2(3  +Vs)^" +2(3-V8)^" - 6  (x e R).

Câu 4. (1 điểm) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số;

y = | x ^ - 4 | v à y =  —  + 4.

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz cho đường thẳng (d):

— = = -  và mặt phẳng (P) có phưoaig ừình x - y  + z -  5 = 0. Viết
1. 2 2

phương trình tham số của đưòrng thẳng A đi qua A(3; -1 ; 1) nằm trong 
(P) và hợp với d một góc 45“.

Câu 6. (1 điểm)

a) Không dùng máy tính, tính giá trị: T = cos —.cos — .cos — .

b) Cho khai triển: (1 + X + + x̂ )® = ao + ajX + a2X̂  +... + aisX*®.
Tìm hệ số aio và tính tổng T = ao + ai + a2 +... + ai5.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông tâm o với SA 
vuông góc với mặt phẳng đáy, AB = a, SA = aV2 . Gọi H, K lần lượt là 
hình chiếu vuông góc của A lên SB, SD. Chúng minh s c  vuông góc với 
mặt phẳng (AHK) và tính thể tích của hình chóp OHAK theo a.

Câu 8. (1 điểm) Trong hệ toạ độ Oxy, cho hai điểm A(l;  2), B(4; 3). Gọi I là 
tâm của đường tròn (C) qua hai điểm A, B và cắt trục hoành tại điểm M 
sao cho AMB = 45°. Viết phưcmg trình đường tròn (C).

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phưong trình:

Í 2 V V Ạ ^ - V 7 7 Ì Í  = 1 _(„
[x(x+8) + y(y + 3) = 13

Câu 10. (1 điểm) Cho ba số dưong X, y, z thoả X + y + z = 1. Chứng minh:
^j2x^ + xy + 2y  ̂ + -y/2y  ̂+ yz + 2ẑ  + V2ẑ  + zx + 2x  ̂ > Võ .
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LỜI GIẢI
Câu 1.

. Tập xác định: D = R. Hàm số chẵn.
• Sự biến thiên: lim y = lim y = +C0

X->-co X->+00

y’ = 8x  ̂ -  8x; y' = 0 <=> X = 0 hoặc X = ±1 

Bảng biến thiên X —00 - 1 0 1 +CC

y ’ -  0 + 0 -  0 +

y
+ 00

^ - 2  '
r  °

- 2  "

^̂ +00

Hàm sổ đồng biến trên các khoảng (-1; 0) và (1; +oo), nghịch biển trên 
các khoảng (-ũo; - 1 )  và (0; 1 ).
Hàm số đạt CĐ((0;0) và CT( + 1 ;-2).

. Đồ thi: y" = 24x^ -  8, y" = 0 ^  X = nên
Vs

đồ thị có hai điểm uốn 1 -10  
V s ’ 9

Cho y = 0 Cí> X = 0 hoặc X = ± ̂ Ỉ2 .
Đồ thị nhận trục tung là trục đối xứng. 

Câu 2.
Phương trình hoành độ giao điểm

2x
x - 1

kx + 3c:>kx^ + ( l - k ) x - 3  = 0 ( x ^ l )  (1)

d cất (C) tại hai điểm M, N phân biệt thuộc hai nhánh của (C) khi (1) có 
hai nghiệm phân biệt X| ,  Xi  thỏa X| < 1 < X2 

o x i - l < 0 <X2 - l < = > k > 0.
Gọi M(xi; kxi + 3), N(X2; kx2 + 3), áp dụng định lí Viet:

M N = -7 (k ^  + l)(k ‘'' + l  + 10k)

-d iH ,  MN).MN = -V k ^ T ĨT ĩÕ k  
2 kSmmn 

Theo giả thiết: SiiMN 2 «  -V k ^  + l + 10k = 2 
k

o  k''" +1 + lOk = 4k^ k >0 3k'' -  lOk -  1=0, k >0.
^ = 5  + 2^/7Chọn k = ---------- .

3
Câu 3.
a) Đặt z = X + iy (x, y e R),
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Ta có:
z - 1

= 3 < » | z |  = 3 | z - i | <=>x^  + y ^ - —y + — = 0
4 8

o x ^  + ( y -  ■^)^=(Ặ)2
8 '8

9 3Vậy tập hợp là đường tròn tâm 1(0; —), bán kính R = — .
8 8

b) Đ ặ t t =  (S + n/ s ^ ’' + ( 3-V8)^* ( t>0) .
Khi đó phương trình:
(3 + V ã + (3 -  VẽV’' + 2(3 + Vs ) ’̂‘ + 2(3 -  Vs = 6 

v  + 2 t - 8  = 0<:í>t = 2 hoặc t = -4  (loại).
Với t = 2 <=> (3 + Vs)^* + (3 -  Vs)^’' = 2

(3 + V s)"" + (3 + Vẽ)-“■'* = 2«  [(3 + - 1 f  = 0 <»(3 + Vs)'* = 1 « X = 0
Vậy nghiệm phương trình: X =0.

Câu 4. Hoành độ giao điểm hai đồ thị các hàm số:
I 1 x'̂y = | x ^ - 4 | ,  y =  —  + 4 l à x  = ±4 

2
Theo tính chất đối xứng thì diện 
tích hình phang giới hạn bởi đồ thị các hàm số;

y =  Ix^ - 4 | , y  = —  + 4 là

s =  2 j
0

2 r 2

= 4 -

+ 4 - ■4 dx

+ 4 -  (4 -  x' )̂
4

dx +2 Ị
2

dx = —  (đvdt).

Câu 5. Gọi u = (a; b; c) (a‘ + b  ̂+ c  ̂ 0) là VTCP của (A)
Vì (A) nằm trong (P) nên:
u J _ n j ,  = ( l ; - l ; l ) < : í > a - b  + c = 0 =>b = a + c ( 1 )
Đưòng thẳng hợp với (d) một góc 45” nên

|a + 2b + 2c| 1

^ / ^ b ^ + c ^ V l ^ + 2^ + 2  ̂ ^
o  2(a + 2b + 2c)" = 9(a" + b" + c'̂ ) (2)

c = 0

c o s(u ,u J

Từ (1) và (2) ta có 14c^ + 30ac = 0 Cí>
c - lõa
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Với c = 0, chọn a = b = 1 => (Ai);
X = 3 + t  

y = - i  + t  

z = 1

Với c = , chọn a = 7

Vậy có 2 đường thẳng: (Ai):

c = -15, b = -8  => (A2):

X = 3 + 1 
y = - l  + t ;  (A2): 
z = 1

X = 3 + 7t 
y = - l - 8t 
z = l - 1 5 t  

X = 3 + 7t 
y = - l - 8t .  
z = l - 1 5 t

Câu 6.

a) Ta có: cos 3tĩ 4n 5n 2n . n . 8n —  = - c o s ^ ; c o s — = -cos— , sin—= - s in —  
7 7 7 7 7 7

, „  . 71 . 71 7T 2tI 471 1 . 27t 2tT 471nên: 1 = sin^  = s in -cos—.cos— cos— = -s in — cos— c o s ^  
7 7 7  7 7 2 7 7  7

1 . 4tĩ 47T 1 . Stt 1 . 71= —s in ^ .c o s —- = —sin— = - —sin— .
4 7 7 8 7 8 7

T' _ 71 3tc 5ti _ 1Do đó 1 = c o s ^ .c o s ^ .c o s —-=  —  .
7 7 7 8

b) Ta có (1 + X + = (1 + x)^ (1 + x )̂^
í  5

C'x“']=  t
k=0 y V i=0 y k,i=oVk=0

Chọn k, i G {0, 1,..., 5} sao cho 2i + k = 10 
^  (k; i) e {(4; 3); (2; 4); (0; 5)} 
Vậya , o- CỈ Cẵ+C^Cắ+C"C^ = 1 0 1

T = ao + aj + 32+... + SiỊã ~  P (l) —  4^ —  1024. 
Câu 7. Ta có BC 1  (SAB) => BC X AH 

Do AH 1  SB AH 1  (SBC) ^  AH 1  s c  
Tương tự AK 1  s c  ^  s c  1  (AHK)

SH SH.SB SA^ _ 2a^ _ 2 
' ~ 3 a ' ~ 3SB SB' SB"

SK _ SK.SD _ SA^ _ 2a" _ 2 
^ SD " SD" " SB^ "  3a^ ~ 3

qtr QTZ 9
=> —  = — =>HK/ / BD v à H K =  - B D  

SB SD 3
Gọi G là giao điểm s o  và HK
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9 9a
Vì G là trọng tâm ASAC nên AG = — AM = —

3 3
Gọi I là trung điểm AM, ta có:

G là trung điểm HK và AH = AK = ^  AG 1  HK

01 / / CM !=> O I l  (AKH) v à O I = — = — = -
2 4 2

Vậy Vo ahk = Ì o I.Sahk =o /
Câu 8. Gọi I(x; y). Theo đề bài, ta có tam giác ABI vuông cân tại I.

í ( x - l f + ( y - 2 ) ' = ( x - 4 f + ( y - 3 ) ^Do đó:

Í3x + y = 10

A I = B I

A I .B I =  0 ( x - l ) ( x - 4 )  + ( y - 2 ) ( y - 3 )  = 0
B

Cí>
+ y'  ̂ -  5x -  5y + 10 = 0

Ịx = 3 , íx = 2 
<=> ị hoặc <

ì y = l  • ì y = 4

Với 1,(3; 1) ta có I,A = = s
^  Phương trình đường tròn tâm I, là (x -  3)^ + (y -  1)  ̂= 5.
Với h(2; 4) ta có I2A = Vl" + 2'  = yíE
=> Phương trình đường tròn tâm I2 là (x -  2 ỷ  + (y -  4)^ = 5.
Vậy có 2 đường tròn tâm I, là (x -  3)^ + (y -  1)  ̂= 5 và đưòng tròn tâm I2 
là (x -  2)^ + (y -  4/ = 5.

Câu 9. Đặt u = + 3y ; V = 7y^ + 8x ^  u, V > 0

2 u - v  = l  v = 2 u - l
Hê trở thành: < ^

[u"+v^=13 [ u ^ + ( 2 u - l f

Giải hệ trên: I:; = '  «  '
[v = 3 Ịy^+8x = 9

13

<=> s y = i ( 4 - x ^ )3 o
x"̂  -8x^  + 7 2 x - 6 5  = 0

y = ^(4-x'^)
0

(x -  l)(x + 5)(x^ -  6x + 13) = 0 
Tập nghiệm của hệ là: s  = {(1 ; 1 ); (-5; -7)}.

Câu 10. Ta có 2x^ + xy + 2y^ = — (x + y)^ + — (x -  y)^ > — (x + y)^
4 4 4
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Tương tự: ^ 2 / +yz + 2ẑ  > ^ ( y  + z); ^2x^+zx+2x^ > — (z + x)
2 2

Do đó: V2ỹ^"+ỹz + 2 ^  + i/2x^"+^ỹ+2p^+A/2)^Vãc42^>V5(x + y + z) = V5

Dân hỉino vàv ra Ichi Y = V  = 7 = i

=> +xy + 2y^ ■

Dấu bàng xảy ra khi X = y = z = —.
3

I -- Ạ>--- 1
ĐE SO 7

■» r » ' X  _ 3
Câu 1. (1 điêm) Khảo sát sự biên thiên và vẽ đô thị của hàm sô: y = —---- .

2  -  X
Câu 2. (] điểm) Tìm m để hàm số: y = -  3mx^ + 3(m^ -  l)x  -  m  ̂+ m ( l )

có hai cực trị đồng thời khoảng cách từ điểm circ đại của đồ thị hàm số 
( 1 ) đến gốc toạ độ o  bàng \l2 lần khoảng cách từ điểm cực tiểu của đồ 
thị hàm số ( 1 ) đến gốc toạ độ o .

Câu 3. (1 điểm)
a) Cho số phức z = X + yi (x, y e R) với - 2 < x < 3 ;  1 < y < 3 .

Chứng minh 2 < I z + i I <5.
b) Cho hàm số f(x) = x.e"' .̂ Giải bất phương trình: f' (x) > 0.

Câu 4. (1 điểm) Tính lích phân I = f ---- ^
0 I + Vse’' + 1

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian toạ độ Oxyz, cho bốn điểm A(3; 4; 1), 
B (-l; -2; 5), C(l;  7; 1) và D(l;  4; 2). Viết phương trình mặt phẳng 
(ABC) và phương trình hình chiếu vuông góc của đường thang AD lên 
mặt phẳng (ABC).

Câu 6. (1 điểm)
a) Giải phương trình:

sinx.sin4x = 2V2 c o s -  X -  4 \ / 3  c o s ^  X. s i n  X. c o s  2 x .

b) Một nhóm gồm 5 học sinh nam trong đó có An, có 5 học sinh nữ 
trong đó có Bình được xếp thành một hàng dọc. Có bao nhiêu cách 
xếp thoa mãn các học sinh nam nữ đứng xen kẽ sao cho An và Binh 
không đứng liên tiếp nhau.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABC có SA vuông góc mp(ABC). Gọi H 
và K lần lượt là hình chiếu vuông góc của A trên SB và sc. Chứng minh 
năm điểm A. B, c, H, K cùng nằm trên một mặt cầu. Tính bán kính mặt 
cầu này biết AB = 2, AC = 3 và góc BAC = 60°.
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Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho tam giác ABC có A(l;  2), 
B(1; 0) và C(0; 3). Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

Câu 9. (1 điểm) Giải phương trình;
-  3x + 2 + ylx + 3 = Vx -  2 + Vx^ + 2x -  3 .

Câu 10. (1 điểm) Cho a, b, c là các số không âm sao cho: 
a + b + c = 6. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức; 
p = + c  ̂+ abc.

LÒÌ GIẢI
Cầu 1. •Tập xác định: D = R\{2} .

• Sự biến thiên:
lim y =  -co , lim y =  +CO nên đường thẳng X =  2 là tiệm cận đứng.

x^2'"
lim y = - 1  nên đường thẳng y = 1 là tiệm cận ngang

X -> ± co

y'= ----- ỉ— 0, Vx e R \ {2}: Hàm số không có cực trị, hàm số nghịch

biến trên mỗi khoảng (-oo: 2) và (2 ; +oo).
Bảng biến thiên X -tx 2

y ' - -

y -co
+ GO

• Đồ thi: Cho X = 0 ^  y = —- ; y = 0

Giao điểm của hai tiệm cận là tâm đối xứng 
I(2 ; - l ) .

Câu 2. Tập xác định D = R.
Ta có: y' = 3x‘ -  6mx + 3(m^ -  1) = 3(x^ -  2mx + m  ̂-  1) 

y' = 0 c ^ x  = m ±  1
Vậy với mọi m thì hàm số luôn có cực trị 
Toạ độ điểm cực đại và cực tiểu lần lượt là 

A(m -  1; 2 -  2m) và B(m + 1; -2m  -  2)
Theo đề: OA = V2 OB 5(m -  1)  ̂= 2.5(m + 1)̂
<:í> m^ + 6m + 1 = 0 <=> m = - ĩ  ±2yỈ2 .
Vậy giá trị cần tìm là: m = -3 ± 2 V2 .

Câu 3.
a) Ta có: z +  i =  X +  (y +  1)1 = >  I z + i I = yỊx  ̂ + (y + 1)̂  

Mà -2  < X < 3 x ^ < 9
V à l < y < 3 < í í ^ 2 < y  + 1 < 4  
Cộng (1) và (2), suy 1
Vậy 2 < I z + i 1 < 5 .

4 < ( y  + 1 )^< 16
Cộng (1) và (2), suy ra: 4 < x  ̂+ (y + 1)^< 25.

(1)
(2)
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b) Ta có; f(x) = xe D = R. 
f'(x) = e -" -x e -’‘

Do đó; f'(x) > 0 -  xe“’‘ > 0 e"’‘ (1 -  x) > 0
Mà e“’' > 0, Vx e R do đó: 1 -  X > 0 <=> X < 1. Vậy nghiệm BPT là X < 1.

Câu 4. Đặt u

Khi X = 0

= Vse’' + 1  => = 3e’' + 1 I

u = 2; X = 31n2 =5> u = 5
3 in  2 2x

u" - 1 ê đ̂x =-f udu

D „ d ó i =
0 l+N/ae^+l
. ,2 1 o . .u" - 1  2u du

1 + u

2 (125 25 ^ f 8 4 ^
9 i i r 2 J - l i " 2 j j

= -  f(u''' -  u)du = -  
9 J  9

u
T

u
T

3

Câu 5. Ta có: AB = (-4; - 6; 4); AC = (-2; 3; 0) nên mặt phẳng (ABC) có một 
VTPT là n = [ Ã B , Ã c  ] = (-12; - 8; -24)
=> Phương trình mặt phẳng (ABC) có dạng -12x -  8y -  24z + D = 0 
Mặt khác (ABC) qua A(3;4; 1) nên -36 -  32 -  24 + D = 0 => D = 92.

(A BC):-12x- 8y-24z + 92 =0. Vậy (ABC); 3x + 2y + 6z -  23 = 0. 
Gọi (P) là mặt phẳng chứa AD và (P) -L (ABC)
Ta có AD = (-2; 0; 1); n ABC = (3; 2; 6)
=> (P) có một VTPT là n = [AD, n ABc] = (-2; 15; -4)
Phương trình (P) có dạng -2x + 1 5 y - 4 z  + D = 0 
Mặt khác (P) qua A(3; 4; 1) nên -6 + 6 0 - 4  + D = 0=>D = -50 
Vậy phương trình (P); -2x + 15y -  4z -  50 = 0 

hay (P); 2x -  15y + 4z + 50 = 0.
Gọi d là hình chiếu của AD lên mặt phẳng (ABC) ^  (d) = (ABC) n  (P).

[3x + 2y +6z -  23 = 0 
[2x -  15y + 4z + 50 = 0 

x 98t

Các điểm thuộc (d) có toạ độ thoả hệ

Suy ra phương trình tham số của hình chiếu (d);
- 49t

Câu 6.
a) Biến đổi phương trình:
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sinx.sin4x = 2V2 cos I — -  X -  4^3 cos^ X. sin X. cos 2x
u  j

<=> sin4x(sinx + V3 cosx) = 2 V2 cos^— -  X j

cos —- x ^ Ị s in 4 x - \ /2 j  = 0 .

Vì sin4x < 1 => sin4x -  V2 < 0

Do đó cosỊ —- x |  = 0 o x  = + kx, k e z.
“U  J 3

b) Số cách sắp xếp 10 học sinh đứng xen kẽ nam, nữ là 2(5!)^.
Ta đêm bù: tính sô cách săp xêp 10 học sinh đứng xen kẽ nam nữ mà An 
đứng liên tiếp với Bình.
Ta sắp 8 học sinh không có An và Bình đứng xen kẽ.
-  Học sinh nam đứng đầu hàng, số cách sắp xếp là (4!)^. Ta xen cặp An 
và Bình vào 1 trong 9 vị trí gồm 7 vị trí giữa 2 học sinh liền nhau và 2 vị 
trí đầu cuối hàng. Suy ra có 9.(4!)^ cách xếp.
-  Học sinh nữ đứng đầu hàng. Tương tự có 9.(4!)^ cách xếp.
Suy ra có 2.9(4!)^ cách xếp mà An đứng liên tiếp Bình.
Vậy số cách sắp xếp thỏa mãn là:

2.(5!)^ -  2.9.(4!ỵ = 32.(4!)^ = 18 432.
Câu 7. Gọi AD là đường kính của

đưcmg tròn ngoại tiếp tam giác ABC.
, ÍC D IS A  

Tacó:<^
1CD 1 AC D

=> CD 1  (SAC) => CD 1  AK 
Mặt khác: s c  1  AK Nên AK JL (SCD) => A K 1  KD (1)
Tương tự AH ±  HD (2)
Ngoài ra do AD là đường kính của đường tròn (ABC)
nên ẤBD = Ấ CD=90° (3)
T ừ ( lM 2 ) ,( j ) ^  ___  _
=>. ABD -  ACD = AKD = AHD = 90°
=> A, B, c, H, K cùng thuộc mặt cầu đường kính AD.
Trong tam giác ABC, áp dụng định lí côsin, ta có

BC^ = AB^ + AC^ -  2AB.ACcos60° = 4 + 9 -  2 .2 .3 ,-  = 7  =>BC= y/ĩ
2

Gọi R là bán kính đường ưòn ngoại tiếp tam giác ABC, khi đó R cũng là 
bán kính mặt cầu qua năm điểm A, B, c, H, K.
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Trong tam giác ABC, áp dụng định lí sin, ta có:

sinA  sin 60° 3
' X yCâu 8. Phưong trình đoạn chăn BC là — + = 1

1 3
<» 3x + y -  3 = 0.

Ta có d(A, BC)
n/ĨÕ

;B C =  V ĩõ S a ,ABC = 1

AB = 2; AC = V2 => p = 2 + V2 + n/ĨÕ

Ta có s = pr nên bán kính đường tròn nội tiếp là
= s 2 

p  2 + V2 + n/ĨÕ '
Câu 9. Điều kiện X > 2

- 3 x  + 2 + 7x + 3 = Vx -  2 + + 2 x - 3
o  V x - l V x - 2  + Vx + 3 - V x - 2  + Vx- iVx + 3 

(Vx - 1  -  l)(Vx - 2  -  Vx + 3) = 0

o

<=>
Vx - 1  = 1 

Vx -  2 = Vx + 3
o

x = 2
x - 2  = x + 3 (PTVN)

Vậy X = 2 là nghiệm của phưong trình đã cho.
Câu 10. Không mất tính tổng quát, giả sử: a > b > c => 2 > c > 0 

Ta có a + b+ c = 6 nên a + b = 6 -c .

p = (a + b)^ + c  ̂+ ab(c -  2) > (a + b)^ + c  ̂+ _ 2 )
4

> - ( c ^ - 6 c ^ +  12C + 72)
4

Xét f(c) = ị  (c  ̂-  6c  ̂+ 12c + 72) với c € [0; 2], f  (c) = 4  (3c^ -  12c + 12)1
4 ' ' ...................  4

Lập BBT ta có minP = min f(c) = f(0) = 18 
Dấu bàng xảy ra khi (a; b; c) = (3; 3; 0) và các hoán vị.

DE SOS

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số:
ỳ = - + 3x̂  - 2.̂  _

Câu 2. (1 điểm) Tìm m để đồ thị của hàm số: y = x‘* -  4x^ + m (1) cắt trục 
hoành tại 4 điểm phân biệt Xi, X2, X3, X4 thoả X| < X2 < X3 < X4 và X2 -  X| =
X3 -  X2 = X4 -  X3 .
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Câu 3. (1 điểm)
a) Giải phương trình nghiệm phức: z‘* -  9z^ + 18z -  9 = 0.

b) Giải bất phương trình: logg X - 2x^ \
+ logl/3

í  2 xMX-------Qy l 3 j
<2.

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I =  ̂^  ̂dx .
f  x(l + xe*)

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, viết phương

trình mặt cầu có tâm thuộc d: — -  -  - - Ỉ -  tiếp xúc với hai mặt
' 1 2 - 2

phẳng (ơ): 2x -  y + 2z + 1 = 0 và (Oxy).
Câu 6. (1 điểm)

a) Chứng minh: cosasin(P -  y) + cospsin(y -  a )  + cosysin(ơ -  P) = 0.

b) Tìm số hạng chứa x'* trong khai triển của
í
x ^ - -

x ;
, biết n là số

nguyên dương thỏa: CỊ,CỊỊ‘* + 2C),C^ + ơịci''^ = 225 .

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABC có đường cao SA = a-v/2 , đáy là tam 
giác vuông cân có AB = BC = a. Gọi B' và C' lần lượt là chân đường cao hạ 
từ A đên SB, s c .  Chứng minh s c  vuông góc với mặt phăng (A B C ) và 
tính thể tích khối chóp S.A BC.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật
^9 3^
, 2 ’ 2 ,

Xác định tọa độ các đỉnh hình chữ nhật ABCD.
Câu 9. (1 điểm) Tìm tất cả các giá trị của a để hệ phương trình sau có

' í 9 3 1 ’ ^ABCD có diện tích băng 12, tâm I — và trung diêm cạnh AD là M(3; 0).

nghiệm thực:
x"-y ^-3 x "+ 3 y  + 2 = 0

13 -  a = 0 ’
Câu 10. (1 điểm) Cho X, y, z là các số dương. Chứng minh ràng

\  X̂  + (y + z ý  ]jy^ +(z + x f  \ z ^  +(x + y)

LỜI GIẢI
Câu 1. Hàm số; y = -  x  ̂+ 3x^ -  2.

• Tập xác định: D = R
• Sự biến thiên: lim y = +oo; lim y = -00

y' = -3x^ + 6x. Ta có: y' = 0 <=> X = 0 hoặc X = 2
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Bảng biến thiên
X —00 0 2 +00
y ’ -  0 + 0 -
y

hoo ^
“  -eo

Hàm số đồng biến trên (0; 2), 
nghịch biến (-oo;0), (2;+oo) và có 
đĩểmCĐ (2;2), C T(0;-2)
. Đồ thị: y" = -6x  + 6, y" = 0 
o  X = 1. Điểm uốn 1(1; 0)

Cầu 2. Phương trình hoành độ giao điểm với trục hoành: x"* -  4x^ + m = 0 (1) 
Đặt t = x  ̂> 0 thì (1) o  t̂  -  4t + m = 0 (2)
Điều kiện (1) có 4 nghiệm phân biệt

[s> 0
<=> (2) có 2 nghiệm dương phân biệt < » < P > 0 o 0 < m < 4 .

A’ >0
Với 0 < m < 4 thì (2) cỏ hai nghiệm dương ti < Í2. Khi đó, đồ thị của hàm 
số đã cho cắt trục hoàrứi tại 4 điểm có hoành độ theo thứ tự tăng dần là
~ \ J ^  I •

Yèucàuhàiloán: ^ - y Ị ĩ ^  = yỊt[ <=> t2 = 9ti
2

Kết hợp định lí Viet, ta có: ,
ti + = 4 ‘■ 6

tjÍ2 = m o  < t 2 =

36 ' ^Vậy m = —  là giá trị cần tìm. 
2S

1'2 ~  9 t j
m =-

ỈẼ.
5

25

Câu 3.
a) T a c ó :z^ -9 z ^  + 1 8 z - 9  = 0

o  z  ̂-  (3z -  3)^ = 0 o  (z^ -  3z + 3)(z^ + 3z -  3) = 0 
Cì> z  ̂-  3z + 3 = 0 (A = -3  = 3i^) hay z  ̂+ 3z -  3 = 0 (A = 21) 
Các nghiệm phức của phương trình là:

„ 3  + ^ i ___3 -^ /3 i _ _  -3  + V ^ ____ - 3 - V ^
Z l ---------- ------- Z 2 ---------- -------, Z 3 ------------- —------- , Z4 ---------

b) Điều kiên 0 < X < —. 
 ̂ 2

Đặt t = log.
2x2 >

X -- thì bất phương trình:

o  t - t - 2 < 0  0 - 1  < t < 2
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o  -1 < logg X - -2x2 >
< 2 <:í> — < X - —— 

3 3
<9 o  - < X < 1 .  

2

Vậy tập nghiệm bất phương trình: s =
Câu 4. Biến đổi tích phân:

_  V x  + 1)(1 + 2xe*)2

' ^ ì1
2

Tírứi Ii = J
1

x ( l+ xe*)

^  V(x + l)e*(l + 2xe*)

r̂2dx+ 1—dx = I ,+ 2 1 n 2

x e* (l+ xe*)
dx

Đặt t = x.e* thì dt = (x+1 )e* dx Khi X = 1 => t = e, X = 2 => t = 2e^
2ê  ,  2e* , , , 2

I , -  f ± t ^ d x -
■I t( l + t) J te '  '  e + t

= In 1 + 11 2e‘‘ = In 4e + 2e 
e + 1

Vậy tích phân I = In 16e® + 8e 
e +1V -  , X. y

Câu 5. Gọi 1(1 + t; 1+ 2t; -2t) € d là tâm của mặt cầu (S) cần tìm. 
Do (S) tiếp xúc với (a) và mặt phăng (Oxy) nên:

d(I, (a)) = d(I, Oxy)) o
_  |2(l + t ) - ( l  + 2 t) -4 t  + l|

' ' ' — ỉít
3 ' '

<:> |2 t - l |  = |3 t |0 ’ t = -1 hoặc t = —.

Với t = -1 thì (S) có tâm 1(0; -1 ; 2) và bán kính R = 2 nên (S) có phương
trình x  ̂+ (y + 1 )  ̂+ (z -  = 4.

Với t = — thì (S) có tâm I — — và bán kính R = — nên (S) có
5 ^5 ’5 ’ 5

phương trình I X -  — y - -
2+ 1 z + — 
5 25

Câu 6.

a) T a c ó  c o s a s in (p  -  y) =  — [s in (a  +  p -  y) -  s in (a  -  p +  y)].
2

co sP sin (y  -  a )  =  — [sin(P  +  y -  a )  -  s in (p  -  y +  a ) ] .
2

c o s y s in (a  -  P) =  — [sin (y  +  a  -  p ) -  s in (y  -  a  +  P)].
2

C ộ n g  v ế  v ớ i v ế  ba đ ẳng thứ c, ta đư ợc đ iều  cần  ch ứ n g  m inh.

b) T ừ  g iả  thiết: + 2Ơ„C^ + = 2 2 5

o  C Ỉ .C l+ 2 C lC ! + C ! C !  = 2 2 5
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<» (c;. + -  225 <t:> = 15 =15 n = 5.

Khai triển k Jfl0-31'
x " - 0 = t c í ( x ^ r . í - f í = È ( ĩ ( - 2>

SỐ hạng chứa x‘* ứng với 1 0 - 3 k  = 4 o k  = 2 
Vậy số hạng chứa x‘* là C5(-2)^.x‘‘ = 40x'‘ .

Câu 7. Vì B C 1  (SAB) =í> AB' 1  (SBC) s c  1  (AB'C)
^  ^ Vs,B,c. SC' SB'Ta có tỉ thể tích: _ — —

s c  SB'SABC

SC' 1 . SB' SB'.SB SA=* 2 
s c  ” 2 ’ SB “ SB" ~ SB  ̂ ~ 3

Vs ABC
V 2 a ®  . X ,  V 2  3nên Vs.AB'C' = 7 —a

Câu 8. MI = 3 .3
2 ’2

18

A D :x + y - 3  = 0

=i> D(x; 3 -  x) => A(6 -  x; X -  3)
Theo giả thiết DC = 3yÍ2
=í> AD = 2V2 => X = 4; X = 2.
Với X = 4 => A(2; 1); D(4; -1) => B(5; 4), C(7; 2)
Với X = 2 => A(4; -1); D(2; 1) => C(5; 4), B(7; 2).

^ . . .  Í 2 x - x ^ > 0  Í 0 < x < 2Câu 9. Điều kiện: < o
l - y ^ > 0  l . - l < y < l

Hệ
x^-y® -3x^+3y + 2 = 0 (1)

[3V2x-x^ - a  = 0 (2)

Đặt t = y + 1 =í> t e [0; 2], ta có (1) <=> x^ -  3x^ = t̂  -  3t^ 
Hàm số f(u) = -  3u^ nghịch biến trên khoảng (0; 2) nên:
( l )cí>t  = x<=>y + 1 = x Nên (2) a = -(x  -  1)  ̂+ 2^1 - (x -1 )^

Đặt V = y j l - ( x - l ý  => V e [0; 1] => (2) <=> + 2v -  1 = a
Hàm số g(v) = + 2v -  1 có m ing(v) = - 1 ;  m axg(v) = 2

(0:1] [0:1]
Vậy hệ phưcmg trình có nghiệm khi và chi khi -1 < a < 2.

1 2 '  'Câu 10. Nhân xét với a > 0 thì , - - > - .Dâu băng xảy ra khi a = 2.
2 + a^

Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta được:
2 + a  ̂= (a + 1) + (a^ -  a + 1) > 2\la^ + 1 => đpcm.
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Vx"+(y+z) '   ̂ | ^y+zỴ
Ì  [  X  )  1 X j

I  V® v  ̂ 1 ẑ  ỉTương tự ta cũng có: J -v..^ —3- > , , , ; . -...._,3 ^ 0 , ■
\y^+(z + xT X +jr+z^ \ z ^ + ( x + y )  x^+57^+z

Cộng vế theo vế, suy ra điều phải chứng minh.
Dấu bằng khi X = y = z.

r • —_ M'——n
DE SO 9

Câu 1. (1 điểm)

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thi của hàm số: y = -  — x'*X’  +  ^ x ^
4 2

Câu 2. (1 điểm) Viết phương trình đưòmg thẳng A đi qua A(-2; 1) sao cho 
khoảng cách từ điểm cực đại của đồ thị (C) của hàm số: y = -x^ + 3x + 2 
đến A bằng hai lần khoảng cách từ điểm cực tiểu của (C) đến A.

Câu 3. (1 điểm)

a) Tìm số phức z, biết - —- = ——
z Izr

+ 2 - Í .

^ 2x -2 _  g2x +y + 4Y ^  1 
b) Giải hệ phương trình: i „

=16

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = f ^ + 4 + xe  ̂ + 1̂ ^
ị  x(e*+lnx)

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian Oxyz, cho điểm A(5; 3; -1). Viết phương 
trình mặt phẳng (P) chứa trục Ox sao cho khoảng cách từ A đến (P) bằng 1. 

Câu 6. (1 điểm)
a) Giải phương trình: (cot3x + cotx)cot4x = (cot3x -  cotx)cot2x
b) Một hộp đựng 5 viên bi đò, 6 viên xanh và 7 viên bi vàng. Chọn ra 5 

viên bi từ hộp đó. Tính xác suất để chọn ra không có đủ cả 3 màu.
Câu 7. (1 điểm) Cho lăng trụ ABCD.AiB|C|Di có đáy ABCD là hình chữ 

rứiật, AB = a, AD = ay/s . Hình chiếu vuông góc của Ai lên mặt phẳng 
(ABCD) trùng với giao điểm AC và BD. Góc giữa hai mặt phẳng 
(ADD|Ai) và (ABCD) bằng 60' .̂ Tính thể tích khôi lăng trụ đã cho và 
khoảng cách từ Bi đến mặt phẳng (AiBD) theo a.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho elip (E): — = 1,8 4
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đường thẳng (d); X -  >/2y + 2 = 0 d c ắ t  (E) tại B, c. Tìm điểm A e (E) 
để diện tích tam giác ABC đạt giá trị lớn nhất.

Câu 9. (1 điểm) Giải bất phương trình V õ x - l  -  Vx -1  > V 2 x - 4  .
Câu 10. (1 điểm) Cho a, b, c là ba số thực dương thay đổi thỏa mãn: 

a + b + c = 3. Hãy tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:
F = (a + b)(b + c)(c + a ) -  ^  -y fh  .

LỜI GIẢI

Câu 1. Hàm số: y = x‘* + —x .̂
4 2 _

. Tập xác định; D = R: Hàm số chẵn.
• Sự biến thiên: lim y = - 00.

X->±«

y' = -x^ + 3x = x(3 -x ^ ) = 0<::>x = ±V3 hoặc X = 0. 
y' > 0 <=> X = -  Vs hoặc 0 < X < -v/s .

Bảng biến thiên: X -00 -%/3 0 •J3 +®

y' + 0 - 0 + 0 -

y +OỒ ̂
9

^  4 ^ 0  '

9
4 -co

Hàm số đồng biến trên (-oo; -^/3 ), (0;>/3 ) và nghịch biến trên (-V s ; 0), 
( yịs ; +Q0). Hàm số đạt CĐ tại (± V3 ; 9/4) và CT tại (0; 0).

Hàm số đạt cực tiểu tại M(-1,0) và đạt cực đại tại N (l, 4).
Gọi k là hệ số góc của A đi qua A (-2 ;l), ta có A:

y = k(x + 2 ) + l  <=>kx-y + 2 k + l = 0
, | -k + 2k + l| | k - 4  + 2k + l|

Theo giả thiêt, ta có: 2-— P-I— =  ----- , ------ — -

«  l2k + 2 |  = | 3 k - 3 l .
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Khi 2k + 2 = 3k-3ci>k = 5thìA:y = 5(x + 2) + 1 = 5x + 11.

Khi 2k + 2 = -3k + 3<=>k= — tìùA;y= — (x + 2) + l = —x + —.
5 5 5 5

’ 1 7Vây có 2 đường thăng: A: y = 5x + 11 và A; y = —X + —.

Câu 3  '  _  ^ ^
a) Điều kiện: z 0. Ta có z. z = I z p , do đó:

PT <» 1 -  i = 2 -  3i + (2 -  i)z
/"ì ‘N — 1 _1_ T  _ “ 1 + 2i (—1 + 2i)(2 + i) —4 + 3Ĩ —4 3.o ( 2 - i ) z  = - l + 2 i o z =  ———  o z  = ̂  _ _----  ̂= - —ì—  = -ẑ  + 3Ì

2 - i  (2-i)(2 + i) 5 5 5

Vậy nghiệm của PT là z = —  + - i .
5 5

b) Đặt a = 4*^, b = 2̂  => a > 1, b > 0.
42x=̂ -2 _22x^+y

Khi đó hệ: '
22y+2 _ 3  = 1 6

o
[a^ -1 6 ab  + 16b^ =16 

4b^ -3 a b  = 16

Suy ra zỉ‘ -  lổab + 16b^ = 4b"' -  3ab
o  a  ̂-  13ab + I2b^ = 0 o  (a -  b)(a -  12b) = 0 
Giải với hai trường hợp a = b; a = 12b, ta được nghiệm cùa hệ là (-1; 2), (1; 2)

C âu 4 . , ,  j Í 2 l ± ! ! l í > 5 Ĩ I Ĩ ± j ĩ L t l d ,

r x^ +4

x(e* + In x)
Vĩỉ ___x

dx + f xexe +1 ■dx = Ii + I2

v/Ĩ2 Ị
T í n h l i = x^ +4

lnx)x

d x . Đặt t = Vx^ + 4 =>tdt = xdx.

4 2 J  4 4 /  \

K h i đ ó l , =  f - L ^ = f d t +  n ^ ^ --------L_ dt = l  + l n -
ị e ~ 4  Ị  J U - 2  t  + 2 j  3

X 1  >/12 J / . X  1  \f xe +1 
i  (e*+lnx)i

Tính I2 = xe’’ +1 ^  _ ị  d(e* + Inx)
le +lnxjx  e +inx

= (ln|e*+lnx|] 1^ =hi ^ + ln > ^  Vậy I = 1 + ln —+ In
1 1  e'^+ln>/5 )  ^ 3

Câu s. PT mặt phăng (P) có dạng By + Cz = 0 (B^ + > 0)

^  + \ n y J Ĩ 2
Tn-s/õ

d(A, (P)) = = 1 <4̂  8B^ -  6C.B =
B = 0

B = ^  
4
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Khi B = 0 chọn c  = 1 =i> (P): z = 0

Khi B = —  chọn C = 4 = > B  = 3=> (P): 3y + 4z = 0.

Câu 6.

a) Điều kiện: X  ÌẾ — , X  —  với k nguyên

PT (cot3x + cotx)cot4x = (cot3x -  cotx)cot2x
cos3xsinx+cosxsũi3x oos4x_ co sS x sin x -co sx sin S x  cos2x

o

<=> sin(3x + x).

sin3xsinx 
cos4x

sũi4x 

-sin(3x -  x).

sin 3 X sin X 
cos 2x

sin2x

sin 4x sin 2x
cos4x = -cos2x <=> cos4x + cos2x = 0 <=> 2cos3xcosx = 0

Giải và chon nghiệm: X = (2n + 1 ) — với n nguyên.
6

b) Số cách chọn 5 viên bi tìr 1 Sviên là Cio = 8568 .
Ta xét các trường hợp chọn 5 viên bi có đủ 3 màu
-  Có 3 bi đỏ, 1 bi xanh, 1 bi vàng, số cách chọn là Cs.Cg.Cị = 420
-  Có 1 bi đỏ, 3 bi xanh, 1 bi vàng, số cách chọn là Cg.Cg.Cị =700
-  Có 1 bi đỏ, 1 bi xanh, 3 bi vàng, số cách chọn là Cg.Cề.C, = 1050
-  Có 2 bi đỏ, 2 bi xanh, 1 bi vàng, số cách chọn là Cg.Cể.Cị = 1050
-  Có 2 bi đỏ, 1 bi xanh, 2 bi vàng, số cách chọn là Cg.Cg.Cy = 1260
-  Có 1 bi đỏ, 2 bi xaiứi, 2 bi vàng, số cách chọn là Cg.Cg.C, =1575 
Do đó số cách chọn 5 viên bi không có đủ 3 màu là:

8568 -  (420 + 700 + 1050 + 1050 + 1260+ 1575) = 2513.
2513

Vây xác suất để chọn ra 5 viên mà không có đủ cả 3 màu p  = - - ---
8568

Câu 7. Gọi I là giao điểm của AC và BD 
Suy ra Ail J- (ABCD)
Gọi E là trung điểm AD
thì lE 1  AD; AiE 1 AD nên Ấ ^ I  
là góc giữa hai mặt phăng 
(ADDiAi) và (ABCD) 

a S

D,

Suy ra Ail =

Vậy V = Sabcd-AiI 3a^

Hạ CH 1  BD => CH 1  (A]BD)
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Vậy d(B,, (A,BD) = d(CB,, (A,BD) = d(C, A,BD)) = CH =

Câu 8. Giả sử A(Xo; Y o) G (E): —  = 1 là diêm cân tìm.
8 4

iVã

Khoảng cách từ A đến d là AH =

Xo-^/2yo+2 ^ x„->/2y,

x„ -  ^/2y„ + 2
r A đến d là AH = ---------7=------- . Ta có

s

^ \ x , - y Ỉ 2 y , \  + 2 = ^ 2 j 2 + { - ^ ) . 2 y Í 2

^  ^ 1 6 ( i  4 ^ )  + 2 => AH ^ 2V3

^ y„
2^|2 2

+ 2

Và AH  = 2V3 <=> X o - > ^ y o ^ 0 o r ° _ ^  =>A (2;-V 2).

Vậy diện tích tam giác ABC lớn nhất khi A(2; -V 2 ).
5 x - 1 ^ 0

Câu 9. Điều kiện: - x - 1 ^ 0 < = > x ^ 2  
2x -  4 ^ 0

Khi đó: Võx - 1 - V x - 1 >  yj2x -  4 <=> V 5x-1  > V 2 x - 4 + V x - l  

« > 5 x -  1 > ( 2 x - 4 )  + ( x -  1) + 2 7 (2 x - 4 ) ( x -1 )

< »  X +  2 >  7 ( 2 x - 4 ) ( x - 1 )

o  x  ̂+ 4x + 4 >  2x^ -  6x +  4 (vì X >  2 nên X +  2 >  0)
»  x^ -  lOx < 0  <=> 0 < X < 10.
Kết hợp với điều kiện ta đuợc 2 ^  X <  10 là nghiệm của bất phuong trinh đã cho. 

C âu 10. Ta có: (a + b + c)^ = a  ̂+ + c  ̂+ 3(a + b)(b + c)(c + a)

nên F = 9 -  —(a^ + 3 ^ ) -  —(b^ + 3 ^ ) - —(c  ̂+ 3 ^ )
3 3 3

Xét hàm số f(t) = t̂  + 3ịfị -  4t, t € (0; 11 thì f  (t) = 3t^ + -  4 < 0

hàm nghịch biến trên (0;1] nên f(t) > f(l) = 0, Vt e  (0; 1].

D o đ ó F  = 9 -  - ( a  + b + c ) -  - ( f (a )  + f(b) + f (c))<5 
3 3

Vậy maxF = 5 đạt được khi a = b = c = 1.
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DE SO 10

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. y = —— - .
x + 1

Câu 2. (1 điểm)
Tìm m để các tiếp tuyến của đồ thị (Cm) của hàm số: 
y = x“ + mx^ -  m -  1 tại các điểm cố định của (Cm) vuông góc với nhau. 

Câu 3. (1 điểm)
a) Giải phưomg trình sau trên tập hợp các số phức: 2̂* + 4 = 0.
b) Giải phương ưình: 21og2X + 31ogx(2x + 1) = 6 + log2(2x + 1).

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = [— ---- d x .
'  x(e* + In x)

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian toạ độ Oxyz, cho hai đường thẳng (a) và
' u _ x + 2 y + 1 z x - 2  y - 1  z + 2(b) có phương ưình lân lượt là — —̂ = — — = —; ------ =  ------= ——̂ .

4 - 1 1 4  -1  1
Chứng minh (a) song song với (b), tính khoảng cách giữa chúng. Viết 
phương trình mặt phẳng (a) qua (a) và vuông góc với mp((a), (b)).

Câu 6. (1 điểm)
a) Cho tam giác ABC, tính:

* A,  B s = tan— tan— 
2 2

+ tan—tan— + tan —t a n ^ .  
2 2 2 2

b) Tính tổng: s = 3C° +5C;,+ i c ị  +... + (2n +3)Cl.
Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABCD có đáỵ ABCD là hình vuông tâm 

o. Hình chiếu của s lên mặt đáy trùng với điểm H là trung điểm của AO. 
Mặt phẳng (SAD) tạo với đáy một góc 60° và sc = a. Tính thể tích khối 
chóp S.ABCD và khoảng cách giữa AB và sc.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phang tọa độ Oxy, tìm tọa độ các đỉnh A, B, c 
của tam giác cân ABC, biết AB = AC = 5, đườnẹ cao AH có phương 
trình: 3x -  y -  6 = 0, các đỉnh B và c lần lượt nam trên các đường thẳng 
di; 7x + 3 y - 5  = 0, d2: x - y - 4  = 0.

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phương trình;

, ( x , y . R ) .
76x^ - 20y^ +2 = ^4x(8x + 1)

Câu 10. (1 điểm) Cho 2Ị, b, c là các số thực dương. Chứng minh bất đẳng thức:
a + b b + c c + a 2(ab + bc + ca) 13------1— ^

a + b + 2c b + c + 2a c + a + 2b 3(a^+b^+c^)  6
Dấu đẳng thức xảy ra khi nào?
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LỜI GIẢI
Câu 1.

• Tập xác định: D = R \ { -!} .
. Chiều biến thiên:

lim y = +0 0 ; lim y = - 0 0  => Tiệm cận đứng X = -1 

lim y  = 1 => Tiệm cận ngang y = 1

Cho y = 0 =:> X = 2.
Tâm đối xứng là giao điểm hai tiệm cận I(-l;l) . 

Câu 2. Đồ thị (Cm) qua điểm (x; y) cố định
•o  y = x'* + mx^ -  m -  1 nghiệm đúng với mọi m. 
<:> (x^ -  1 )m = y -  x"* + 1 nghiệm đúng với mọi m

[y = x - 1
Vậy đồ thị (Cm) luôn luôn qua 2 điểm cố định là A ( - l ; 0), B(1 ;0).

7 ’Ta có v ’= 4x  ̂+ 2mx.
Hai tiếp tuyến tại A, B vuông góc

y '(-l).y '(l) = -1 o  (-4 -  2m)(4 + 2m) = -1
<=> (4 + 2m)  ̂= 1 o  4 + 2m = 1 hoặc 4 + 2m = -1

3 5 3 5
m = hoặc m = - —.Vậy m = - — hoặc m = .

2  2  2  2

Câu 3.
a) Ta có; + 4 = 0 <=> 7̂* = -4  <=> = -4  = (2i)^

o  = 2i hoặc ỉ  = -2i 
Suy ra: ẑ  = 2i = (1 + i)̂  «> z = ±( 1 + i)
Và ẑ  = -2 i = (1 -  i)̂  o  z = ±(1 -  i). Vậy có 4 số phức: z = ±(1 ± i).

b) Điều kiện 0 < X ,  X  1.

Biến đổi phương trình: 2 1 og2X + 31og,(2x + 1) = 6 + log2(2 x + 1) 
o  Goglx -  3 )(2 1og2X -  log2(2 x + 1)) = 0
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1 + xe* dx

<=> logaX = 3 hay 21og2X = log2(2x + 1)
<=> logaX = 3 hay 21og2X = log2(2x + 1)
<» logaX = 3 hay log2X̂  = log2(2 x + 1) 
o  X = 8  hay x̂  -  2x -  1 = 0 
Ta đuợc tập nghiệm: s = {8; 1 + n/2 }.

Câu 4. Đặt t = e* + Inx => dt = Ị̂ e* +—jd x  =

Đối cận; x = l = > t  = e ;x  = e=:>t = e®+l

Suy ra: I = [—LÍLÍE---- (Jx = [ —  = Intp *' = ln(e' + 1) -  1
Jx(e*+lnx)  J t   ̂ ^

V ậy:I = l n ( ê ' + l ) - l .
Câu5.Ta có (a) đi qua A (-2 -l;0 ) và có một VTCP là a = (4; -1; 1)

Ta có (b) đi qua B(2; 1; -2) và cũng nhận a = (4; -1 ; 1) làm một VTCP. 

Vì AB = (4; 2; -2) khác phương với a nên (a) và (b) song song với nhau.

Khi đó d(a, b) = d(A, b) = - p ị-
a

Ta có n = [a  , AB] = (0; 12; 12) suy ra d(a, b) = = 4
3v2

Mp(a, b) nhận n = [a , AB] = (0; 12; 12) làm VTPT.

MP(a) qua (a), (a) vuông góc với mp(a, b) nên (a) nhận p = — ^  [ a , n ] = 

(l;2 ;-2)làm m ộtV T PT .
Mặt khác (a ) qua A(-2; 1; 0) nên (a ) có phương trình

(x + 2) + 2(y + l ) - 2 ( z - 0 )  = 0 hay X + 2y -  2z + 4 = 0.
Câu 6.

A . B .  .n  c. ctan(— -  —) = cot —

tan-
tan-^(tan— +tan— )=  1 -  t a n t a n — 

2 2 2 2 2

a) Ta có: tan(— + — )
2 2

. A  ̂ B tan — + tan —
^  2 2 -

1 -  tan — tan —
2 2 2

c , .  c .  A _ ,Do đó s = tan— tan— + tan— tan— + tan—tan— = 1.
2 2 2 2 2 2

b) Tacó:(2k + 3)C|; = ( k +  1)C|; + (k  + 2)c!; nên

S=(C° -f2c;, +3C^ + ... + (n + l)C;:) + (2C^+3c;, 44C^+...+(n + 2X:;::)
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Ta có: (1 + X)" = c “ +cịx^ +... 4C >"
Nên x(l + x)" = c ị x  +cix^ + c y  +... 4€> "^ '
Lấy đạo hàm ta có: (1 + x)" + nx(l + x)" '̂ = Q  +2C|,x + 3Ĉ X̂  +... + (n + ix^x" 

Cho X = 1, ta có: c “ +2CỈ, +3C^ +... + (n +1X:;; = 2" + n2"-i (1)
Ta có: x^(l + x)" = c y  + c y  - K : y  + ...+C >"^ '

Lấy đạo hàm ta có: 2x(l + x)" + nx^(l + x)"‘'
= 2C“x + 3C^x" + 4C^x" +... + (n + 2)C>"^'

Cho X = Ithì: (2C° + 3Cj, +4Cị +... + (n + 2)C") = 2.2" + n.2"-*
T ừ ( l ) v à  (2) s  = (n + 3)2".

Câu 7.
Đặt SH = X.
Gọi K là hình chiếu cùa H lên AD.
Suy ra SKH là góc giữa hai mặt 
phang (SAD) va (ABCD).

Tacó: K H =  ^  =^DC = Ặ z ^ H C  = xx/6
s  s

Theo giả thiết 6x^ + x^ = <=> X = => DC = rr-
s íĩ  yÍ2Ĩ

\r-' \ r  -   ̂ c  c o  -  1 ^  í  4 a  Y _ 1 6 a^V ậ y v  gS*BCD.SH - g g ^ -

Gọi M là hình chiếu vuông góc của H lên CD, N là hình chiếu vuông góc 
của H lên SM, thì HN 1  (SCD),

do đó: d(SC, AB) = d(AB, (SCD)) = d(A, (SCD)) = -  d(H, (SCD)) = -  HN
3 3

Tính toán có được;HM = 3a TTXT â v/s J/C>ri A n \- ^ =  => HN = —̂  => d(SC, AB) = .2V7 V2 1
Câu 8. Đường thẳng d| đối xứng của đường thẳng dị qua đường cao AH có

(7
phưorng trình: 19x -  33y -  83 = 0=> giao diêm củad, và d2 là c

' ^ ^ 2 2
Điểm đối xứng của c  qua đường thẳng

AH thuôc di là B í —;
[ 2  2

Đường tròn (T) có tâm B và bán kính 
5 có phương trình

( x - ỉ ) ^  + ( y - ỉ ) ^ - 2 5 .
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Giao điểm của AH và đường tròn (T) là A^— j và A' — j .

Vậy cô 2 tam giác ABC và ABC: a [ Ĩ ; | ) ;  A '[ ỉ; - |] v à  c ị l - ị

Câu 9. Điều kiện: X > nên X > 0.
Biến đổi phương trình cùa hệ thành: (x-^x-y^X2(x-y^) + x̂  +x7x-y^]=0  

Vì 2(x -  y )̂ + x̂  + x>/x-y^ > 0 và dấu bằng khi X = y = 0: không thỏa

hệ nên X = ựx- y^ o  * *
 ̂ [o ^ X  ̂1

Khi đó, tử phương trinh thứ hai cùa hệ ta có: 96x  ̂-  20x +  2 =  ị ị 4 x ( 8 x  + 1) 
Theo bất đẳng thức Côsi:

Q , 8x +1 o 8x +1 +
96x^ -  20x +  2 =  -(8 x -l)^  + ------------ ^— ằ^4x(8x + l)

2
' ' 1 ^I^Dấu bằng xảy ra khi X = — => y = ± —

8 8
( ,  n^\

Vậy hệ có hai nghiệm là:
V'

Câu ỈO. Biến đổi bất đẳng thức 
a + b b + c

L ^ Ị Ĩ
8 ’ 8

2 ^ '
8

o

c + a 2(ab + bc + ca) 13 
a + b + 2c b + c + 2a c + a + 2b Sía^ + b^+c'^) 6

a b c 5 ab + bc + ca
b + c + 2a c + a + 2b a + b + 2c 12 3(a^ + b^+c^) 

Nhận xét: Với các số thực dương A, B, c, D, X, Y, z  thì 
5^ V  ^  (X + Y + Z f  
A ' B c A + B + C

Ta có: +-
b + c + 2a c + a + 2b a + b + 2c 

_ â  b̂  ^  (a+bfc)^
ab + ac + 2a  ̂ bc + ba + 2b‘̂ ca + cb + 2ĉ  2(a^+b^+c^+ab+bc+ca)

Đặt X = â  + b̂  + c ,̂ y = ab + bc + ca thì X > y > 0.

Khi đó, ta cần chứng minh ^ —
2(x + y) 12 X

(x -  y)(x + 4y) > 0 (luôn đúng vì X ^ y > 0).
Dấu bằng xảy ra khi a = b = c.
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ĐE SO 11

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số:

y = - —x ^- x ^  + 3 x - 4  
3

Câu 2. (1 điểm) Chứng minh đồ thị (H) cùa hàm số y = 2x + 2 
x - 1

có một tâm

đối xứng và hai trục đổi xứng.
Câu 3.(1 điểm)

a) Xác định tập hợp các điểm M trong mặt phăng phức biểu diễn các số 
phức z thoả mãn: | z - i |  = | ( l+i )z | .

Câu

b)G iài phưomg trình: 21og2(x-2)-K 4x-7)log2(x-2) + 2 (x - 2 )  = 0.
1t

4. (1 điểm) Tính tích phân I = [--------
Q sinx  + V3

m *T'___ ì."* A.
cosx

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho các điểm

A(l;  0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 3; 2) và mặt phẳng (a): X + 2y + 2 = 0. Tìm 
toạ độ điểm M biết rằng M cách đều 3 điểm A, B, c và mặt phăng (a). 

Câu 6. (1 điểm)
L ___1 4oos^x + 2cos’̂ x(2sinx-l)-sin2x-2(sinx  + cosx) „a) Giải phưomg trình:--------------------^ ^  ̂=0

2 sin ^x -l
b) Xét các sổ gồm 9 chữ số, trong đó có 5 số 1 và bốn chữ số còn lại là 
2 , 4 ,6 ,  8. Có bao nhiêu số mà 5 số 1 xếp liền nhau.

Câu 7. (1 điểm) Cho lăng trụ đứng ABC.A’B'C' có đáy ABC là tam giác 
vuông tại A. Khoảng cách từ AA' đến mặt phẳng (BCCB') bàng a, khoảng 
cách từ c đến (ABC) bằng b, góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (ABC) 
bằng (p (0° < cp < 90°). Tính thể tích khối lăng trụ ABC.A'B'C theo a, b và 
ọ. Khi a = b không đổi, hãy xác định <p để thể tích khối lăng trụ 
ABC.A'B’C’ nhỏ nhất.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho các điểm 
P(l; 1), Q(4; 2). Lập phưomg trìiứi đường thẳng d sao cho khoảng cách từ 
p và Q đen d lấn lượt bằng 2 và 3.

Câu 9. (1 điểm) Giải bất phương trình: ^ — + y / x ~ ^  ằ 8 -  X .

Câu 10. (1 điểm) Cho X, y, z là các số thực dương thay đổi và thoả mân
. , x  ̂ v̂

X + y + z  = 3. Tìm giá trị nhỏ nhât của biêu thức:A = I H—
X + ỊT y  + z Z + ỈT
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LỜI GIẢI

Câu 1, Hàm số: y = + 3x -  4.

• Tập xác định: D = R
• Sự biến thiên: lim y = +00 và lim y = -00

X->-00

y'= -x^ -  2x +  3; y' =  0 <=> X =  1 hoặc X =  -3. 
y' > 0 <=> X e (-3; 1); y' < 0 o  X € ( - 00; -3 ) u  (1; +Q0).  

Bảng biến thiên:
X -00 - 3 1 +00

y' 0 + 0 -

y
hoo ^

^ - 1 3 ^

-3) và (1; +oo).
7

Hàm sô đạt cực đại tại: X = 1, y c Đ “  y(l) = -  —

Hàm sổ đạt cực tiểu tại: X = 3, ycT = y(-3) = -13. 
• Đồ thị:
y" = -2x  -  2, y" = 0 »  X = -1 
nên đồ thị có điểm uốn

I ( - l ; ) là tâm đối xứng.

Đồ thị hàm số cắt trục Oy tại điểm (0; -4))
Câu 2.

lim y = 2=>y  = 21àTCN
X-*»±oo

lim y = - 00; lim y = +00 => X = 1 là TCĐ « 1̂“ . »1+x^r
' 2x ^ 2 *Đô thi (H): y = ——— có giao điêm 2 tiêm cân là 1(1 ;2).

X - 1

„  ' — • 4  íTịnh tiên hệ trục theo 01 thì (H): Y = — là hàm sô lẻ nên có tâm đôi
X

xứng là gốc I.

V ìđiểm M (X;Y) e ( H ) o Y  = -  x=— M(Y;X) e (H)
X Y

Và có -X  = —  ^  M (-Y ;-X ) e  (H).

Do đó (H) có hai trục đối xứng là 2 phân giác Y = ± X.
Câu 3.
a) Đặt: z = X + yi, X, y e  R và M(x;y) là điểm biểu diễn số phức z trên mặt 

phăng phức.
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Ta có ị z -  i I = I (1 + i)z I 
<=> I X + (y -  l) i  I = I (x -  y) + (x + y)i I 
<4> x^+ (y -  1)̂  = (x -  y)=̂  + (x + y ỷ  
<=> x̂  + ŷ  + 2y -  1 = 0
Vậy tập điểm biểu diễn là đường tròn x̂  + ŷ  + 2y -  1= 0. 

b) Điều kiện: X > 2
Xem phương trình đã cho như phương trình bậc hai theo biến 
t = log2 (x -  2), giải ta được các trưòmg hợp sau:

Khi log2(x -  2) = - —<=> x = 2 + .

Khi log2(x -  2) + 2x -  4 = 0
Vì hàm số f(x) = log2(x -  2) + 2x -  4 đồng biến trên (2; +oo) nên phương

5trình có nghiệm duy nhât X = —.

1 5Vậy phương trình có 2 nghiệm: X = 2 + X = —.
V2 2

R
3

Câu 4. 1= f -
oSÌ

dx
sin X + y/s cos X

— n
_ l ' r  dx

í

d sin  ̂ 71̂
X -  — 

6
2 ^ _ ị n 0 cos I X -  — 

6
 ̂ 2„J , 2 Í„0 1 - s in  1 X - -  

6

Do đó; I = — In 
4

1 +sin | X - — 
6

1 -  sin X -
7C

= — In 3. 
2

Câu 5. Gọi điểm cần tìm M(a, b, c).
=> AM = (a -1 ; b; c), BM = (a; b -1 ; c), CM = (a; b-3; c-2).

ÍMA'=MB'“ ía = b
Do M cách đều A, B, c  nên , ^  , _ __

[MB''=MC^ [c = -a  + 3

d(M, (a)) = MA <=> I -  ^(a  - 1)  ̂+ a^ + (a -  3)^ .
v5

Giải phương ưình trên ta được a = 1, a = — .

Với a  = 1 =>M(1; l ;2 ) .VỚia= Y  3 = 3 3 )•

Vậy các điểm cần tìm là M (l; 1; 2); M (—
3 3 3

M(a; a; -a  + 3)
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Câu 6.

a) ĐK: X ĩ t — + k —. Biến đổi phương trình:

4cos^x + 4cos^xsinx -  2cos^x -  sin2x -  2(sinx + cosx) = 0 
<» 2(sinx + cosx)(2cos^x -  cosx -  1) = 0

<=>
cosx + smx = 0 
cosx = l  <=>

1cosx = - —

X =  +  k n
4 ' 2ỈC7C

X = k27i So sánh điêu kiện, được X = — - , k e Z
2n , „ x = ± - ^  + k2n 
3

b) Ta xem 5 số 1 xếp liền nhau 11111 là số A
Do đó số cách xếp là số hoán vị của 5 phần tử A, 2, 4, 6, 8. 
Vậy theo quy tắc nhân thì có 1.2.3.4.5 = 120 số.

Câu 7. Ta có CC' = '> -;AC=
coscp sincp

Tính được: AB = 

Vậy V =

ab

yjĥ  -  a^ sin^ (p 

ab^

Suy ra S a b c  =
ab"'

2 sin cp >/b  ̂ -  sin^ (p

sin 2(p yỊh^ -  â  sin^ ọ
Câu 8. Già sử phương trình d: Ax + By + c = 0 (A^ + B^ 0)

T -tK'' Jd(P.d)-2Từ già thiêt: ị
^  ld(Q ;d) = 3

|A + B + C| _
■' ■ r~\ “i”  ■ I  ~T~ «  ^

(1)Va '  + b '
|4A + 2B + c| _ <=>•<

= 3

|A + B + C| _ 2
|4A + 2B + c| 3 
(A + B + C ) ' = 4 ( A ' + B ' )Va' +B

(1) 3(A + B + C) = ±2(4A + 2B + C)

ÍC = 5A + B

(2)

c = 5A + B
^ -1 1 A -7 Bu  —------ -̂-----

Xét c -  5A +B thì
4(3A + B)' =4(A'  + B ' )

ÍC = 5A + B ÍC=5A + B
^ Ị 8 A '+ 6 A B  = 0 ^ | a  = 0 v 4A = -3B

- N ế u A  = 0=i>Bí t0,C = B. ChọnB = C =  l , t a c ó d ; y +  1 = 0 
-  Nếu 4A = -3B  thì chọn A = 3, B = - 4 = > C = 1 1  
Ta có d: 3x -  4y + 11 = 0.
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Xét c  = ^ . Giải tưomg tự ta được A = B = c  = 0 (loại).

Vậy đường thẳng d: y + 1 = 0; d: 3x -  4y + 11 = 0.
Câu 9. Đặt t = Vx - 4  điều kiện t > 0 và ta có t̂  = X -  4

BPT J -  + >/x-4  ^ 8 -  X o  11 + 2 I > 2(4 -  t^)

o  2t^ + t -  6 > 0 hoặc 2t^ - 1 -  10 > 0 <IÍ> t > -
2

í  2 5Giải ra nghiêm bất phưomg trình: X > — .
4

Câu 10. Ta có 3 - A  = - ^ ^  +xy^ yz^ ZX̂  xy^ yz^ ZX̂
X + y^ y + z  ̂ z + x^ 2 ^ 5 ^  2 ^ 5 ^  2 ^ / ^

^  Vxy.y yịyz.í Vzx.x
2 2 2

xy + y yz + z zx + z 1 ,< ---- ^ ^ — + — - — = — (x + y + z + xy + yz + zx)
4 4 4 4

< - [ 3  + - ( x  + y + z)^] = - ( 3  + 3 ) = - = > 3 - A < - = > A >  -  
4 3 4 2 2 2

' 3Dâu "=" xảy ra khi và chỉ khi X = y = z = 1. Vậy minA = —.
2

ĐE SO 12
’ ' ' 2 X̂Câu 1. (1 diêm) Khảo sát và vẽ đô thị (C) của hàm sô: y = 1 + 2x -  — . Suy

,  2 X ^  Xra sô nghiêm của phưcmg trình; 1 + 2x -  —  = m theo tham sô m.
4

Câu 2. (1 điểm) Tiếp tuyến của đồ thị (C) của hàm số y = 2 x - 3
x - 2

tại M cắt

các đường tiệm cận của (C) tại A và B. Gọi I là giao điểm của hai đường 
tiệm cận. Tìm tọa độ điểm M, sao cho đường tròn ngoại tiếp tam giác 
lAB có diện tích nhỏ nhất.

Câu 3. (1 điểm)
a) Giải phưomg trình nghiệm phức: (z -  i)(z'* + (1+ i)z^ + i) = 0.
b) Giải phưcmg ữình: logjị(2x^) == log2 X .

Câu 4. (1 điểm) Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi đồ thị hàm số: 
y = (x -  2)lnx và trục Ox. Tính diện tích của (H).

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian Oxyz, cho hình hộp chữ nhật 
ABCD.A'B'C'D’ có A trùng vơi gốc o, B(a; 0; 0), D(0; a; 0), A'(0; 0; b),
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(a > 0, b > 0). Gọi M là trung điểm cạnh c c .  Tính thê tích khối tứ diện

BDA'M và xác đinh tỷ số — để măt phăng (A'BD) J- (MBD)
b

Câu 6. (1 điểm) a) Cho 2sina + 3cosa = 2. Tính tan a. 
b) Cho n là số nguyên dưong, tính tổng

■cv2 n 4 „ g „ g „ 2(n +1)

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang, ABC = BAD = 90°, 
BA = BC = a, AD = 2a. Cạnh bên SA vuông góc với đáy và SA = a\/2 . Gọi 
H là hình chiếu vuông góc của A trên cạnh SB. Chứng minh tam giác 
SCD vuông và tính theo a khoảng cách từ H đến mặt phăng (SCD).

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hai đưòmg tròn 
(C): x  ̂+ y^ -  2x -  2y + 1 = 0 và (C): x^ + y^ + 4x -  5 = 0 cùng đi qua 
điểm M (l; 0). Viết phưorng trình đường thẳng đi qua M cắt hai đường 
tròn (C), (C ) lần lượt tại A, B sao cho MA = 2MB.

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phưomg trình: 5x = 2y 4
l / - 3 y  = 2 x - 2

Câu 10. (1 điểm) Với mọi số thực X, y, z dưcmg thay đổi, thỏa mãn xyz = 1.

Chứng minh rằng: X +. y + z > & f ; 4

LỜI GIẢI

Câu 1. Hàm số: y = 1 + 2x^ -
4

• Tập xác định: D = R. Hàm số chẵn. . Sự biến thiên: lim y = -00
X -»±0O

y = 4x -  x  ̂= x(4 
Bảng biển thiên

-  x^), y' = 0 X = 0 hoặc X = ±2.
X —00 -2 0 2 +00

y' + 0 - 0 + 0 -
y —00

5
 ̂1

5 „
—eo

.Đ ồ thị y" = 4 -  3x^ y" = 0 o  X = ± - ^  nên2

đồ thi có 2 điểm uốn [ ± - ^ ;  —
I  n/3 9 y

Đồ thị nhận trục tung là trục đối xứng.
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' 2 ' ' ’SÔ nghiệm của phương trình: 1 + 2x -  —  = m băng sô giao điêm của
4

đường thẳng y = m và đưòrng cong (C). Dựa vào đồ thị trên ta có;
- Neu m = 5 hoặc m < 1 thì phương trình có 2 nghiệm.
- Neu m = 1 thì phưcmg trình có 3 nghiệm.
- Neu 1 < m < 5 thì phương trình có 4 nghiệm.
- Nêu m > 5 thì phương trình vô nghiệm.

Câu 2. Tập xác định; D = R \ {2}.
Ta có lim y = - 00, lim y = +00 nên tiệm cận đứng: X = 2.

x->2 x->2'̂
Ta có lim y = 2 nên tiệm cận ngang; y = 2.

Phương trình tiếp tuyến tại M(xo; yo) e  (C) là; 
1y =

( x o - 2 y
2X(J -  3- (x-Xo)+

Tọa độ các giao điểm của tiếp tuyến với các đường tiệm cận:
^o. ^Xọ 2 ^

’ Xn - 2
; B(2xo-2;  2)

V -̂ 0 ^ y
Tam giác lAB vuông tại I nên bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác

lAB là: R = ^  = j ( X o - 2 f +-
2 V' " ' (Xo-2)

Vậy s = nR̂ > 2n. Suy ra minS = 2n, đạt được khi

<=> (xo -  2)'* = 1 <=> (xo -  2)^ = 1 <» Xo = 1 hoặc Xo = 3.
Vậy có hai điểm thỏa mãn M(l ;  1) hoặc M(3; 3).

Câu 3.
a) Phương trình (z -  i)(z^ + (1 + i)z^ + i) = 0.

<=> (z -  i)(z* + l)(z^ + i) = Ocí> z — i = 0 hoặc + 1 = 0 hoặc + i = 0.

Giải ra được các nghiệm phức là: Z| = i, Z2 = -i, Z3 = , Z4 =

b) Điều kiện; X > 0.

Đặt t = log2, ta có logs(2x^) = log^ X =
3

Phương ưình logg(2x^) = log2 X o  3t^ -  2t -  1 = 0 <::> t e Ị l ; - —I 

Khi t = 1, ta có log2X = 1 o  X = 2.

Khi t = , ta có logĩ = -Ậ  <=> X =
3 ^ " 3  ^
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Vậy nghiệm của PT là X = 2 và X =  .

Câu 4. PTHĐGĐ của đồ thị hàm số và Ox:
'x  = 2
X =  1

Vì X G [1; 2] =:> 2 -  X > 0, Inx > 0.

(x -  2)lnx = 0 (x > 0) <=>

2 2

Diện tích; s = j|(x  -  2) In x| dx = |(2 -  x) In xdx 
1 1

V V'
Đặt u = Inx; dv = (2 -  x)dx. Khi đó du = — ; chọn V =  2x -  —

Í2 X - Í 1 Ì
1  ̂í  

In X -  f 2 - ^ ì d x =  2 1 n 2 - Í 2 x - í ^ ì
2 J L ^ 2 )  1 4 J

Suy ra s =

Vậy s = 2 1 n 2 - — (đvdt).

Câu 5. Từ giả thiết ta có: C(a; a; 0), C'(a; a; b)=> M(a; a; —)
2

Nên BD = (-a; a; 0), BM = (0; a; - ) ,

BÃ' = (-a ; 0; b)

= 2 In 2 -

2

Do đó: Vbdam = - |  [ b D,Bm ].B Ã ’

Mặt phăng (BDM) có vectơ pháp tuyến là:

mặt phẳng (A'BD) có vectơ pháp tuyến; 02 = [BD,BA'l = (ab; ab; a?) 

Do đó (BDM) 1  (A'BD) <» = +— - a ' =0

<=>a = b o  — = 1. Vây tỉ sổ: — = 1. 
b • ̂  b

Câu 6. a) Ta có: 2sina + 3cosa = 2 => 3cosa = 2 -  2sina 
=> 9cos^a = (2 -  2sina)^ => ISsin^^a -  8sina - 5  = 0

=> sina = 1 hoặc sina = —^ .
13

Xét sina = 1 => cosa = 0 => tana không xác định (loại)

: - a

a="b
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Xét sina = —^  => cosa = —  hay cosa = —— (trái giả thiêt). 
13 13 13

V ậ y s - ỉ c ; - i c - . i c ỉ - i c ỉ . , . . * | ^ c ; = ^ .
Câu 7. Gọi I là trung điểm của AD.

Ta có lA = ID = IC = a => CD ±  AC.
Mặt khác CD J- SA. Suy ra C D 1  s c  nên tam giác SCD vuông tại c. 
Trong tam giác vuông SAB, ta có:

S H ^ S A '^  SA"* _ 2a ' _ 2
SB “ SB^ “  SA^ +AB'' 2a^ + a" 3

Gọi di và d2 lần lượt là khoảng cách 
từ B và H đến mặt phẳng (SCD) thì: 

d , SH 2_* 2 .
di SB 3  ̂ 3 ’

Ta có: di
3V,BSCD SA.SBCD

’SCD •'SCD

SBCD=ỈAB.BC = ỉ a “

SscD = -  SC.CD = - ylSẢ' + AB' +BƠ M ơ  + ID ' -  a ' V2 
2 2^

Suy ra di = — .

Vậy khoảng cách từ H đến mặt phẳng (SCD) là: d2 -  — d| -  .

Câu 8. Đường ừòn (C) có tâm 1(1; 1), bán kính R = 1; Đường tròn (C ) có 
tâm I'(-2; 0), bán kính R' = 3.
Gọi A là đưòmg thẳng cần 
tìm có VTPT lả n = (a; b)
=> (A); ax + by -  a = 0, a  ̂+ b  ̂>0.
Ta có; R^ -  d^(I; A) = 4(R'^ -  d \ l ’; A)) a = ±6b 
Từ đó, tìm được hai đường thẳng Ai: 6x + y -  6 = 0, Ag: -6x + y + 6 = 0.
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o T  . . . k - 5 x  = 2 y - 4  í ( x ^ - 2 x  + l ) - 3 ( x - l )  = 2y
Câu 9. Ta có hệ < ^

y ^ - 3 y - 2 x - 2  y 2 - 3 y  = 2 ( x - l )

Đặt t = X -  1. Hệ trở thành
|t^ - 3 t  = 2y 
l y ' - 3 y  = 2t

Suy ra; (t -  y)(t + y -  l) = 0<=>y = t hoặc y = 1 - 1.
Khi y = t = > t  = y = 0 ; t  = y = 5 nên nghiệm là (1; 0), (6; 5)

Khiy = 1 - t = > ^  nên nghiệm là (0;2), (3 ;-l).
[y = - i H y - 2  

Vậy nghiệm là (1; 0), (6; 5), (0;2), (3 ;-l).
Câu 10. X, y, z dưong thay đổi, thỏa mãn xyz = 1.

Tacóz  + z + y > 3  ị [ ỹ ỹ .

Tươngtựx + x + z> 3 ^x ^z  ; y + y + X> 3 ^y'^x 
Cộng ba bất đẳng thức thì được:

3(x + y + z) > 3( ̂ /zV + ^x^z + ^y^x )

=> x + y  + z> + ^ f ỹ \

x + y + z>  3 " V  +  3 +  3
V xyz V xyz\xyz

Vậy:x + y + z í ^ + ^  + ^ .

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = y = z = 1.

DE SO 13

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số: y =
2 - x

Câu 2. (1 điểm) Tìm X để hàm số f(x) = — + 2x ,̂ với X > 0 đạt giá trị nhỏ nhất.
X

Câu 3. (1 điểm)
a) Tìm số phức z thỏa mãn |z + 1| = |z + i| và môđun của số phức z -  2i đạt

giá trị nhỏ nhất.
b) Giải bất phương trình: log2X -  log4(x -  3) > 2

7t
2

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = í—
siít

3

dx
s i n 2 x - 2 s i n x
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Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho hình hộp chữ 
nhật ABCD.AiB|C]D| vơi Ai(0; 0; 0)  ̂ Bi(l ;  0; 0), Di(0; 2; 0), 
A(0; 0; 3). Gọi M, N, p, Q lần lượt lềc trung điểm các cạnh AB, B|Ci, 
CiDi, DịD. Chứng minh rằng các điểm M, N, p, Q cùng thuộc một mặt 
phăng (a). Xác định thiết diện của hình hộp khi cắt bởi mặt phẳng (a), 
tính thể tích của khối chóp có đinh c  và đáy là thiết diện đó.

Câu 6. (ỉ điểm)

a) Giải phương trình; -ị:^cot X +  — — —
yj2 sin X + cos X

í
= 2 sin X +  ■

ỵ , » 1 1 1  A  T* c u a  A  J

b) Giẹo đồng thời 2 đồng xu cân đối 3 lần độc lập liên tiếp. Tính xác suất 
để cỏ ít nhất 2 lần cả 2 đồng xu đều sấp.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn tâm o, O' và có 
chiều cao h = a. Gọi A, B là hai điểm thuộc đưòrng tròn đáy tâm o sao 
cho AOB = 60“. Vẽ đường sinh AA'. Biết góc giữa đường thẳng A '0  và 
mặt phẳng (AA'B) bằng 30°. Tính theo a khoảng cách giữa hai đường 
thẳng O Ọ 'và A'B.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho tam giác ABC biết A(1; 4), 
phương trình đường cao BH là X -  2y + 9 = 0, phương trình đường phân 
giác trong CD là X + y -  3 = 0. Tìm hai đỉnh B và c.

Câu 9. (1 điểm) Giải phương trình: 2-\/x^ - 9  = (x + 5)-/^  ̂ .
V X - 3

Câu 10. (1 điểm) Cho các số thực dương a, b, c thỏa điều kiện: 
a + b + c = 1. Tim giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

^ 2  3
+ b^ + ab + bc + ca

LỜI GIẢI

Câu 1. Hàm số: y =
2 -  X

• Tập xác định: D = R \ {2}.
4

(2-x)==
• Sự biến thiên: y' = > 0, Vx 2.

Đường thẳng X = 2 là tiệm cận đứng, vì lim y = +CO, lim y = -00
x->2” x->2'̂

Đường thẳng y = 0(trục hoành) là tiệm cận ngang vì 
4

lim y = lim — —̂ = 0.
X -> ± « o  X -> ± 0 0  2 — X

Bàng biến thiên X -00 2 +»

y' + +
+00 0

—00
y

0 / ^
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a) Giả sử z = X + yi (X , y € R),
Ta có |(x + 1 ) + yi| = |x + (y + l)i|

<=> a/(x + 1 )̂  + y^ = -y/x̂  + (y + 1 )̂  o  y = X.

Do đó; | z - 2i| = >/x'̂  +(y-2)^ =\/x^ + ( x - 2)̂  =yỊ2(-Ịí-lf +2>\Ỉ2  

Suy ra: |z -  2i| nhỏ nhất o  (x; y) = (1; l).Vậy số phức: z = 1 + i.
b) Điều kiện X > 3.

BPT: log2X -  log4(x -  3) > 2 o  log4X̂  > log4(x -  3) + log4l 6 
<» log4X̂  > log4l 6(x -  3) <=> x  ̂-  16x + 48 > 0 <=> X < 4 hoặc X >12. 
Vậy nghiệm BPT là 3 < X < 4 hoặc X > 12.

n n

Câu 4 .1 = = ] .
sin 2x -  2 sin X J 2 sin x(cos X -1 )

3 3

dx

o o
ít tt

_ 1 sin xdx _ ^
2 J sin^ x(cos X - 1) ~ 2 j (1 -

3 3

d(cos x)
2 ị  sin^ x(cos X - 1) 2 J (1 -  cos^ x)(l -  cos x)

3 3

Đặt u = cosx thì du = d(cosx).
. _ 71 _ 1. _ X A

Khi x = - r  = > u = - ^ , x = - r  =^u  = 0.
3 2 2
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l » [ ( l  + u) + ( l - u ) ] ^^ 1 ]  du ^  °r du
4 Ị  ( l + u ) ( l -u )"  4 J ( l - u ) "  / l - u

2  v i  2

-  1  l l  l  + 1  1 , .= ---- -̂---+ —In——  —ln3.
4(1- u )  8 l - u j i  4 8

2

Câu 5. Ta có M ( i ; 0; 3), N (l; 1; 0), P ( ị ;  2; 0), Q(0; 2; | ) .

Phưang trình mặt phẳng (MNP) là: 6x + 3y + 2z -  9 = 0.
Thay toạ độ của điểm Q vào phương trình trên, ta thấy nó thoà mãn.
Vậy bốn điểm M, N, p, Q đồng phẳng, và phương trình của mặt phẳng 
(a), là: 6x + 3y + 2z -  9 = 0.
Thiết diện là lục giác MENPQP 
có các đinh là trung điểm của các 
canh của hình hộp chữ nhật ta có 
C ( l ; 2 ; 3 )
Gọi h là chiều cao cùa hình chóp 
C.MENPQP thì;

16.1 + 3.2 + 2.3-91 9h = d(C, (a)) =
V6^+3^+2^

Gọi M', F' là hình chiếu của M và F lên mp(A]BiCiDi) thì lục giác 
M 'BiNPD|F' là hình chiếu của lục giác MENPQP lên mp(AiBiCiDi).

Gọi (p là góc giữa m p(a) và đáy của hình hộp thì;cos(p = |cosỊn„,kj = —

3
^ M ’B,N PD iF’ ^ M 'B iN P D jF ' ~ ^ M E N P Q F ’ ^ ® ^

Sm.io _  '-’M'B,NPD.F' 21 .... , i _  i  Z1 y
S m e n p q p  ~ • Vậy thê tích Vc.MENPọp -  o “ '.Icos ọ 4 3 4 7 4

1 21 9 9

C âu 6.

a) Điều kiện: X ít kn và X 5* + kTĩ

s in 2xBiến đổi phương trình: - ^ c o t x  +
yỊ2 sin X + cos X

= 2 cosx

cosx 2sinx
V2 smx smx+oosx

-2 =0 ocosx(sữix+ cosx -  2 V2 sinxcosx) = 0

Với cosx = 0 < » x = ^  + k 7T Với sinx + cosx -  2 V2 sinxcosx = 0(1) 
2
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Đặt t =  sinx +  cosx =  V2 sin X +  — .
V

ĐK: 11 1 < V2 . Khi đó ( 1 ) thành - y Ị Ĩ  t̂  + 1 + V2 = 0 

o  t = >/2 hoăc t = — ■;=.
V2

Vây X = - — + k27t; X = k27i; X = — + k27ĩ
12 12 4

So sánh điều kiện, nghiệm của phương tìình là: x=  — +k7i ;x= — + ,k e z

b) Gọi M là biến cố: "có ít nhất 2 lần cả 2 đồnẹ xu đều sấp"
A là biến cố: "có đúng 2 lần cả 2 đồng xu đều sấp"
B là biến cố: "cả 3 lần cả 2 đồng xu đều sấp" 
thì M = A u  B và A, B xung khắc.

Ta có xác suất để ữong môt lần gieo cả 2 đồng xu đều sấp là —
4

3  9• 4  = ^ ,P ( B )  =
. 4 , 4  64 v4y

Suy ra P(A) -

Do đó P(M) = P(A) + P(B) =—  + —
64 64

64

32
Câu 7. Ta có 0 0 ' // (AA'B)

=í> d (0 0 ', A’B) = d (0 , (A'AB))
Gọi H là hình chiếu của o lên AB thì AH ±  (ABA') 
=> d(0, (A'AB)) = OH và Õ Ã ^  = 30°

Đăt OH = X OA' = 2x và 0'A' = OA
V3

Tam giác 0 0 'A' vuông tại O' nên +

aVs

^ 2x^^ . 2 ®= 4x => X =
2sj2

Vậy d(OƠ, A'B)
2 /̂2 ■

Cầu 8. Cạnh AC là đường thẳng qua A và vuông góc với BH nên có phương 
trình 2(x -  1) + (y -  4) = 0 <» 2x + y -  6 = 0
Đỉnh c là giao điểm của AC và CD nên toạ độ của c là nghiệm của hệ

phương trình:
2x + y - 6  = 0

, suy ra C(3; 0).
[x + y - 3  = 0

Gọi (d) là đường thẳng qua A và vuông góc với CD, phương trình của 
(d):(x -  l ) - ( y - 4 )  = 0 < » x - y  + 3 = 0

126 -BĐT-



Toa đô giao điểm I của (d) và CD là nghiêm của hê suy ra
x+y-3=0

1(0; 3).
Gọi A' là điểm đối xứng của A qua CD, suy ra I là trung điểm của AA' 
nên A '(- l; 2). Do CD là đưÒTig phân giác trong góc c nên đường thẳng 
CB đối xứng với đường thẳng CA qua CD, suy ra CB là đường thẳng qua 
c, A' hay nhận CA' = (-4; 2) làm vectơ chỉ phưong nên có phưcmg trình 
(x -  3) + 2(y -  0) = 0 X + 2y -  3 = 0.
Đinh B là giao điểm của BC và BH nên toạ độ cùa B là nghiệm của hệ

phưomg trình; j ^ 3 = 0 ^
[ x - 2 y  + 9 = 0

Câu 9. Điều kiện: X < -3  hay X > 3.

Phưomg trình: 2\lx^ - 9  = (x + 5)^-^ ^ ^
x - 3

«  2 .
V ■

(x-3)^  =(x + 5)x + 3 
x - 3

X -  3
2|x -  3| - ( x  + 5) = 0

X + 3 <=> X + 3 
x - 3

<=>

X -  3

X - 3  

X = -3

x - l l  = 0 ; x>3  
l - 3 x  = 0 ; x ^ 3  o  

X < -3 
X > 3

[ 2 | x - 3 | - ( x  + 5)] = 0

X = -3  
x = l l

Vậy nghiệm của phưong trình là s = {-3; 11}.
Câu 10. Đặt t = a  ̂+ + c .̂

Ta có: 1 = (a + b + c)^ = a  ̂+ + c  ̂+ 2ab + 2bc + 2ca

< 3(a^ + b  ̂+ c^) => i < t <  1 .
3

2 3 _ 2 6Do đó; p = —5----- ----- -  +---------------= — .
a + b + c ab + bc + ca t 1 - 1

Xét f(t) = -  , với - <  t < 1 f ' (t) = —, ,
t 1 - t  3 t ^^d- t ) '

f  (t) = 0 Ci> t = ---- ----- ; t  = -----^  (loại).

Lập BBT thì có min p= 4(2 + yỈ3).
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ĐE SO 14

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số:
_ 1 3 2 1  5y = —X -  X -  3x .

3 3

Suy ra đồ thị (C ) của hàm số: y = ỉ x ^ - x ^ - 3 x - -  
3 3

Câu 2. (1 điểm) Tìm m để đồ thị hàm số: y = x'* -  (m + l)x^ + 2m + 1 ( 1 ) cắt 
trục hoành chỉ tại hai điểm phân biệt A, B sao cho AB = 2.

Câu 3. (1 điểm)
a) Giải phưong trìiứi nghiệm phức: +2021 = 0.

b) Giải bất phưong trình:
3.2’' - !  4 * + l

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = í---------............. .
3 x + 1 -  v 2x + 1
2

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian toạ độ Oxyz, cho đường thẳng (d): 

và mặt cầu(S): (x -  1)^+ (y + 1)^+ (z + 3)^ = 9. Chứng
1 2 ~~2

minh (d) và (S) có hai điểm chimg A, B phân biệt. Viết phuOTig trình mặt 
phang (a) biết ràng (a ) qua A, B và cắt (S) theo một giaó tuyến là đường 
tròn lớn của (S).

Câu 6. (1 điểm)

a) Chứng minh hệ thức: cos  ̂X -  sin^ x 
cot  ̂x -  tan^ X

= sin^ xcos^ X.

b) Tìm hệ số lớn nhất của khai triển:
P(x) = (1 + x)( 1 + 2x)" với số nguyên dưcmg n thỏa mãn điều kiện
C ^ + C L . l + . . .  + C L .:= 2^^

Câu 7 (1  điểm) Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều cạnh a, tam 
giác SAC cân tại s, góc SBC bằng 60*’, mặt phẳng (SAC) vuông góc với 
mặt phẳng (ABC). Tính theo a thể tích khối chóp S.ABC.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy, cho hình thoi ABCD có 
phương trinh hai cạnh AB, AD lần lượt là:x+2y-2=0; 2x + y + 1 = 0. Đoạn 
thẳng BD chứa điểm M (I; 2). Tìm tọa độ các đỉnh của hình thoi.

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phương trình: 2y" ■x̂  = 1

2x " - y ^ = 2y-
, (x, y € R).

Câu 10. (1 điểm) Cho tam giác ABC có 3 cạnh a, b, c tương ứng với 3 trung 
tuyến ma, mb mc.
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Chứng minh: mgm|j + niị,m^ + m m < — (ab + bc + c a ) .
4

LỜI GIẢI
Câu ỉ.

Hàm số: y = — -  3x .
^ 3  3

• Tập xác định: D = R
• Sự biến thiên lim y = -00 và lim y = +00

X - > -0 0  x -v + o o

y' = x  ̂-  2x -  3, y' = 0 o  X = -1 hoặc X = 3. 
Bảng biến thiên x —00 —1 3 +00

y ' + 0 - 0 +

y
—00

0 - - ^ 3 2

3

Hàm số đồng biến trên các khoảng (-oo; - 1 ) và (3; +oo); nghịch biến trên 
khoảng (-1; 3).

Hàm số đạt cực đại tại X = -1 ;ycĐ= 0 và đạt cực tiểu tại X = 3; ycT = -32

. Đồ thị: y" -  2x -  2, y" = 0 <» X = 1 nên đồ thị có điểm uốn I

nên đồ thị (C ) giữ nguyên phần đồ thị (C) khi X > 5 và lấy đối xứng phần 
X < 5 của (C) qua Ox.
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Câu 2. PTHĐGĐ của đồ thị hàm số (1) và Ox: 
x'* -  (m + l)x^ + 2m + 1 = 0  

Đặt t = x  ̂(t ^  0), ta có t̂  -  (m + l)t + 2m + 1 = 0 (2)
Đồ thị hàm số (1) cắt Ox chỉ tại 2 điểm phân biệt 
»  PT (2) có hai nghiệm trái dấu: ti < 0 < Í2 hay t| = Í2 >0 

p < 0 hay ( A = 0 và s > 0)

2m + 1 < 0 hay (m = 3 ± 2-v/3 và — > 0 )

<=> m < - — hay m = 3 ± 2 -v/3 . 
2

T'- -' X _  m +1 ±V m ^-6m - 3Ta có ti,2 = ------------ ---------------nên AB = 2

o  2yjt^ = 2 <=> yịt^ = 1 <=> t2 = 1

I— -̂-----------  [m < 1
<=> Vm -6 m  -  3 = 1 -  m <=>

m = -1
Vậy giá trị cần tìm là m = -1.

Câu 3.

o  m = -1  (chọn)

a) Đặt z = a + ib (a, b € R) khi đó:

Phương trình đã cho trờ thàiứi: 

a ^ -b ^ - 2 a b i  + 2021 = 0 «

= a^ -b ^  + 2abi
= a^ -  b  ̂ -  2abi

fa^ -b ^  + 2021  = 0
2ab = 0

Từ hệ trên, ta suy ra b 0. 

Do đó chỉ xảy ra trưòng hợp:
ía = 0

[b = ±72021

Vậy sổ phức cần tìm là z = ±72021 i.
b) Ta có; 4’' + 1 > 0, Vx 6 R

1 1  Í3.2’' - l > 0
D o đ ó :B P T ---- =----

3 .2 ^ -1  4 * + l [4* - 3 .2 * + 2 > 0

íx > - lo g 2 3 J x > - lo g 2 3

[2* < 1 hay 2 < 2* [x < 0 hay 1 < x
Vậy nghiệm BPT là -log23 < X < 0 hoặc 1 < X.

Câu 4. Đặt t = 7 2 x +1 t̂  = 2x + 1 => tdt = dx
3

Khi x = ^  =>t = 2 ;x  = 4 = > t = 3.
2
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1 =  i — — - 2^f = 2 ^   ̂ I ^
l x  + ĩ - s l 2 x  + l  i ( t - l f  J t t - 1  ( t - 1)'
2 2

dt

= 21n 2 + l .
Câu 5. Đường thẳng (d) đi qua M (l; 1; -2) và có một VTCP là

ã = ( l ; 2 ; - 2).
Mặt cầu (S) có tâm 1(1; -1 ; -3) và có bán kính R = 3.
Ta có IM = (0; 2; 1). Đặt n = [a ; IM ]

Ta có n = (6; - 1 ; 2) suy ra I n 1 = ^f4\

Ta có d(I, (d)) = =  = < R nên đường thẳng (d) cắt (S) tai hai điểm
|a | 3

A, B phân biệt.
Toạ độ của A, B có dạng (1+t; 1 + 2t; -2  -  2t),

Vì A, B e (S)=> (1 + t -  1)  ̂+ (1 + 2t + 1)  ̂+ (-2 -  2t + 3)^ = 9 t = ± -
3

Do (a ) qua A, B và cắt (S) theo một giao tuyến là một đường tròn lớn nên 
(a) chính là mặt phẳng qua (d) và tâm I của (S).
Do đó (a ) là mặt phăng qua I, nhận n = [a  , lA ] = (6 ;-l;2 ) làm một 
VTPT nên có phương trình là

6(x -  1) -  (y + 1) + 2(z + 3) = 0 hay 6x -  y + 2z -  1 = 0 .
Câu 6.
a) Ta có

cos^ X -  sin^ X
cot^ X -  tan^ X cos^ X sin'^ X

cos^ X -  sin^ X . 2 2 cos^ X -  sin^ X= sin xcos X.---- --------—- —
cos'' X -  sin'* X

sin^ X cos^ X

= sin^x.cos^x
c o s ^  X +  s i n ^  X 

k _ /^n-k

= sin^x.cos\.

b) Ta có c* =0"** 'nên
Co i/~’l 1 1 P" _  pii+l _1_ ^"+2 p2n+l

2n+l ••• "T T  +  .. .  +  C>Q2̂n+l ■ '2n+l 2̂n+l ■"2n+l ^2n+l

Do đó
>2n+l. (1 +1)“*' = c?„, +CỈ„., +q„.. +q„, + ...+CS.. +C|:;!

=  2 ( C Ỉ „ . , - t C ị . . ,+ . . .  + C Ỉ „ . )  = 2 ”

Suy ra 2n + 1 = 31 Cí> n = 15.
P(x) = (1 + x)(l + 2x)" = ao + aix +... + an-ix"”̂'

Giả sừ (1 + 2x)'^ = bo + bix +... + bisx'^.
Thì P(x) = (1 + x)(l + 2x)" = (1 + x)(bo + b|X +... + bisx'^)
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-  bo +  (b o  +  b i ) x  +  ( b |  +  b 2 )x ^  + . . .  +  (b i4  +  b i s ) x '^  +  b i5 x '* ’

Ta có b i=  CỊ5.2 ‘, 0 < i <  15

b i > bi_, CỈ51 '  > c ị - ' . 2 ''' »  i < 10 

b , > b ,+ , »  CỈ5 .2' > c ; ; ' . 2'^' «  i > 10.
Do đó bo < bi <... < bio > bn >... > bi5. 
nên ao < ai <... < aio = bọ + bio 
v àb io+ b ii = a ii > ai2 >... > ai6.
Do bọ = Cj5 .Ỷ  < CỊỈ .2" = b |  I nên aio < ai 1.
Vậy hệ số a, lớn nhất là aii = b |0 + bii = CỊ5.2’° +CỊ5.2"  .

Câu 7. Gọi H là trung điểm của AC, suy ra SH ±  (ABC). ^
Dùng định lý côsin trong tam giác SBC:

2

SC^ = SB^ + a  ̂-  a.SB SH^ = SC^ -  —  .

Tam giác vuông SHB: SB^= SH^ +

a.SB = 3a 3a=^SB = — =>SH = 
2 2

4
aVõ

Vậy Vsabc ~
8

Câu 8. Phương trình hai cạnh AB, AD lần lượt là: X + 2y -  2 = 0;

 ̂ 1
3 ’ 3

2x + y + 1 = 0 nên tìm được A 

Phương trình các đường phân giác góc A là 

<=> |2x + y + l| = |x + 2y - 2| o
/

Xét di, thì BD: -X + y -  1 = 0 =5- B(0; 1), D

|2x + y + l| |x + 2 y -2 Ị à J---- -L ----1 = J---- 24----L
s

3x + 3 y - l  = 0 (dj) 
x - y  + 3 = 0 (d2)

 ̂ 2 _ r
3 ’3 /

Thừ lại, M nằm ngoài đoạn BD nên bị loại.
Xét d2, thì BD: x + y -  3 = 0=> B(4; -1), D(-4; 7) (thỏa)

s

Suy ra c 4 1 3  
3 ’ 3

Câu 9. Hệ phương trình:
2y=̂ -x'̂  = 1

2x  ̂-  y = 2y -  X

Trừ hai phương trình của hệ ta có:
2x^ -  y  ̂= (2y -  x)(2y^ -  x^) <=> 5y^ -  2y^x -  2x^y -  x  ̂= 0
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<» (y -  x)(x^ + 3xy + 5y )̂ = 0

Vì x  ̂+ 3xy + 5y^ = x + 3yY . l l y ' ^ 0 nên suy ra: X = y.
V ^ J  ^

Thay X = y vào hệ ban đầu, suy ra tập nghiệm của hệ: s = {(-1; -1); (1; 1)}
Câu 10. Ta chứng minh 3 bất đẳng thức của tam giác ABC có 3 cạnh a, b, c 

tưcmg ứng với 3 trung tuyến ma mb mc:

( 1 )  : ma  ̂+ mb  ̂+ mc  ̂= — (a^ + b  ̂+c^)
4

(2) : a  ̂+ b^ +c^ < 2(ab + bc + ca)
(3) : ma+ mb+ mc< a + b +c.

Bình phương bất đẳng thức (3) và kết họp bất đẳng thức (1) và (2) thì có 
được bất đẳng thức:

m̂ m̂  + m(,m̂  + <-(a^ +b  ̂+c^) + (ab + bc + ca) < —(ab + bc + c a ) .
8 4

ĐE SO 15

Câu 1. (1 điểm)
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số y = x'* + x  ̂-  2.
Đường thẳng d: y = - 6x -  6 nằm phía trên hay phía dưới đồ thị (C).

Câu 2, (1 điểm) Tìm m để đồ thị hàm số: y = x  ̂ -  3mx^ + 3m(m -  l)x có hai 
điểm cực trị A, B và góc giữa đường thẳng AB với trục hoành bằng 45°. 

Câu 3. (1 điểm)
1

a) Tìm số phức z

c r " - 6A ^
i + iVã

, biết n là số nguyên dương thỏa mân

b) Giải hệ phương trình:
| 2* -  2 - 3 y - 3 *  

|3^ -  2 = 3 x -2 ^

Câu 4 (I điểm) Tính tích phân I = | - x"e* d x .
J(x + 2)^

Câu 5. (I điểm) Trong Ichông gian Oxyz, cho ba điểm M| (l;0 ;l), M2(2 ; - l ;  0) 
và M3(0; 0; l). Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua M3mà khoảng 
cách từ Mi và M2 đến (P) đều bàng

2
Câu 6. (I điểm)

a) Giải phương trình: 5 + cos2x = ócosx + 4sinx.
b) Tính tổng; T = 1C° + 2CỊ, + 3Ĉ  +... + (n + 1)CỊỊ.

-BĐT- 133



Câu7.(lđiểm) Cho lăng trụ đứng ABC. A'B'C, có các cạnh AA' = AB = 3a, 
BC = 4a, CA = 5a và M là trung điểm cạnh bên BB'. Tính theo a thể tích 
khối lăng trụ ABC.A'B'C' và diện tích thiết diện của hình lăng trụ 
ABC.A'B'C' khi cắt bời mặt phẳng (P) qua A' và vuông góc với AM.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng Oxy, cho tam giác OAB cân tại A và (C): 
( x - 2) ' + (y + 1)  ̂ = 1 là đường tròn nội tiếp tam giác này. Viết phưong 
trình các đường thẳng chứa các cạnh của tam giác OAB, biết Ỵa ^  0.

Câu 9. (1 điểm) Giải bất phưong trình: 2(Vl + 6x + \js  - 6x) > 1 - 6x .
Câu 10. (1 điểm) Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số

y =
sm X

sin(x -  —)
,VÓÌXG

+Vl + 2cos X ^

LỜI GIẢI
Câu 1. Hàm số: y = x“* + x  ̂-  2

. Tập xác định: D = R. Hàm số chẵn 
• Sự biến thiên: lim y = +00

y' = 4x^ + 2x = 2x(2x^ + 1), y' = 0 <=> X  ̂
Bảng biển thiên

X —00 0 +<»

y' - 0 +

y 4-QÔ ^ «  +00
- - - 2 ^

iyi

I m-1| o Ị ì X

0. \\

Hàm số nghịch biến trên (-00 ;0), đồng biến trên (0; + 00).
Hàm số đạt CT(0;-2).
. Đồ thị; y" = 12x^ + 2 > 0, Vx nên không có điểm uốn.

y = 0 < = > x ^ = lo x  = ± l.
Đồ thị nhận trục tung là trục đối xứng.
Đặt y = f(x) = + x  ̂-  2, y = g(x) = - 6x -  6
Xét hiệu f(x) -  g(x) = x“* + x^ -  2 + 6x + 6

= (x^ -  IXx^ + 2) + 6(x + 1) = (x + 1 ) V  -  2x + 4)
= (X + 1 f  [(X -  1 )̂  + 3] > 0, Vx.

Vậy hai đồ thị tiếp xúc nhau tại điểm M (-l; 0) và đồ thị (C) ở phía trên 
đường thẳng d với mọi X -1 .

Câu 2. Tập xác định D = R.
Ta có: y' = 3x^ -  6mx + 3m(m -  1). Do đó đô thị có hai diêm cực trị 

y' = 0 có hai nghiệm phân biệt 
o  9m > 0 <=> m > 0. (Vì y' đổi dấu qua 2 nghiệm PT y' = 0)
Mà y = (x -  m)y' -  2mx + m^(m -  1)
nên PT đường thẳng AB: y - -2mx + m^(m - 1).
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Góc giữa đường thẳng AB với trục hoành bằng 45”

<=> -2m  = -1 hoặc -2m  = 1 <=> m = — hoặc m = Chọn giá trị m =

Câu 3.

a) Ta có: =6  <=> n (n - l)
2

Chọn số nguyên dưoTig n = 4.

= 6<=>n^-n-12 = 0

Ta có z = í   ̂ ^
4

í i - i V^ Ỵ
 ̂1 +i-j3 ^ 1 4 J

= ^ ( l - i V 3 ) ( l - i V 3 f

Cách khác;

Do đó z ■

= 4 - ( 1 - ìV3 )(-8 )=  — i.
4'* 32 32

1  l - i^ /3  _ ’ ^
1+Ìn/3

cos

1 V  ^ 1 ( (  4ti

1 + i V s  J  16l I  3

( \
+ isin —

l  3 j /

(  4nY 1  ̂ 7Ĩ . .
— = --- -Ị- -cos- +isin-

16 V 3 3j

^  1  Vs .
Vậy: z =  - - ^  + 4^1 .

32 32

b) Hệ phương trình: -  2 -  3y -  3*
[3 ^ -2  = 3 x - 2 ’'

Trừ hai vế của hai phương trình trong hệ suy ra
2̂  ̂-  3^ = 3(y -  X) -  3’' + 2  ̂ <íí> (2" -  ỉ ) +  (3’' -  3^)+ 3(x -  y) = 0 

Xét X > y thì VT > 0, X <y thì VT < 0, X = y thì phương trình trên thỏa mãn. 
Thay y = X vào phương trình thứ hai: 3’' + 2’‘ -  3x -  2 = 0 (1)
Đặt f(x) = 3’' + 2’‘ -  3x -  2 => f  ’(x) =3’‘ln3 + 2’‘In2 -  3 
^  f ’(x) = 3’‘(ln3)^ + 2’‘(ln2 )̂  > 0
nên f'(x) đồng biến trên R, do đó f  ’(x) = 0 có một ngtũệm duy nhất nên lập BBT 
thì f  có một cực trị duy nhất. Suy ra f(x) = 0 có nhiều nhất hai nghiệm.

Câu 4. Đặt

2

đ ó l =  j

u = x^e* du = (2x + x^)e*dx
, dx = > 1 1d v - v = ---- —

i  ( x  +  2)'* x + 2

du -  x(x +2)e’'dx 
1

Do

Tính J: Đặt

x^e* -dx = -
J(x + 2f

u = X

dv = eM x'

X + 2
0 0

[ du = dx 

v = e*

V = -----------
ỉ x + 2

2 2

+ Ịxe^dx = -e^ + J  , với J = Ịxe^dx
0 0

-BĐT- 135



D o đ ó J= x e ’' ’ -  fe*dx-2e^-e*| = 2e^ -e ^ + l = e^+ 1  VậyI = -e^ + + 1 = 1
'0 J lo

0

Câu 5. Mặt phẳng (P) đi qua M(0; 0; 1) nên có phương trình
A (x-0) + B (y-0 ) + C (z - l)  = 0hayAx + By + C z -C  = 0(A^ + B  ̂+ C^>0)

Khoảng cách từ M |, M2 đến (P) bằng nên
2

|A + C -C | |2A - B - C | V2

Va " + b  ̂ + ~ Va " + b " + c " ”  2
Do đó IA I = I 2A -  B -  c 1 hay ±A = 2A -  B -  c 
Suy ra c = A -  B hoặc c = 3A -  B.

|A| V2
-  Với c =  A -  B thì từ , ■ ' .. V =  ta suy ra

Va" + B"+C" 2
2A^ = A^ + B  ̂+ (A -  B)^ «  2B(B -  A) = 0.

Nếu B = 0 thì c = A, ta lấỵ A = 1 thì (P) có phương trình: X + z -  1 = 0 
Nếu A = B thì c = 0. Ta lấy A = 1 thì (P) có phương trình:x + y = 0.

2

-  Với c = 3"-B thì từ
|A| _ 4 2  ....... ------  = ta suy ra

Va"+B"+C" 2
2A^ = a H  B^ + (3A -  B)^ 8A^ -  6AB + 2B^ = 0.

«  4A^ -  3AB + B^ = 0 <=> (2A -  -B )^  + ^
4 16

0

D o đ 2 A -— B = 0vàB  = 0,tứclàA  = 0,B = 0vàdođóC  = 0 : loại 
4

Vậy có 2 mặt phẳng (P) có phương trình: x + z -  l = 0 ;x  + y = 0.
Câu 6.
a) PT: 5 + cos2x = 6cosx + 4sinx 

<=> c o s \  -  3cosx + 2 = 2sinx 
<=> (cosx -  l)(cosx -  2) = 2sinx

2(2 -  cosx)sin^— = 4sin—cos—
2 2 2

<=> [(2 -  cosx)sin— -  2cos—]sin— = 0

• ^  _ ns in — = 0 (1)

(2 -c o s x )s in —= 2cos— (2) 
2 2

Ta có (1) <» X = 2k7i
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Với phưcmg trình (2), ta thấy cos— ^  0,

nên phương trình (2) o  (2 -  cosx)tan— = 2
2

Đặt t = tan—, ta có phương trình: 3t^ -  2t^ + t -  2 = 0 
2

(t -  l)(3t^ + t + 2) = 0ci> t= l< = >  tan— = 1 X = — + 2k7ĩ.
2 2

Vậy nghiệm X = 2k7ĩ; X = — + 2k7t, k e z.

b) Vì: c|: = c:~'^ nên: T = i c ị  + 2Cị + 3C^ +... + (n + DC;: 

hay T = IC" + 2C"-' + 3C;:^" +... + (n + 1X3°
Cộng vế theo vế: 2T = (n + 2) (C° + cj, + + ... + CJỊ) = (n + 2).2"
Vậy T = 1C° + 2c;, + 3C^ +... + (n + ixi;; = (n + 2)2 

Câu 7. Ta có AC^ = AB^ + BC^ = 25a^ 
nên tam giác ABC vuông tại B 
= >  S a a b c  =  6 a^

Vậy: V a b c .a 'B'C’ = 18a^
Gọi N là trung điểm AB 
^  AM 1  A'N =:> A N  c  (P).
Mà BC 1  AM, nên BC // (P)
=> (P) cắt mp(ABC) theo giao
tuyến NI song song BC => A"N 1  NI (I e AC). B’

Vậy: S aa 'n i =  Ì A ’N.NI =

Câu 8. Ta có (C) có tâm 1(2; -1), R = 1 và d(I; Ox) = 1 = R.
Vậy OB: y = 0. (C) không tiếp xúc Ox, nên OA có dạng 

y = kx kx -  y = 0 (k ÌẾ 0)

d(I, OA) = R <íí> = 1 o  3k ' + 4k = 0 <=> k = - -
+ 1

Vậy OA: 4x + 3y = 0.

^ ^ 3
Ta CÓ Xa  =  Xi = 2 =>

(C) tiếp xúc với Ox tại T(2; 0) => B(4; 0).

Suy ra AB qua B(4; 0) và có VTCP ÃB = 1̂ 2;- j  nên VTPT (4;-3). 

Vậy A B ; 4 x - 3 y - 16 = 0.
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Câu 9. Điều kiện: X e
1  ̂ 1 
’e ’2

Đặt a = Vl + 6x , b = -v/3 - 6x thì a, b > 0, = 4
Bất phưomg trình:

2(\/l + 6x + V 3 -6 x ) ^ 1 -  6x

<» 2(a + b) > ^ - «> (a + b)(4 + a -  b) > 0: đúng vì
2

a + b > O v à b - a < b  + a <  -^2(a^ + b^) = 2V2 < 4 .

Vây tâp nghiệm của bpt: s = .

Câu 10. Ta có y =

Ị. 1 

.  6 ’2 ^

sin X -  cos X

2 sinx  + -v/sin  ̂X + 3cos^ X 
/̂2

t a n x - 1

Trường hợp X = —; ta có y =
2 4

Trường hợp X e ( Ị ; 7i] ta có y , -------
2 2 X -  V tan^ X + 3

Đặt t = tanx, khi X € ( —; 7i] ^  t 6 (-Qo; 0]

Hàm số trở thành y = f(t) = — .—
2 t - y ỉ ẽ T Ỉ

(do cosx < 0)

Ta có f'(t) =
( t - V t ^ + 3 ) - ( l -  , ) ( t - l )

yJi^+3
( t - y Ị t F + 3 f

^  yÍ2 + 3 + t - l

2 + 3 ( t-V t^  + 3)

Ta có f'(t) > 0 <=> Vt^ +3 < 1- t (do t -  Vt^ +3 < 0) 
O t^  + 3 < ( 1  -  t ) ^ O t < - l .

Bảng biến thiên: t —oo -1 +00

f'(t) + 0 -

f(t)

4

Ĩ 2
3

, V2 . _ n/2
Kêt hợp hai trường hợp của X, ta có maxy = - — ; mmy — —̂

3 4
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DE SO 16

Câu 1. (1 điểm)
' ' ' 3x H" XKhảo sát sự biên thiên và vẽ đô thị của hàm sô: y = — - -.

X + 1
Câu 2. (1 điểm)

Tìm của m để đồ thị của hàm số: y = x"* -  2mx^ + 2 (1) có ba điểm cực trị 

tạo thành một tam giác có đường tròn ngoại tiếp đi qua điểm D ^3 9^ 
5 ’5

Câu 3. (1 điểm)
a) Giải phưcmg trình nghiệm phức: -  6 =  0 .

b) Giải phưomg trình: log^ (x^ + X +1)^ -  log 1 (x  ̂-  X + 1)
2

= Ì lo g 2(x^ + X̂  + 1 )̂  + lo g ^  Vx"* -X^ + 1  .
o

Câu 4. (1 điểm) Cho hình phẳng (H) giới hạn bời đồ thị hàm số
2 _X . ’ '

y = -----^ v à  hai trục tọa độ. Tírứi thê tích của khôi tròn xoay tạo thành
x + 1 ■

khi quay hình (H) quanh trục hoàiứi.
Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho điểm A(4; 0; 0) 

và B là điểm trong mặt phăng (Oxy) thỏa mãn AB = 2\/ĨÕ vàAOB = 
45°. Tìm tọa độ điểm c trên tia Oz sao cho thể tích tứ diện OABC bằng 8. 

Câu 6. (1 điểm)

a) Cho tana -  3cota = 6 và 71 < a  < . Tính; A = sina + cosa.
2

b) Tìm hệ số của x  ̂ trong khai triển thành đa thức của biểu thức:
P(x) = (x^ + X -  l)^

Câu 7. (1 điểm) Cho khối chóp S.ABC. Trên các cạnh SA, sc lần lượt lấy

các điểm M, N sao cho = 2 , = — . Măt phẳng (a) qua MN và
MA NC 2  ̂  ̂ ^

song song với SB chia khối chóp thàiửi 2 phần. Tính tỉ số thể tích của 2 
phần đó.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phang với hệ trục tọa độ Oxy cho các điểm A(0; 1), 
B(2, -1) và các đưcmg thẳng (di): (m -  l)x + (m -  2)y + 2 -  m = 0 va (d2): 
(2 -  m)x + (m -  l)y + 3m - 5 = 0 .  Tìm các giá ừị của m để hai đường 
thẳng di, d2 cắt nhau tại điểm p sao cho PA + PB đạt giá trị nhỏ nhất.

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phưorng trìrứi; '
ựx+y+72x+y+2=7 

3x+2y=23
, (x, y e R).
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Câu 10. (1 điểm) Cho tứ giác lồi ABCD. Chứng minh; 
AC^ + BD^ < AD^ + BC^ + 2AB.CD.

Dấu đẳng thức xảy ra khi nào?

LỜI GIẢI
Câu 1.

• Tập xác định: D = R \ {-1}.
• Sự biến thiên;

lim y = +00 ; lim y = -00 Tiệm cận đứng X = 3
x->3“

Tâm đổi xứng là giao điểm hai tiệm cận I ( - l ; 3).
Câu 2.

Tập xác định D = R.
Ta có y '= 4x^ -  4mx = 4x(x^ -  m). 

y' = 0 X = 0 hoặc x  ̂= m
Điều kiện hàm sổ có ba cực trị là m > 0. Khi đó, ba điểm cực trị là 
A(0; 2), B( Vm ; -m^ + 2), C(-Vm ; -m^ + 2) nên tam giác ABC cân tại A 
Do đó tâm 1 của đưòng tròn ngoại tiếp tam giác ABC nằm trên trục tung

x = 2--m ^ -— =>I 
2 2m=> 1(0; x). Ta có: lA -  IB 

D nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC khi:

ơ ,2 - - m ^ - ™
2 2m

= lA O '3^ '  Í 1 1  2 2 n
+ - - - m = — m +——

>5. u 2 2m ) ^2 2m^

o  — + - ^  = 1  <=> m  ̂-2 m  +1 = 0 <=> (m - l)(m^ + m - 1 ) = 0
2 2m

Vì m > 0 nện chọn m = 1 hoặc m = >/5-1
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Câu 3.
a) Đặt w = z^, ta có phương trình 

z '* -z ^ - 6  = 0 o  w ^ - w - 6  = 0 
<=> w = -2  và w = 3.
Do đó z  ̂= -2  = 2i^ = o z  = ±^/2 i 
Vàz^ = 3cí> z = ±V 3.
Vậy các nghiệm phức phương trình là z  = ±^/2i, Z = ±V 3.

b) Tập xác định D = R.
Ta có: log2(x^ + X + 1) + log2(x^ -  X + 1)
= log2(x‘* + x^ + 1) + log2(x^ -  x  ̂+ 1)

lo g 2 [(x^ +  1)^ -  x^] =  lo g 2 [(x'* +  1)  ̂ -  x ‘*]<=> (x^ +  1)^ -  x^ =  (x"* +  1)  ̂ -  x'* 
^  (x^ -  x^)(x^ + x^ + 1) = 0 X -  x  ̂= 0
<=> x^ (x^ -  1) = 0 o  X = 0 hay X = ± 1. Vậy tập nghiệm s = {0; ±1}. 

Câu 4. Đồ thị cắt trục hoành tại X = 2 và trục tung tại y = 2.

Do đó: v =  7t | f ^ ì d x  = 7ĩ j [ - ^ — l""
J U  + l J  i U  + l  .

X -6 1 n |x  + l| -
x + 1

= 7ĩ(2 -  61n3 + 6) = 2tĩ(4 -  31n3)
Vậy thể tích: V = 27t(4 -  31n3) (đvtt).

Câu 5. Sử dụng định lí hàm số côsin trong tam giác AOB ta có: 
O A "+ O B "-A B 'cos45"=

20A .0B
OB = 6̂ /2

Vậy VoABC = ỈOA.OB.OCsin45® = 8 => o c  = 2 => C(0;0; 2). 
6

Câu 6.
371a) Vì 71 < a  < nên cosa < 0, sina < 0 và tana > 0. Ta có: 
2

-  6 = 0 <=> tan^a -  6tana - 3  = 0tana -  3cota = 6 <:í> ta n a -----
ta n a

Vì tana > 0 nên chọn tana = 3 + 2 \/3 .

Ta có cos a  =

cosa

1  + ta n ^ a  22 + 12\Ỉ3
-1  . 3 +  2V 3

^/22 + 12^/3
, sina = -

V 22 +  12V 3
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Vậy: A = sina + cosa = 4 + 2V3

V22 + 12V3

b) P(x) = (x^ + X -  D® = ị  (x" (x -1)*'
k=0

k=0 \m = 0  /  k=0 m=0

1 0 -k -m

Chọn k, m sao cho 

(4; 3) và (5; 2).

1 0 - k - m  = 3
0 ^ m ^ k < 5  ,tađ ư ợ c  các cặp số (k, m) là 2 cặp số 
k,m  e N

Vậy hệ sô của x" là: -C^C '4 + = -1 0 .
Câu 7. Thiết diện MNPQ của mặt phẳng (a ) với hình chóp: NP // SB, 

MQ // SB (P € BC, Q 6 AB)
Vs.MNBPQ ~ Vs.BPQ + Vs.MPQ + Vs.MNP 

Trong mp(ABC), vẽ PK // AB (K € AC)
V = Vs.ABC
ŝ.BPq B̂,sqp _BQ BP _ 2 _ 2
Ŝ.ABC B̂..SAC BA BC 9 ,BPq g

Ŝ.MNP
Ŝ.ACP

_SM SN 
“ SA ■ sc - g => Vg MNP - g Ŝ,ACP

Ŝ.ACP_ P̂.SAC _d(P,(SAC)) _ CP__ CN _
Ŝ.ABC B̂.SAC d(B,(SAC)) CB cs

Ŝ.ACP “ 3  ^  ^  Ŝ.MNP ~ 27 ^

' s.Mpq _ SM _ ^  ^  Y

SA 3
= —VS.MPQ ~ 2  ''S.APQ

''S.APQ

VsAPQ Sạpq _ Sạqk . ỊA Q  AK.sinA

Ŝ.ABC ÂBC Sabc ẬABAC.sinA ^

VS.APQ = AV => V, = 4 v

V,SMNBPq

s.MPq ~ 2  ’ s.APq 27

= - V + ^ V  + Ậ v = 4 v  => V
27 27 AMqcNP = v - - v -V .

V ậ y ti th ể t ic h : l Ì i ! i !S Ỉ2 .= |.
V 5''AMqCNP ^
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Câu 8. Xét hệ ®
[(2 -  m)x + (m -  l)y+3m  -  5 = 0

Ta có D = (m -  1)  ̂+ (m -2 Ý  > 0, Vm nên di và d2 luôn cắt nhau với mọi 
m.
Nhận thấy: A, B lần lượt nằm trên di và d2-
Các VTPT của hai đường thẳng lần lượt là nj = (m -  1; m -  2),

(2 -  m; m -  1 ) => Uị ±  n 2n . PA^ + PB^ = AB^ = 8
Ta có: (PA + PB ỵ < 2(PA^ + PBO = 16 PA + PB < 4 
Dấu bàng xảy ra khi PA = PB do đó

|cos ỊnJ; ABỊ| = <=> m = 1 hoặc m = 2 .

Vậy giá trị cần tìm là m = 1, m = 2.
Câu 9. Đặt u = -v/x + y ; V =-y/2x + y + 2 (u, V > 0).

[7 x + y + 72x + y + 2 = 7Khi đó hệ
13x + 2y = 23

u + V = 7 u = 4
i 9 9 <=> i ̂  ^ hoặc ,
[u ^ + v ^ = 2 5  [v = 4 [v = 3 

Từ đó nghiệm của hệ: (5; 4), (-9;25)
Câu 10. Ta có: AC^ + BD^ < AD^ + BC^ + 2AB.CD 

<=> Ã C ^ -  Ã D ^+ B D ^ - BC^<2AB.CD 
o ( Ă C  -Ã D X Ã C  +Ã D )+(B D  -B C X B D  +BC)<2AB.CD 
o  D C(Ã C + Ã D )+  CD(BD + B C)<2A B.C D  
<=> D C(ÃC + ÃD -  BD -  B C)<2A B.C D  
<»D C(Ã C + CB + ÃD + D B )<2A B .CD
«  DC .2ÃB < 2AB.CD o  Ã B . CD < AB.CD: đúng.
Dấu đẳng thức xảy ra khi AB//CD.

I----- I

ĐE SO 17

Câu 1. (1 điểm) Cho hàm số y = x  ̂-  3x^ -  9x.
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số. Tính khoảng cách giữa cực 
đại và cực tiểu.

Câu 2. (1 điểm) Tìm tất cả các giá trị của m để đồ thị (Cm) của hàm số:

y = cắt đường thẳng d: y = X -  1 tại hai điểm phân biệt A, B
X + 1

sao cho bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB bằng 2yf2 với o là 
gốc tọa độ.
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Câu 3. (1 điểm)
a) Tìm số phức z thoả mãn: I z| = 2 và z là sổ ảo.
b) Giải bất phưong trình loggíx^) < 4 .

Câu 4. (1 điểm) Tìm nguyên hàm của hàm sổ f(x) = coslnx.
Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho M(5; 2; -3) và 

mặt phẳng (P): 2x + 2y -  z + 1 = 0 . Gọi Mi là hình chiếu của M trên (P). 
Xác định toạ độ của M| và tính độ dài đoạn MMị. Viết phưomg trình mặt

phẳng (Q) qua M, chứa đường thẳng ( d ) :^   ̂ -  y   ̂ -  ^ ^

Câu 6 (Iđiểm)

a) Giải phưcmg trình: ^ -  2 sin X = 2.
cot X -  cos X

b) An và Bình đấu chung kết với nhau một trận bóng bàn, người nào 
thắng trước 3 séc thì thắng trận. Xác suất An thắng mỗi séc ià 0,4. 
Tính xác suất An thắng trận biết mỗi séc không có hòa.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C, có cạnh đáy 
bằng a và góc giữa đường thẳng A'B với mặt bên (BCCB') bằng 30°. 
Tính theo a thể tích khối lăng trụ đã cho và côsin góc giữa hai đường 
thẳng A'B, AC.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC. Biết đỉnh 
C(4; 2), đường phân giác trong của góc B có phưomg trình 2x -  y + 3 = 0 
và đường phân giác ngoài của góc A có phưong trình X -  y + 6  =  0. Tìm 
tọ ađ ộ áỉn h B .

Câu 9. (1 điểm) Tìm tham số m để phưong trình sau có nghiệm thực:
í  1 'ì

ÍVx + V x - l ì  mVx + —7= = =  + í/xõc-3) = 1 .
^  \  V x - 1  j

Câu 10. (1 điểm) Cho X, y thay đổi thoã mãn x  ̂+ y^ =1. Tìm giá trị lớn nhất,
U' uA r>_ 2(x ^ + 6xy) bé nhât của p  = -----^ ^ — Ị—r  ■

1 + 2xy + 2y^

LÒI GIẢI
Câu 1.
a) • Tập xác định: D = R

. Sự biến thiên; lim y = - 00, lim y = +00
X -> -o o  X->+oo

y' = 3x^ -  6x -  9, y' = 0 <t> X = -1 hoặc X = 3.
Bảng biến thiên : X —00 —1 3 +00

y' + 0  - 0 +
- 5 +00

y
—00 ' ^ - 2 7 . / ^
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Hàm số đồng biến trên các khoảng 
( - 00; - 1 ) và (3; +00); nghịch biến 
trên khoảng (-1; 3).
Đồ thị có cực đại A (- l; 5), cực tiểu 
B (3;-27). '
.Đ ồ  thị:y" = 6x - 6, y" = 0

, , , /, -27
<=> X = 1 nên đô thị có điêm uôn là tâm đôi xứng 1(1; -11).
Cho X = 0 thì y = 0.
Đồ thị có cực đại A (-l; 5), cực tiểu B(3; -27) nên khoảng cách:

AB = V l6 + 1024 -  4n/65 .
Câu 2. Phưong trình hoành độ giao điểm:

^ = x -  l < = > x ^ - x - m - l  = 0 , Xí«í:-1.
x-i-1

, , 5
d căt (Cm) tai 2 điêm phân biêt <=> m > , m 1 .

4

Ta CÓ R = 2^/2 nên SoAB = -  d(0; d) AB =
2 4R

=> OA.OB = 2R.d(0; d) = 2 .2>/2 . - ^  = 4 .
V2

Gọi: A(xi; X| -  1), B(X2; X2 -  1) với Xi, X2 là nghiệm của phưong trình x  ̂
-  X -  m -  1 = 0.

=> OA.OB = ^2xj -  2X| +lyj2xl -  2X2 -I-1 = 2(m + 1) + 1 = 2m -1-3

Do đó: Điều kiện đề bài được thỏa mãn khi: 2m -i-3=4<íí>m = Ậ.
2

Vậy giá trị cần tìm là m =

Câu 3.
a) Giả sử z = a -I- bi, với a, b e R

Vì số phức z có I z I = 2 và z là số ảo nên 
í|z| = 2 JVa^+b^ = 2 _  Ja  = 0

Ịa  = 0 Ịa  = 0 [b = ±2

b) Điều kiện: x ^ o .
Ta có BPT: log^Cx^) < 4  o  -2  < log2(x^) < 2 

<» - 1  < log2 |x |  < !< = > —< ịxỊ < 2
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Vậy nghiệm của BPT là: — < X < 2 hoặc -2  < X < .
2 2

Câu 4. Đặt u = coslnx => du = -  dx và dv = dx, chọn V == X.
X

Ta có: F(x) = Ịcos In xdx = X cos In X + Ịsin In xdx (với X > 0) 

Đặt u -  sinlnx => du = ^ ^ ^ ^ dx và dv = dx, chọn V = X.
X

Do đó: Jsin lnxdx  = x s in ln x -  Ịcoslnxdx = x s in ln x -F ( x )  

Suy ra: 2F(x) = xcoslnx + xsinlnx + c
X

Vậy: F(x) = —(coslnx + s in lnx ) + C . 
2

Câu 5. Phương trình tham số của MM| X (d):
X = 5 + 2t 
y = 2 + 2t 
z = -3  - 1

Nên toạ độ của Mi = MMi n  (P) là nghiệm của hệ 
X = 5 + 2t f

X = 1
y = -2  ^ M , ( l ; - 2 ; - l )  
z = - l

y = 2 + 2t 
z = -3  - 1 
2x + 2y - z + l =0 

Vậy khoăng cách MMi = 6
Đường thẳng (d) qua A (l; 1; 5) có VTCP u = (2; 1; - 6). Mp(Q) qua M 
và chứa (d) nên có VTPT n = [ÃM , ũ  ] = (2; 8; 2) hay (1;4;1).
Vậy phương trình (Q): x + 4y + z - 1 0  = 0 

Câu 6.
r

a) Điêu kiện:
sinx^iO  kn , _o  X 5̂ — , k G z. 
cot X ^  cos X 2

„  , 3(cosx + cotx) „ . „la  c ó --------—-----------2 sinx  = 2
cot X -  cos X

(1 + sinx)(l + 2sinx) = 0
1 í  

sinx = -X  = sin
2

71
V ẽ y

<» 1 + 2sinx = 0

o  X = - — + k27i, X = —  + k27c 
6 6

Vậy nghiệm PT là; X = - — + k27i, X = —  + k27i, k e  z.

b) Gọi T là biến cố: "An thắng trận",
A là biến cố: "An thắng trận sau 3 séc",
B là biến cố: "An thắng trận sau 4 séc",
C là biến cố: "An thắng trận sau 5 séc".
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thì H = A u  B u  c và 3 biến cố A, B, c đôi một xung khắc 
Do đó P(T) -  P(A) + P(B) + P(C)
Ta có: P(A) = (0,4)^ = 0,064.

P (B ) -  cẫ (0,4)^0,6. 0,4 = 0,1152.
P(C) = c:(0,4)^(0,6)^0,4 = 0,13824.

Mà Saabc ~ nên Vabc.a'B'C' ~

Ta có AC // A'C' => cos(A’B, AC) = cos BA'C' A 'C ’ _ a _ 1 
2A 'B  ~ 2 a S  ~ 2yís'

Câu 8. Tìm tọa độ điểm E đối xứng với c qua phân giác ngoài của góc A. 
Phương trình đường thẳng d qua c, vuông góc với phân giác ngoài của 
góc A :x  + y -  6 = 0
Tọa độ H giao điểm của d và phân giác ngoài là nghiệm của hệ: 

í x+ y -  6 = 0
„ ^ _ ^ = > H (0 ;6 )= ^ E (-4 ;1 0 )

[x - y  + 6 = 0
Tìm tọa độ điểm F đối xứng với E qua 
phân giác trong của góc B 
Phương trình đường thẳng d' qua E, 
vuông góc với phân giác trong của góc 
B; X + 2y -  16 = 0.

Tọa độ K giao điểm của d' và phân giác troựg là nghiệm của hệ: 

- K ( 2 ; 7 ) ^ F ( 8 ; 4 ) .
[ 2 x - y  + 3 = 0

Phương trình đường thẳng BC qua c và F : X -  2y = 0

Toa đô B là nghiêm của hê: ] y + 3 -  0 ^  B(-2; - 1 ).
[ x - 2y = 0

Câu 9. Điều kiện X > 1. Phương trình

D /

a X  \

ịyíx + V x ^ j |m V x  + ^ ---  + ^x(x - 1 ) - 1 (1)
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<tí> m
y ịx -1

Vx -  1
V x - l

+ ^x(x -  1 ) = Vx -  Vx- 1  

+ ^ x ( x - 1 ) ^ ( 1  -  m )\/x o
Vx -  1

x - 1+ 4------ = 1  -  m

Đặt t 4 / ^ ^ , 0 < t <  1 .

Phương trình trờ thành: - ^ + t = l - m < = >  —^ - t + l = r i
t t

Phương trình (1) có nghiệm X (2) có nghiệm t e (0; 1) 

Xét hàm sổ f(t) = —^  - 1 + 1, t e (0; 1).

(2)

Ta có f ' (t) = ^  -  1 > 0, v t  e (0; 1) 
t

Bảng biến thiên : t 0 1

f - ( t ) +

f ( t )
—oo —’

^ - 1

Dựa vào BBT, phương trình có nghiệm <=ỉ> m < -1 .
Câu 10. Vì =1 nên đặt X = cost, y = sint,

^  2 ( x ^ + 6 x y )  2 ( c o s ^  t  +  6  c o s  t .  s i n  t )
1 ã CO \r ọ 2

l  +  2 x y  +  2 y  1 +  2 c o s t . s i n t  +  2 s i n  t

<=> 2 c o s ^  t  +  3 . s i n 2 t  =  P ( 1  +  s i n 2 t  +  2 s i n ^  t )

o  ( P  - 6 ) . s i n 2 t  - ( P  -  l ) c o s 2 t  =  1 -  2 P

Điều kiện có nghiệm của phương trình
( P - 6)  ̂+ (P - l)^  > (1 -2P )^  P ^ 3 P -  18 < 0 < » -6  < p  < 3

3  1 . ^  „  . 3  2Ta có p  = 3 <=> x = +-
n/ĨÕ

Vậy min p = - 6, max p = 3.

;y = ±
n/ĨÕ

ĐỀ SÔ 18

v à  p  =  - 6  o  X =  ±
^/Ĩ3

;y = +
VĨ3 '

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số: y = x'̂  -  2x^. 
Câu 2. (1 điểm) Tìm m để đồ thị (Cm) của hàm số y = x  ̂-  5x^ + (m + 4)x -  m 

cắt trục hoành Ox tại ba điểm phân biệt A (l; 0), B, C. Khi đó, gọi ki, k2 
là hai hệ sổ góc của hai tiếp tuyến với (Cm) tại B và c . Tìm m để 

+ k ^ = 1 6 0 .
Câu 3. (1 điểm)

a) Giải phương trình nghiệm phức: (z  ̂+ z)(z -  2i) -  1 = z .̂
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b) Giải bất phương trình: 21og9(9’‘ + 9) > X -  log] (28 -  2.3*).
3

Câu 4. (1 điểm) Tìm nguyên hàm của hàm số: 

f(x) = ^
o ■ ^ ]cos2xsĩn  x + ^

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian Oxyz, tìm khoảng cách giữa 2 cặp đường
X _ y - 4 _ z  + l  

Câu 6. (1 điểm)

thẳng: d: —  = - — 2. = " và d' 
- 1 1  - 2

X _ y - 2  
-1 3

z
3

a) Tíiứi gọn s = yjsin* a  + 4cos^ a  + Vcos"* a  + 4sin^ a  .

’ r 2b) Tìm số hạng không chứa X trong khai triển x^/x + -J=
1 vx

, ( x > 0).

i3
n+1trong đó n là số nguyên dương thỏa mãn; 2n +A^ +3Cn  ̂ + c

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABC, có chân đưÒTig cao trùng với tâm 
đường tròn nội tiếp tam giác ABC và đáy ABC vuông tại A với AB = 3a; 
AC = 4a. Góc giữa cạnh bên SA và mặt đáy là 60^. Tính theo a thể tích 
khối chóp S.ABC.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho tam giác ABC có 
trung tuyến BP: 2x + y -  3 = 0 và phân giác trong BD: X + y -  2 = 0. 
Điểm M(2; 1) thuộc đường thẳng AB, đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC có bán kính bàng 4E . Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác ABC.

Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phương trình:
[x^ + 2xy^ + (8y^ + x^)y = 0

( x ,y e R ) .
[^x  + y + l  +1 = 4(x + y)^ +73(x + y)

Câu 10. (1 điểm) Cho ba số thực X, y, z thoả mãn điều kiện: 
íx + y + z = 5 
[xy + yz + zx = 8

7 7 7Chứng minh các bât đăng thức: 1 < x < —;1 < y < —;1 < z < —.
3 3 3

LỜI GIẢI
Câu 1.

Hàm số: y = x"* -  2x^.
. Tập xác định: D = R. Hàm số chẵn.
• Sự biến thiên lim y = +00.

y' = 4x^ -  4x == 4x(x^ - 1 ) ,  y' = 0<=>x = 0 hoặc X = ±1 .
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B ản g  b iến  th iên  :
X —00 - 1 0 1 + 0 0

y' 0 + 0 - 0 +

y + 0 0

^  - 1
0

k—1

các khoản g  ( - 0 0 ; - 1 )  và  (0; 1).

. Đổ thị: y" = 12x^ -  4, y" = 0 

<» X = ±^=r nên đồ thi có 2 điểm
Vã

u ốn ± -
1

. Đ ồ  thị nhận trục

L
1).

/
\
\  ' ọ/\  .XVL/ ’--vix-1

V Vẩ’ 9 ,

tung là trục đối xứng.
Câu 2.

Phưong trình hoành độ giao điểm:
-  5x^ + (m + 4)x -  m = 0 o  (x -  l)(x^ -  4x + m) = 0 

(Cm) cắt Ox tại ba điểm phân biệt khi và chi khi phưcmg trình x^ -  4x + m = 0 
có hai nghiệm phân biệt khác 1 .

ÍA’>0 í m < 4
|l ^ - 4 .1  + m ^ 0  |m ^ 3

Gọi Xi, X2 là hai nghiệm của phưong trình, theo giả thiết ta có 
íkj =f'(Xj) = 3(Xj -4Xj + m) + 2Xi + 4 -2 m  = 2xj + 4 -2 m  

[k2 '(x2) = 3(x2 - 4x2 +m) + 2x2 + 4 -2 m  = 2x2 + 4 -2 m

Sử dụng địiứi lí Viet và giả thiết kj + k2 = 160, ta tính được m = 0.
Câu 3.
a) Phưong trìrủi (z  ̂+ z)(z -  2i) -  1 = z .̂

<» z ( ỉ  + l)(z -  2 i) -  (z^ + 1 ) = 0 o  (z^ + l)(z^ -  2 iz -  1 ) = 0
Xét z  ̂+ 1 = 0 <=> z  ̂-  = 0 o  z = ±i
Xét z  ̂-  2iz -  1 = 0 <=> (z -i)^ = 0 z = i.
Vậy nghiệm phức của phưomg trình là; z = ±i.

b) Điều kiện X < log314. Đặt t = 3’‘ > 0.
Bất phưong trình: 21og9(9’‘ + 9) > X -  log J (28 -  2.3*).

3
f  1 ■

<Í3> + 9 > t(28 -  2t) <=> 3t  ̂-  28t + 9 > 0 o  t e 0;— u  [9; +00).
V 3  J

Thay trở lại biến X, ta được tập nghiệm là: s = (-<»; -1] u  [2; log3l 4).
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Câu 4. ị- dx

cos2xsin "2x + i "
3

cos Í2x 4 ^ Ì - 2 x dxLI J
cosr— cos 2x sin 2x +

3 I 3

cosl 2x +-̂  |dx d
= 2 f - J C _ ỉ i L  + 2 f ỉ ỉ ! i ỉ ĩ ỉ l  = f l

ì  . 1 7t 1 J rns 9y J
sin 2x +

V

sin 2x Tt
V

sin 2x
V 3

fd(cos2x) 
J cos2x

In sin Í 2 x * i ì
3 j

-ln |cos2x | + c.
Câu 5. d qua M(0; 4; -1 ) có VTCP ũ  = (-1; 1; -2) 

d' qua M’(0; 2; 0) có VTCP u ' = (-1; 3; 3)
Ta có [ũ ,  ũ ']  = (9; 5; -2), M M ' = (0; -2; 1)
Nên Ị̂ u ,u 'J.M M ' = 0 - 10  -2  = - 12  ^  0 nên chéo nhau.

|rĩí,ũ'].MM’ 1- 1 0 - 2 1  19
Do đỏ d(d, d’) =

| [ u , u ' ] |  V81 + 25 + 4 V ĩ ĩõ '

Câu 6.
a) Ta có ■y/sin''a + 4 (l-s in ^ a) =-J(2 -sin^a)^ =Ị2 -sin^a | = 2 -s in ^ a

^cos* a  + 4(1 -  cos^ a ) = -y/(2 -cos^ a)^ “  1̂  ~ a - 2 -  cos^ a

Do đó: s = ■v/sin'* a  + 4cos^ a + ylcos'̂  a + 4sin^ a 
= 4 -  sin^a -  cos^a = 4 - 1 = 3 .

b) Điều kiện n e  N và n > 2.
Ta có: 2 n + A ^ + 3 C r^ = A L i+ C L i 

« 2n + n ( n - l )  + 3 . - í ^  = (n + l)n  + <? + « " ‘' ' - «
6

<=> n^ -  9n + 8 = 0 . Chọn n = 8.

- x ĩ = (’‘̂ r  í - | í =Ẻcỉ.2-(xr-' ' W x ;  1..0
Khi đó:

V vAy k=0 k=0
Số hạng của khai triển không phụ thuộc X ứng với giá trị k nguyên thỏa

mãn: ^ Ị j _ g  Yậy gô Ị^ạjỊg không chứa X là Cg.2® = 1792
12  — 2k — 0

Câu 7. Hạ SO 1  (ABC)
=> o là tâm đường tròn nội tiếp
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AABC nên SAO = ÓO*’.
Ta có Saabc = 6a^; BC = 5a

= > r=
p

=> OA = r /̂2 = a^ /2 =>SO = a /̂6 
Vậy thể tích VsABC = 2a^ Vẽ .

, B
Cầu 8. Từ phưomg trình của đường trung tuyên BP và đưòng phân giác BD 

suy ra B (l;l)
Gọi N là điểm đối xứng với M qua đường phân giác trong góc B thì đỏ N 
nằm trên đưòng thẳng BC.
Ta có: MN: X -  y -  1 = 0

Giao điểm của MN và đường phân giác trong góc B là I ^3 1 
2 ’ 2

D ođóN (l;0 ).
Đường thẳng BC: X = 1. Ta có C(1 ;c) 
Đường thẳng AB: y = 1. Ta có A(a;l). 

'^a + l  c + 1 ^
2 ’~ 2 ~

Trung điểm p củaACthuộcd| nên2a + c -  3 =  0= > c = 3 - 2 a

Đường thẳng BC: X = 1 và AB: y = 1 nên tam giác ABC vuông tại B 
do đó: R = PB = Vs «  (a -  1)  ̂+ (c -  1)  ̂= 20
Do đó(^a- iỵ  + (2 -2 a)^  = 20 
Hay 5a - 1 0 a - 1 5  = 0<=> a = 3 hay a = -1 
Vậy A p ;l) ,  C (l;-3 ) hay A (-l;l) , C(l;5).

Câu 9. Điều kiện: X + y > 0.
Xét y = 0 => X = 0: không thỏa hệ
Xét y 0. Đặt X = ty, thế vào phương trình thử nhất:

t̂  + t̂  + 2t + 8 = 0 Cí> t = -2  nên y = .
2

Thay vào phương trình thứ hai;

Vx + 2 4V2 = V2x  ̂+ V3x<=>(l-x)

Vì — = x + y > 0 = > x > 0 = >

VỖ
Vx + 2 + V3x

V2

+ 1 + X = 0 ( 1 )
/

Vx + 2 + Võx
+ x +1 > 0

Do đó (1); X = 1 => y = . Vậy nghiệm của hệ phương trình là:
2 2
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Câu 10. Ta có X, y, z thoả mãn:
[x + y + z = 5 
1 xy + yz + zx = 8

nên
[y + z = 5 -  X
1 yz = 8 -  x(y + z) = 8 -  x(5 -  x) = x  ̂ -  5x + 8

Do đó y và z là 2 nghiệm của phưong trình;X^ “  (5 -  x)X + (x^ -  5x + 8) = 0 
Do đó biệt thức A > 0
=> A = (5 -  x)^ -  4(x^ -  5x + 8) = -3x^ + lOx -  7 > 0

3 x ^ -1 0 x  + 7 < 0 1 < x  < - .
3

7 7Chứng minh tưoTig tự ta có; 1 < y < —;1 < z <  —
3 3

ĐE SO 19
’ ' ' '  X — 4

Câu 1. (1 điêm) Khảo sát sự biên thiên và vẽ đô thị của hàm sô: y = ------—.
2x -  2

Câu 2. (1 điểm) Xác định tọa độ các điểm A, B, c, D nằm trên đồ thị (C) 
của hàm sô: y = x^ -  3x + 2 sao cho ABCD là một hình thoi nhận tâm đôi 
xứng của đồ thị (C) làm tâm hình thoi và đường chéo AC bằng 4%/2 .

Câu 3. (1 điểm)
1 ^

a) Tính gọn sô phức z
2i

b) Giải hệ phưong trình: 
3yjy +1 = 2 -(-Vsx + 7

\/9x^ +1 + log3(2x + y) + y  ̂+ 4xy = 5x  ̂ -hj4x^ +4xy + y  ̂+1 + log3 3x

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I =
dx

xVx^ - 1
Câu 5. (1 điểm) Trong không gian toạ độ Oxyz, cho điểm A (l; 2; -1),

đường thẳng (d) có phưorng trình
x - 2 y

3
z + 2 và mặt phẳng (P):

1 3 2
2x + y -  z + 1 = 0 . Viết phưong trình đường thẳng (A) đi qua A, cắt (d) 
và song song với (P).

Câu 6. (1 điểm)
3x

a) Giải phưomg trình; sin(—  -  —) -  cos(— -  —) = V2 cos ̂ H 2 4 2 4 2

b) Giải phưoTig trình: ■ X + 2  _

K-t-P:
=  210.
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Câu 7. (1 điểm) Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có AB -  a, AD -  2a

và AA' = a. Goi M là điểm chia trong đoan AD theo tỉ số = 3 . Tính
MD

khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng (AB'C) và thể tích tứ diện 
AB'CD’.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A(0; 2) và đưòfng 
thẳng (d): X -  2y + 2 = 0. Tìm trên đường thẳng (d) hai điểm B, C sao 
cho tam giác ABC vuông ở B và AB = 2BC.

Câu 9. (1 điểm) Giải bất phưomg trìiứi: x^ + 6x + 11 > 3(x + l)V 2x + 5 .
Câu 10, (1 điểm) Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số:

y = 99 . +  3.3“ ^ ' -  3"“ '

LỜI GIẢI
Câu 1. .Tập xác định: D = R \  {1}.

. Sự biến thiên:

lim y = i = > y = i l à  TCN
xA:±« 2 2
lim y = +00 ; lim y = -00 ̂  X = 1 là TCĐ 
x -> r  X->1 "̂

y’ = (2x - 2 )̂  
Bảng biến thiên:

> 0 , Vx 1

X -00 ; +00

y ' + +
+00

y ^ 2
— 002

Hàm số đồng biến trên khoảng
( - m ; - 1 ), ( - 1 ; + 00).
. Đồ thị: X = 0 thì y = 2; ỵ = 0 thì X = 4 
Tâm đối xứng là giao điểm

2 tiêm cân 1( 1 ; —).

Câu 2. Tập xác định D = R. 
y' = 3 x ^ - ’3,y" = 6x. 
y" = 0 <=> X = 0 nên điểm uốn 1(0; 2) là tâm đối xứng. 

Gọi A(x, x  ̂-  3x + 2), C(-x; -  x  ̂+ 3x +2) thuộc (C)
Từ giả thiết suy ra AC = 4 yÍ2 X = ±2.
=> A(2; 4), C(-2; 0) hoặc ngược lại.
Khi đó BD: X + y -  2 = 0 nên tọa độ B, D thỏa 

íx + y - 2  = 0
ìy  = x  ̂ - 3 x  + 2

= ± yÍ2 .
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Suy ra: B( V2 ; 2 -  V2 ), D(-y/2 ;2 + y /2 )  hoặc ngược lại. 
Câu 3.
a) Ta có: ý  = i = = (-1 )^.i = - i

Nên z = — ( 
o ;

b) Hệ

2i

3Vy + l= 2 W 3 x  + 7 (1)

yj9x^ + 1 + log3(2x + y) + + 4xy = 5x  ̂-hj4x^ +4xy + y  ̂+1 + logg 3x (2)
Ta có (2) tương đương

Ậ 3 x ỷ  +1 -  loggíSx) -  (3x)^ = 7(2x + y)^ + 1 -  logg (2x + y) -  (2x + y)^ 

Xét hàm sổ f(t) = Vt^ +1 -  log31 - 1^, t >0

T a c ó f '( t)=  - r ^ -----— - 2t=  ■,  ̂ -
+ 1 t i n 3  ^|tF + ĩ

Vì t >  0 nên — - < 1 , —?— + 2t > 2,/—̂  > 1
7t^ + 1  t l n 3  Vln3

=> f '(t)  < 0, Vt > 0 f(t) nghịch biến trên (0; +00)
Do đó PT <3> f(3x) = f(2x + y) <» 3x =2x + y o  y = X
PT(1): 3Vx + l  = 2 + yl3x + 7 o  9(x + 1) = 1 1  + 3x + 4>/3x + 7

^  1 í  • l ì= --- - 1  +  —
J  2 i 2 ^ 2i  ̂ ~ 2 2 ~

 ̂ + 2t^
t l n3

<=> 2-v/3Õrr7 =3x-l<=> ■
1 

X
3

4(3x + 7) - 9x^  - 6x+l
<=> X = 3 (thỏa mãn)

Vậy nghiệm của hệ (3;3).

Câu 4. Đăt X = —^
s i n t

d x = : ^ d t .
sin t

x =^/2 = > t = —;x  = 2 = > t = —.
4 6

Khi đó 1 =6 1 =  Ị - dx

^  xVx^ - 1  

cos t.dt

| s i n H . —í— J —^ - 1  í  
® s in t  V sin^t ®

= f d t = — 
J 12

Câu 5. Ta có A ể (P). Phương trình tham số của d;
X = 2 + t 
y = 3t 
z = -2  + 2t
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Gọi B là giao điểm của A và d.Suy ra B(2 + t; 3t; -2  + 2t)
A có vectơ chỉ phưong

AB = (1 + t; 3t -  2; 2t -  1), (P) có vectơ pháp tuyếnn = (2; 1; -1).

Câu 6.
a) Phưcmg trình đã cho tưong đưong với

sin(—  ) -  sin[— + ( — - —)] = V2 
2 4 2 4 2

<íí> 2cos(x + —) s i n ( - ^ - ^ )  = v 2 cos —
4 2 2 2

3xcos-

<=> - 2cos(x + — ) cos —  = V2 cos —  <=> cos —  [ \Í2 + 2 cos (x + —)] = 0 
4 2 2 2 4

o
cos—- = 0 

2
n y/2 cos(x + ị )  = - 2^

<=>

71 k27I
3 3

X = — + k27i 
2

X = -71 + k27t

Vây nghiêm của PT là: X = — + k27i, X = — + , k e z.
2 3 3

b) Điều kiện:x 6 N, X > 4,

Ta có =210 Cí> ' ■ =210
A*" R (x -1 ) !  

3!
.3!

<=> x.(x + l)(x + 2) = 210 vì 210 = 5.6.7 nên suy ra X = 5 (chọn). 
Vậy giá trị cần tìm; X = 5.

Câu 7. Gọi H là trung điểm AB'

Ta có Vb'acd = — BB'.Sacd = - a . i a . 2a = —
3 3 2 3
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AC = B’C = , AB' = à^[2
=> tam giác ACB' cân tại c

CH 1  AB' và CH = J5a" ^
2 SỈ2

2 a 3a

-"ACB = -  CH.AB' = -  a >/2. — 
2 2 ^ / 2 2

3 3V 
4 ’

\B'CD a
i

Vậy d(M, (AB'C) = -  d(D, (ACB’))
4 ‘t ‘̂ ab'c  ̂ ^

Gọi K là hình chiếu của D' lên HC và N là trung điểm CD'.
Ta có: AD' = B'D' = aVs => tam giác AD'B' cân ờ D'
^  D'H 1  AB', AB’ 1  (CHD’) ^  (HCD’) 1  (ACB’) ^  D’K 1  (ACB’).

Ta có HN // BC => HM 1  CD' => D'K -
HC

4a
~3

vr _ 1 4a. 3a.Vậy V.D.CB-
2a^

Câu 8. Phương trình tham số của đường thẳng (d):
1X = 2t -  2
y = t

Xét hai điểm B, c  trên (d), khi đó B(2t| -  2; ti), C(2t2 -  2; t2)
Ta có AB = (2ti -  2; ti -  2), (d) có vectơ chỉ phương u = (2; 1). 
Theo giả thiết, tam giác ABC vuông ở B, nên AB ±  BC 

AB X u <:í> A B . u = 0

2(2t, -  2) + (t, -  2) = 0 «  t, = | .  Do đó: B ( | ; | )
5 5 5

Ngoài ra cũng theo giả thiết 
AB = 2BC AB^ = 4BC^

«> ( |  -  + ( |  -  2)' = 4[(2t2 - ^ Ý  + (t2 -  ị ỷ ]

<=> 5\.\ 12t2 + 7 = 0 <=> t2 = 1 hoăc t2 = —.
5

Với t2 = 1 => C(0; 1), với Í2
7
5

C ( - ; - )
5 5

Vây các điểm cần tìm là B( —; — C(0;1) hay C(—; —
5 5 5 5

Câu 9. Bất phương trình: + 6x + 11 > 3(x + 1) V2x + 5 .

Điều kiện: X > , BPT đ ã  cho trở thành:
2

(x + - 3(x + l)V2x + 5 + 2(V2x + 5 f  > 0
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Khi X = —-  thì (1) o  - — + 1 > 0: đúng.
2  y 2 J

5Do đó X = - — là nghiệm bât phưcmg trình.
2

Khi X *  thì (!)<=> ( ^  ̂ Ý  -  + 2 ^ 0
2

Do đó:

Hoặc

A -I-

V2x + 5 V2x + 5 

^  1 o  X + 1  < 2yj2x 4 5  o
\/2x + 5

< X < - 1  5
2  < = > - - <  X <  2  .

- 1  < x < 2  ^

X + 1

V2x + 5
>  2  <=> X +  1 >  2 ^ 2 x  +5  o

x ^ - 1

X ^  3  -  2^/7 <=> X >  3  +  2V7 . 

X ^ 3  + 2^Jn

Vậy nghiệm bất phương trình: s  = [— ; 2] u  [3 + 2V7 ; +00) .
2

Câu 10. Ta có y = 99.3“ ^̂ ’' + 3.3“ "'* -  3"’"‘ *
~ 99 3 X _gl-cos^x

Đặt t = 3“ " ' * , l < t < 3  thì y = f ( t ) - 3 3 . t^ + 3 t - - I I > f '( t ) - 6 6 t  + 3 + -ị
Vì f '(t)  > 0 ,t 6[1,3] nên hàm số số đồng biến trên đoạn [1;3]
Vậy min y = f(l) = 33.

ĐE SO 20

7 r y '  X +  2
Câu 1.(1 điêm) Khảo sát sự biên thiên và vẽ đô thị (C) của hàm sô; y = .

X 3

Chứng minh giao điểm I của hai tiệm cận của (C) là tâm đối xứng.
Câu 2, (1 điểm) Chứng minh rang khi m thay đổi, đưòmg thẳng(Am): y = mx -  m^ 

luôn cắt đồ thị (Cm) của hàm số: y = x  ̂-  (3m -  l)x^ + 2m(m -  l)x + m  ̂ tại 
một điểm A có hoành độ không đổi. Tìm m để (Am) còn cát (Cm) tại hai điểm 
nữa khác A, mà các tiếp tuyến của (Cm) tại hai điểm đó song song với nhau. 

Câu 3. (1 điểm)
a) Cho z là số phức tuỳ ý cho trước sao cho biểu thức sau xác định. Hòi

số phức TU = —^— "í— là số thực hay số ảo ?
z^+(z)^

b) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để bất phương trình:
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log5(-x^ + 4x + m) -  log5(x^ + 1) < 1 nghiệm đúng với mọi X thuộc 
khoảng ( 1; 3).

Câu 4, (1 điểm) Tìm nguyên hàm; f-J^ 2 x

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho hai điểm 
A (-l; -3 ; 3), B(2; 1; -2) và mặt phẳng (P); X + 2y -  2z + 1 = 0 . Lập 
phưong trình đường thẳng A là hình chiếu vuông góc của đường thẳng 
AB trên mặt phẳng (P).

Câu 6. (1 điểm)
a) Xét dạng tam giác ABC có các cạnh a, b, c tưomg ứng góc A, B, c

cos B cos c = —
4

thỏa mãn:
a =

3 u 3  „3l — b — c 
a -  b -  c

b) Một đội thanh niên tình nguyện có 15 người, gồm 12 nam và 3 nữ. 
Hỏi có bao nhiêu cách phân công đội về giúp đỡ 3 tỉnh miền biển sao 
cho mỗi tỉnh có 4 nam và 1 nữ.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông với 
đưòng chéo bằng 2a. Hình chiếu vuông góc của đỉnh s lên mặt đáy là 
trọng tâm G của tam giác ABD, góc giữa cạnh bên SD và mặt đáy bằng 
45*̂ . Tính theo a thể tích khối chóp S.ABCD và khoảng cách từ điểm c  
đến mặt phẳng (SBD).

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng Oxy, cho hình thoi ABCD có diện tích 
bằng 32 và hai đường thẳng AB, BD lần lượt có phưcmg trình là: 
x + 3 y - 6  = 0 v à x - y  + 2 = 0. Tìm tọa độ tâm của hình thoi đã cho.

Câu 9. (1 điểm) Giải hê phưong trình: ^  ̂^ v^(y  + 1)
[ x 3 _ y 2 = 7 ^

Câu 10. (1 điểm) Cho tam giác ABC có 3 trung tuyến ma, mb, mcVà bán kính
. ' ’ 9

đường tròn ngoại tiêp R. Chứng minh bât đăng thức:ma + mb + mc < — R

LỜI GIẢI
Câu 1.

• Tập xác định: D = R  \ {3}.
• Sự biến thiên:
lim y = -00, lim y = +00 nên TCĐ: X -  3... V -ĩ - . -5x->.r
lim y

X—►±00

X->3"
1 nên TCN; y = 1.

- 5

(x -3 )^
< 0 , V x ^ 3 .
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Bảng biến thiên X cI +00

.V' - -

y + 00

Ơ3
Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( - 0 0 ;3 ), (3 , + o o ).

1 r  2• Đồ thị: Cho X = 0 ^  y = ,y  = 0=ỉ>x = -~

Giao điểm 2 tiệm cận là tâm đối xứng 1(3; 1)

Chuyển trục bằng phép tịnh tiến
—; íx = X + 3 

vectơ 0 1 : (
[y = Y + l

ĐỒ thi (C): Y+1 =
^  (X + 3 ) - 3

5»  Y = — là hàm sô lẻ: đpcm.

Câu 2. Phương trình hoành độ giao điểm của (Am) và (Cm):
(x + l)(x^ -  3mx + 2m^) = 0 C5- (x + l)(x -  m)(x -  2m) = 0 

Do đó giao điểm của (Am) và (Cm) gồm A (-l; -m  -  m^), B(m; 0) và 
C(2m; m^); trong số đó, A là điểm duy nhất có hoành độ không đổi khi m 
thay đổi.
Đặt fm(x) = x  ̂ -  (3m -  1 )x^ + 2m(m -  l)x + m ,̂ Các tiếp tuyến của (Cm) 
tại B và c lần lượt là các đường thẳng

(Ab): y = f'm(XB)x + yB -  f'm(XB)XB;
(Ac); y = f'm(xc)x + yc -  f'm(xc)xc;

Ta cần tìm m để B và c cùng khác A và Ab // Ac, tức là
m  - 1Xr ^x ^

X'C ^ Xa 

C ( X b )  =  C ( X c )

Yb - C ( xb)xb ^ Yc -C (x c )x c

Vậy giá trị cần tìm là m = -  —.
3

Câu 3.

m ^ —
2

-m^ = 2m  ̂+ 2m 
m^ ^  -4m^ -  3m^

<=> m = .
3

a) Ta tính số phức liên hiêp: t3 = — ^   ̂ ^
z^+ (zý  ( z ) ' +z '  z ' + ( z ) '

-ĩij

Vậy T3
z^+(z)^

- í — là số ảo.
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b) Ta có log5(-x^ + 4x + m) -  log5(x^ + 1) < 1, Vjc e (1;3) 
log5(-x^ + 4x + m) < logs(5x^ + 5), Vx e (1;3)

I m > x  ̂ -  4 x , Vx 6 (1 ; 3)

[m < Gx"* -  4x + 5, Vx e (1; 3)
Xét f(x) = x  ̂-  4x và g(x) = 6x  ̂-  4x + 5 trên (1 ;3) thì yêu cầu bài toán: 

m axf(x) < m < ming(x) <=> f(l) < m < g(l) <=> -3  < m < 7.
1<X<3 1<X<3

Vậy giá trị cần tìm: -3  < m < 7.

Câu 4. Ta có 1 = f—— ■ ■

dtĐặt t = e^’‘ => dt = 2e' ’̂‘dx => dx =2x,

D o đ ó I=

2 t

2 n ( t - i )  2 J t ( t - i )

= i ( l n | t - l | - l n | t | )  + c = ị l n

2 J Ỉ , t - l  ty
t - l '

dt

+ c

Vậy; I = —In 
2

e^’' - 1
2x

1+ c = -Inle"’' - 1  - x  + c. 
2 1 I

Câu 5, Ta có n = (1; 2; -2) là một VTPT cùa (P). Gọi A', B' lần lượt là hình 
chiếu của A, B lên (P) thì

A '(-l + t; -3  + 2 t; 3 -  2 t), B'(2 + t '; 1 + 2t'; -2  -  2t') 6 (P)

nên t=  -  , t' = - l  
3

A'

x - l _ y + l _  zVậy phương trình A:
2 2 — X

Câu 6.
a) Từ điều kiện thứ hai a  ̂-  a^b -  a^c = a ^ - b ^ - c ^  

nên (b + c)(b^ -  bc + c^) = a^(b + c) 
b -  bc + c  ̂= a  ̂ <=> b  ̂+ c  ̂-  a  ̂= bc

o  2bc.cosA = b c c o s A  = — <» A = —.
2 3

Thế A = — vào điều kiện thứ nhất — [cos(B -  C) + cos(B + C)] = —

nên cos(B -  C) -  cosA = — hay cos(B -  C) = 1 => B = c .
2
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Vây tam giác ABC cân có góc — nên là tam giác đều.
3

b) Có C3C12 cách phân công các thanh niên tình nguyện về tỉnh thứ nhất.
Với mỗi cách phân công các thanh niên tình nguyện về tỉnh thứ nhất thì 
có C^Cg cách phân công các thanh niên tình nguyện về tỉnh thứ hai.
Với mỗi cách phân công các thanh niên tình nguyện về tỉnh thứ nhất và 
tỉnh thứ hai thì có CIC4 cách phân công các thanh niên tình nguyện về 
tỉnh thứ ba.
Số cách phân công đội thanh niên tình nguyện về 3 tỉnh thoả mãn yêu 
cầu bài toán, theo quy tắc nhân là: CgCịg. CgCg. CỊCg = 207 900 
Vậy có 207 900 cách.

Câu 7. Ta có SG 1  (ABCD) => SDG = 45“;
Sabcd = AB^ = 2a^

O G = -O A = -= í> S G  = DG =
3 3

Do đó Vsabcd ~
2a^VĨÕ

Vs.BCD= - V S.ABCD

và SO = lOa'

.^n/ĨÕ
9

a^ /n ^Vĩĩ
''áSBD

Vậy: d(C, SBD)) 3V_  ^  ' 'S .B C D ___ 1^'-'— — l --------

ÂSBD
Câu 8. Ta có I € BD nên I(t; t + 2) 

[x + 3y = 6 Jx = 0 
[ x - y  = - 2 ^ | y  = 2 

A e AB nên A(6 -  3a; a),

Tọa độ B

AI = (t + 3a -  6; t -  a + 2) vuông góc với VTCP của BD là vectơ 
ũ = (1;1) nên 2t + 2a -  4 = 0 <» a -  2 = -t.
Mặt khác AB

= (1; 1) nẻn 2t + 2 a - 4  = 0 C í> a -z  = -  
ặt khác AB = (3a -  6; 2 -  a)

AB = |a -  2|VĨÕ và d(I, AB) = ^  .

Do đó 2AB.d(I, AB) = 32 <íí> |( a - 2 ) t |  = 4 ^  t̂  = 4 t = ±2 
Vậy; 1(2; 4) và I(-2; 0).

Câu 9. Hệ phưorng trình:
| 2x - y  = l + ựx(y + l) 

lx ^ -y ^ = 7
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Điều kiện: x(y + 1) > 0. Mà x  ̂= 7 + y ^ > 0 = > x > 0  
Do đó; PT đầu 2x -  (y + 1) -  ^fx^Jy + l  = 0 
Chia hai vế cho X, ta được

y+1 y - 2 = 0 <=> - 1 (thỏa) hoặc = -2  (loại)

Suy ra: y = X -  1 thế vào PT sau ta có x  ̂-  x  ̂+ 2x -  8 = 0 <=> X = 2.
Vậy: nghiệm hệ PT là (2;1).

Câu 10. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC, M là một điểm tuỳ ý 
Ta có: MA" + MB" + MC"
= (GÃ -  GM)" + (GB -  GM)" + (GC -  GM)"
= GA" + GB" + GC" + 3G M "-2G M (G Ã  + GB + GC)
= GA" + GB" + GC" + 3GM" > GA" + GB" + GC"
Ta có: (x + y + z)" < 3(x" + y" + z") 
o  2xy + 2yz + 2zx < 2(x" + y" + z")
<=> (x -  y)" + (y -  z)" + (z -  x)" > 0: Đúng.

Nên ta có: (ma + iTib + m,.)̂  = -  (GA + GB + GC)^ < -  ,3(GA^ + GB^ + GC^)
4 4

< —  (MA^ + MB^ + MC^) đúng với mọi điểm M. 

Thay M bời tâm o của đường tròn ngoại tiếp, ta được:

(ma + mb +  mc)^ <  —  ,3R^ =  —
4 4

' ’ 9Nên có bât đăng thức ma + mb + mc < — R

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ABC là tam giác đều.

I----- «3IC---------- A * - '  • 1

ĐE SO 21
Câu 1. (1 điểm)

Khảo sát sự biên thiên và vẽ đô thị của hàm sô: y = — x"* -3x^ +— .
2 2

Câu 2. (1 điểm) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: 
f(x) = Vx + 3 + V6 -  X .

Câu 3. (1 điểm)
a) Xác định tập hợp điểm biểu diễn số phức z thoả điều kiện: là số ảo.
b) Giải phưong trình: 1 + 21ogg(3x - 1) = log^(2x + 1 ).

n
4

Câu 4. (1 diêm) Tính tích phân I = j( i  + t a n  x ) " e " * d x  •

0

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz, chứng tỏ ràng
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hai đường thẳng d:
X = 1 -  2t 
y = 3t và A: 
z = -2  - 1

x + 1 _ y _ Z-1
1 -2

chéo nhau. Lập phương

trình 2 mặt phang lần lượt chứa một đường thẳng d hoặc A và chứa 
đường vuông góc chung của chúng.

Câu 6. (1 điểm)
. , ___ , 1 + cosx + cos2x + cos3x 2a) Giải phương trình; —

b) Tính tổng c° +

cos X + cos 2x 
2 ^ - 1

■ — (3 -  \/3 sin x ) . 
3

C ^+...+ c::.
2 " 3 “ n +1

Câu 7. (1 điểm) Cho khối lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy ABC là tam giác
vuông tại A với AB = a, AC = a a/ 3 . Góc giữa cạnh bèn và mặt đáy là 
60° và A'cách đều các điểm A, B, c. Tính khoảng cách giữa hai đưòng 
thẳng AB với B'C' và thể tích khối chóp A'.BCC'B' theo a.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho đường tròn (C);
(x -  2Ý  + (y -  2)^ = 1. Một điểm A di động trên trục hoành, qua điểm A 
kẻ 2 tiếp tuyến AM, AN với đường tròn (C), (M, N là hai tiếp điểm). 
ChÚTig minh ràng đường thẳng MN luôn luôn đi qua một điểm cố định I, 
xác định toạ độ điểm I.

3 5

7 x^ + 1  -  2yfx. 2yJx'̂  + 1 -  Vx 
Câu 10. (1 điểm) Cho X, y thay đổi. Tim giá trị nhỏ nhất của:

A = s l i x - l ý  +y^ + 7(x + l)“ +y^ + |y “  2 |.

Câu 9. (1 điểm) Giải bất phương trình:

LỜI GIẢI
Câu 1.

• Tập xác định: D = R. Hàm sổ chẵn
• Sự biến thiên: lim V = +oo; lim V - + 0 0

X -^ -< X >  Jf-V+00

y' = 2x^ -  6x = 2x(x^ -  3), y' = 0 <íí> X = 0, X = ± n/ s 
Bảng biến thiên X — co -\fs 0 +00

y ' -  0 + 0 -  0 +

y
-2

5 ^

2 -2

Hàm số đồng biến trên ( -7 3  ; 0), (73  ;+oo) nghịch biển trên ( -o o ; -  7 3 ), 
(0 ;73 ).

Hàm số có CĐ (0; - ); CT(±73 ; -2)
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1 1 _ \/6 -  X -  Vx + 3
^ 2y/x + 3 2\/6 -  X 2yjx + 3.V6 -  X

Vx + 3 

3Ta có y' = 0 <=> Vb -  X = Vx + 3 <=> X = — .
2

So sánh thì maxy = f '3^
. 2 ,

3 V2 , miny = f(-3) = f(6) = 3.

Câu 3.
a) Giả sử: z = X + yi, (x, y e R) thì: = (x + y iỵ  = x  ̂-  y  ̂+ 2xyi

Ta có: 7}  là sổ ảo x  ̂-  y^ = 0 <=> (x -  y) (x + y) = 0
o  x -  y = 0 hay x + y = 0.
Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là hai đường thẳng phân giác; 

X ± y = 0.

b) Điều kiện: X > —. Biến đổi phương trình
3

1 + 21og5(3x -  1) = log^(2x + 1)

<=> log5[5.(3x -  1)̂ ] = log5(2x + 1)̂  
o  5.(3x -  1)" = (2x + 1)" o  8x" -  33x" + 36x -  4 = 0

o  (x -  2)(8x^ -17x +2) = 0 o  X = 2 hoặc X =  — .
8

So sánh điều kiện, chọn nghiệm của phưong trình X = 2.
7Ĩ ÍI
4 4

Câu 4 .1 -  |(1 + tanx)^e^*dx = |(1 + tan^ X + 2tanx)e^*dx 
0 0

71 71

4 4

= |(1 + tan^ x)e^*dx + 2 tanxdx
0 0

Đặt u = => du = 2e^’‘dx. dv = (1 + tan^x)dx chọn V = tanx
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—  ĩr 71

j ( l  + tan^ x)e^*dx = tan  x|^ -  2 tan  xdx = 6 ^ -2  tan  xdx
0 0 0

n
Suy ra tích phân: I = .

Câu 5. d đi qua A (l; 0; -2) và có VTCP ũ = (-2; 3; -1)
A đi qua B ( - l ; 0; 1) và có VTCP V = (4; 1; -2)
Ta có [ u , V ]. AB 0 nên d và A chéo nhau.
Đường vuông góc chung u  có VTCP: a = [ũ , v ] = ( -5 ;-8 ;-1 4 )
Mặt phẳng (P) chứa d và u  có VTPT
np = [u , a ] = (-50; -23; 31) và đi qua A (l; 0; -2 ) nên có phương trình: 

-50(x -  1) -  23(y -  0) + 31(z + 2) = 0 hay 50x + 23y -  31z -  112 = 0. 
Mặt phẳng (Q) chứa A nên u  có VTPT
n^ = [ V, a ] = (-30; 66; -27) và đi qua B ( - l ; 0; 1) nên có phương trình: 

-1 0 (x +  l) + 2 2 ( y - 0 ) - 9 ( z -  l) = 0hay 1 0 x -2 2 y + 9z+  1 = 0 .
Câu 6.
a) Điều kiện: cosx í* - l;l /2

„ „  1 + cosx + cos2x + cosSx 2 /-  .
r  1: --------------------- —------- -------------=  — (3  -  V 3  s i n  x )

c o s  X +  c o s  2 x  3

s2 c o s x  =  — (3  -  n/ s  s i n x )  <=> c o s x  +  — s i n  X =  1 s i n ( x  +  ^ ) 
3  3  3

Chọn nghiệm X = k2 TC, k G z.
b) Tacó: ( 1 + x )"=  c°+ C |,x  + ... + C > ''co: (1 +X) = + u ;x  + ... + c;;x"

2 2
J(1 + x)"dx = |(c;: + c;,x+ ... + c>")d x
1 1

n  + xV’""'  ̂ y'̂  y"’"' ^
— -  -  -  c°x + c ,\— +cf,— + ...+ c ;:-

n + 1 J  ̂ " " 2  " 3  ’’ n + 1
ọ 2  1 q 3 1 Qii + l _  1 Q n + 1 r>n + l

^  d  + + ■ ■ ■ + C" =
" 2 ” 3 " n +1 " n +1

Câu 7. Hạ AH ±  (ABC) => H là trung điểm BC và A ' AH = 60".
Vì: (ABC) // (A'B'C ) => d(AB, B'C) A’H = AH s  = ãyÍ3

Mà Vabc.a’B'c “
3a"

1

A'

Suy ra:VA '.ABC- — Vabc a'B’C’
o

Vậy thể tích Va',bccb' =
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Câu 8. (C) có tâm 1(2; 2); bán kính R = 1 
Gọi A(a; 0) là điểm trên trục hoành.
Gọi M(xo; yo) thuộc (C). Phưong trình tiếp tuyến A tại M có VTPT 
n = IM là: (xo -  2)(x -  2) + (yo -  2)(y -  2) = 1 
A qua A nên (a -  2)xo -  2yo -  2a + 7 = 0
Tưong tự gọi N(xi; yi) thuộc (C). Phưcmg trình tiếp tuyến A tại N có 
VTPT n = IN là: (x, -  2)(x -  2) + (y, -  2)(y -  2) = 1 
A qua A nên (a -  2)xi -  2yi -  2a + 7 = 0 
Suy ra PT đường thẳng MN là: (a -  2)x -  2y -  2a + 7 = 0 

a(x- 2) -  2y -  2x + 7 = 0

Điểm cố định I(x;y) thỏa mãn:
x - 2  = 0

7 <=> <;
y = —-X  

2

x = 2 
3

" 2
’ ' oVậy MN qua điêm cô định 1(2; —).

2
, 3 5

Câu 9. Bất phương trình: ■  -------- < — p.— --------.
Vx  ̂+ l - 2 \ / x  2 ^ J x ' ^ + ĩ - ^ I x

Điều kiện x > 0 , X5t 2 ± V ĩ.
Vi X = 0 không là nghiệm BPT nên

B P T «  ^ '
í  1 1 — 1 ' 1  A

J x + - - 2 2. X + - - 1
ụ  X l  ^ X J

Đặt t = . X  +— , ĐK t > y / ĩ .

Câu 10. Trong mặt phẳng (Oxy) chọn M (x-1; -y), N(x+1; y) thì 
V (x - lV  +y'  + V(x + 1)" + y" = OM + ON > MN = 2yjl + y  ̂

Do đ ó :  A > 2V1 + y  ̂ + I y -  2 I = f(y)

Khi y < 2 thì f(y) = 2^Jl + y  ̂ -  y + 2

r ( y ) » 0 « y = - L
^ / ĩ T 7  ^ / ĩ ^  ^
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Bảng biến thiên: y
f’
f 1 ^

M i n f = f ( 4 - )  = 2 + Vã.
■ s

1

s
0 -

■ 2 + v/ã

Khi y > 2 thì A > 2 Ậ  + + y -  2 > 2^1 + y'̂  > 2  Võ > 2 + V3

Vậy minA = 2 + V3 khi X = 0, y = .
V3

ĐE SO 22

Câu 1. (1 điếm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số:
3 -2 xy = — — . Suy ra đồ thi (C): y

X - 1 x - 1
Câu 2. (1 điểm) Tìm các giá trị của m để tiếp tuyến của đồ thị hàm số:

y = + 3mx^ + (m + l)x + 1 tại điểm có hoành độ X = -1 đi qua điểm
A ( l ;2).

Câu 3. (1 điểm).
a) Tìm các căn bậc hai của sổ phức z = 17 + 20 V2 i.

b) Giải bất phương trình: -------------------------------- .
log2Vx + 3 log^Cx + l)

JT
2

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = | s i n 2x ln (l + cos^ x)dx .
0

Câu 5. (1 điểm) Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có các điểm A (l; 0; 1), 
B(2; 1; 2), D (l; -1 ; 1) và C'(4; 5; -5). Tìm các điểm còn lại.

Câu 6. (1 điểm)
a) Tính sina biết góc a  thỏa mãn hệ thức:

cot(a + 540°) -  tan(a -  90°) = sin^(725") + cos^(365°).
b) Cho tam giác ABC. Xét tập hợp đường thẳng gồm 4 đường thẳng song

song với AB, 5 đường thẳng song song với BC và 6 đường thẳng 
song song với CA. Hỏi các đưÒTig thẳng này tạo được bao nhiêu hình 
thang không là hình bình hành?

Câu 7. (1 điểm) Cho khối chóp S.ABC có SA = 2a, SB = 3a, s c  = 4a, ÁSB = SÃC
= 90® BSC = 120®. Tính khoảng cách từ điểm c  đến mặt phẳng (SAB) theo a. 

Câu 8. (1 điểm) Cho hình vuông ABCD, trên cạnh AC lấy điểm M sao cho 
AC = 4AM và N là trung điểm của cạnh CD. Chứng minh rằng BMN là

168 -BĐT-



tam giác vuông cân.

Câu9. (1 điểm) Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm thực < *

1 Á  oA o +V»/-vỏ »v^or»» r»̂  -1- = 1

[x + y+x^+y^=4 
Ịxy(x + l)(y+l)=3m

Câu 10. (1 điểm) Cho 4 sổ a, b, c, d thoả mãn: a  ̂+ = 1, c + d = 6.
Chứng minh: c  ̂+ d  ̂-  2ac -  2bd+l > (3 ^/2 -1 )̂ .

LỜI GIẢI
Câu 1.

. Tập xác định: D = R \ {1}.
• Sự biến thiên:

lim y = + 0 0  và lirn y = -0 0  nên TCĐ: X = 1 

lim y = lim y = -2  nênTC N :y = -2.
X - > -0 0  X—► +«

tam giác vuông cân.

X->-00

y'=-
X—► +« 

1
_ (x - l)^  

Bảng biến thiên

< 0, Vx e D.

y +00
y' - -
y +QO

“00 * -2
Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng (-oo; 1) và (1; +oo).

hoành độ X = -1 , suy ra M (-l; 2m -l).
Ta có y' = 3x^ + 6rnx + (m + 1); y '( - l)  = 4 -  5m.
Tiếp tuyển d của đồ thị hàm số đã cho tại M (- l; 2m -  1) có phương trình 
là: y = (4 -  5m)(x + 1) + 2m -  1.
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Tiếp tuyến d đi qua A(1; 2) khi và chi khi

2 = (4 -  5m)2 + 2m -  1 <=í> m = — . Vậy giá trị cần tìm: m = — .
8 8

Câu 3.
a) Giả sừ: X + yi, (x, y e  R) là căn bậc hai của z = 17 + 20 V2 i:

Ta có (x + yi)^ = 17 + 20 V2 i
<íí> x ^ - y  -  17 + 2 (x y - lo V 2 ) i  = 0 

íx ^ - y ^ - 1 7  = 0 x = 5 ,y^2s /2

Ịxy -lO N /2 -O  [x = -5 ,y  = -2V2 

Vậy z có hai căn bậc hai là 5 + 2 >/2 i, -5  -  2 V2 i.

b) Điều kiên I  ^ ^ \
[x ^O

Vì ta có: log, Vx + 3 > log„ yỈ2 >0 nên B P T -------V  ■ i < ------ -------
^  ^  log ,^^^^3  iog2(x + i)

Cí>

[log2(x + l) > 0  

[log2(x + l) < log2 Vx + 3 

íx + 1 > 1+ 1>1 x > 0  Ịx>0
+ l < V x  + 3 x ^ + x - 2 < 0  l - 2 < x < l

<=>0<x< 1.

Vậy nghiệm của BPT là 0 < X < 1.
Câu 4. Đặt t = 1 + cos X => dt = 2cosx(-sinx)dx = -sin2xdx

Đổi cân: x = 0 = > t = 2 ;x =  — = > t= l
2

ít
2 1 2

Do đó I = Ịsin 2x ln(l + cos  ̂x)dx = -  ịln tdt = | ln  t d t .
0  2 1

_ dt 2 2

^ ~ t . Tacó; Ịlntdt = tlntị^ -  Jldt = 2 1 n 2 - l .  
= t 1 1

Ị u = In t 
I dv = dt

Câu 5. Ta có ABCD là hình bình hành nên:

BC = AD <=> <
Xq -  2 = 0

y c - l  = - l  o
Zf. -  2 = 0

Xc =2

y^ = 0 . Do đó: C(2; 0; 2)
Zp - 2

Và AA' = BB’ = DD' = C C  = (2; 5; -7)
Suy ra A'(3; 5; - 6), B'(4; 6; 5), D'(3; 4; - 6).

Câu 6.
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a) Ta có: cot(a + 540°) -tan(a -  90°) =sin\725°)+ cos^(365°).
nên: co ta + cota = sin 50° + cos^50° = 1

2cota = 1 => cota = 4  .Ta có: 1 + cot^a = 
2 sm a

sina = ± - ^  . 
V5

b) Mỗi hình thang được tạo từ 2 đường thẳng song song với 1 cạnh của AABC 
và 2 đường thẳng lần lượt song song với 2 cạnh còn lại của tam giác 
Có 3 trường hợp; Hình thang được tạo từ 2 đường thẳng song song với 
AB, 1 đường thẳng Ẹong song với BC và 1 đường thẳng song song với 
CA. Có C^.C^.Cg hình thang.
Tưorng tự với 2 trường hợp còn lại.Do đó có:

C2 . /̂ 1 ^1 /̂ 2

= 6.5.6 + 10.4.6 + 15.4.5 = 720 hình thang.
Câu 7. Trên các cạiứi SA, SB, s c  lần lượt lấy M, N, p sao cho 

SM = SN = SP = a. ^
Vì SAC là tam giác nửa đều nên 

MP = a, MN = a%/2 , NP = a 4 ỉ .
Suy ra tam giác MNP vuông tại M.
Hạ SH vuông góc với 
mp(MNP) thì H là 
trung điểm của PN.

Smnp SH = Vs.MNP

Mặt khác; V.S.MNP

VS.ABCD

Vậy d(C; (SAB)) =

SM SN J _  
S B 'S C  ~ 24

6a^V2

SA

3V

= 2a ® /̂2

=  ^  ''S.ABCD

"̂ SAB 3a
Câu 8. Chọn hệ tọa độ Dxy như hình vẽ.

Giả sử cạnh hình vuông là 4
Ta có: D(0; 0), A(0; 4)°C(4; 0), B(4; 4)
^N (2 ;_0)
Ta có; A C -4A M => M (1; 3)
Suy ra: MB - ( 3 ;  1), MN = ( l ; - 3 )

MB = MN = V ĩõ và MB . MN = 0. 
Vậy tam giác BMN vuông cân tại M.

2 / 1 x2 1 - 1u = x + x = (x  + —) -  —, u ằ —- 
2 4 4

= 2aV2 .

Câu 9. Đặt
2 / 1x2 1 1v = y + y - ( y  + ^  - T > v > - T

y- L

A(0;4)
B(4;4)

D(0;0) v \ X

N(2;0) C(4;0)
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H ệđãchotóa,àrf.: W + v = 4 ^ | v  = 4 - u ^  v = 4 - u
[uv = 3m [uv = 3m [-u ’̂ + 4u = 3m (*)

Vì V > - — 4 -  u > - — u < —
4 4 4

1 17Hê đã cho có nghiêm <=> (*) có nghiêm u e ]
4 4

Xét hàm số f(u) = -u^ + 4u, u 6
4 4

Ta có f'(u) = -2u + 4, f'(u) = 0 <=> u = 2
Lập bảng biến thiên thì yêu cầu bài toán thoả mãn khi và chi khi:

17 . -17 4
16 48 3

Câu 10. Ta có: a  ̂+ b  ̂= 1 nên M(a; b) thuộc đường tròn (C);x^ + = 1, R = 1
Vì c + d = 6 nênN(c; d) thuộc đường thẳng A:x + y -  6 = 0

MN^ (c -  a f  + (b -  d)^
= ĉ  + d̂  + â  + b -  2ac -  2bd = ĉ  + d̂  -  2ac -  2bd + 1

Vì M 6 (C), N e A => MN + OM > ON > d(0 , A)

^ M N  + 1 > =3^/2
V2

=> MN^ > (3 ^Í2 -  1 Ý: (đpcm)

ĐE SO 23

Câu 1. (1 điểm)

Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số: y = — x  ̂ -  3x.

Câu 2. (1 điểm) Tìm các giá trị của tham số m để đường thẳng
y = mx -  9 tiếp xúc với đồ thị (C) của hàm sổ: y = x“̂ -  8x  ̂+ 7. 

C âu3 . (Iđ iệm )
a) Tìm số phức z thỏa mẩn điều kiện = i.

b) Giải phương trình: — log2(x + 3)^ -  log2(4 -  x)^ = 3[1 + log2(x + 6)].
2

, '"r (2i
Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = 1 —

0
^-1 Ạ __ ^  Z-1 .4 - tẬ __ \  'T '____

(2e^’‘ - e " ’')dx2x>

‘>/46* -  3 +1
Câu 5 (1 điểm) Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho 2 điểm A(5; 4; 3);

B(6; 7; 2) và đường thẳng (d): = —— -  -  - — - . Tìm toạ độ điểm c
2 3 1

thuộc d sao cho tam giác ABC có diện tích nhỏ nhất. Tính giá trị nhỏ nhất đó.
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n

Câu 6 (1 điểm)

a) Giải phương trình: cos3x -  cos2x + cosx = —.
2

b) Tìm số nguyên dương n biết rằng: — -----^  ^  - ... + (-!)"■' -  —
2 2 2 2 32

Câu 7 (1 điểm) Cho tứ diện ABCD có BÃb = 90^ CẬỒ = ẤCB = 60° và 
AB = AC = AD = a. Xác định tâm o  của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
ABCD và tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng AC và BD.

Câu 8 (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ trục toạ độ Oxy, cho hai điểm A (-l 1; 
3) và B(9; -7). Một đường thẳng A song song với AB, cắt đưòng tròn đường 
kính AB tại C, D. Gọi ĩ, J lần lượt là hình chiếu vuông góc của c , D lên 
đường thẳng AB. Lập phương ừình A biết CDU là hỉnh vuông.

Câu 9. (1 điểm) Giải bất phương trình: + 5 > 3 -  Vx -  2 .
Câu 10. (1 điểm) Cho các số thực dương X, y, z thay đổi thỏa: 

xyz = 4. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

p= _______Ể_______+_______________ + ________ ^
^/Õ^HíVx)Õ4ỹV^ ^/(lV ^/ỹ)(l 'í̂ ‘‘Vz) ^/(l+z''^/z)(l +x ‘V ĩ)

LỜI GIẢI
Câu 1.

X —oo - 2 2 +00

y' 0 - 0 +

y
-00 ^ -4  ^

+00

• Tập xác định: D = R. Hàm số lẻ.
Bảng biến thiên:
. Sự biến thiên:

lim y = - 00, lim y = +00
x - w «  X—M-OŨ

y '=  - x ^ - 3 , y ’ = 0 « x  = ±2 .
4

Hàm số đồng biến trên (-oo; -2), (2; +oo), 
nghịch biển ừên ( -2 ; 2).
Hàm số đạt cực đại tại (-2; 4), cực tiểu tại (2; -4).

. Đồ thị: y" = —x, y" = 0 Cí> X = 0 nên đồ 
2

thị nhận gốc o  làm điểm uốn.
Cho y = 0 o  X = 0 hoặc X = ±2 Vs .

Câu 2. Đường thẳng y = mx -  9 tiếp xúc với (C); yl= x“̂ 
khi hệ phương trình sau có nghiệm:

+ 7 khi và chỉ
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Ị x '* - 8x^+ 7 = m x -9  (1)
Ị4 x ^ -1 6 x  = m (2)

Thay (2) vào (1) ta được:
x̂  -  8x̂  + 7 = (4x  ̂-  16x)x -  9 <=> 3x‘' -  8x̂  -  16 = 0 o  X = ±2. 

Thay X = ±2 vào (2) thì tính được m = 0. Vậy giá trị cần tìm: m = 0. 
Câu 3.
a) Đặt z = X + iy, (x, y e R)

Ta có (x + iy f  = i<=> x  ̂-  3xy^ + i(3x^y -  y^) = i <z> I x ^  -  3 x y ^  =  0 

l3 x V - y ' = 1

Do đó: x  ̂-  3xy^ = 0 o  X (x^ -  3y^) == 0 <» X = 0 hay X = ±y V3
Neu X = 0 => y = -1 .

Nếu X = ±^Ỉ3y  => y = i  và X =

■+1 .

2 2

Vậy có 3 số phức z = - i, z = —  + — và z = -  —
2 2 2 2

b) Điều kiện X ìt -2  và -6  < X < 4.
Phương trình tương đương:

31og2 I X + 2 I -  31og2(4 -  x) = 3[1 + logaíx + 6)]
o  log2Ĩx  + 2 I = log22 + log2(x + 6) + log2(4 -  x)
<=> log2 1 X + 2 I =  log2[2(x + 6)(4 -  x ) ]o  1X + 2 I =  2(x + 6)(4 -  x)

o
x + 2 = 2(-x - 2 x  + 24)
X + 2 = -2(-x^ -  2x + 24)

o
2x" + 5 x -4 6  = 0 
.2x^ + 3 x -5 0  = 0

_  - 5 ± V ^  . , -3±V iÕ 9<=> X = ------- -̂----- hoặc X = -------------
4 4

/-u ^ - 5  + V ^  -3-V 4Õ 9
4 4

Câu 4. Đặt t = e’‘ 74e* - 3  + 1 => (t -  1 )̂  = -  3e^’‘

=í> i ( t - l ) d t  = (2e^’̂ -e^ ’‘)dx 
3

Khi x = 0 = > t = 2 ;x  = ln3=> t = 10

Nên I = 1  ^ i ' í í l  - i ì d t  =
Ì e*N/4e"-3 + l s J  t 3 t /

Câu 5. Ta có AB = y f ĩ ĩ . Gọi h là khoảng cách từ c  đến AB.

Sabc = — h.AB => Sabc nhỏ nhất <=> h nhỏ nhất.
2

Đường thẳng AB có VTCP u = (1; 3; -1)
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Ta có c  e  (d) C(1 + 2t; 2 + 3t; 3 + t)
=í> Ã c  = ( 2 t - 4 ; 3 t - 2 ; t ) ^  [u , ÃC] = (6t -  2 ; -3 t + 4; -3 t+  10)

I [ ũ ,  Ã C ]| = yjò4t^ -  108t + 120 = ^54 (t- 1 )̂  + 66 > y/ẽẽ
B

h =
u ,AC]

u v n

Đẳng thức xảy ra khi t = 1.

Vậy C(3; 5; 4) là điểm cần tim và minS = >/66

C âu 6.

a) Phương trình: cos3x -  cos2x + cosx = —.

Với: cos— = 0 <=> X = 71 + k27ĩ. Khi đó VT = -3 , VP = PT vô nghiệm. 
2 2

Với c o s^  ^  0, nhân hai vế với 2 co s^  ^  0 
2 2

cos3x. 2cos-^ - cos2x. 2cos-^ + cosx. 2co s^  = Ạ .2cos4  
2 2 2 2 2

Thu gọn được: cos =0<=>x= ^  + k ^  (k G Z).
• 2 7 7

So sánh với điều kiện thì k 3 + 7h; h e z.

Vậy PT có nghiệm x = — + k —  , k ;*3 + 7h; h,k 6 z.

b) Đặt P(x) = (x + 1)"
Ta có P(x) = c° + c;,x + + ... + c>"
Từ (2), ta có P'(x) = c;, + 2C^x + 3C^x'* + ... + n C > "- '

( 1 )
(2)

1 2C! 3C: n-i nc;:S u y r a :F ( - ^ ) = C : , -  2

Do đó: ^ - ^  + ̂ - . . .  + ( - l ) " - ' ^ = - P ' ( - - )  
2 2  ̂ 2® 2" 2 2

Mặt khác, từ (1) lấy đạo hàm 2 vế:

P'(x) = n(x + 1 )"-' suy ra P '( - ^ )  =

nên —.n(—)" ' = — <=> 2" =32 <=> n = 5. Vây giá tri cần tìm là n = 5. 
2 2 32

Câu 7. Ta có BD = aV2 ; BC = CD = a = 2 nên ẽCD = 90°.
Gọi o là trung điểm của BD
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OA = OB = oc = OD 
^ o là tâm mặt cầu qua A,B,C,D. 
Gọi I là trung điểm của AC 
OA = oc => OI ±  AC, IB = ID

OI I B D d(AC, BD) = - .

o
Câu 8.Ta có AB = (20; -10) ^ A : X + 2y + c = 0 và AB = 10\ÍE ; R = õVõ . 

Gọi K là trung điểm AB => K (- l; -2). Đặt KJ = KI = X.
Áp dụng hệ thức lượng ừong tam giác vuông ABD thì: JA.JB = JD^
=í> (5\Í5 -x )(5 \ Í5  + x ) = 4x^
=> X = 5 d(K; A) = 10 => c = 5± 1 c
Vậy có hai đường thẳng thỏa mãn là:

Câu 9. Bất phương trình: + 5 > 3 -  V x- 2  .
Điều kiện: X > 2, với ĐK này BPT đã ch
(^x + 5 - 2 )  + ( V x - 2 - l ) > 0
_  x - 3  x - 3<=> -----  ---- -—  ------+ ■ ■ ■ -----

^(x + 5)^ + 2^x + 5 + 4 V x -2  + l

«  (x -  3) _________ 1 1

ự(x + 5)  ̂ + 2^x + 5 + 4 V x -2  + 1
>0

<=> X -  3 > 0 (vì biêu thức trong ngoặc dương) <Í4> X > 3.
Vậy nghiệm bất phương trình l à  X > 3.

1 2 '  'Câu 10. Với a > 0 thì . Dâu băng xảy ra khi a = 2.
^/ĩ7 ^  2 + a^

Chứng minh: Theo bất đẳng thức Côsi ta được;
2 + a  ̂= (a +  l) + ( a ^ -a  + 1 ) > 2  Va® + 1 => đpcm.

Ap dụng p > ------- ^  ^ -------— H------------------— .
(2 + x®)(2 + y®) (2 + y®)(2 + z®) (2 + z®)(2 + x®)

X uv., u 4y® 4z®Ta chứng minh------------------r -  + ------- ^ -------— H--------^ -------—
(2 + x®)(2 + y®) (2 + y®)(2 + z®) (2 + z®)(2 + x®)

^  ,A,3 , V 3 3 V 3 ^  ,3 V 3x

> 1
3

44> x y + ỵ z + z X + 2(x + y + z ) > 72.
Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta được:

+ y^z  ̂+ z^x  ̂ > 3x^ y^ z  ̂= 48 và x  ̂+ y  ̂+ z  ̂> 3xyz ^
4 Ị—

Vậy minP = —, đạt được khi X = y = z = ^4  .
3

12  =4> đpcm.

176 -BĐT-



ĐE SO 24

Câu 1. (1 điểm) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị: y = x"* -  8x  ̂+ 4. Suy ra 
đồ thị hàm số: y = x"* -  4x^ -  4x^ + 1 2x -  1 .

, , , r \ r _ỵ -|- 2
Câu 2. (1 điêm) Viêt phưcmg trình tiêp tuyên của đô thị hàm sô: y = ——— ,

x + 2

biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng y = —X -  8.

Câu 3. (1 điểm)
a) Tìm môđun của số phức z thoả mãn điều kiện: (2 -  i) z - 4  = 0.
b) Giải phưoTig trình: 4’‘ -  2’‘. log2(x+l) = log2 (2x+2).

rc
3 .

Câu 4. (1 điểm) Tính tích phân I = [----- =—-—dx
sin xcos x

4

Câu 5. (1 điểm) Trong không gian tọa độ Oxyz, cho điểm A(-3; 1; 1) và 

đường thẳng A: ^ ^ ■ = - .  Viết phương trình của mặt cầu có tâm

ở trên đường thẳng A, đi qua A và tiếp xúc với trục Oz.
Câu 6. (1 điểm)

a) Cho sina = —, — < a  < 7T. Tính các giá trị lượng giác của góc — .
3 2 2

b) Gọi T là tập hợp tất cả các số tự nhiên gồm hai chữ số khác nhau lập
từ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Chọn ngẫu nhiên hai sổ từ tập A. Tính xác suất 
để tích hai số được chọn là một số chẵn.

Câu 7. (1 điểm) Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật với 
AB = s c  = 2a, AD = SA = a. Mặt bên (SAB) vuông góc với mặt đáy. 
Chứng minh ASB = 90*̂  và tính thể tích khối chóp đã cho theo a.

Câu 8. (1 điểm) Trong mặt phẳng với hệ trục toạ độ Oxy, cho elip (E):

—  + y"̂  = 1 và điêm C(2; 0). Tìm toa đô các điêm A, B năm trên elip (E) 
4

sao cho tam giác ABC đều.
Câu 9. (1 điểm) Giải hệ phương trình;

2x^ - 2xy + 3x - 2 y - 1 =
1 I—  I—  I------------- ’ y ^

yjx + l + y l x - y  = s j 2 x - y  + 2

Câu 10. (1 điểm) Cho ba số dương x, y, z. Chứng minh rằng
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(x + y + z)  ̂ x + y y + z z + x 
y + x  z + y ‘

LỜI GIẢI

xy + yz + zx X + z

Câu 1.
Hàm số: y = -  8x  ̂+ 4
• Tập xác định: D = R. Hàm số chằn
• Sự biến thiên:

lim y = +00.

y' = 4 x ^ - 16x = 4 x (x^-4 ) 
y' = 0 <=> X = 0 hoặc X = ±2. 

Bảng biến thiên ;

X —00 ~2 0 2 + 0 0

y' -  0 + 0 -  0 +
y

- 1 2

0

Hàm số đồng biến trên (-2 ; 0), (2;+oo) nghịch biến (-oo;-2),(0;2) và có
CĐ (0; 0); CT(±2; -12)
. Đồ thị: y" = 12x^ -  16, y" = 0 <=>

_ ±2 . f ±2 44)X = —Ị= nên có 2 điêm uôn —Ị=; —^  
V3 9

Đồ thị nhận trục tung là trục đối xứng.

Ta có y = x'* -  4x^ -  4x^ +  12x -  1 ỹ  (x  -  1)'* -  8 (x  -  1)^ + 6= f (x  -  1) + 2 
Do đó đồ thị móã được suy ra từ đồ thị y = f (x )  đã vẽ theo phép tịnh tiến 
sang phải 1 đem vị rồi lên trên 2 đom vị.

Câu 2. Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng y = —X -  8 nên có hê số góc
2

k = -2. Hoành độ tiếp điểm thoả mãn phương trình;
-4  Xj = -2  + V2

(x + 2 )̂  "  ^  X2 = -2  -  V2

Với X| = -2  + n/2 , ta có tiếp tuyến y = -2x  - 5  + 4yỈ2 .
Với X2 = -2  -  V2 , ta có tiếp tuyến y = -2x -  5 -  4 ̂ /2 .
Vậy có 2 tiếp tuyến y = -2x -  5 +  4\/2  v ày  = -2x  -  5 -  4 V2 . 

Câu 3.
a) Ta có: (2 -  i)z  -  4 = 0 <=> (2 + i)z -  4 = 0 

„  4 8 4 ,
2 + i 5 5
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Í64 16̂  Í8Õ ềVõVây z = , —  + —  =
V25 25 V25 5

b) Phương trình: 4’' -  2’'. log 2(x + 1) = log 2 (2x + 2).
Điều kiện: X > -1.
PT <=> (2* + 1)(2" -  log2(2x + 2)) = 0 »  2’= -  log2(2x + 2) = 0 
Xét f(x) = 2̂  ̂-  log2(2x + 2), X > -1

1  ̂ ox,„2 -, . 1f  (x)= 2Mn2 — ■,f’(x)= 2M n"2 +- >0
(x + l ) l n 2 ’ '  ' (x + l ) ^ ln 2

do đó đồ thị có nghiệm f  (x) = 0 và đổi dấu nên f có một cực trị. 
Từ BBT suy ra phương trình f(x) = 0 có tối đa 2 nghiệm 
Mà f(0) = 0 và f( 1) = 0 nên phương trình có 2 nghiệm là 0 và 1.

71 .ĨL ^
1 J  cosx J V 1 1Câu 4. 1= -------dx = ------------- —  d x -  — ^

's in x c o s  X 's in x c o s  X J ta n x  cos X
ĩĩ n  lĩ

4 4 ĩ
n

dx

[— — .— \ —(l + tan^ x) dx 
Ì tan  X cos X '' '

Đặt t = tanx ^  dt =
c o s ^  X

dx

Khi x =  — = í > t = l , x = —=>t = V3 
4 3

n/3 /
1= Ị —(1+t^)^dt = lỊ^—+ 2t + t^ dt = ln |t| + t ^ 4

Vậy I = 4 + ln \/3  .
Câu 5. Ta có M e A nên M(t -  2; t -  1; t).

Gọi M' là hình chiếu M lên Oz thì M'(0; 0; t) 
Suy ra: = ( t - 2 ; t -  1;0)

d(M; Oz) = MM' = y ị ỉ ẽ - 6 t  + 5 
Nên d(M; Oz) = AM Cí> t̂  + 2t + 1 = 0 t = -1.
Vậy M (-3; -2 ; -1 ) và R = VĨ3 .
Vậy PT mặt cầu cầu tìm là (x + 3)^ + (y + 2Ý  + (z + 1)  ̂= 13. 

Câu 6.

a) Vì sina = Ặ v à ^  < a < 7i nên cosa < 0.
3 2

Do đó: cosa = .-V l -s in ^  a -  - 2V2
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